
Université Montpellier HLMA 302 - Analyse 3 (2016-2017)

TD0 : Rappels sur les relations de comparaison et les développements limités
Les exercices avec (*) sont plus difficiles. Il faut traiter en priorité les exercices sans (*).

Exercice 1. Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R et soit x0 ∈ I. Montrer que
f = o(g) au voisinage de x0 si et seulement si il existe une fonction θ définie sur un voisinage de x0 telle
que f(x) = θ(x)g(x) et telle que θ(x)→ 0 lorsque x→ 0.

Exercice 2. Démontrer en revenant à la définition 1.3 (à l’aide du lemme 1.1) que la relation d’équivalence
pour les fonctions est une relation d’équivalence pour les fonctions (au voisinage d’un point x0).

Exercice 3. Démontrer la proposition de cours 1.2 (voir ci-dessous 1).

Exercice 4. La fonction f définie par x 7−→ e−1/x
2 si x 6= 0 et f(0) = 0 possède-t-elle un développement

limité à l’ordre n au voisinage de x = 0 ?

Exercice 5. Effectuer les développements limités des fonctions suivantes au voisinage de x = 0 :

f1(x) = ln
(
sin x
x

)
ordre 4

f2(x) =
ecosh x−ecos x

x2 ordre 2
f3(x) =

x
ex−1 ordre 3

f4(x) = (1 + x)1/x ordre 2
f5(x) = (1 + x)1/ sin x ordre 3
f6(x) =

2 sin x−arctan x
ln(1+x) ordre 2

Exercice 6. Effectuer les développements limités des fonctions suivantes :

g0(x) = sinx en x = π/3 ordre 3
g1(x) = lnx en x = 2 ordre 2
g2(x) = (1 + sinx)x en x = π/2 ordre 2
g3(x) = (2− lnx)1/4 en x = 1 ordre 2
g4(x) = (x− 4)(x+ 3)(x− 1)(x2 + 2) en x = 1 ordre 2 et 2000

Exercice 7. Trouver un équivalent simple lorsque x→ 0 des fonctions définies ci-dessous par :

h1(x) = x(2− cosx)− arctanx

h2(x) = 1 + ln coshx
ln cosx

h3(x) = ecosx − ecoshx

h4(x) = x(1 + cosx)− 2 tanx

h5(x) =
√
tanx− (x sinx)1/5

1. Rappel de la proposition 1.2.

Proposition 1. Soit f1, f2, ϕ, ψ, g, h : R→ R six fonctions, x0 ∈ R et α, β deux réels.
(i) f1 = O(g) et f2 = O(g) ⇒ αf1 + βf2 = O(g).

(ii) f1 = o(g) et f2 = o(g) ⇒ αf1 + βf2 = o(g).

(iii) On a :
ϕ = O(ψ) et f = O(g) ⇒ ϕf = O(ψg)
ϕ = o(ψ) et f = O(g) ⇒ ϕf = o(ψg)
ϕ = O(ψ) et f = o(g) ⇒ ϕf = o(ψg).

(iv) On a :
f = O(g) et g = O(h) ⇒ f = O(h)
f = O(g) et g = o(h) ⇒ f = o(h)
f = o(g) et g = O(h) ⇒ f = o(h).
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Exercice 8. Déterminer la limite en x = 0 des fonctions définies ci-dessous par :

φ1(x) =
ln(cosx coshx)

x4

φ2(x) =
1
x −

ln(1+x)
x2

φ3(x) =
sinx−tanx
tanhx−tanx

φ4(x) =
sinx−x

x ln(1−x2)

φ5(x) = (cosx)1/x
2

Exercice 9. a) Trouver un développement limité à l’ordre 4 en puissance de 1/x de f(x) := x2−2
x2+2x

.

b) Trouver un équivalent en +∞ de f(x) := (x− 1)e
1

x+1 .

c) Trouver un équivalent en +∞ de x3+2x2−1+1
x5−x+2

.

d) Trouver un développement limité à l’ordre 2 en puissance de 1/x de f(x) = (x4 + x2)1/4− (x3 + x2)1/3.

e) Trouver un développement limité à l’ordre 2 en puissance de 1/x de f(x) = x5+1
x3+x+2

− x2 + 1.

Exercice 10. (**) Exercice récapitulatif sur les développement limités. Soit a ∈ R et f :]a,+∞[→ R une
application de classe C2 (i.e. deux fois dérivable et dont la dérivée seconde est continue sur ]a,+∞[). On
suppose f et f ′′ bornées sur ]a,+∞[ et on pose :

M0 := sup{|f(t)| ; t > a}, M2 := sup{|f ′′(t)| ; t > a}.

1) En appliquant la formule de Taylor, montrer que pour tout x > a et pour tout h > 0 on a

|f ′(x)| ≤ 2

h
M0 +

h

2
M2.

2) Etablir le résultat suivant : soit g :]0,+∞[→ R une application de classe C2 à dérivée seconde bornée
et telle que limx→+∞ g(x) = 0. Alors, limx→+∞ g

′(x) = 0.
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