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Partie 0. Préliminaires

Idéaux maximaux, idéaux premiers.
Soit A un anneau (commutatif, unitaire).

Lemme chinois. Soient ay,..., a, des idéaux de A tels que a;+a; = A pour tous 1 <1i < j <.
Alors Uapplication canonique

T
A— [ A/
i=1
est surjective.

Lemme de Nakayama. Supposons A local et notons m son idéal maximal. Soit M un A-
module de type fini. Alors mM = M si et seulement si M = 0.

PREUVE - Si M = 0, alors mM = 0 = M. Réciproquement, supposons que mM = M.
Soient uq,..., u, des générateurs du A-module M. Puisque mM = M, il existe une matrice
X = (myj)1 <i,j <r & coefficients dans m telle que

r
U; = E mijUsj
j=1

pour tout 1 < j < r. En multipliant par la transposée de la comatrice de Id, —X, on obtient
que

det(Id, —X).u; =0
pour tout 1 < j < r. Or, det(Id, —X) est inversible dans A car A est local. Donc M = 0. m

Corollaire A. Supposons A local. Soient M et N deux sous-A-modules de A™ tels que M PN =
A™. Alors M et N sont libres.

PREUVE - Notons m l'idéal maximal de A et soit k = A/m. Soit 7 : A" — k™ la projection
canonique. Tout d’abord, M et N sont de type fini comme facteurs directs d’un module de type
fini. De plus M/mM & N/mN = k™. Soient (ui,...,u,) et (v1,...,vs) des éléments de M et
N respectivement tels que (7(uq),...,7(u,)) et (w(v1),...,7(vs)) soient des bases de M/mM et
N/mN respectivement. Alors r+s = n et, d’apres le lemme de Nakayama, (u1,...,u,) engendre
M et (v1,...,vs) engendre N. Pour conclure, il suffit de montrer que (uq,...,u,,v1,...,vs) est
libre sur A, ce qui est trivial. m

Un idéal p de A est dit premier si A/p # 0 est integre. On note Spec A ’ensemble des idéaux
premiers de A.

On fixe un morphisme d’anneaux w : A — B, de sorte que B sera vu comme une A-algebre
via .

Proposition B. Si q est un idéal premier de B, alors 7=1(q) est un idéal premier de A.

PREUVE - En effet, 7 induit un morphisme injectif A/7~!(q) — B/q. Le résultat découle alors
du fait qu'un sous-anneau d’un anneau integre est integre. B
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On notera 7* : Spec B — Spec 4, q — 7 !(q). C’est une application croissante. Commencons
par deux résultats élémentaires.

REMARQUE - Si ACB et 7 : A< B est I'injection canonique, alors 7= 1(q) = qN A. O

Lemme C. Soit I un idéal de A et soit S une partie multiplicative de A.

(a) Notons m: A — A/I Uapplication canonique. Alors 7 : Spec A/I — Spec A induit une
bijection croissante entre Spec A/I et I'ensemble des idéaux premiers de A contenant I.

(b) Notons m : A — S™'A lapplication canonique. Si p est un idéal premier de A ne
rencontrant pas S, alors S~'p = p(S™LA) est un idéal premier de ST1A et 7 (S 1p) = p.
Par suite, Uapplication 7 : Spec ST'A — Spec A induit une bijection croissante entre
Uensemble des idéaur premiers de S™'A et l’ensemble des idéaux premiers de A ne
rencontrant pas S.

Sip € Spec A, alors A — p est une partie multiplicative de A et on notera A, le localisé de
A par rapport a cette partie. Alors Ay est un anneau local (contenant A car A — p ne contient
pas de diviseurs de zéro) : son unique idéal maximal est pA,. De plus, pAy, N A =p et Ap/pA,
est le corps des fractions de A/p. Si M est un A-module, alors on pose M, = A, @4 M. Clest
un Ay-module. Par exemple, By est un Ap-algebre. Nous noterons 7y, : Ay, — By le morphisme
induit par 7.

Proposition D. Soit p un idéal premier de A. Alors application

™) — m (pAy)
q — Ay ®aq

est bijective. La bijection réciproque est donnée par q — i~1(q) ot i : B — By, est linjection
canonique.

On dit que B est fini(e) sur A (ou que 7 est un morphisme fini) si B, vu comme A-module,
est de type fini. On dit que B est de type fini sur A (ou que 7 est un morphisme de type fini)
si B, vu comme A-algebre, est de type fini. On dit que B est entier sur A si tout élément de
B est entier sur A. On appelle cloture intégrale de A dans B ’ensemble des éléments de B qui
sont entiers sur A. C’est un sous-anneau de B.

Proposition E. 7w est fini si et seulement si m est de type fini et entier.

Lemme F. Supposons w injectif et entier et B intégre. Alors A est un corps si et seulement si
B est un corps.

PREUVE - Pous simplifier nous supposerons que A C B et que 7 est I'injection canonique. Notons
que A est inteégre comme sous-anneau d’'un anneau intégre.

(1) = (2) : Supposons que A est un corps. Soit b € B, b # 0. Il existe un polynéme unitaire,
irréductible (car B est intégre) P € A[X] tel que P(b) = 0. Ecrivons P = X" + a, 1 X" ! +
-« + a1 X + ag avec a; € A. Alors ag # 0. Puisque A est un corps, ag est inversible. De plus,

b.(—ao_l(b”’l Fan b2t a1)> ~1,

ce qui montre que b est inversible dans B. Donc B est un corps.



(2) = (1) : Supposons que B est un corps. Soit a € A, a # 0. Alors a est inversible
dans B. 1l existe un polynéme unitaire, irréductible P € A[X] tel que P(a~!) = 0. Ecrivons
P=X"4+a, 1 X" "4+ - - +a1X +ag avec a; € A. On a alors

a = —(ap_1+ansa+---+aa" %+ apa™ ).

Donc a=!' € A. Donc A est un corps. B

Corollaire G. Supposons m entier. Soit q un idéal mazximal de B. Alors q est mazimal si et
seulement si m~1(q) est mazimal.

Si A est integre, on notera Frac(A) son corps des fractions. Dans ce cas, on dit que A est
intégralement clos s’il est égal a sa cloture intégrale dans Frac(A).

Théoreme H. Supposons m entier et injectif. Alors w* : Spec B — Spec A est surjective et
strictement croissante. Si 7w est fini, alors les fibres de w sont finies.

PREUVE - Nous supposerons pour simplifier que AC B et que 7 est 'injection canonique.

Montrons tout d’abord que 7* est surjective. Soit p un idéal premier de A. D’apres la
proposition D, on peut supposer que A est local d’idéal maximal p. Soit q un idéal maximal de
B. Alors g N A est un idéal maximal de A d’apres le corollaire G. Donc g N A = p.

Revenons au cas général et montrons que 7* est strictement croissante. Soient q et ¢’ deux
idéaux premiers de B tels que qN A = g NA = pet qCqg. Alors STlqn A4, = pA, et
S~1q' N Ay = pA,. Dapres le corollaire G, S™'q et S71¢’ sont des idéaux maximaux de S™!B.
Donc S~'q = S"!¢. Donc q=¢'.

Pour finir, supposons 7 fini et montrons que les fibres de 7 sont finies. Soit p un idéal premier
de A. Comme précédemment, on peut supposer que A est local et que p est son idéal maximal.
Alors B/pB est une k-algébre de dimension finie (ot k = A/p) et 7~ 1(p) est en bijection avec
les idéaux premiers (i.e. maximaux) de B/pB. Il n’y en a bien siir qu'un nombre fini. ®

Action d’un groupe fini.

Soit G un groupe fini agissant sur A. Posons
A ={ac A|VgeQq, %=a}.

Proposition I. On a :

(a) A est entier sur AC.
(b) Le groupe G agit transitivement sur les fibres de application Spec A — Spec A (qui est
surjective).

PREUVE - (a) Soit a € A. Posons
P = J[(X - ‘) € A[X].
geG
Alors P est invariant sous I’action de G, donc P € AY[X]. De plus, P est unitaire et P(a) = 0.
(b) La surjectivité de 'application Spec A — Spec A® découle du (a) et du théoréme H. Soit
p un idéal premier de A®. Pour montrer que G agit transitivement sur la fibre de 7* au-dessus

de p nous pouvons, grace au lemme D, supposer que A est local d’idéal maximal p. Soient q et
q’ deux idéaux premiers de A tels que qN A% = ' N A% = p. Puisque A est entier sur A® (voir
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proposition I) et puisque p est maximal, on en déduit que q et q' sont des idéaux maximaux de
A (voir proposition G). Supposons que q' # 9q pour tout g € G. D’apres le lemme chinois, il
existe a € A tel que

a=0modq
et a = 1mod 9q

pour tout g € G. Posons z = [] 9a. Puisque 9a ¢ q pour tout g € G, on a x ¢ q. Malis,

geG
z€q NASY =pcCq, ce qui contredit Phypothese. Dot le résultat. m

Corollaire J. Les fibres de l’application Spec A — Spec AS sont finies.

Supposons maintenant que A est integre. Notons L le corps des fractions de A et K le corps
des fractions de AC.

Proposition K. Avec les notations précédentes, on a :

(a) Six €L, il evistea € A et u € A%, u# 0 tel que x = a/u.
(b) K = LS.

PREUVE - (a) Soit € L. Il existe a € A et u € A, u # 0, tel que x = a/u. Posons

a/:ang et u’zng.

geG geq
g#1

Alorsa’ € A, u' € A% v #0etx=d/u.
(b) découle immédiatement de (a). m

Proposition L. Si A est intégre et intégralement clos, alors AC est intégre et intégralement
clos.

PREUVE - Si z € K est entier aur A%, alors il est entier sur A, donc il appartient & A car A est
supposé intégralement clos. Donc z € ANK = A®. m

Si |G| est inversible dans un anneau commutatif R, on pose
1
geG
Notons que geg = eqg = eq pour tout g € G. En particulier, eg est un idempotent (i.e.
eé = eq) central. La proposition suivante est immédiate.
Proposition M. Supposons |G| inversible dans R. Soit M un R[G]-module. Alors
M€ = egM.
En d’autres termes, pour m € M, on am € MC si et seulement si egm = m.

Corollaire N. Supposons |G| inversible dans R. Soit M un R[G]-module et N un sous-R[G|-
module. Alors Uapplication canonique ME — (M/N)C est surjective.

Algebre symétrique.



Soit k£ un corps commutatif et soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie. On pose
T(V) =k et, pour r > 1,
TT(V) :V®kV®k~--®kV.

r fois

On pose ensuite
V)= ¢ T (V).

r>0

Alors le produit tensoriel ®j induit une application bilinéaire

T (V) x T*(V) — T"T5(V)
qui fait de T'(V') une k-algebre associative : on l'appelle ’algébre tensorielle de V' (sur k). Si
f:V — W est une application linéaire, on note 77 (f) : T"(V) — T" (W) 'unique application
linéaire telle que

T" ()01 @ @v) = f(v1) @ ® f(vr)

pour tous vy, ..., v, € V. Alors T(f) = @, >0T"(f) : T(V) — T(W) est un morphisme de
k-algebres.

Propriété universelle. Soit f : V. — A une application linéaire, ot A est une k-algébre
associative. Alors il existe un unique morphisme de k-algébres f : T(V) — A étendant f.

Notons I, le sous-k-espace vectoriel de T" (V') engendré par les v1 @ - - @V — V(1) @ - @ Vg(y)
pour tous vy, ..., v, € V et 0 € &, (groupe symétrique de degré r). Alors I = @, > oI, est un
idéal bilatere de T'(V'). On pose

SV)y=1(V)/I= @ T"(V)/I, = & S"(V).
r >0 r>0
Alors S(V') est une k-algebre associative et commutative, appelée algébre symétrique de V (sur
k). Puisque &, est engendré par des transpositions, il est facile de vérifier que I est 1'idéal
bilatere de T(V') engendré par les v @v' —v' @ v € T?(V) =V ®V, ot v et v’ parcourent V. Le
produit dans S(V') sera noté usuellement.

Propriété universelle. Soit f : V. — A une application linéaire, ot A est une k-algébre
associative COMMUTATIVE. Alors il existe un unique morphisme de k-algébres f: S(V) — A
étendant f.

Proposition O. Soit Xy, ..., X, une k-base de V. Alors X1, ..., X, sont algébriquement
indépendants dans S(V') et ils engendrent S(V').

Corollaire P. Sin =dimV et si r > 0, alors

dim §7(V) = ( rn—l )

n—1

Proposition Q. Soient V' et W deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors lapplication
naturelle &;_,S"(V) @ S™H (W) — S"(V @& W) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels.
Ces isomorphismes induisent un isomorphisme de k-algébres S(V) @) S(W) ~ S(V @ W).
PREUVE - Ceci revient a dire que

k[Xl, R ,Xm] R k[Xm+1, R aXm+n] ~ k‘[Xl, e Xm—i—n]- O

Notons Fonc(V, k) ensemble des fonctions quelconques V' — k. C’est une k-algebre commu-
tative pour la multiplication naive. Alors V* est un sous-espace vectoriel de Fonc(V, k). Par
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la propriété universelle des algebres symétriques, on obtient ainsi un morphisme de k-algebres
S(V*) — Fonc(V, k) dont I'image est la k-algebre des fonctions polynémiales V- — k, notée
Pol(V, k).

Proposition R. Si k est infini, Uapplication S(V*) — Pol(V,k) est un isomorphisme de k-
algebres.

Supposons maintenant que V' est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie, c¢’est-a-dire
V=Vi®- @ Vg ouV; est appelé la composante homogéne de degré i de V. Par la proposition
Q, on a

S(V)=8V1)®---®S(Vn).
Les éléments de S™(V;) sont dits homogénes de degré ri, ce qui munit S(V;) d’une structure de
k-algebre commutative graduée. Par produit tensoriel, S(V') devient une k-algebre commutative
graduée.

EXEMPLE - Le cas le plus fréquent est celui ou V' =V est concentré en degré 1. On retrouve
alors la structure usuelle de k-algebre graduée de S(V). O

EXEMPLE - Le groupe symétrique &,, agit sur la k-algebre k[X1,..., X, ] par permutations des
indéterminées : 7X; = X;(;). Il est bien connu que la k-algebre des polynomes symétriques
k[X1,...,X,])®" est engendrée par les polynomes symétriques élémentaires oy = X1 + - - - + X,
cooy, 0 = X1 ... X,, et que ces derniers sont algébriquement indépendants. Si on pose V; = k3;
et V=& --0V,Ck[X1,...,X,], cela signifie que 'application S(V) — k[X1,..., X,,]®" est
un isomorphisme de k-algebres graduées. O

Algebres de type fini. Soit k£ un corps commutatif. Soit A une k-algebre de type fini.
Proposition S. A est un anneau nethérien.
Proposition T. Si A est un corps, alors A est une extension algébrique finie de k.

Corollaire U. Si k est algébriquement clos, alors Uapplication Homy_,15(A, k) — Max(A),
p — Ker ¢ est bijective.

PREUVE - En effet, si m est un idéal maximal de Max(A), alors A/m est une k-algebre de type fini
et c’est un corps. C’est donc, d’apres la proposition T, une extension algébrique finie de k. Ce
dernier étant algbriquement clos, I’application naturelle K — A — A/m est un isomorphisme. B

Corollaire V. Supposons k algébriquement clos. Soient X1, ..., X, des indéterminées sur k
et soient Py, ... P, € k[X1,...,X,] et notons I l'idéal qu’ils engendrent. Soit
V(I)={(z1,...,xn) €K" | Pi(z1,...,2n) == Po(x1,...,2,) = 0.

Si P € k[Xy,...,X,] s‘annule sur V, alors il existe e > 1 tel que P° € I.

PREUVE - Soit A = k[Xy,..., X,)][T]/(Py,...,P.,1 — PT). Posons
V' ={(x1,...,2n,t) € gt | Pi(z1,...,2p) == Po(x1,...,2) =1 —tP(xy,...,2,) = 0}

Alors, par hypothese, V' = @. Or, d’apres le corollaire U, V' est en biijection avec les idéaux
maximaux de A. Donc (Py,...,P.,1 — PT) = k[X1,...,X,][T]. En d’autres termes, il ex-
iste a1, ..., ap, 0 € k[X1,...,Xp,T] tel que oy Py + -+ + o, P, + B(1 — TP) = 1. Soit
fk[Xy, ., X, T] — k(Xy,...,X,), Xi — X;, T — 1/P. En appliquant f & 1'égalité
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précédente, et en multipliant par une puissance suffisamment grande de P, on obtient le résultat
souhaité. m

Proposition W. Soit k' une extension algébrique de k. Posons A’ = k' @y A. Alors ACA’. De
plus, Uapplication Spec(A’) — Spec(A), p — p N A est surjective et a ses fibres finies. D’autre
part, p est mazximal si et seulement si p N A est mazimal.

Exercices de la partie 0

Exercice X. Soit A un anneau et soit G un sous-groupe fini de Autapnean 4. On suppose A
integre et intégralement clos. On note K le corps des fractions de A. Soit Ay un sous-anneau
de AY intégralement clos et soit K son corps des fractions. On suppose que [K : Ko = |G| et
que A% et entier sur Ag. Montrer que Ag = A°.



Partie I. Introduction

Sauf mention explicite du contraire, tous les anneaux et toutes les algebres de ce cours seront
commutatifs (commutatives).

Le théoréme de base, bien que facile, de la théorie des invariants d’un groupe fini agissant sur
une k-algebre de type fini est le suivant :

Théoréme 0. Soit A un anneau commutatif et soit G un groupe fini agissant sur A (par
automorphismes d’anneau). Alors :

(a) A est entier sur AC.

(b) L’application Spec A — Spec A% p — pNAC est surjective. Ses fibres sont des G-orbites.
De plus, sip € Spec A, alors p € Max A si et seulement si p N A® € Max A“.

Si A est intégre et intégralement clos, alors AC est intégre et intégralement clos.
Si k est un corps, si A est une k-algébre de type fini et st G agit sur A par automorphismes
de k-algébre, alors A est un AS-module de type fini et AC est une k-algébre de type fini.

)

(d) Si A est intégre, alors AC est intégre.
)
)

PREUVE - (a), (b), (c), (d) et (e) ont été montrés dans la partie . Montrons (f). Soient z1,. ..,
z, des générateurs de la k-algebre A. Posons P; = [[,.o(X — z;) € A9[X]. Notons B la
sous-algebre de A engendrée par les coefficients des P;, 1 < i < n. Alors BC A9 C A. De plus,
A est entiére sur B et, puisque A = B[z1,...,2,], A est un B-module de type fini. Par suite,
A% est un B-module de type fini car B est noethérienne. Donc A® est une k-algebre de type
fini. m

EXEMPLE 0 - POLYNOMES SYMETRIQUES. Le groupe fini &,, agit sur k[X1,..., X,] par permu-
tations des indéterminées :
UXl‘ = Xa(i)-
On a k[X1,...,X,)% =k[o1,...,0,] ol les oj sont les polynomes symétriques élémentaires :
O'j: Z lengXzJ

1 <i1<iz<<ij <n

De plus, 01, 09,..., o, sont algébriquement indépendants. O

REMARQUE 0 - EFFECTIVITE. La preuve du théoreme 0 (f) n’est pas effective. Par contre,
lorsque |G| est inversible dans k, alors on peut rendre cette preuve effective. En effet, on
remarque tout d’abord que ’anneau B de la preuve est construit explicitement. Posons g = |G|.
Alors D’autre part, A = Z(il’...714”)6{0717.”75171}”, Bx'z ... zlr. Par suite,

o o .
A% = Z Beg(z'zy ... zpr)
(i1,000in) {0, ig— 1}



10

car eg(zy) = zeg(y) six € AS. O

Proposition 0. Soit k un corps, soit A une k-algébre de type fini et soit G un groupe fini
agissant sur A par automorphisme de k-algebre. Alors il existe un sous-espace vectoriel de
dimension finie V de A, engendrant A comme k-algebre et stable sous G. On obtient ainsi un
morphisme surjectif G-équivariant de k-algébres S(V) — A.

Si de plus |G| est inversible dans k, alors Uapplication induite S(V)¢ — A est surjective.

PREUVE - Soient x1,..., x, des générateurs de la k-algebre A. Posons V = Z k °x;. Alors

oceG
1<i<n

V est bien stir G-stable, de dimension finie et il engendre A. B
Dans ce cours, nous étudierons essentiellement la situation suivante :

e k est un corps commutatif ;

e I/ est un k-espace vectoriel de dimension finie ;
e (G est un sous-groupe fini de GLg (V).

e Probleme : Etudier Palgébre S(V)C...

On appelle pseudo-réflexion un élément s € GL (V) tel que dimIm(s — 1) = 1. On appelle
réflexion une pseudo-réflexion d’ordre 2. Si GC GLg(V), on notera Réf(G) l'ensemble des
pseudo-réflexions de G. Un des buts du cours est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme (Shephard-Todd, Chevalley). Soit k un corps commutatif de caractéristique 0,
soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie n et soit G un sous-groupe fini de GLg(V).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est engendré par des pseudo-réflexions.
(2) S(V) est un S(V)%-module libre de rang |G|.

(3) S(V)C est engendrée par n polynomes (homogeénes) algébriquement indépendants.

Si ces conditions sont satisfaites et si dy,..., d, sont les degrés des n polyndmes homogenes
algébriguement indépendants engendrant S(V)G, alors

(a) La suite (dy,...,dy,) ne dépend pas (a permutation prés) du choiz des n générateurs
homogenes algébriqguement indépendants.

(b) |G| =d;...dy.

(c) IRéE(G)|=dy+---+dp—n

EXEMPLE 0.1 - Soit V' = k" et notons (Xj,...,X,) sa base canonique. Le groupe symétrique
&,, agit sur V par permutation des vecteurs de la base : 7.X; = X(;). Ona S(V) = k[X1,..., X;)]
et S(V)© est I'algebre des polynomes symétriques. Elle est donc engendrée par n éléments
homogenes algébriquement indépendants, de degrés 1, 2, ..., n. Si on applique le théoréeme
de Shephard-Todd-Chevalley, on obtient que &,, est engendré par des pseudo-réflexions, ce qui
équivaut au fait bien connu que &,, est engendré par les transpositions. En appliquant (b) et (c),
on obtient que |&,| =1.2..... n = n! et que le nombre de transpositions de &,, est n(n—1)/2. O
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Exercices de la partie I

On se fixe ici un corps commutatif k£ et un k-espace vectoriel V' de dimension finie n > 1.

Exercice I.1*. Soit G un sous-groupe fini de GLy (V). Montrer qu’il existe un sous-k-espace
vectoriel M de S(V), stable par laction de G et tel que M soit isomorphe & la représentation
réguliere de G (Indication : travailler avec les corps des fractions de S(V) et S(V)© et utiliser
le théoreme de la base normale en théorie de Galois).

Exercice 1.2. Supposons k de caractéristique différente de 2 et que G =< o >ouo:V — V|,

v — —v. Alors |G| = 2.

(a) Montrer que S(V)¥ = @, > ¢ SZ (V).

(b) Montrer que S(V)¢ est engendrée par S?(V).

(c) Si n =1, montrer que S(V)& ~ k[T], ot T est une indéterminée.

(d) Si n = 2, montrer que S(V)¢ ~ k[T, T, T]/(T? — Ty\T), ou Ty, Ty et T sont des
indéterminées. En particulier, il existe une sous-k-algebre A de S(V)© engendrée par
deux polynémes homogenes de degrés 2 et un élément v € S%(V) tel que S(V)¢ = Ad Av.

Exercice 1.3. Supposons k de caractéristique différente de 2. Soit A la k-algebre k[X,Y]/(X 2+
Y2 —1). Notons z I'image de X dans A et y Iimage de Y. Soit G =< ¢ >, oi1 02 = 1 et ou
7r = —x et 7y = —y. Montrer que A% ~ k[T, U]/(T? + U? — U) (Indication : utiliser I’exercice
1.2).

Exercice 1.4. Soit A une k-algebre commutative, G un groupe agissant sur A par automor-
phismes de k-algebres, k' une extension de k. Montrer que 'application G x (k'@ A) — k' @y A,
o — Idy ®o munit la k’-algebre commutative &’ ®; A d’une action de G et que (k' ®; A)¢ =
K (g3 AC.

Exercice 1.5. Soient V et V'’ deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Soient G C GLg (V)
et GL (V). Alors G x G' € GLy(V @ V'). Montrer que S(V & V)9*¢" ~ §(V)¢ @ S(V')¢".

Exercice 1.6. Soit A = k[X, X 1] ~ k[X,Y]/(XY — 1) et soit o 'automorphisme de A tel que
X = X~'. On note G =< ¢ > (on a bien siir |G| = 2). Montrer que A9 = k[X + X 1.

Exercice 1.7. Supposons que k£ = R, que n = 2, que V est euclidien et que G est le groupe des
automorphismes de V' stabilisant un polygone régulier I' a r > 2 cOtés centré en 'origine. Soient
v1, Vg, ..., U, les sommets du polygone régulier.

(a) Montrer que |G| = 2r et que G est engendré par deux réflexions s et ¢ telles que (st)" = 1.

(b) Soit T =v? 4 --- +v2 € S2(V). Montrer que T € S(V)¢. Montrer que T # 0.

(c) Montrer que U = vjvy...v,. € S™(V)Y.

(d) Montrer que, si r > 3, alors T et U sont algébriquement indépendants.

(e) Montrer, sans utiliser le théoreme de Shephard-Todd-Chevalley, que S(V)¢ = R[T, U]

(sir > 3).

Exercice 1.8. Supposons que k est un corps fini, que V = k? et que G = {< é Clt ) | a € k}.

Soit (X7, X2) la base canonique de V. Soit W le sous-espace vectoriel de V' engendré par Xo.
Montrer que W est G-stable, que G agit trivialement sur V/W et que I'application V& —
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(V/W)% n’est pas surjective. En particulier, 'application S(V)¢ — S(V/W)¢ = S(V/W) n'est
pas surjective.

Exercice 1.9. Supposons que k est un corps fini. Le groupe additif (k,+) agit sur k[X] par
translation : si a € k, on pose ®X = X + a € k[X]. Montrer que k[X]*+) = k[X9 — X], ot
q = |kl

Exercice 1.10. Soit V = k%, oll k est un corps fini & ¢ éléments. Soit G = GLy(V) = GLy(k).
Posons
G1 =SLy(k) ={c € G| detoc =1}

ot H—{(é Cf)\aek}.

Soit (X,Y) la base canonique de V. On pose

q 2 2

; . XY? —Y X1

T=XY?-YX1 U= xalyicye-lyg—i _ 22 T 1A

7 X = S
T
t T'=Y9-YX9 =2,
‘ X

(a) Montrer que T" = [, (Y + AX).

(b) Montrer que T’ et X sont algébriquement indépendants et que S(V)? = k[X, T"].

(c) Montrer que, pour tout o € G, on a °T = (deto)T. En déduire que T € S(V) et
UeSV)e.

(d) Montrer que T et U sont algébriquement indépendants et que S(V) = k[T, U].

(e) En déduire que S(V)¥ = k[T91,U].

Exercice 1.11 (Bourbaki, “Groupes et algebres de Lie”, chapitre V, §5, exercice 6).
Supposons que k est un corps fini de cardinal ¢, que V = k™ et que G = GL, (k) = GLg(V).

On note (X7q,...,X,) la base canonique de V. Posons
G1 =SL,(k)={0c € G| deto =1}.
Sie=(e,...,e,) est une suite d’entiers naturels non nuls, on pose

Le=det(X! )i <ijicn € S(V) = k[X1,..., X,].

n n
Posons T = H( H (X, + Z aiXi)).
j=1 (aj_;,_l,‘..,an)ek"*j 1=7+1
(a) Montrer que, pour tout 0 € G, Le = (det 0)Le. En particulier, Lo € S(V)1.

(b) Montrer que T divise tous les Le.
(c) Montrer que T' = L1,2,..n—1) et que T est homogene de degré 1 + ¢ + @+ g
(d) Sil<i<mn,onnote e; lasuite (0,1,2,...,n) a laquelle on a retiré ¢. Si1<i<n—1,
on pose Y; = Le, /T. Montrer que Y; € S(V)% et que Y; est homogene de degré ¢ — ¢'.

(Nous montrerons dans un futur exercice que T', Y7, ..., Y, _1 sont algébriquement indépendants
et que S(V)1 = k[T, Y1,..., Y, 1] et S(V)¥ = k[T, Y1,..., Y, 1], ce qui généralise I'exercice
1.10 ci-dessus.)
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Partie II. Objets gradués

Fixons jusqu’a la fin de ce cours un corps commutatif k. Nous noterons k une cloture
algébrique de k.

1. ESPACES VECTORIELS GRADUES

On appellera k-espace vectoriel gradué tout k-espace vectoriel M muni d’une décomposition
M = Breg M., ou dimp M, < coet M, =0sir << 0. Sim = Zmr € M avec m, € M, et

rez
si m # 0, on appellera degré de m, et on notera degm, le plus grand entier naturel r tel que

m, # 0. Les éléments de M, seront dits homogénes (de degré r).

Soient M = @®,¢cz M, et N = ®,cz N, deux k-espaces vectoriels gradués. Une application
linéaire f : M — N sera dite de degré d (d € Z) si f(M,) C N,4q pour tout r > 0. On dit que f
est un morphisme de k-espaces vectoriels gradués si f est de degré 0. Avec ces notations :

e M &N = Drez(M, ® N,) est un k-espace vectoriel gradué.

e M RN =B,¢y (69;62 M; ® N,_;) est un k-espace vectoriel gradué.

e Si f est de degré d, alors Ker f et Im f sont des k-espaces vectoriels gradués.

e Si d € Z, alors on peut définir le décalé de d de M, noté M]Id], de la fagon suivante :
MI[d], = M,;4. Cest le méme k-espace vectoriel, mais sa graduation a été décalée. Une
application linéaire f : M — N est de degré d si et seulement si f : M — N[d] est un
morphisme de k-espace vectoriels gradués.

e Si M, C N, pour tout r > 0, alors M C N et N/M = @, > o N, /M, est un k-espace vectoriel
gradué. On dit alors que M est un sous-k-espace vectoriel gradué de N.

On dit que M est a degrés positifs (respectivement strictement positifs) si M, = 0 des que
r < 0 (respectivement r < 0).

EXEMPLE 1.1 - Si M et N sont deux k-espaces vectoriels gradués, on notera Hom%rad(M ,N)
le k-espace vectoriel des morphismes de k-espaces vectoriels gradués M — N. Si M ou N est
de dimension finie, alors

Hom®*Y(M, N) = ® Homy(My, Ny)
re

est un k-espace vectoriel gradué. O

SiV = @f_;V; est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie, on appelle suite des degrés
de V' (ou plus simplement degrés de V'), et on note Deg,(V), la suite (finie)

Deg, (V)= (d,...,d,d+1,....,d+1,...,¢e,...,e).
—_—— — — — ——
dim V fois dim V441 fois dim V. fois
En d’autres termes, si (X1,...,X,) est une base de V formée d’éléments homogenes tels que

deg X7 < deg X2 < ... < deg X, alors Deg, (V) = (deg X1, ...,deg X,,).
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2. ALGEBRES GRADUEES

2.A. Définition. Nous adopterons dans ce cours la définition restrictive suivante. Une k-algebre
A est dite graduée si elle est munie d’une décomposition A = @, > g A, telle que :

e A est commutative ;

e dim A, < oo pour tout r > 0 ;

o ALA;C A1

e A est de type fini ;

° Ao = k.

On se fixe une k-algebre graduée A = @©,>0A,. Un idéal I de A est dit homogéne si
I =&, >0(INA;). En d’autres termes, I est homogene si et seulement si il est engendré par
des éléments homogenes. Si I = @, > ¢ I, est homogene, I # A, alors A/I = @, >0 A, /I, est
une k-algebre graduée.

Si B = @, >0 B, est une k-algebre graduée, une application linéaire f : A — B est appelée
morphisme de k-algébres graduées si ¢’est un morphisme de k-algebre et si f(A,) C B, pour tout
r>0. Sif:A— B estun morphisme de k-algebres graduées, alors Ker f est un idéal homogene
de A. On peut aussi définir de fagon évident la notion de sous-k-algébre graduée.

EXEMPLE 2.1 - Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, alors S(V) = @&, > 5" (V)
est une k-algebre graduée (en décrétant que les éléments de S” (V') sont homogenes de degré r).
Plus généralement, si V =V} @ --- @ V; est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie
a degrés strictement positifs (V; étant la composante homogene de degré ), alors S(V) =
SWV1) ® --- ® S(Vy) est une k-algebre graduée. Il faut cependant bien faire attention : la
composante homogene de degré r de S(V') n’est pas S" (V) en général. C’est
& St M) @---@5(Vg). O

(Tl,...,rd)eNd
1 +2i2+-»-+d'rd:r

EXEMPLE 2.2 - Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie et si G C GLy(V), alors
S(V)¢ =@, > 08" (V)Y est une k-algebre graduée. O

EXEMPLE 2.3 - AL = ®, >1 A, est un idéal homogene de A. C’est I'unique idéal homogene
maximal de A. O

Soit I un idéal de A. On appelle radical de I (dans A), et on note v/I, 'ensemble des éléments
a € A tels que a® € I pour un e > 1. On appelle le nilradical de A, et on note nil(A), le radical
de I'idéal nul, c’est-a-dire ’ensemble des éléments nilpotents de A. Puisque A est commutative,

VT (et donc nil(A)) est un idéal de A.
Lemme 2.4. Si I est homogéne, alors \/T est homogéne. En particulier, nil(A) est homogéne.

PREUVE - Quitte a quotienter par I, on peut supposer que I = 0. Soit a € A un élément
nilpotent, a # 0. Notons d = dega. Alors a = ag+a1+---+aq, avec a; € A;. Soit e > 1 tel que
a® = 0. Alors af est la composante homogene de degré de de a®, donc a§ = 0, ce qui montre que
ag est nilpotent. Par suite, a—agq = ag+a1+---+aq_1 est nilpotent. On montre alors facilement
par récurrence sur deg a que ag, aj, .. ., aq sont nilpotents. Donc nil(A) = @, > o(nil(A)NA,). =

2.B. Modules gradués. Un A-module M est dit gradué s’il est muni d’'une décomposition
M = ®,cz M, qui en fait un k-espace vectoriel gradué vérifiant de plus A, My C M, .

EXEMPLE 2.5 - Un idéal homogene de A est un A-module gradué. O
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Si M et N sont deux A-modules gradués, on appelle morphisme de A-modules gradués tout
morphisme de A-module f : M — N tel que f(M,)C N, pour tout r > 0. Si tel est le cas,
alors Ker f et Im f sont des A-modules gradués. De plus, M @ N est un A-module gradué. On
peut définir sur les A-modules gradués les opérations de somme directe, de décalage, les notions
d’applications A-linéaires de degré d (le noyau et I'image étant encore des A-modules gradués)...

Lemme de Nakayama gradué. Soit M un A-module gradué. Alors Ay M = M si et seule-
ment st M = 0.

PREUVE - Si M =0, alors AL M =0 = M. Réciproquement, supposons que M # 0. Soit rq le
plus petit entier naturel tel que M, # 0. Alors AL M C @ > rg+1 My, donc AL M # M. m

Corollaire 2.6. Soit N est un sous-A-module gradué de M. Alors N+ A M = M si et
seulement si N = M.

PREUVE - 1l suffit d’appliquer le lemme de Nakayama gradué & M/N. m

Corollaire 2.7. Si f : M — N est une application A-linéaire de degré d entre A-modules
gradués, alors [ est surjective si et seulement si f: M/ALM — N/AN est surjective.

PREUVE - Il suffit d’appliquer le corollaire 2.6 4 Im fCN. m

Corollaire 2.8. Soit V un sous-k-espace vectoriel de A.

(a) SiV engendre M, alors V+ AL M = M.
(b) Supposons que V' est un sous-k-espace vectoriel gradué de M. Alors M est engendré par
V si et seulement si V + AL M = M.

PREUVE - (a) Si V engendre M, alors I'image de V' dans M /A M engendre le A/A; = k-espace
vectoriel M /AL M.

(b) D’apres (a), il ne nous reste plus qu’a montrer que, si V 4+ AL M = M, alors V engendre
M. Mais cela résulte immédiatement du lemme de Nakayama gradué car le sous-A-module de
M engendré par V est gradué lui aussi. B

Corollaire 2.9. On a :

(a) M est de type fini si et seulement si dimy M /AL M < oo.

(b) Supposons M de type fini. Alors le nombre dimy M /A M est égal au nombre minimal
de générateurs du A-module M. C’est aussi égal au nombre minimal de générateurs
homogeénes du A-module M.

Corollaire 2.10. Supposons M de type fini sur A. Soit n = dim M/AL M. Soient z1, ..., z,
des générateurs homogenes de M tels que degxq < degxo < ... < degx,. Alors

(degx1,degx,...,degx,) = Degy(M/ALM).

Si M est un A-module gradué de type fini, on appelle suite des degrés de M (ou plus simple-
ment degrés de M), et on note Deg 4(M ), la suite Deg (M /AL M).

Proposition 2.11. On a :

(a) SiV est un sous-k-espace vectoriel de dimension finie de A tel que Uapplication canon-
ique S(V) — A est surjective, alors V + (A;)? = A,.
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(b) Si V' est un sous-k-espace vectoriel gradué de dimension finie de A, alors Uapplication
S(V) — A est surjective si et seulement si V + A% = A,

PREUVE - (a) est clair. Montrons (b). Compte tenu de (a), il ne reste qu’a montrer que,
si V est un sous-k-espace vectoriel gradué de dimension finie de Ay tel que V + A2 = A,
alors I’application canonique 7 : S(V) — A est surjective. On va montrer par récurrence sur
r que A, C Imm. C’est clair lorsque » = 0. Supposons maintenant r > 1. Soit a € A,. On
a V. + (Ai)r = A, par hypotheése. Donc a = v+a', ot v € V, et d € (Ai)r. On écrit
a' =) e Tiyi avec Ty, y; homogenes dans Ay. Alors, degx; < r et degy; < r. On conclut alors
grace a 'hypothese de récurrence. B

Corollaire 2.12. Le nombre dimy (A, /A%) est le nombre minimal de générateurs de la k-algebre
A. C’est aussi le nombre minimal de générateurs homogénes de A.

Notons n = dimk(AJr/A%_). St x1, ..., Ty est une famille d’eléments homogénes de A engen-
drant A telle que degx1 < degxo < ... < degxy,, alors

(degxh deg Z2, ... )deg xn) = Degk(A‘i’/A?i-) = DegA(A+)’

On appellera suite des degrés de A (ou plus simplement degrés de A), et on notera Deg(A), la
suite Deg; (A4 /AEL) Fixons maintenant jusqu’a la fin de cette partie un sous-k-espace vectoriel
gradué V de A tel que A2 &V = A;. On notera m : S(V) — A le morphisme canonique
d’algebres graduées :

0 Ker S(v)—= A 0.

On appelle suite des degrés des relations de A (ou degrés des relations de A), et on note Rel(A)
la suite des degrés du S(V')-module gradué de type fini Ker :

Rel(A) = Deggy)(Ker ).

On dit que A est une k-algébre de polynomes, ou que A est réguliére, si Kerm = 0 (c’est-a-dire
si Rel(4) = 2).

EXEMPLE 2.13 - Soit V =V @ ---® Vy un k-espace vectoriel gradué de dimension finie. Alors
Deg(S(V)) = Deg;, (V) et Rel(S(V)) = 2. O

EXEMPLE 2.14 - Soit V un k-espace vectoriel. Supposons k de caractéristique différente de 2 et
soit G = {Idy, —Idy}. Alors S(V)§/(S(V)§)? ~ S*(V). Donc Deg(S(V)%) = (2,2,...,2), le
nombre 2 apparaissant n(n+1)/2 fois (voir exercice 1.2 (b)). Si dim V = 2, alors Rel(S(V)%) = 4
(voir exercice 1.2 (d)). O

REMARQUE 2.15 - Soit V'’ un autre supplémentaire gradué de (Ay)? dans A,. Notons
7'+ S(V') — A le morphisme surjectif canonique correspondant. Alors il existe un isomor-
phisme d’algebres graduées ¢ : S(V) — S(V’) tel que m = 7’ 0o 4. En particulier, ¢ induit un
isomorphisme Ker 7 ~ Ker 7’ qui montre que Rel(A) ne dépend pas du choix de V. O



17
3. LIBERTE

Nous allons ici nous intéresser a plusieurs questions concernant les modules libres (car-
actérisation, résolutions libres, complexes de Koszul).

3.A. Injection directe. Soient M et N deux A-modules gradués et soit f : M — N un
morphisme de A-modules gradués. On dit que f est une injection directe si f est injective et s’il
existe un sous-A-module gradué N’ de N tel que N = f(M) @ N'.

Proposition 3.1. Soient M et N deux A-modules libres de type fini gradués et soit f: M — N
un morphisme de A-modules gradués. Alors f est une injection directe (respectivement un

isomorphisme) si et seulement si f : M/ALM — N/ALN est injective (respectivement un
isomorphisme).

PREUVE - Il est clair que, si f est une injection directe (respectivement un isomorphisme),
alors f : M/ALM — N/A,N est injective (respectivement un isomorphisme). Il suffit donc
de montrer que, si f est injective, alors f est une injection directe (en effet, pour I’assertion
concernant les isomorphismes, la surjectivité découle du lemme de Nakayama gradué).

Supposons donc que f soit injective. Soit §: N/AL N — M/A, M tel que go f = Idp 4,
(g existe car on travaille ici avec des k-espaces vectoriels). Par composition avec la projection
N — N/ALN, on obtient un morphisme de A-modules g : N — M/A, M tel que go f soit
la projection de M sur M /A, M. Puisque N est libre, il existe un morphisme de A-modules
g : N — M relevant §. Alors, d’apres le lemme de Nakayama gradué, g o f est surjectif. Or,
un endomorphisme surjectif d’'un A-module libre est un automorphisme (en effet, det(g o f) :
AN"M ~ A — AN"M =~ A est surjectif, on n = rang,(M), ce qui montre que det(g o f) est
inversible dans A). m

3.B. Modules libres. Nous commengons par une caractérisation des modules libres. Nous
aurons besoin pour cela de la notation suivante. Si M est un A-module gradué, nous noterons
Tor 4 (M) le noyau du morphisme de A-modules pp: Ay @4 M — M, a®4 m — am. Clest un
sous-A-module gradué de A, ®4 M.

REMARQUE - Le morphisme A®4 M — M, a ®4 m — am est injectif. Cependant, en général,
Ay ®4 M n’est pas un sous-A-module de A ®4 M. Il y a bien stir un morphisme canonique
Ay @4 M — A®4 M, mais il n’est pas injectif. O

Si f: M — N est une application A-linéaire de degré d € Z, alors f induit une application
A-linéaire de degré d (par produit tensoriel) Id4, ®af : Ay ®4 M — AL ®4 N. La restriction
de ce morphisme a Tor4(M) induit une application Tor4(f) : Tora(M) — Tora(N) qui est
A-linéaire de degré d.

Proposition 3.2. Soit 0 — M LM MY — 0 une suite ezacte de A-modules gradués.
Alors il existe un unique morphisme de A-modules gradués O : Tor p4(M") — M /AL M tel que la
suite

Tor 4(f) Tor 4(g)

Tor (M)

Tor 4 (M)

Tor o(M")
O MJAM L A M M A M ——
est eracte.

PREUVE - Commencons par définir 'application 0. Pour simplifier les notations, on supposera
que MCM' et que f : M — M’ est 'injection canonique. Notons up; : Ay @4 M — M,
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a®@m — am. Soit # € Ay ®4 M” tel que ppw(z) = 0. Ecrivons z = D oicr @ ®a my, ol
I est fini, a; € Ay et m € M". Soient m) des éléments de M’ tels que g(m}) = m!. Alors
> icr aim; € Ker g = M par hypothese. On note alors () I'image de ), ; a;m; dans M /A M.

Montrons que 0 ne dépend pas des différents choix qui ont été faits. Tout d’abord, si (n});cs
est un autre famille d’éléments de M’ telle que g(n}) = m/, alors n, —m} € M pour tout i et
donc Y, yaymi — >, cpain; € Ay M, ce qui montre que 0 ne dépend pas du choix des mj. Le
fait que ga ne dépend pas du choix des a; et m, est alors évident. D’autre part il est clair que
fo0=0.

e Kerg = Im f : soit x € M’ tel que Z € Kerg, ou Z désigne I'image de = dans M’. Cela
signifie que g(x) € AL M". Donc il existe y € Ay M’ tel que g(y) = g(x). Donc x —y € M et
flx—y)=2—y=1=ocary=0.

e Ker f =1Ima : soit z € M tel que & € Ker f. Alors # € A, M’. Ecrivons z = D oicr @i
avec a; € Ay et mj € M'. Posons z = ) ,.;a; ® g(m;) € AL ®4 M". Alors, puisque z € M,
on a py(z) = g(x) =0, donc z € Tora(M"). 1l est de plus clair, par construction de 9, que
d(z) =x.

e Kerd = ImTor4(g) : montrons tout d’abord que 9 o Tor4(g) = 0. Soit x € Tor4(M'). On
éerit @ = Y, pa; ®4 mj, avec a; € Ay, mi € M et Y . pa;m; = 0. Alors, 0(Tora(g)(z)) =
O(Xicr @i ®ag(my)) = > ey aimi + Ay M =0 dans M /A M. Donc Im Tor4(g) C Ker 0.

Réciproquement, soit € Kerd. On écrit © = >, ;a; ®4 my, avec a; € Ay, m] € M"
et Y .cpaimi = 0. Soit (m})ic; une famille d’él’ements de M’ telle que g(m;) = m}. Par
construction, on a d(x) = Y ,.;a;m; + Ay M. Puisque x € Kerd, on a ,.;a;m; € Ay M.
Ecrivons D ier @My = ic;bjmy, avec bj € Ay et m; € M. Posons

z = Zai®Am§ —ij ®amj € AL @4 M.
icl jed
Alors z € Tors (M) et
Tora(g)(2) Y ai@ag(mj) = > bj®ag(m;) ==z
icl jed
car g(mj) = 0.

e Ker Tor4(g) = Im Tor 4(f) : cela résulte immédiatement de ’exactitude a droite du produit
tensoriel. m

Corollaire 3.3. Un A-module gradué M est libre si et seulement si Tor (M) = 0.

PREUVE - L’application py : Ay ® A ~ A, — A est clairement injective. Donc, si M est un
A-module libre, alors 'application s est injective.

Réciproquement, supposons que Tor4(M) = 0. Soit E un sous-k-espace vectoriel gradué de
M tel que M = E®@ AL M. Soit L = A®Qy E. C’est un A-module libre et 'application g : L — M,
a ® v +— av est un morphisme surjectif de A-modules gradués. Posons K = Ker g. On a donc,
d’apres la proposition 3.2 et puisque Tor 4(M) = 0,

Mais, M/A+M ~ E ~ L/A,L et application L/ALL — M/ALM s’identifie, via les isomor-
phismes précédents, a Idg. Donc K/A K = 0, ce qui implique que K = 0 d’apres le lemme de
Nakayama gradué. Donc L ~ M et M est libre. B

Corollaire 3.4. Soient M et N deux A-modules gradués tels que M @& N est un A-module libre.
Alors M et N sont libres.
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PREUVE - On a Torg(M @& N) = Tora(M) @ Tors(N). D’ou le résultat d’apres le corollaire
3.3. .

3.C. Couverture libre, résolutions libres. Soit M un A-module gradué. Soit Vi; un
supplémentaire gradué de A M dans M. Alors 'application 7 : A Q@ Vay — M, a Qv — av
est un morphisme surjectif de A-modules gradués d’apres le lemme de Nakayama gradué. De
plus, A ®j Vas est libre. Nous noterons ce A-module Ljy;. On dit que (Lps, 7a7) (ou que Ly
lorsque le morphisme 7, sera implicite) est une couverture libre de M.

REMARQUE 3.5 - Le couple (Lps,7ar) ne dépend pas, & isomorphisme pres, du choix du
supplémentaire Vj;. En d’autres termes, si Vj, est un autre supplémentaire gradué de A M
dans M et si 7y, : A®y V), — M, a @ v — av, alors il existe un isomorphisme de A-modules
gradués ¢ : A®y, Vay — A®y, Vi, tel que 7ay = 7, 09. O

Remarquons que 7y induit le morphisme identité Ly;/A+Ly ~V — M/ALM ~ V. Cela
montre entre autres que que

(3.6) T (AL M) = Ay Ly
En particulier,
(3.7) Kertpyy CAL Ly

Proposition 3.8. Soit L un A-module libre gradué et soit T : L — M un morphisme surjectif
de A-modules gradués. Alors (L,7) ~ (Ly ® L', 70 ©0), ot L' est un A-module gradué.

PREUVE - 1l existe un morphisme 1 : L. — Lj; de A-modules gradués tel que 7 = 77 o . La
surjectivité de ¢ implique alors que Lj; = Imy + Ker7ys. Donc, d’apres 3.7 et le lemme de
nakayama gradué, on obtient que v est surjectif. Le A-module L, étant lui aussi libre, il existe
un morphisme de A-modules gradués 6 : Ly — L tel que o0 =1dz,,. Donc L = Imth®Ker .
Or, Im 0 ~ Lj; et Ker est libre d’apres le corollaire 3.4. La preuve de la proposition est alors
essentiellement complete. B

Corollaire 3.9. Soit L un A-module libre gradué et soit 7 : L — M un morphisme surjectif de
A-modules gradués. Alors (L, T) est une couverture libre de M si et seulement si KerT C A4 L.

On appelle résolution libre de M toute suite exacte (éventuellement infinie) de A-modules
gradués de la forme
-— Lo — L1 — Ly— M — 0,

ou les L; sont des A-modules gradués libres.

ExEMPLE 3.10 - Posons Lg\(z,) = Ly et 7'](\2) = T)s et, pour ¢ > 0, posons LE&H) = LKerT(i) et
M

TMEH) = Ty (- Alors la suite

) (1) 0)
T T T
) — Oy

Ly

est exacte : c’est une résolution libre de M. Nous l'appellerons résolution libre minimale de
M. O

EXEMPLE 3.11 - Le k-espace vectoriel k£ est muni d’une structure naturelle de A-module via
I'isomorphisme k ~ A/A.. Nous appellerons ce A-module de A-module trivial.
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Supposons maintenant que A = k[X,Y] ou X et Y sont deux indéterminées. Posons

(K) 0 A[-2] L s A[-1]) @ A[-1] b A T k 0,

ou afa) = aX @ (—aY), Bla®b) = aX +bY et 7: A — k est la projection canonique. Alors
(K) est une résolution libre du A-module & : c¢’en est méme une résolution minimale. O

3.D. Complexe de Koszul. Notons Ki(A) = A®; V. Clest un A-module libre de rang
n = dimg V. On a une application naturelle d; : A®; V — A, a ®¢ v — av. L’'image de dy est

Ay. Si0<i<n,onnote K;(A) = A'KCi(A). Clest un A-module gradué libre de rang < 7;

Notons que Ky(A) = A.
On considere le complexe, noté K(A) et appelé complexe de Koszul de A,

0 —— K (A) = o (A e B ) B g oy 0.

ou
i

di(vl VANRIERWAN ’Ui) = Z(—l)j+1d1(’l)j)(vl AN AUy ANVjp1 Ao A UZ')
j=1
lorsque ¢ > 1 et dy est I'application naturelle.

Proposition 3.12. Avec les notations précédentes, on a :
(a) Si0<i<n-—1, alorsd;odi+1 =0.
(b) Imd; C A+K:i_1(A).
(c) Sii=2etsiveKi(A) etz e Ki—1(A), alors di(v A z) =di(v)r —v Adi—1(x).
(d) L application K;(A) /ALK (A) — AL Ki_1(A)/(AL)2K;_1(A) induite par d; est injective.

PREUVE - (a) Soient v1, ..., vi41 des éléments de KC1(A). Si j et j’ sont deux éléments de
{1,2,...,i+1} tels que j # j', on note f; i/ (v1,...,Vit1) = Va; AVay A+ AVq,_,, 00 {1,2,... i+
1M\{4,7'} ={a1,a2,...,a;-1} avec a1 < ... < a;—1. On a, pour i > 1,
it+1
(di o di+1)(’U1 VANERRIA Ui—H) = Z(—l)jJrldl(vj)di(’Ul AN AUy ANVjpr Ao A Ui+1)
j=1
= Yoo (v di(vp) f g (0n - vi)
1<7/<y <itl
+ Y (DI ()i () frg (o, i)
1< j<j’ <itl
= 0.
Cela montre la premiere assertion pour ¢ > 1. Cette assertion est évidente lorsque i = 0.

(b) et (c) sont clairs.

(d) On a K;(A)/ALKi(A) = AV et AL Ki—1(A)/(AL)2Ki—1(A) = V @) ATV, Aitrave.rs ces
isomorphismes, I'application de I'assertion (d) s’identifie a l'application k-linéaire d; : A"V —
V @i A"V définie par

i
di(vl VANERRIVAY Ui) = Z(—l)]Jrl'Uj ® (1)1 N ANVj_p ANvjpr A A 1)1')
j=1

pour tous vi, ..., v; dans V. L’injectivité de d; est alors immédiate. m
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Théoréme 3.13. Si A est réguliere, alors le complexe de Koszul de A est exact.

PREUVE - Si v € V, nous noterons v = 1 ®; v € K1(A). Tout d’abord, il est clair que, quelle

que soit l'algebre A, on a Imd; = Kerdy. Fixons une base (v1,...,v,) de V. Alors (01,...,0,)
est une A-base de K;(A).
Pour montrer 'exactitude de K(A), nous raisonnerons par récurrence sur n = dimV, le

résultat étant évident lorsque n = 0 ou 1. Montrons pour commencer que Imdy; = Kerd;,
c’est-a-dire que, si z € Kerdy, alors il existe une famille (a;;)1 <i<j <n d’él’ements de A telle

que =) <i<i<n a;;j(viU; — v;0;). Ecrivons @ = )" | a;0;, avec oy € A. On a alors

(*) Zn:awi =0.
=1

Regardons cette égalité dans l'algebre A/(Avy + -+ + Av,—1). Cette dernieére algebre étant
integre, on a que «a, € Avi + -+ + Av,_1. Ecrivons donc o, = 2?2_11 a;nv; et posons y =
T — Z?:_ll Ain (V0 — VD). Alors y = 2?2_11 Bivi, avec B; € A et di(y) = 0. On voit alors
immédiatement qu’un raisonnement par récurrence permet de conclure que y € Imds et donc
que x € Imds.

Posons maintenant A’ = k[v1,...,v,-1] CA. Alors A’ est une k-algebre réguliere et A est
un A’-module libre (de base (1,vy,,v2,v3,...)). Par suite, le complexe A ® 4 K(A’) est exact
par hypothese de récurrence. Supposons i > 2 et soit € Kerd;. Ecrivons @ = zg + on A 21
avec £g € A4 Ki(A") et x1 € A®4 Ki—1(A"). On a alors, d’apreés la proposition 3.12 (c),
di(z) = di(zo) + vpx1 + Oy A di—1(x1). Puisque

Kii(A) = (A Rar ]Cz’—l(A/)> ® (ﬁn A (A @y /Ci—2(A,)))

et que 'application
AR g ICZ;Q(A,) — Uy A (A X aAr K,‘Z',Q(A/))

qui & z associe U, A z est injective, on en déduit que d;—;(x1) = 0. Par l'exactitude du complexe
A @y K(A"), on obtient qu'il existe y1 € A ®a K;(A’) tel que 1 = d;(y1). Par suite, 0 =
di(xz) = di(zo + vay1) et done, toujours par I'exactitude du complexe A ® 4 K(A'), il existe
Yo € A®@a Kit1(A4") tel que 2o + vpyr = dit1(yo). 1l est alors facile de vérifier, en utilisant la
proposition 3.12 (c¢), que z = d;+1(Yo — Upy1). D'ott € Imd;41. W

REMARQUE 3.14 - 1l est possible de montrer que A est réguliere si et seulement si le complexe
de Koszul de A est exact, mais cela demande nettement plus de travail. Pour un exemple de
complexe de Koszul non exact, voir I'exercice II.1. O

Nous concluons cette partie avec un théoréme crucial donnant une borne sur la longueur d’une
résolution libre du A-module trivial.

Théoréme 3.15. Soit

T: T T T
—3>L2—2>L1—1>L0—0>
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une résolution libre du A-module k. Alors il existe une famille de morphismes de A-modules
gradués f; : IC;(A) — L; telle que le diagramme

d d d d
(4 2 . Ki(A) L s Ko(A) —= k 0
f2 f1 fo Id,
ik Lo £ Ly n Lo 0 k 0

soit commutatif. De plus, f; est une injection directe pour tout i > 0.

PREUVE - L’existence des applications f; est immédiate par récurrence sur ¢. Nous allons
montrer, toujours par récurrence sur ¢, que f; est une injection directe. Le fait que fy est
une injection directe, c’est-a-dire que lapplication A/A; ~ k — Lg/Ay Lo est injective (voir
proposition 3.1), est immédiat.

Soit maintenant que ¢ > 0 et supposons que f; est une injection directe. Considérons le
diagramme

Kit1(A)/ALKir1(A) ——= AL Ki(A)/(A+)?Ki(A)

o

Liv1/A+Liva AyLi/(A)*Ly,
ol « est induit par d;11, B est induit par f;y1, v est induit par f; et § est induit par 7;4;. Par
hypothese de récurrence, on a que vy est injective. De plus, a est injective d’apres la proposition
3.12 (d). Par suite, [ est injective, et donc f; 11 est une injection directe (voir lemme 3.1). B

Corollaire 3.16. Soit . . - .
LNy SRy SN NNy ¥

une résolution libre du A-module k. Alors L; 20 si 0 <1 < dimV.

Exercices de la partie II

Exercice II.1. Soit A = k[X,Y]/(XY).
(a) Calculer les degrés de A et la suite des degrés des relations de A.
(b) Montrer qu’il existe une sous-algébre de polynoémes A’ de A et un élément homogene
a€ Atelsque A= A" Aa.
(c) Montrer que le complexe de Koszul de 'algebre k[X,Y]/(XY) n’est pas exact.
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Partie III. Série de Poincaré

4. SERIE DE POINCARE

Notons Z((T)) l'algebre des séries formelles de Laurent Z[[T]][T~!]. Soit M un k-espace
vectoriel gradué. On appelle série de Poincaré de M, et on note Py (T) € Z((T)), la série
formelle

Py(T) = (dim M,).T".
rEZ
Les premieres propriétés de cette série sont immédiates :

° PM@N(T) = PM(T) + PN(T).

o Pygn(T) = Py(T).Pn(T).

e Si f: M — N est un morphisme de k-espaces vectoriels gradués, alors Pp(T') = Pger (1) +
P (T).

o Pyq(T) = TPy (T).

e Soit
0 n Sy f2 Sl e
une suite exacte, ot les M@ sont des k-espaces vectoriels gradués et ou f; est une application
k-linéaire de degré d; € Z. Alors

e
(4.1) D (=1yirtttdepy e (T) = 0.
i=1
En effet, on a une suite exacte de morphismes de k-espaces vectoriels gradués
0 — I, M@, L2 2, MO[dy + dy] = REN felM(e[d~|— c+de_q] — 0,

d’ou on déduit que
e

> (=1 Pysirigytopa,(T) =0.

i=1
Il suffit alors d’appliquer le résultat précédent et de multiplier par 7%+ +de—1,
1
EXEMPLES 4.2 - (a) Pyx)(T) =1+T+T*+--- = 7

(b) SiV =Vi&---@® Vy est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie et si Deg, (V) =
(di,...,dy), alors

n

1
=1

5. TAUX DE CROISSANCE

5.A. Définition. Nous allons ici associer a tout module gradué de type fini sur une k-algebre
graduée un nombre entier naturel appelé son tauz de croissance. Sa définition est justifiée par
le théoreme suivant :

Théoréme de Hilbert-Serre. Soit A une k-algébre graduée. Soit M un A-module gradué de
type fini. Soient x1,..., T, des générateurs homogénes de degré > 0 de A. Alors

f(T)

A R
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ou f(T) € Z[T, T7Y].

PREUVE - Raisonnons par récurrence sur n, le résultat étant trivial lorsque n = 0. Supposons
maintenant n > 1. On note A’ = A/x, A et on note = I'image de z; dans A" (1 <i<n—1).
Alors A" = k[z!,...,z],_]. Notons p: M — M, m +— x,m. On a alors une suite exacte

0—>Ker,u—>Mi>M—>Coker,u—>0.
L’application linéire u est de degré d,. Par suite, on a
T Pger u(T) — T Ppy(T) + Prr(T) — Peoker u(T) = 0.

De plus, Ker p et Coker i sont des A’-modules de type fini. L’hypothese de récurrence s’applique
donc & eux. Il existe deux polynomes fi et fo dans Z[T,T~!] tels que

f1(T) f2(T)

Peeen(T) = [t — o (1= 1%)

et PCokeru(T) =

Donc
PCoker,u(T) - Tdn PKeru(T)
[T, (1 —T%)

Pu(T) =

Le théoreme de Hilbert-Serre donne un sens a la définition suivante : si A est une k-algebre
graduée et si M est un A-module gradué de type fini, on appelle taux de croissance de M, et on
note §(M), Pordre de T'= 1 comme pole de Pys(T).

REMARQUE - On peut montrer (voir partie ??) que 6(M) est la dimension de Krull de M telle
qu’elle est définie algébriquement. Si A est integre, alors 6(A) est le degré de transcendance de
du corps des fractions de A. O

Lemme technique. Soit f(T) € Z[T, T ] et soit (a;)r > r, (avec ro € Z) une suite d’entiers
positifs ou nuls. Supposons que

P(T) = HJ(EW > aT,

r>ro
avec d; = 1. Notons ¢ l'ordre de ¢ =1 comme péle de P(T'). Alors :

(a) Il existe C' > 0 tel que a, < Crd~1 pour tout r > 7.
(b) Il nexiste pas de D > 0 tel que a, < Dro=2 pour tout r > r(.

PREUVE - Quitte & multiplier par 779, on peut supposer que rg = 0. Posons

n

d
o) =[[A+T+ T+ + T4 ) = )77,
=1 =

outd=dy+dy+---+d, —netajeN". Ona

T)g(T
PT)(T) = 7295 = Y b,
r>0
d
avec b, = Zajam_j > 0. Cela montre que, si le résultat est vrai pour P(T")g(7T), alors il est
§=0

vrai pour P(T). Cela signifie que 1’on peut supposer que d; = dy = - -+ = d,, = 1. On peut méme
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supposer, quitte a simplifier la fraction rationnelle P(T'), que n = §. On écrit f(T Z BT,

avec Bj € Zet Bo+ 1+ +B.#0. On a

o ()T

r=0

€ .
r—j+n-—1
W=y ("I
=0

Le coefficient de ¥~ dans a, est By + f1 + - - + B # 0. D’ott le résultat. m

Donc

EXEMPLE 5.1 - Si V est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie, alors 6(S(V)) =
dimV. O

5.B. Propriétés. Commencons par une premiere liste de propriétés du taux de croissance.

Proposition 5.2. Avec les notations ci-dessus, on a :

(a) Si M CN, alors 6(M) < 6(N) et 6(N/M) < o(N).

(b) Si ACB et B est un A-module de type fini, alors 6(A) = 0(B).

(c) 0(M) =0 si et seulement si dimy M < oo.

(d) Siae Ay est homogéne, alors 6(M/aM) > (M) — 1.

(e) Sia€ Ay est homogéne et ne divise pas 0 dans M, alors (M /aM) = 6(M) — 1.

(f) Sia € Ay est homogéne et est tel que a® € AnnA(M) (pour un e > 1), alors §(M/aM) =
0(M).

PREUVE - (a) découle facilement du lemme technique. Pour (b), remarquons que 0(A) < §(B)
d’apres (a). D’autre part, il existe une famille finie (b;)1 < <n d’éléments homogenes de B
telle que B = > | Ab;. On a donc un morphisme surjectif de A-modules gradués de type fini
m | A[—degb;] — B. Donc, d’apres (a), 6(B) < d(p]_; A[—degb;]). Mais, d’apres le lemme
technique, 6(@ | A[—degb;]) = J(A).
(c) Ilest clair que si dimy M < oo, alors 6(M) = 0. Réciproquement, supposons que §(M) =
0. Alors, d’apres le lemme technique, on a lim,_, ., dim M, = 0. Donc dimy M < oo.

(d) Notons pu: M — M, a aM. On a M/aM = Coker . Notons d le degré de a. D’apres

la preuve du théoreme de Hilbert-Serre, on a
Peoker u(T) = (1 — T4 Pay(T) + T Pxer u(T).

Donc §(M/aM) = §(Coker 1) > 6(M) — 1.

(e) Sia ne divise pas 0, alors, dans la preuve ci-dessus, on a Ker u = 0. Donc Pogker u(1) =
(1 — T4 Py (T) et donc §(M/aM) = §(M) —

(f) Quitte & raisonner par récurrence sur e, on peut supposer que a®> = 0. Avec les notations
de la preuve de (d), on a une suite exacte

0 — Kery — M — Impy — 0.

De plus, Im ¢ C Ker it car a® = 0. Notons ¢, ¢’ et ¢’ les nombres rationnels positifs ou nuls tels

que
C

Pyl = ——+...

M( ) (1_T)5+ )
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C/

Pxerp/tmu(T) = =7y + .y

C//

et le#(T) = m

+ ...,

ou d = 0(M). Alors
T Pger u(T) — T Pps(T) + Pin u(T) = 0.
Par suite,
TdPKeru/Im;L(T) + (1 + Td)PImM(T) = TdPM(T>'
Donc ¢ = 2¢ + ”, ce qui montre que ¢’ ou ¢’ est strictement positif. Donc ¢ — ¢ > 0, ce qui
montre que 6(M/Imp) =6 =06(M). m

Corollaire 5.3. Soit A une k-algébre graduée et soient x1,..., x, des éléments de AL ho-
mogénes tels que A = k[x1,...,x,]. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) x1,..., ©, sont algébriquement indépendants.

(2) 0(A) =n.
PREUVE - (1) = (2) résulte de l'exemple 5.1. Réciproquement, supposons que zi,..., &, ne

soient pas algébriquement indépendants. Soit B = A[X1,...,X,] ot on décréte que deg X; =
degz;. Notons m : B — A le morphisme surjectif d’algebres graduées tel que 7(X;) = x;.
Puisque z1, ..., x, ne sont pas algébriquement indépendants, il existe un polynéme non nul
F € B, homogene, tel que m(F) = 0. On a donc un morphisme surjectif B/FB — A, ce qui
montre que 0(A) < 6(B/FB). Mais, puisque B est integre, F' n’est pas un diviseur de 0 dans
B. Donc, d’apres la proposition 5.2 (e), on a 6(B/FB) =6(B)—1=n—1. 1

EXEMPLE 5.4 - Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit G un sous-groupe fini
de GL% (V). Alors 6(S(V)%) = dim V. En effet, cela résulte de 'exemple 5.1, du théoreme 0 (f)
et de la proposition 5.2 (b). O

Corollaire 5.5. On a §(Awq) = 0(A).

Corollaire 5.6. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(1) 6(A) =0
(2) dimg A < o0 ;
(3) Max(4) = {A4} ;
(4) Spec(4) = {A:}.

PREUVE - L’équivalence entre (1) et (2) découle de la Proposition 5.2 (c¢). Si dimp A < oo,
alors tout élément de A est nilpotent. Donc (2) = (4). Il est clair que (4) = (3). Il ne nous
reste qu’a montrer que (3) = (1). D’apres le corollaire 5.5, on a 0(Aysq) = 6(A). Donc on peut
supposer que A est réduit. Mais alors k ®j, A s’identifie & I’algebre de fonctions sur Max(k ® A).
Or, puisque Max(A) est fini, Max(k ® A) est fini. Donc dimg k ®; A < co. B

Corollaire 5.7. Sip est un idéal premier homogéne de A distinct de Ay, alors 6(A/p) > 1.

5.C. Caractérisation des k-algebres réguliéres. Le théoreme suivant fournit une car-
actérisation des k-algebres régulieres en termes de leur catégorie de modules.

Théoreme 5.8. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A est réguliére ;



27

(2) §(A) =dimy V ;
(3) I existe une résolution libre de k de longueur inférieure ou égale a 5(A).

PREUVE - L’équivalence entre (1) et (2) découle du corollaire 5.3. D’apres la proposition 3.12,
on a que (1) = (2). L’'implication (2) = (1) découle du théoreme 3.15. m

Corollaire 5.9. Soit S une k-algebre graduée réguliére et soit R une sous-k-algébre graduée.
On suppose que S est un R-module libre de type fini. Alors R est réguliére.

PREUVE - Remarquons pour commencer que 0(S) = 0(R) d’apres la proposition 5.2 (b). Si S
est un R-module libre, alors K(S) est une résolution libre du R-module k. Donc, le R-module k
admet une résolution libre de longueur §(S) = 6(R). Donc R est réguliere en vertu du théoréme
5.8. 1

6. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

Nous allons maintenant donner plusieurs moyens de montrer qu’une famille de polynémes
polynémes est algébriquement indépendante. La démonstration du théoreme suivant utilise le
Nullstellensatz.

Théoréme 6.1. Soient Pi,..., P, des polynomes homogénes appartenant a S = k[X1, ..., X,],
avec deg X; = d;. Notons R la sous-k-algébre (graduée) de k[X1,...,X,] engendrée par Py, ...,
P,,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) S est un R-module de type fini ;
(2) dimg S/R+S < o0 ;

(3) (0,...,0) € k™ est l'unique solution du sytéme d’équations Py(z) = --- = Py(z) = 0 avec
x e k"
Si ces conditions sont vérifiées, alors Py, ..., P, sont algébriguement indépendants.

PREUVE - L’équivalence entre (1) et (2) découle du corollaire 2.9 (a). Pour montrer I’équivalence
entre (2) et (3), nous pouvons supposer que k est algébriquement clos. Dans ce cas, cela résulte
facilement du Nullstellensatz de Hilbert en remarquant que dimy S/R;.S < oo si et seulement si
tous les éléments de Sy /R4S sont nilpotents.

Supposons maintenant les conditions (1), (2) et (3) satisfaites. Puisque S est un R-module
de type fini, on a 6(S) = §(R) d’apres la proposition 5.2 (b). Donc, d’apres le corollaire 5.3,

Py,..., P, sont algébriquement indépendants. ®
EXEMPLE 6.2 - Soit o1,..., 0, les polynomes symétriques élémentaires dans k[X7,..., Xy].
Soit z = (z1,...,2y) € k™ tel que o1(x) =+ = op(z) = 0. Alors
(T —2)(T —x2)... (T —zp) =T",
ce qui montre que x = (0,...,0). Donc, d’apres le théoreme 6.1, o1, ..., o, sont algébriquement

indépendants. O

Théoréme 6.3. Soient Py,..., P, des polyndmes homogénes appartenant ¢ S = k[X1,..., X,],
0P,
avec deg X; = d;. Posons J = ( Z) .
SRR 0X;/1<ij<n
Si det J #£ 0, alors Py,..., P, sont algébriquement indépendants. Si k est de caractéristique
0 et si Py,..., P, sont algébriquement indépendants, alors det J # 0.
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PREUVE - On peut supposer, et nous le ferons, que k est algébriquement clos. Notons p la
caractéristique de k.

Supposons que Pi,..., P, ne sont pas algébriquement indépendants. Il existe un polynéme
F € k[T, ...,T,], non nul, de degré minimal, tel que F(P,...,P,) = 0. Notons D la matrice

OF OF oF
ligne (8—T1’ T, ot ) Alors D(Py,...,P.)J =0. Si D(Py,...,P,) = 0 cela signifie, par

= 0 pour tout ¢. C’est impossible si p=0. Si p > 0,

oT;
alors il existe G € k[T},...,T),] tel que F' = GP, ce qui est encore impossible par minimalité du

degré de F'. Donc D(Py,...,P,) # 0 et donc det J = 0.

Réciproquement, supposons que p = 0 et que Pi,..., P, sont algébriquement indépendants.
Alors, pour tout ¢ € {1,2,...,n}, il existe un polynéme F; € k[T, T1,...,T),] de degré minimal
OF;
tel que Fi(X;, Pi, ..., P,) = 0. Soit M = ( Y(X;,P,..., P, )) Leic. . Alors
aT; 1<) <ntl
OF;
MJ = —di ( X, P,..., P, ) .
128 8T( wl )1<i<n

OF; OF;
Mais, puisque p = 0, on a — 75 0 donc —z(
o1y

5T Xi, P1,...,P,) # 0 par minimalité du degré de
0
F;. Donc detJ #0. m

Exercices de la partie III

Exercice III.1. Calculer la série de Poincaré de k[X,Y]/(XY).

Exercice III.2. On suppose k de caractéristique différente de 2. Soit 2,, C &,, le groupe alterné
de degré n. On note € : 6,, — k* le morphisme signature. Notons que 2, = Kere.

Soit A = k[X1,...,X,]. On fait agir &,, par permutations des indéterminées. Posons
A= ][ x-X)).
1<i<j<n

(a) Montrer que, pour tout o € S,,, on a “A = ¢(0)A.

(b) Montrer que, si P € k[X1,...,X,] vérifie P = (o) P pour tout o € &,,, alors A divise
P.

(c) Montrer que k[X1,..., X% = k[o1,...,00, A].

(d) Montrer que A% € k[X1,...,X,]®". Notons P ce polynéme symétrique.

(e) Montrer que k[X1,..., X% ~ k[o1,...,0,][T]/(T? — P).

(f) Déterminer la série de Poincaré de k[X7, ..., X,)]

Exercice IT1.3 (suite de ’exercice I.11). Reprenons les notations de I’exercice I.11. Notons

V' le sous-espace vectoriel de V' engendré par X1, ..., X,—1. On note ¢ : S(V) — S(V') le
morphisme d’agebres graduées tel que X; — X; sii<n—1et X, — 0.
Notons 7" (respectivement Y/, ..., Y/ ) les éléments de S(V') définis comme T, Y7, ...,

Y,,_1 mais mais en remplacant V par V.
(a) Montrer que 7(T) =0, m(Y7) =TV et n(V;) =V;9, si2<i<n— 1.
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(b) Soit k une cloture algébrique de k et soit z = (21,...,7,) € k" tel que T(z) = Yi(z) =
-=Y,_1(z) = 0. Montrer que z = 0.
(c) En déduire que T, Y7, ..., Y,,_1 sont algébriquement indépendants.
(d) Montrer que (degT)(degY7)...(degY,_1) = |G1| et (degT9 1) (degY?)...(degYy, 1) =
G|.
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Partie IV. Récolte

Dans cette partie, nous supposerons que k est de caractéristique nulle. Nous fixons un k-
espace vectoriel de dimension finie V' (que nous verrrons comme un k-espace vectoriel gradué
concentré en degré 1). Posons n = dim V. Nous nous fixons aussi un sous-groupe fini G de
GL(V). Pour finir, soit S = S(V) et R = S(V)¢ = S€.

7. FORMULE DE MOLIEN

La série de Poincaré de lalgebre S(V)¢ peut étre calculée tres facilement en utilisant les
polynomes caractéristiques des éléments de G :

Formule de Molien. Avec les hypothéses ci-dessus, on a

1 1
Pr(T) = G| 026% det(1—To)’

PREUVE - On a R = egS. Par suite,

Pr(T) = > dim(egS"(V)) T"
r >0
= Tr(eq, S"(V)) T"
r >0
= ’G|Z(ZTIUST ) T)
oeG r=>20

ci, la deuxieme égalité découle du fait que k est de caractéristique nulle et que ez est un
projecteur. Pour montrer la formule de Molien, il suffit de montrer que, pour tout o € GL(V),
on a

1

* Tr(o,S" (V) T" = ————.
r >0
Pour cela, on peut supposer que k est algébriquement clos. Soit (eq,...,e,) une base de V dans
laquelle o est représenté par une matrice triangulaire supérieure. Soient (Aq,...,A,) les termes
diagonaux de o. Alors, en ordonnant les monomes de degré r en eq,. .., e, lexicographiquement,

Paction de o sur S"(V) est représenté par une matrice triangulaire supérieure sont les termes
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diagonaux sont A\'' ...\ avec i1 + --- + i, = r. Par suite
1 n )

S T sV T = S (D AT

r>0 r>0 i14-Finp=r

= () ()

i1=0 i, =0

- (1 —1)\1T> (1 —1)\nT>

1
det(1—To)" "

EXEMPLE 7.1 - Supposons que dimV = 2 et que G = {Idy,—Idy}. On a vu dans l’exercice
1.2 que R~ k[U,V,W]/(V? —UW), avec degU = degV = deg W = 2. Par suite,

1472
(1—12)2

On peut retrouver ce résultat par la formule de Molien. En effet, celle-ci nous dit que

1, 1 1
Pr(T) = 5((1 T " (1+T)2>’

(*) PR(T) = (1= T Pyyyw(T) =

ce qui confirme (). O

EXEMPLE 7.2 - Soit V = k™, soit (Xi,...,X,) la base canonique de V et supposons que
G ~ &, agisse que V par permutation des vecteurs de la base canonique : 7X; = X).
Alors il est bien connu que R = k[X1,...,X,]% = k[¥1,...,%,] ott les ¥; sont les polynomes
symétriques élémentaires. Alors Pr(T) = [[I,(1/(1 — T%)). La formule de Molien nous donne
alors I'identité remarquable suivante :

n
n'ezdetl—To 1;[1 T

=1

Sio € Gy, et si A = (A, A2,...,As) est la suite des longueurs des cycles de o (notons que
A+ -+ A =n), alors det(1 — To) = (1 —T)(1 —T*)...(1-T*). 0

EXEMPLE 7.3 - Si x est un caractére irréductible de G et si k est algébriquement clos, nous
noterons, pour r > 0, S} la somme des composantes isotypiques de S” associées au caractere
X- On pose aussi Sy = @, » 05y C'est un sous-R-module gradué de S (de type fini car R est
noethérienne). De plus, si on note

—1
e x(g™)g € k|G

Iidempotent central associé a x, alors S, = e,S. En particulier, il résulte de I'égalité (x)
apparaissant dans la preuve de la formule de Molien que

_x(1) x(g™")
Ps (1) = %detu—%)'

En particulier, 6(Sy) = dim V. O
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Notons u|G|(E) le groupe des racines de I'unités dans un cloture algébrique k de k. On
décompose la série de Molien en élément simple, le dénominateur étant forcément un produit de
polynémes cyclotomiques ®;(7") avec j divisant |G| (voir formule de Molien) :

¢
cr e (G
= (S
Cemg(k) =1

ot n¢ est tel que c¢ . (G) # 0.

Proposition 7.4. Avec les notations ci-dessus, on a :
(a) ne = Max{dimKer(c — ¢(Idy) | o € G}.
(b) n1 =n.
1
(€) en1(G) = —.
|G|

(@) r1a(6) = P

PREUVE - (a) découle de la formule de Molien. (b) découle de (a). Ecrivons, grace & la formule
de Molien,

1 1 1 1
Pr(T) = @(m +U Z (1-T)"1(1 - Tdeto) * Z det(l—Ta))'

ceG
o#1 et ogREE(G)

1
(@ = > g

cERE(G)
- 1 1 Réf(G
Or,si a € k%, on a T + T 1, donc ¢p—1,1(G) = %. [ |
Corollaire 7.5. Supposons que R soit une algébre de polynomes. On note (d1,...,d, ) la suite
des degrés de R. Alors
(a) n' =n.

(b) |G| =di .. .dy.
(c) |REE(G)| =dy + -+ + dn — n.

PREUVE - Puisque R est une algébre de polynomes, on a n’ = 6(R). Mais, 6(R) = §(S) = n.
D’ou (a). D’autre part, on a
n

1 1
PR(T)ZW(El—I—T-F““"Tdi_l).

Posons

1
i=1

Onac, 1(G)=9g(1) = . D’ou (b) d’apres la proposition 7.4 (c).

dy...dy



33

J(T) =1+42T+ -+ (dy — 1)T%2
g(T)  “ T+T 4 4 Tdi 1

Par suite,

" di(d; — 1)
=y 7
|Glg'(1) ; o,

D’otu (¢) d’apres la proposition 7.4 (d). m

8. LE THEOREME DE SHEPHARD-TODD-CHEVALLEY

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme (Shephard-Todd-Chevalley). Supposons k de caractéristique nulle. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) G est engendré par des pseudo-réflexions.
(2) S est un R-module libre.

(3) S est un R[G]|-module libre (de rang 1).
(4) R est une algébre réguliére.

Supposons ces conditions satisfaites et posons Deg(R) = (di,...,dy). Alors |G| =dy...d, et
IRéf(G)| =dy + -+ dp, — .

PREUVE - Montrons dans un premier temps que (1) < (2) < (4). D’apres le corollaire 5.9, on
a que (2) = (4).

Montrons que (1) = (2). Pour cela, il nous suffit de montrer que Torg(S) = 0 (voir le corollaire
3.3). Mais Torg(.S) est naturellement un S-module gradué donc, en vertu du lemme de Nakayama
gradué, il suffit de montrer que Torr(S)/R+ Torg(S) = 0. Posons E = Torg(S)/R4 Torgr(S).
Tout d’abord, remarquons que E€ est I"image de Tor r(S )G car k est de caractéristique 0 (voir
corollaire N). Mais, Torg(S)® = Torg(S%) (toujours parce que k est de caractéristique 0) et
Torg(S%) = Torg(R) = 0 car R est un R-module libre (voir corollaire 3.3). On a donc montré
que E¢ = 0.

Montrons maintenant qu’une pseudo-réflexion de G agit trivialement sur E (cela impliquera
que E = E¢ = 0 car G est engendré par des pseudo-réflexions). Soit donc o € Réf(G). Soit
v € V un générateur de Im(c — Idy ). Alors, pour tout f € S, on a

(#) 79f — f =0modwS.

Posons pi, : S — S,z —vretd: S — S, x— (°f — f)/v. Alors 0 — 1 = p,, 00 donc o — 1 agit
trivialement sur E car v € S;. D’ou le résultat.

Montrons que (4) = (1). Notons (dy,...,d,) = Deg(R). Soit H le sous-groupe de G engendré
par les réflexions appartenant a G. C’est un sous-groupe distingué de G. On a déja montré que
(1) = (4). Donc S(V)H est une réguliere. Notons (eq, . ..,e,) = Deg(S(V)H). Remarquons que
S(V)&cS(V)H. Ceci implique que :
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Fait. 571 < i< n, alors e¢; < d;.

Soient 1, ..., x, (respectivement yi,. .., y,) un systéme minimal de générateurs
homogenes de S(V)& (respectivement S(V)H) tel que deg z; = d; (respectivement
degy; = ¢;). Fixons i € {1,2,...,n}. Alors (z1,...,2;) ne peut pas étre contenu
dans k[y1,...,y;—1]. Par conséquent, il existe j € {1,2,...,i} et 3/ € {i,i +
1,...,n} tel que, dans I'expression de z; comme polynémes en les y7, I’élément
y; apparaisse effectivement. Alors e < dj;. Donc e; < ejr < djled;. O

D’autre part, d’apres le corollaire 7.5 (b), on a
[Réf(H)|=e1+-+-+e,—n et |Réf(H)|=dy +---+d, —n.

Or, par construction, on a Réf(G) = Réf(H). Donc e; = d; pour tout 1 <i < n. Par suite,
d’apres le corollaire 7.5 (a), on a |G| = |H|. Donc G = H.

Remarquons que 'on a pour 'instant montré que (1) < (2) < (4). Il est de plus clair que (3)
= (2). Il ne reste qu’a montrer que (2) = (3). Soit U un sous-k-espace vectoriel gradué G-stable
de S tel que RS @ U = S. Un tel espace existe car k est de caractéristique nulle. Puisque
S est libre sur R, 'application canonique R ®x U — S, a ®% u — ru est un isomorphisme de
R[G]-modules. Il ne nous reste qu’a montrer que U est un k[GJ-module libre de rang 1.

Notons K (respectivement L) le corps des fractions de R (respectivement S). Alors L ~
K ®j, U (isomorphisme de K[G]-modules). Mais, I'extension L de K est galoisienne de groupe
G. Donc, d’apres le théoréme de la base normale, L ~ K[G] comme K[G]-modules. 11 est alors
facile de voir que U ~ k[G] (par exemple en utilisant la théorie des caracteres).

Lorsque les conditions (1), (2), (3) ou (4) sont satisfaites, il résulte du corollaire 7.5 (b) et (c)
que |G| =dy...d, et |REf(G)|=dy+---+d, —n. W

9. APPLICATIONS

Nous donnerons ici trois applications du théoreme de Chevalley. Nous ne donnerons la
démonstration que d’une seule.

9.A. Sous-groupes paraboliques. Soit v € V. On note G, le stabilisateur de v dans G.

Théoréme (Steinberg). Si G est engendré par des pseudo-réflexions et siv € V, alors G, est
engendré par des pseudo-réflexions.

COMMENTAIRES - Ce théoreme, démontré initialement par Steinberg par des méthodes origi-
nales (équations différentielles !), a depuis regu une autre preuve plus géométrique, utilisant le
théoréme de pureté du lieu de ramification et le théoreme de Chevalley (voir M. AUSLANDER, On
the purity of the branch locus, Amer. J. of Math. 84 (1962), 116-125 ou encore N. BOURBAKI,
Groupes et algébres de Lie, Chapitre V, exercices 7 et 8). Il est a noter que, si kCR, alors ce
théoreme se démontre naturellement, sans passer par la théorie des invariants ou le théoréme de
pureté (voir Groupes et algébres de Lie, Chapitre V, §3, théoreme 2). O

9.B. Eléments réguliers. Un vecteur v de V est dit G-régulier si G, = {1}. Un élément
g € G est dit régulier s’il admet un vecteur propre G-régulier.

Théoréme (Springer). Supposons que G est engendré par des pseudo-réflexions. Soit g un
élément régulier de G. Soit v un vecteur propre G-régulier de g et notons ¢ € p.(C) tel
que g(v) = Cuv. Alors Cg(g) est un sous-groupe fini de GLy(Ker(g — (Idy)) engendré par des
réflexions.
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COMMENTAIRES - D’apres le théoreme de Steinberg, un élément v € V est G-régulier si et
seulement si il n’appartient & aucun des hyperplans de réflexion de G, c¢’est-a-dire qu’il n’est fixé
par aucune pseudo-réflexion de G.

Notons aussi que, avec les hypotheéses du théoréme de Springer, I'ordre de g est égal a I'ordre
de ( car G, = {1}. O

9.C. Quotients de groupes de réflexions. On dira que G est un groupe d’intersection
compléte si dim V' = Long(Deg(R)) — Long(Rel(R)).

EXEMPLE 9.1 - Si GG est engendré par des pseudo-réflexions, alors G est un groupe d’intersection
complete. En effet, d’apres le théoreme de Shephard-Todd-Chevalley, on a Long(Deg(R)) =
dim V' et Long(Rel(R)) = 0. O

EXEMPLE 9.2 - D’aprés un théoreme de Kac-Watanabe, si G est un groupe d’intersection
complete, alors G est engendré par des pseudo-réflexions et des produits de deux pseudo-
réflexions. De plus, si G est un groupe d’intersection complete et ne contient pas de pseudo-
réflexion, alors G C SL(V). O

Soit N un sous-groupe distingué de G. Alors le groupe quotient G//N agit sur l'algebre
d’invariants S™. Notons V un supplémentaire gradué G/N-stable de (Siv )? dans S’iv . Posons
7n : S(V) — SV le morphisme surjectif canonique et Iy le noyau de 7. Remarquons que G/N

agit sur S(V), que 7y est G/N-équivariant et donc que Iy est G/N-stable.

Théoréme (Bessis-Bonnafé-Rouquier). Supposons que G est engendré par des réflexions.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G/N est un sous-groupe de GLi(V') engendré par des pseudo-réflexions. B
(2) N est un groupe d’intersection compléte et G/N agit trivialement sur In/S(V)1In.

PREUVE - (2) = (1) : supposons que N est d’intersection compléte et que G/N agit trivialement
sur In/S(V)yIn. Alors l'idéal Iy de S(V) peut étre engendré par r éléments homogenes
invariants sous G/N, ot r = dimV — dim V. En appliquant I'idempotent eq/N, on obtient
que (In)/N est engendré par ces r éléments homogenes. Mais, S(V)9/N /(In)¢/N ~ R et R
est une k-algebre réguliere (d’apres le théoreme de Shephard-Todd-Chevalley). Donc 1’algebre
S(V)G/N est engendré par r+dim V' éléments homogenes. Or r4dim V = dim V = §(S(V)4/N),
ce qui montre que S(V)4/N est réguliere (voir corollaire 5.3). Donc, d’apres le théoreme de
Shephard-Todd-Chevalley, on a que G/N est un sous-groupe de GL(V) engendré par des
pseudo-réflexions.

(1) = (2) : réciproquement, supposons que G /N est un sous-groupe de GL (V') engendré par
des pseudo-réflexions. Alors S(V) est un S(V)/N-module de rang |G/N| (voir le théoreme de
Shephard-Todd-Chevalley). Donc S(V)/(In)5/NS(V) est un S(V)S/N /(In)%/N-module libre
de rang |G/N|. Mais, S(V)S/N /(Ix)¢/N ~ R. Donc S(V)/(In)®/NS(V) est un R-module libre
de rang |G/N]|.

Par ailleurs, S ~ R[G], comme r[G]-module. Donc SV ~ R[G/N] comme R[G/N]-module.
Donc S(V)/Iy est un R-module libre de rang |G /N|. Cela implique que la surjection canonique
S(V)GIN J(IN)E/N — S(V)/In est un isomorphisme de R-modules. Donc Iy est engendré
par des éléments G /N-invariants, donc G/N agit trivialement sur Iy/S(V)yIy. Notons r la
dimension de ce dernier k-espace vectoriel. Il nous reste a voir que r = dim V' — dim V. 11 suffit
donc de montrer le lemme suivant :
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Lemme. Soit A une k-algébre graduée réguliere et soit I un idéal homogéne de
A. On suppose que AJI est réguliére. Alors dim /AT = §(A) — §(A/I).

PREUVE DU LEMME - Si I = A, alors c’est évident. Supposons donc que I # A,
c'est-a-dire I C A;. Posons n = §(A), m = 6(A/I) et r = dim /A 1. 1l résulte
de la proposition 5.2 (d) que 7 > n —m. D’autre part, m = dim A, /(I + (A4)?)
car A/I est réguliere. De méme, n = dim A, /(A )% Donc n —m = dim(I +
(A)%) /(A2

Soient maintenant E et F' deux sous-k-espaces vectoriels gradués de A, tels
que Ay = Ed(I+(Ap)?) et I=Fa(IN(AL)?). Onal+ (A =Fa(Ap)?et
donc dim F' = n—m. Donc, pour montrer que n—m > r, il nous suffit de montrer
que F engendre I. Posons J = AFCI. Alors A/J ~S(E® F)/FS(E & F) est
réguliere. Notons 7 : A/J — A/I le morphisme surjectif canonique. Alors A/J et
A/I sont régulieres et 6(A/J) = §(A/I). Supposons trouvé un élément homogene
a € Jtel quea¢ . Alors 0(A/I) <d(A/(J+aA)) =0(A/J)—1car A/J est
integre. C’est impossible. Donc I = J. B

EXEMPLE 9.3 - Avec les notations du théoréme précédent, si NV est engendré par des pseudo-
réflexions, alors N est d’intersection complete (voir exemple 9.1) et G/N agit trivialement sur
In/S(V)iIn = 0... Donc, d’apres le théoreme précédent, G/N est un sous-groupe de GL (V)
engendré par des réflexions. O

Exercices de la partie IV

Exercice IV.1. On suppose que k = C. On note i une racine carré de —1. Soit V = k? et soit
(X,Y) la base canonique de V. Soit G le sous-groupe de GL2(k) engendré par

1 0 0 1
(00) (00,

(a) Montrer que G est fini et que |G| = 8 (G est le groupe des quaternions).

(b) Calculer la série de Poincaré de R par la formule de Molien.

(c) Posons u = X* + Y% v = X?2Y? et w = XY (X* — Y?). Montrer que u, v et w
appartiennent & R. Montrer que w? = v(u? — 4v?).

(d) Montrer que u et v sont algébriquement indépendants (utiliser le théoreme 6.1).

(e) Soit A la sous-algebre de R engendrée par u et v. Calculer la série de Poincaré de A.

(f) Soit A’ la sous-algebre de R engendrée par u, v et w. Montrer que A’ = A @ Aw. En
déduire que Po/(T) = Pr(T).

(g) Montrer que A’ = R. En déduire que R ~ k[U,V,W|/(W? — V(U? — 4V?)). En partic-
ulier, Deg(R) = (4,4,6) et Rel(R) = 12.

Exercice IV.2*. Soit k un corps de nombre. Soit G un sous-groupe fini de GLx (V') engendré
par des pseudo-réflexions. Montrer qu’il existe une extension galoisienne finie k' de k telle que
Gal(k'/k) ~ G.

Indication : 1l faudra utiliser le théoreme suivant da a Hilbert. Si P(T) € k(X1,..., Xy)[T] est
un polynéme irréductible (vu comme polynéme a coefficients dans k(X1, ..., X,,)), alors il existe
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(une infinité) de n-uplets (z1,...,2,) € k™ tels que la spécialisation de P en ces n-uplets est
bien définie et est un polynome irréductible dans k[T] (I’hypothese “k est un corps de nombre”
est cruciale pour ce théoréme).

Exercice IV.3 (Bourbaki, “Groupes et algébres de Lie”, chapitre V, §5, exercice 4).
Soit H = GLg(Fg)
(a) Montrer que H est simple, d’ordre 168, qu’il a 6 classes de conjugaison et qu’il contient
21 éléments d’ordre 2.
(b) Montrer que les degrés des caracteres irréductibles de H sont 1, 3, 3, 6, 7 et 8.

Soit p : H — GL3(C) une représentation irréductible de H. Posons V = C3.

(c) Montrer que —p(s) est une réflexion pour tout élément s € H d’ordre 2.

(d) Soit G le sous-groupe de GL3(C) engendré par les —p(s), pour s € H d’ordre 2. Montrer
que G = p(H) x {Idy, —Idy }.

(e) Montrer que les degrés de S(V)¢ sont 4, 6 et 14.

COMMENTAIRES SUR L’EXERCICE IV.3 - Soit P 'unique (& une constante multiplicative pres)
invariant homogene de G' de degré 4. Il définit une courbe fermée C dans P(V*) ~ P?(C). Le
groupe H agit fideélement sur cette courbe. De plus, on peut montrer que cette courbe est lisse,
donc de genre 3. Or, un théoreme de Hurwitz nous dit que, si C est une courbe de genre g définie
sur un corps de caractéristique nulle, alors son groupe d’automorphismes est d’ordre < 84(g—1).
Appliqué a notre cas, | Aut(C)| < 168. Donc Aut(C) ~ GL3(F2). On a donc construit ainsi un
exemple montrant que la borne peut étre atteinte lorsque g = 3. O

Exercice IV.4. Soit G un sous-groupe de GLy(k) engendré par des pseudo-réflexions et con-
tenant —Idy, on V = k2. Soit N = {Idy,—Idy} et reprenons les notations du théoréme de
Bessis-Bonnafé-Rouquier.
(a) Montrer que V = S?(V).
(b) Montrer que G//N est un sous-groupe de GLj (V) engendré par des pseudo-réflexions si
et seulement si G est engendré par des réflexions.
(c¢) Supposons que G est engendré par des réflexions. Montrer que, si s € Réf(G), alors
I'image 5 de s dans G//N agit comme une réflexion sur V.
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Partie V. Groupes de réflexions, généralités

Soit k£ un corps de caractéristique nulle. Nous fixons dans cette partie un k-espace vectoriel
V' de dimension finie. Nous noterons n = dimg V. Rappelons qu'un sous-groupe I' de GLy (V')
est dit irréductible s’il n’existe pas de sous-espace G-stable non trivial de V. On dit que G est
absolument irréductible si 1d;; @, est un sous-groupe irréductible de GLj(k @5 V).

Nous fixons aussi dans cette partie un sous-groupe fini G de GLy (V') engendré par des pseudo-
réflexions. Par bus de langage, nous appellerons suite des degrés de G (et nous noterons Deg(G))
la suite des degrés de l'algebre d’invariants S(V)¢ (qui est réguliere d’aprés le théoreme de
Shephard-Todd-Chevalley).

10. IRREDUCTIBILITE

Soit v € V et f € V*. On suppose que v # 0 et f # 0. On note s, y 'application linéaire
V = V,z—x— f(x)v. Alors s, ¢ est une pseudo-réflexion de V' (on a Ker(s —Idy) = Ker f et
Im(s — Idy) = kv). D’autre part,

(%) Su,f 0 Suf(x) =2 — f(2)(2 = f(v))v.
Donc s, ; est une réflexion si et seulement si f(v) = 2.
Il est clair que s, 5 = s,/ p si et seulement si il existe A € k™ tel que v = Av et f' = ATLS

D’autre part, si s € GLk(V) est une pseudo-réflexion, alors il existe v € V et f € V*, tous deux
non nuls, tels que s = s, .

Lemme 10.1. Soientv € V et f € V*, tous deux non nuls. Alors :

(a) dets, r=1— f(v).
(b) sy, 5 est diagonalisable si et seulement si f(v) # 0.

Proposition 10.2. Soit V = Ve ViaVa®- -V, une décomposition de V en somme de
k[G]-modules irréductibles. Notons G; la restriction de G a V;. Alors :

(a) La famille (Vi,...,V;) est déterminée de fagon unique a l’ordre prés.

(b) L’application canonique G — Gy X --- X G, est un isomorphisme.

c) G; est un sous-groupe fini de GLk(V;) engendré par des réflexions.

(d) G est irréductible si et seulement si Endy(V)¢ = kIdy. En d’autres termes, G est
wrréductible si et seulement si il est absolument irréductible.

(e) k@i Vi est un k[G]-module irréductible. En d’autres termes, G; est absolument irréductible

PREUVE - (c) est évident : en effet, la restriction d’une pseudo-réflexion de G a V; est une
pseudo-réflexion ou l'identité.

(b) L’application G — G x --- x G, est injective. Soit maintenant s € Réf(G). Alors
s appartient & un et un seul des G;. On obtient ainsi une partition de Réf(G) en r parties
disctinctes E1, ..., E,, ou E; = Réf(G) N G;. 1l est alors clair que E; engendre G, et donc que
G — Gy X - -+ X G, est surjective.

(a) Les représentations irréductibles V; de G sont deux a deux non isomorphes, d’ou (a).
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(d) Si Endi(V)Y = kIdy, alors V est irréductible. Réciproquement, supposons V est
irréductible et soit ¢ € Endy (V). Pour tout s € Réf(G), fixons un générateur v de Im(s—Idy ).
Fixons s € Réf(G). Alors ¢(vs) est colinéaire a vs car ¢ commute avec s. Soit A € k tel que
s(vs) = Avs. Posons V' = ker(¢ — A1dy). Alors V' est un sous-k[G]-module de V' contenant v.
Donc V' =V, ce qui montre que ¢ = AIdy .

(e) résulte immédiatement de (d). m

La proposition 10.2 montre que, pour classifier les groupes de réflexions, il suffit de classifier
ceux qui sont irréductibles.

Corollaire 10.3. Si G est irréductible et si Deg(G) = (d1,da, ... ,dy), alors Z(G) est cyclique
d’ordre pged(dy, da, ..., dy).

PREUVE - Si G est irréductible, alors G est absolument irréductible d’apres la proposition 10.2
(d). Par conséquent, les seuls endomorphismes de V' qui commutent avec l’action de G sont les
homothéties. Donc Z(G) consite en les homothéties. En particulier, Z(G) est isomorphe & un
sous-groupe fini de £, donc il est cyclique. Notons d son ordre. Alors

SWV)ZE = ¢ §U(V).
r>0
Cela montre que d divise 6 = pged(dy, da, ..., dy). . .
Soit maintenant ¢ une racine primitive é-iéme de I'unité. Posons G' =< G,(Idy >. Alors G
est un sous-groupe fini de GL (V) contenant G et S(V)& = S(V)¢. Cela montre en particulier

que, si L désigne le corps des fractions de S(V), alors LE = LE. Donc |G| = |G| et donc
(Idy C Z(G). Donc ¢ divise d. m

11. GROUPE DES COMMUTATEURS DE G

Le but de cette section est d’étudier les groupes D(G) et G/D(G), ou D(G) désigne le groupe
dérivé de G, en étudiant I'action de G sur 'algebre symétrique.

11.A. Abélianisé de G. Soit

Ag = {Ker(s — Idy) | s € Réf(G)}.
Si H € Ag, posons

Gp={c€eG|VYveH, ow)=uv}

Puisque k est de caractéristique 0 et que Gz est fini, il existe un supplémentaire Dy de H qui est
G p-stable. Ce supplémentaire G g-stable est unique car, si H = Ker(s — Idy) avec s € Réf(G),

alors Dy = Im(s—1dy ). Fixons un générateur vy de Dy, posons ey = |G| et Gﬁ =Gy—{1}.
Alors Gﬁ = Gy NRE(G), Gy est cyclique, engendré par des pseudo-réflexions : nous fixerons
un générateur sy de Gg. Remarquons que

Réf(G) = [ G-
HeAq

En particulier, G =< (sg)Heca, >-

Lemme 11.1. Soit H € Ag. Alors :
(a) Si H' € Ag vérifie Dy = Dy, alors H = H'.
(b) Si s € Réf(G) vérifie s(H) = H et H # Ker(s — Idy), alors s(vy) = vy.
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PREUVE - (a) Supposons que Dy = Dpr. Notons I' =< G, Gy >. Alors I' stabilise Dy. Donc
il existe un supplémentaire I'-stable X de Dy dans V (car I est fini et k est de caractéristique
nulle). Puisque Gy CT', X est Gy-stable. Par suite, X = H. De méme, X = H'. Donc H = H'.
assertion.

(b) Posons H' = Ker(s —Idy). Alors s normalise Gy, donc stabilise Dy. Par suite, il existe
A € kX tel que s(vg) = Avg. Si A # 1, alors vy € Dy car s est une pseudo-réflexion. Donc
Dy = Dy, ce qui contredit (a). Donc A = 1, ce qui montre (b). m

Notons Ag /G 'ensemble des orbites de G dans Ag. SiC € Ag/G, nous posons

Age =[] va
HeC
et ec =ey,ou H € C. Sio € G, alors “Ag ¢ est proportionnel a Ag . Nous noterons dete o
I’élément de k* tel que
UAG,C = (detc O')ch.

Lemme 11.2. Soit C € Ag. Alors :
(a) dete : G — k™ est un caractére linéaire de G.
(b) Si H ¢ C, alors dete sy = 1.
(¢) Si H € C, alors dete sy = det sy
(d) L’image de detc est p, (k).

PREUVE - (a) est évident. Montrons maintenant (b), (c¢) et (d). Tout d’abord, sy(vy) =
(det sg)vp. Soit maintenant H # H'. Notons e le cardinal de l'orbite de H' sous l'action de
sy. Posons § = UH Vs (H") -+ Vet () On a s%(H') = H' et s% est une pseudo-réflexion
d’hyperplan H ou lidentité. Donc, d’apres le lemme 11.1 (b), on a s%(vyg) = vy. Pour
0<i<e—1, notons \; 'élément de k™ tel que SHUS%(H/) = )\wsgl(H,). On a alors 5H§ =
AOAL ... Ae—16 et, puisque s%(vyg) = vy, on a AgA1...Ae—1 = 1. Donc *#§ = §. Maintenant,
(b), (c) et (d) découlent de cette remarque (il faut décomposer les éléments de C en orbites sous
laction de Gg). m

Théoreme 11.3. Sio € G, alors

deto = H detc o.
CeAq/G

De plus, lapplication
H dete : G — H e, (k)
CeAg/G CeAq/G
est surjective et son noyau est le groupe dérivé de G.

PREUVE - Montrons la premiere assertion. Il suffit de la vérifier lorsque o € Réf(G). Dans ce
cas, cela découle immédiatement du lemme 11.2 (b) et (c).
La surjectivité de [Joc 4, /¢ dete découle facilement du lemme 11.2, (b), (c) et (d). Notons N

son noyau. Alors N contient le groupe dérivé de G, que nous notons D(G). Fixons, pour tout
C € Ag/G, un hyperplan He € C. Posons s¢ = sy, et notons 5¢ la classe de s¢ dans G/D(G).
Alors G/D(G) =< (5¢)ces/q >- Soit maintenant o € N. Notons & sa classe dans G/D(G).

dc

Ecrivons & = [eea Egc ou d¢ € Z. Alors 1 = det¢(o) = (det s¢)?. Par suite, d¢ est un

multiple de e¢c. Donc 6 = 1, ce qui montre que N C D(G). m
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11.B. Invariants du groupe dérivé. Notons G” le groupe H ZlecZ. Sii= (ic)ceaq/c
CeAq/G
est un élément de G”, on note

G: G — k>
o — H (dete o)c.
CeAg/G

Alors (; est un caractere linéaire de G. Le théoreme 11.3 montre que :

Corollaire 11.4. L’application i — (; définit un isomorphisme entre G" et le groupe des
caractéres linéaires de G (a valeurs dans k ou k).

Posons maintenant "
7
Agi= ]I Ade
CeAg/G
ol ip est I'unique représentant de i¢c dans {0,1,...,ec — 1}. Posons aussi

S(V);={PeS(V)|VoeG, °P=(o)P}.

Théoréme 11.5. Siie G*, alors S(V); = S(V)%Aq;.

PREUVE - Tout d’abord, il découle des définitions que S(V)GAG,iCS(V)i. D’autre part, si
P € S(V); est divisible (dans S(V)) par Agj, alors P/Ag; € S(V). 11 nous reste donc a
montrer que tout élément de S(V); est divisible par Ag ;.

Soit donc P € S(V);. Pour montrer le résultat, nous devons montrer que, si H € Ag et si C

désigne l'orbite de H sous G, alors vg divise P. Soit donc H € Ag et soit C l'orbite de H sous
G. Alors P g’écrit de fagon unique

T
P:Zaiv}{ ou a; € S(H).
i=0
On a, par hypothese et d’apres le lemme 11.2, *# P = (det s)% P. Mais,

,
SHP = Z ai(det spr) vl
=0
Par suite, pour tout 4, on a o;((det sg)* — (det sg)¢) = 0. Comme det sy est d’ordre ec, cela
montre que o; = 0 si 7 Z iz modec. Dot le résultat. m

Corollaire 11.6. Posons r = |Aq/G| et Aq/G ={C1,...,C;}. On a
SWV)PD = S(V)9(Ace)ceasscl = SOV, .. T/ < T{ = Afh .. T — AGh >

11.C. Jacobien. Posons maintenant

Ag= ] Ace e A= [ A%

CeAc/G e
Alors, pour tout ¢ € G, on a
(11.7) TAqg = (deto)Ag.
et

(11.8) TAY = (det o) TAL.
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REMARQUE - On peut montrer que SAY, est la différente de S par rapport a R et que
RAGAF C R est le discriminant de S par rapport a R. O

Proposition 11.9. Soit (X1,...,X,) une base de V et soient Py, ..., P, des générateurs

homogenes de S(V)©. Alors
oF,;

an>1 <ij<n

AL =\ det(
pour un certain \ € k*.
PREUVE - Posons

0X;/1<ij<n

J:det<

Notons que

degAL= D (en—1)= Y |G} =[Ré(G)].
HeAq HeAq

n
et degJ =) (degP; — 1) = [Réf(G)]
i=1
d’apres le théoréme de Chevalley-Shephard-Todd. Par suite, il suffit de montrer que AF, divise
J et que J # 0. Le fait que J # 0 découle du théoréeme 6.3.
Montrons maintenant que A7, divise J. D’apres le théoréme 11.5, il suffit de montrer que
9] = (deto)~1J pour tout o € G. Pour cela, on peut supposer que k est algébriquement clos.

Fixons donc o € G. Soit (Y7,...,Y,) une base de V dans laquelle o est diagonalisable. Posons
0P,
J =d t( ) .
¢ 0Y;j/1<ij<n

Alors J' = pJ ot p € k*. 11 suffit donc de montrer que °J' = (det o) ~1J'". Or, si o(Y;) = \;Y;
avec \; € k*, alors, par inspection monéme par mondme, on obtient
U<83) = )\.—1(8132:).
0Y; 0Y;
Donc 7J = (A\1...\y) 1 = (deto)~tJ'. m

12. REPRESENTATIONS DE MACDONALD

Soit X une partie de Réf(G). Notons Gx le sous-groupe de G engendré par X. Alors G x est
engendré par des réflexions. On peut donc reprendre les construction précédentes. Notons Fx
le sous-espace vectoriel de S(V') engendré par les 7 AEX. Rappelons que A*GX est homogene de
degré |Réf(Gx)|. Alors Ex est un k[G]-module.

Théoréme 12.1 (Macdonald). Ex est un k[G]-module absolument irréductible.

PREUVE - 11 faut montrer que Endy(Ex)® = kIdy. Soit donc ¢ € Endy(Ex)®. Alors, puisque
o commute a ’action de Gx, on a, pour tout o € Gy,

“o(AG,) = (det o) Tp(AG,)-
Donc, d’apres le théoreme 11.5, on obtient que @(A’éx) est un multiple de AEX. Puisqu’ils sont
de méme degré, il existe X € k* tel que w(A*GX) = AAy, - Puisque ¢ commute avec I'action de
G, on a, pour tout o € G, Lp("AEX) = /\UABX. Donc ¢ = A1ldy. m
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13. GROUPES DE REFLEXIONS COMPLEXES

Nous allons dans cette section décrire quelques groupes de réflexions complexes. La classi-
fication des groupes de réflexions complexes irréductible (Shephard-Todd) fait apparaitre une
famille infinie et 34 groupes exceptionnels. Il n’est pas possible ici d’expliquer, de démontrer, ni
méme d’illustrer toute cette classification. Nous nous bornerons a construire la famille infinie
ainsi que quelques groupes exceptionnels en rang 2. Dans le chapitre sur les groupes de Coxeter,
nous verrons quelques autres groupes exceptionnels réalisables sur le corps des réels.

13.A. Groupes abéliens. Soit I' un groupe abélien. Alors I peut étre vu comme un groupe
engendré par des pseudo-réflexions de multiple maniéres. Choisissons une décomposition I' =
'y x---x T, de I' en produit de groupes cycliques. Posons d; = |I';| et notons z; un générateur
de I';. On suppose que di < ... < d,.

Soit V' = C"™ et notons (X1, ..., X,) la base canonique de V. Soit

p: r — GL,(C)
ot X xfr — diag(e%“el/dl,...,ezi”e"/d”).

Alors p est un morphisme injectif et 'image de p est engendré par des pseudo-réflexions. De
plus, (Xfll,...,Xg") est un systéme de générateurs homogenes de S(V)“. Par conséquent,
Deg(S(V)%) = (du,...,d,).

13.B. La famille infinie. Soit n un entier naturel non nul. Notons V' = C" et soit (X1,...,X,)
la base canonique de V. Notons N,(C) le groupe des matrices mondmiales inversibles dans
GL,(C). Soit v : M,(C) — C* 'application qui, & un élément de N, (C), associe le produit de
ses coefficients non nuls. Alors v est un morphisme de groupes. Si d est un entier naturel non
nul, on note G(d,1,n) le sous-groupe (fini) de N, (C) formé des matrices monoémiales dont les
coefficients non nuls appartiennent a .

Soit (d,e,n) un triplet d’entiers naturels non nuls. On pose

G(de,e,n) = {o € G(de,1,n) | v(0) € pa}-

Notons A(de, e,n) le sous-groupe de G(de, e, n) formé des matrices diagonales. Nous identifions
S, au sous-groupe des matrices de permutation. On a &, C G(de,e,n) et S,, = G(1,1,n).

Proposition 13.1. Soit (d,e,n) un triplet d’entiers naturels non nuls. Alors :

(a) G(de,e,n) = &, x Ade,e,n). Donc |G(de,e,n)| = d"e" n!

(b) G(de,e,n) est un sous-groupe fini de GL,,(C) engendré par des pseudo-réflezions.

(c) Si(d,e) #(1,1) ou (d,e,n) # (1,2,2), alors G(de, e,n) est irréductible.

(d) Le groupe G(1,1,n) = &,, agit de maniére irréductible et fidéle sur I’hyperplan d’équation
r1+---+x, =0.

@ﬁJNX#VH,X#LJﬁX#PH,X#L.“,mhﬂX?V“,XfLJAXﬂ“vAﬂ%mmwun
systeme minimal de générateurs homogénes de [’algebre S(V)G(de’e’”).
Deg(G(de,e,n)) = (de,2de, ..., (n — 1)de,nd).

En particulier,

PREUVE - (a) est évident. Montrons (d). Posons

H={(x1,...,2p) €C" | 21+ 4+ 2, =0}

et D=C.(1,1,...,1).

Alors C" = H® D et H et D sont &,-stables. De plus, &,, agit trivialement sur D. Donc
&,, agisse fidelement sur H. Montrons maintenant que H est une représentation irréductible
de &,. Soit ¢ : H — H une application C-linéaire telle que p(o(z)) = o(¢(x)) pour tous
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o€ 6, et x € H. Il nous suffit de montrer que ¢ est une homothétie. Notons (eq,...,e,)
la base canonique de C". Si 1<i < j <n, on note 7;; la transposition (i,j) € &,. Alors
Ker(7;; + Idy) = C(e; — ej). Par suite, il existe \;; tel que ¢(e; —ej) = Aij(e; — e;). Il nous
reste & montrer que A; ;41 = Aip1,42 car (e1 —ez,e2 —e€3,...,en_1 — €y) est une C-base de H.
11 suffit pour cela de calculer p(e; — ejr2) = @(e; — ei11) + p(eit1 — €i42) : on trouve alors
Akl = Nig1i42 = Aijig2.

(c) D’apres (d), les seuls sous-espaces G,,-stables non triviaux de C™ sont D et H. Mais,
si (d,e) # (1,1) ou (d,e,n) # (1,2,2), alors D et H ne sont pas A(de,e,n)-stables. Donc
G(de, e, n) est irréductible.

(b) Tout d’abord, remarquons que G(de,e,n) est fini. De plus, &,, est engendré par des
réflexions (les transpositions). Posons s = diag(¢,1,...,1), ou ¢ est une racine primitive d-iéme
de I'unité et t = diag(&,671,1,...,1)712, ol € est une racine primitive de-itme de 'unité. Alors
il est facile de voir que G(de,e,n) =< s,t,&,, >, donc est engendré par des pseudo-réflexions.

(e) Posons, pour 1 <i<n—1,Y; =o;(X{, ..., X%¥) et Yy, = on(2f,..., X9). T est clair que
Y1,..., Y, sont dans S (V)G(de’e’"). D’autre part, d’apres le théoreme 6.1, il sont algébriquement
indépendants. De plus, d’apres (a), on a |G(de,e,n)| = []i,degY;. Notons Deg(G) =
(di,...,dn) et posons Deg(k[Y1,...,Ys]) = (e1,...,en). Alors, d’apreés le fait démontré au
cours de la preuve du théoréme de Chevalley, on a e; > d;. Comme e;...e, = d;...d,, on en
déduit que e; = d; et que la série de Poincaré de S(V)< est égale & celle de k[Y7,...,Y,]. Donc
S(V)E =k[Yy,...,Y,]. =

13.C. Quelques groupes exceptionnels. Shephard et Todd ont montré que, outre cette
famille infinie de groupes de réflexions complexes, il y a 34 groupes de réflexions irréductibles
exceptionnels. Nous ne donnerons pas ici la liste, mais nous nous contenterons de quelques
exemples.

EXEMPLE 13.2 - Soit ¢ une racine de 'unité dans C, ¢ # 1. Posons

s:<gi> ot t:(_1<2> € GL,(C).

Alors s et t sont des réflexions d’ordre o(() et vérifiant sts = tst. On note G =< s,t >. Clest
un groupe engendré par des pseudo-réflexions. Il est irréductible.
On montrera dans ’exercice V.4 les faits suivants. Tout d’abord, G est fini si et seulement si

0(¢) € {2,3,4,5}. Dans ce cas, notons (d, ds) la suite des degrés de S(C?)%. Alors :

o(C) | |G| | d1,d2 | |Z(G)

2 | 6| 23 1

3 | 24| 4,6 2

4 |96 |8,12| 4

5 |600 | 20,30 10

EXEMPLE 13.3 - Soit ¢ et £ deux racines de 'unité dans C, (, & # 1. Posons

s:<g ‘11> ot t:<Ci§2) € GL,(C).
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Alors s et t sont des réflexions d’ordre o(() et o(§) respectivement et vérifiant stst = tsts. On
note G =< s,t >. C’est un groupe engendré par des pseudo-réflexions. Il est irréductible.

On montrera dans 'exercice V.5 les faits suivants. Tout d’abord, G est fini si et seulement
si (0(¢€),0(¢)) € {(2,2),(3,3),(4,3),(5,3)}. Dans ce cas, notons (di,dz) la suite des degrés de
S(C%HE. Alors :

o(C),0(8) | |G| | d,d2 | |Z(G)]

2,2 8 | 2,4 2

3,3 72 | 6,12 6

4,3 288 | 12,24 12

9,3 1800 | 30, 60 30

EXEMPLE 13.4 - Dans l'exercice IV.3, nous avons construit un groupe de réflexions complexe
irréductible de rang 3 isomorphe & GL3(F2) x {1, —-1}. O

Exercices de la partie V

Exercice V.1. Montrer que le groupe dérivé de G est d’intersection complete (voir §9.C) et
que, en reprenant les notations du théoreme de Bessis-Bonnafé-Rouquier, G agit trivialement

sur ID(G)/S(VD(G))+ID(G)’

Exercice V.2. Posons G = G N Ker(det) et p = |G/G™|. Supposons que p est premier.
a) Montrer que ec = p pour tout C € Ag/G.
(a)
+
(b) Montrer que S(V)¢" = S(V)%[Ag] ~ S(C)C[T]/(TP — AL,).
(c) Montrer que G est d’intersection compléte et que, en reprenant les notations du théoréme
de Bessis-Bonnafé-Rouquier, G agit trivialement sur Ig+)/S(Va+ )+ Ig+-

Exercice V.3. Montrer par un exemple que les assertions (a), (b) et (c¢) de I'exercice précédent
peuvent ne pas étre satisfaites lorsque |G/G™| n’est pas premier.

Exercice V.4. Montrer les assertions de I'exemple 13.2.
Exercice V.5. Montrer les assertions de ’exemple 13.3.

Exercice V.6. Soit n un entier naturel non nul. Voyons &, comme un groupe engendré par
des réflexions. Si A = (A1,...,\) est une partition de n, c’est-a-dire une suite décroissante
d’entiers naturels non nuls telle que A1 + - - - + A\, = n, notons &, le sous-groupe naturel de G,
isomorphe a Gy, X --- X Gy,

(a) Montrer que &) est engendré par des réflexions.
Notons F) la représentation absolument irréductible de &,, associée a &) par le théoreme de
Macdonald.
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(b) Montrer que, si A # X, alors E et E) ne sont pas isomorphes (comme Q[S&,,]-modules.

(c) Montrer que (Ey )z est un ensemble de reprsentants des classes d’isomorphie de Q[&,,]-
modules irréductibles.

(d) Montrer que E(,—1,) est la représentation naturelle de &, comme groupe de réflexions
irréductible en dimension n — 1.
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Partie VI. Groupes de Coxeter

14. MATRICES DE COXETER, DIAGRAMMES DE DYNKIN

Fixons un ensemble fini S. On appelle matrice de Cozxeter (de support S) toute matrice carrée
symétrique (mgt)ses d’entiers naturels non nuls telle que mgs =1 et mg > 2 si s # 2.

On appelle diagramme de Dynkin (de support S) tout graphe pondéré (non orienté) d’ensemble
de sommets S et dont les arétes sont pondérées par des entiers naturels > 3. Lorsque 'entier
qui pondere une aréte est égal a 3, nous ne I’écrirons pas. Lorsqu’il est égal a 4, nous pourrons
le remplacer par une double aréte. Lorsqu’il est égal a 6, nous pourrons remplacer par une triple
aréte.

Si M = (mst)stes est une matrice de Coxeter de support .S, on notera A(M) le diagramme
de Dynkin de support S ou s et t sont reliés par une aréte de poids mg = mys lorsque mg > 3
et ne sont pas reliés si mg = mys = 2. Si A est un diagramme de Dynkin de support S, nous
noterons M(A) la matrice de Coxeter telle que mg est le poids de I'aréte reliant s et ¢ s’il y
en a une, ou mg = 2 s’ il n’y en a pas. Il est clair que M(A(M)) = M et A(M(A)) = A, de
sorte que 'on a ainsi construit une bijection entre les matrices de Coxeter de support S et les
diagrammes de Dynkin de support S.

15. GROUPES DE COXETER
Fixons ici un ensemble fini S et un diagramme de Dynkin A de support S. Posons M =
M(A) = (mst)stes. Nous noterons W(A) le groupe de présentation
W(A)=<S|VstesS, (st)™t =1>.

Notons que dans W(A), les éléments de S sont d’ordre 1 ou 2 (car my, = 1).
Posons VA = ®scsRe; et posons, pour s, t € S,

T
Ba(es, er) = —cos )
Mest

Prolongeons Ba en une forme bilinéaire sur Va. C’est une forme bilinéaire symétrique car M
est symétrique. Nous posons, pour tout x € V,

os(x) =z — 2Ba(x, es)es.

Puisque Ba(es,es) = 1, on a o4(es) = —es, si Hy = e, alors o,(x) = 2 pour tout € H,. Donc
os est une réflexion orthogonale par rapport a ’hyperplan Hs. On note W(A) le sous-groupe
de GLR(Va) engendré par (0s)ses. En fait, W(A) C O(Va, Ba).

Proposition 15.1. Il existe un unique morphisme surjectif de groupes W(A) — W (A) tel que

S 0.

PREUVE - Il suffit de vérifier que (o404)™* = Idy,. C’est facile lorsque s = ¢t. On peut donc
supposer que s # t. Notons P le plan engendré par e, et ¢;. Notons V' l'orthogonal de P. On a
PNV’ =0 car la restriction de BA & P est définie positive. Donc VA = P @ V'. 1l est évident
que 040y agit trivialement sur V'. Il suffit de déterminer la restriction de os0; & P. C’est une
rotation d’angle 27w /mg;, d’ou le résultat. m

Proposition 15.2. Soient Aq,..., A, les composantes connexes de A. Notons S; l'ensemble
des sommets de A; et notons V; le sous-espace vectoriel de V' engendré de base (es)ses,. Alors
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Va=WVi&--- @V, est une décomposition orthogonale de Va en somme directe de R[W(A)]-
modules.

PREUVE - Soient s et ¢t deux éléments de S tels que mg = 2. Alors Ba(es,e;) = 0 et donc
os(er) = e et or(es) = es. Cela montre donc que, si s € S;, alors oy(es) € V; dans tous les cas. B

Corollaire 15.3. Si W(A) est irréductible alors A est connexe.

Proposition 15.4. Si A est connexe, alors les seuls sous-espaces de Va stables sous ['action
de W(A) sont Va et les sous-espaces de Vi .

PREUVE - Tout d’abord, W (A) agit trivialement sur VAJ-. Donc tout sous-espace de VAJ- est stable
sous action de W (A). Réciproquement, soit V' un sous-espace de Va stable par W(A) qui ne
soit pas contenu dans VAL. Soit z € V' tel que = & VAL. Il existe s € S tel que Ba(es, x) # 0. Par
suite, o4(x) = x — 2Ba(es, x)es € V' (car V' est W(A)-stable), donc e; € V’. Soit maintenant
t € S. Puisque A est connexe, il existe une suite s = s1, $2,..., s, = t d’éléments de S
deux a deux distincts tels que myg,;s,,, = 3 pour tout i, c’est-a-dire Ba(es,, €s;,,) 7 0. Puisque
Osii1(es;) = es; — 2Ba(es;, €s,,1 )54, il n'est pas difficile de montrer par récurrence sur i que
es; € V'. Donc e; € V', ce qui montre que V' =Va. B

Pour montrer le théoréeme suivant, nous aurons besoin de quelques notations. Si s € .S, on
pose Hy = e} et Hf = {x € Vo | Ba(x,es) > 0}. Soit

Cha = ﬂ H;—
s€S
Notons que Ca est un simplexe ouvert (non vide...) de Va et que 'adhérence de Ca est égale a

ﬁA:{erA |V seS, Ba(z,es) > 0}.

Si w € W(A), notons £(w) sa longueur, ¢’est-a-dire la longueur minimale d’une décomposition
w = s1...5 avec s; € S. Compte tenu de la présentation de W (A), Iapplication W(A) —
{1,-1}, w — e(w) = (—=1)“™) est un morphisme de groupes. Par suite, si w € W(A) et si
s €S, alors {(sw) et £(ws) appartiennent a {{(w) — 1, ¢(w) + 1}.

Théoréme (Tits). Si w € W(A) vérifie o(w)(C)NC # @, alors w = 1.
PREUVE - Nous allons montrer par récurrence sur [ les assertions suivantes :

(P) Siw € W(A) est tel que l(w) = | et si s € S, alors w(C)C H} ou
w(C)Cs(HY) et l(sw) = l(w) — 1.

(Q)) Siw e W(A) est tel que lw)=1etsis, teS, avec s #t, alors il existe
u € Wy =< s,t > tel que w(C) Cu(HF NH,") et b(w) = £(u) + L(utw).

Ces assertions sont triviales pour [ = 0. Elles sont aussi aisément vérifiables pour [ quelconque
lorsque n = dim Va = |S| = 2. Supposons donc que (P;) et (Q;) sont vraies. Montrons qu’alors
(Pr1) et (Quy1) le sont.

Tout d’abord, soit w € W(A) tel que {(w) =1+ 1 et soit s € S. Il existe t € S tel que
{(tw) = £(w) — 1 = 1. Posons w' = tw. Si s = t, alors, d’apres (P,), on a w'(C)C H}. Donc
w(C) Cs(H), ce qui montre (Py1) dans ce cas. Supposons maintenant que s # t. Alors, d’apres
(Q1) appliqué a w', il existe u' € W4 tel que w'(C) Cu/(Hf N H;) et £(w') = £(u) + £(u'~1w').
On a alors w(C) Ctu/(H} N H;"). En utilisant le fait que les assertions (P;) et (Q;) soient vraie
en rang 2, on obtient que tu/(H} N H;")C H} ou tu/(H} N H;") Cs(HT) mais alors £(stu’) =
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{(tu’) — 1. Dans le premier cas, on obtient que w(C')C H . Dans le second cas, on obtient que
w(C)Cs(HY) et que £(sw) = {(stw’) < L(tu') + £(w') — 1 < £(w). Donc £(sw) = (w) — 1. Cela
termine la preuve de (Pj41).

Montrons maintenant (Q41). Soit w € W(A) tel que £(w) = I41 et soient s et t deux éléments
distincts de S. Si w(C)C HF N H;', la condition (Q;1) est vérifiée en prenant v = 1. Sinon,
supposons par exemple que w(C)¢ HF. Alors, puisque (Pj41) est vraie, on a w(C)Cs(H])
et {(sw) = £(w) —1 = 1. Posons w’ = sw. Puisque (Q;) est vraie, il existe v’ € Wy, tel que
w'(C)Cu/ (HFNH; ) et £(w') = £(u')+£(u'~ w'). Posons u = su’. Ona alors w(C) Cu(HFNH,")
et il est facile de voir que £(w) = £(u) + £(u~*w). Cela montre (Q;11).

Revenons & la preuve du théoreme de Tits. Soit w € W(A) tel que w(C) N C # @. Posons
[ = ¢(w). Sil =0, alors w = 1. Supposons donc que [ > 0. Il existe alors s € S tel que
{(sw) = 4(w) — 1. Donc ¢(ssw) = £(sw) 4+ 1 et donc, d’apres (P;), on a w(C) Cssw(C) Cs(HY)
ce qui est impossible. B

Corollaire 15.5. Le morphisme surjectif W(A) — W (A) construit dans la proposition 15.1 est
un isomorphisme.

Corollaire 15.6. Le groupe W(A) est un sous-groupe discret de O(Va, Ba).

PREUVE - Soit € C. Posons U = {0 € GLgr(Va) | o(z) € C}. Alors U est un ouvert de
GLg(VA) : en effet, c’est 'image inverse de C' sous 'application continue GLg(VA) — Va,
o +— o(x). D’autre part, d’apres le théoreme de Tits, U N W(A) = {Idy, }. Donc W(A) est un
sous-groupe discret de O(Va, Ba). B

16. GROUPES DE COXETER FINIS

16.A. Classification. Nous utiliserons beaucoup le théoreme suivant, dont nous ne donnerons
pas non plus de preuve.

Proposition 16.1. Le groupe W(A) est fini si et seulement si la forme Ba est définie positive.

PREUVE - Tout d’abord, si Ba est définie positive, alors W (A) est un sous-groupe discret (voir
corollaire 15.6) du groupe compact O(Va, Ba). Donc il est fini.

Réciproquement, supposons W(A) fini. Dans ce cas, par la semi-simplicité de I’action de
W (A) sur Va et la proposition 15.4, Vi = 0 et W(A) est (absolument) irréductible. D’apres
la proposition 15.2, nous pouvons supposer, et nous le ferons, que A est connexe. Soit (, )¢ une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur Va. Si x et y sont dans Va, posons

(wy)= Y {o@), ).

ceW(A)

Alors (,) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur Va invariante par l’action de
W(A). Cela induit un isomorphisme W (A)-équivariant Vo ~ VX. D’autre part, dimg(Va ®r
VWA = 1. Donc dimp (Vi @r VX)W @A) = 1. Or, (,) et Ba peuvent étre vus comme des
éléments de VX ®g V3 stables sous W(A). Donc ils sont proportionnels. Puisque Ba(es,es) =
1 > 0, cela montre que Ba est définie positive. B
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Corollaire 16.2. Supposons W (A) fini et reprenons les notations de la proposition 15.2. Alors
Va = Vi@ - @V, est une décomposition orthogonale de Va en somme de sous-R[W (A)]-
modules (absolument) irréductibles. En particulier, W(A) est irréductible si et seulement si A
est connee.

Corollaire 16.3. Le groupe W(A) est fini si et seulement si les composantes connexes de A
sont isomorphes a l'un des diagrammes suivants :

Type Diagramme w

1 2 3 n—1 n
An o—0—0— —0O0—20 671—}—1

1 2 3 n—1 n
Bn o—0o——0—  —O—0 6n X (Z/QZ)"

1 2 n—3 n—2 n—1
D, o O .. G, x (Z/2Z)" 1
n
1 3 4 5 6
1 3 ) 6 7

2
1 3 4 5 6 7 8
Eg O O o) O
, |
1 2 3 4
Fy O0—O0=—0—0 &3 x W(Dy)
1 2 3
Hs o > 5 o As x {1,-1}
1 5 2 3 4
Hy O O O O
1 2
I5(e) o—" 5 Dsg

PREUVE - 1l est tout d’abord facile, mais fastidieux, de vérifier au cas par cas que, pour tout A
isomorphe a I'un des diagrammes donnés dans 1’énoncé, la forme Ba est définie positive.
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Pour montrer la réciproque, on peut supposer que A est irréductible. Supposons donc Ba
définie positive. Quelques calculs fastidieux mais sans difficultés montrent les faits suivants (voir
[Bbk]) :

1. A ne contient pas de circuit.

2. A ne contient pas deux arétes pondérées par un entier > 4.
3. Aucun point n’est relié a 4 sommets distincts.
4

. St un sommet est relié a au moins trois autres sommets, alors il n’y a pas d’aréte pondérée
par un entier > 4.

Il ne reste alors qu’a éliminer quelques cas pour conclure. B

Donnons maintenant la table des degrés des groupes de Coxeter finis.

Type de A(M) (W (M) Deg(S(Va) M) |Z(W(M))]

A 2 2 2

Ap, n>2 (n+1)! 2,3,4,...,n+1 1

Bn, n>2 2" pl 2,4,6,...,2n 2

Dy, n>3 971 2,4,6,...,2(n—1),n {2 sim est pair,

1 sin est impair.

Eg 51840 = 27.3%.5 2,5,6,8,9,12 1
E; 2903040 = 21034 5.7 2,6,8,10,12,14, 18 2
Fg 696729600 = 214.35.52.7 | 2,8,12,14, 18,24, 30 2
Fy 1152 = 27.32 2,6,8,12 2
Hj 120 =23.3.5 2,6,10 2
Hy 14400 = 26.32.52 2,12,20, 30 2

I(e), e >3 2e 2,e 1

16.B. Rationalité. Nous allons examiner ici sous quelles conditions un groupe de Coxeter fini
stabilise un réseau de Va, c’est-a-dire peut-étre vu comme un groupe de réflexions d’un Q-espace
vectoriel.

Lemme 16.4. Supposons W (A) soit fini. Alors W(A) stabilise un réseau de Va si et seulement
st mg € {2,3,4,6} pour tous s #t € S.

PREUVE - Supposons tout d’abord que W(A) stabilise un réseau de Vao. Alors, pour tout
o€ W(A), on aTr(o) € Z. Or, si s et t sont deux éléments distincts de S, et si n = |S], alors
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Tr(osot) = n + 4(cos?(m/mg) — 1). En effet,
osot(er) = —er + 2Ba(es, et)es,

os0i(es) = og(es + 2cos(m/mg)er) = (4cos?(m/mg) — 1)es + 2 cos(m/mg; ey

et 0s0t(ey) = €y — aes — fey
si u ¢ {s,t}. Par suite, 4 cos?(m/ms) € Z, ce qui implique que mg € {2,3,4,6}.

Réciproquement, supposons que mg € {2,3,4,6} pour tous s # t € S. Nous allons montrer
par récurrence sur |S| = n qu’il existe une famille de nombres réels (\;)scs tel que W(A) stabilise
le réseau @sesZ(Ases). On peut supposer pour cela que A est connexe.

Par examen de la liste des diagrammes de Dynkin possibles, on remarque qu’il existe toujours
un élément sy de S qui n’est relié qua un seul autre élément de S. Notons S’ = S — {so} et s;
Iélément de S’ relié & sg. Par hypothese de récurrence, il existe une famille de nombres réels
(As)ses telle que IV = @y Z(Ages) soit stable par W(A'), o A’ est le diagramme de Dynkin
obtenu en enlevant le sommet sg.

Si mgys; = 3, on pose Ag, = Ag;. Si Mgys;, = 4, on pose Ay, = v2Xs,. Si myys; = 6, on pose
Aso = V3Xs,. Tl est alors facile de vérifier que I @ Z (g, e5,) est stable par 'action de W (A). m

Simg € {2,3,4,6} pour tous s # t € S, on dit que W(A) est un groupe de Weyl. D’apres
la proposition 16.3, W(A) est un groupe de Weyl si et seulement si toutes les composantes
irréductibles de A sont de type A,, By, Dy, Es, E7, Eg, Fy ou I3(6) (ce dernier étant tradi-
tionnellement noté G3). Un groupe de Weyl est donc un groupe de réflexion fini d’un Q-espace
vectoriel de dimension finie.

REMARQUE 16.5 - D’apres l'exercice IV.2, si W(A) est un groupe de Weyl, il existe une
extension galoisienne K de Q de groupe de Galois W (A).

Il n’est pas tres difficile de montrer que, si A est de type Hs ou Hy, alors W(A) est un groupe
de réflexion d’un Q(\/g)—espace vectoriel. Dans ce cas, toujours d’apres I'exercice IV.2, il existe
une extension galoisienne K de Q(v/5) de groupe de Galois W (A).

Pour finir, si A est de type I3(e), alors W(A) est un groupe de réflexion d'un Q(cos27/e)-
espace vectoriel de dimension finie. Dans ce cas, toujours d’apres 1’exercice IV.2, il existe une
extension galoisienne K de Q(cos27/e) de groupe de Galois W(A). O

17. ELEMENT DE COXETER

On supposer maintenant que W(A) est fini. Nous noterons n = |S| = dimg VA et nous
noterons (dy,...,d,) la suite des degrés de W(A). Grace au corollaire 15.5, nous pouvons
identifier les éléments de s avec leurs images par le morphisme de la proposition 15.1. En
d’autres termes, o; = s. Numérotons les éléments de S : S = {s1,...,s,}, ou n = |S|. Posons
¢ =81...5,. Cet élément est appelé élément de Coxeter standard de W(A). Il dépend de l'ordre
choisi pour numéroter les éléments de S. Cependant, sa classe de conjugaison n’en dépend pas :

Proposition 17.1. Soit 7 € &,,. Alors s1... 8, est conjugué a s-(1)- - - Sr(n)-

PREUVE - Compte tenu du corollaire 16.3, il nous suffit de montrer le lemme suivant :
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Lemme 17.2. Soit I' un groupe et soit f : S — I' une application telle que que
f(s) et f(t) commutent chaque fois que s et t ne sont pas liés. Soit T € &,,.
Alors f(s1) ... f(sn) et f(srq))--- f(Sr(n)) sont conjugués dans T'.

PREUVE - On raisonne par récurrence sur |.S|, le résultat étant trivial pour n = 1
et évident pour n = 2. Soit i € {1,2,...,n} tel que s; ne soit lié qua au plus
un sommet de A, sommet que nous noterons sj. Quitte a faire agir le groupe
symétrique, on peut supposer que i =n et j =n — 1.

Comme f(s7(1)) - - f(Sr(n)) est conjugué a f(sr2)) - f(Sr(n)) f(sr(1)) (et ainsi
de suite), on peut supposer que 7(n) = n. Posons j = 7-!(n — 1). Comme s,
n’est lié qua s,_1, on a

f(ST(l)) s f(s‘r(n)) = f(ST(l)) s f(ST(nfl))f(Sn)
= f(sr)) - F(87G-1)(8741)) - - - F(Sr(n—2)) f(Sn-1) f(8n—2),

ce qui montre que 1’on peut supposer que 7(n — 1) =n — 1.

Posons S’ = {s1,...,8,-1} et notons 7’ la restriction de 7 & {1,2,...,n — 1}.
Soit f’ : §" — T lapplication définie par f/(s;) = f(s;) si 1<I<n —2 et
' (sn—1) = f(sn—1)f(sn). Alors, par hypotheése de récurrence, I’élément a =
f'(s1) .. f'(sn—1) de T' est conjugué a b = f'(sy))--- f'(5r/(n-1)). Mais, a =
F(51)- £ (5n) €t b= F(5p(1)) - (7). W

On appelle élément de Coxeter de W(A) tout élément de W (A) conjugué a un élément de
Coxeter standard. Notons h l'ordre de c¢. Notons que h (ou ha) est bien un invariant de A
en vertu de la proposition précédente. Notons mq,..., m, les entiers naturels appartenant a
{0,1,2,...,h — 1} tels que my < ... < my et

det(TIdy, —c) = [J(T — e¥™/™).
j=1

Puisque det(7'Idy, —c) est un polynéme a coefficients réels, on a m; + m,_; = h pour tout
1 < j < n. En particulier,

= hn
17. _
(17.3) >mi= 5
7j=1
Les entiers naturels mq, ..., m, sont appelés les exposants de A (ou de W (A)).

Nous allons maintenant nous fixer un ordre sur S qui nous permettra de décomposer ¢ en un
produit de deux éléments d’ordre 2 particulierement sympathique.

Compte tenu du corollaire 16.3, il existe une partition S = S'J[S” de S telle que, si s,
t € S (ves[. s, t € S”), alors s et ¢ ne sont pas liés dans A (c’est-a-dire mg = 2 ou encore
Ba(es,er) = 0. Ecrivons §' = {s1,...,81} et 8" = {s;41,...,8,}, avec 0 <1< n. Posons
s =s1...8, 8 =s41...8, et ¢ = §'s"”. Alors ¢ est un élément de Coxeter et s’ et s’ sont
d’ordre 2. Pour simplifier les notations, nous poserons es;, = e;, H; = eﬁ*, Vi=HiN---NHj et
V" =H; 1N---NHy. Alors VA =V’ @& V" (attention, ce n’est pas forcément une décomposition
orthogonale) et s’ (resp. s”) est la symétrie orthogonale par rapport & V' (resp. V7).

Lemme 17.4. 1 n’est pas valeur propre de c. En d’autres termes, m1 > 1 et m, < h—1.

PREUVE - Soit = € Va tel que ¢(z) = x. Alors s'(z) = s"(x), c’est-a-dire '(z) — x = s (x) — z.
Mais, §'(z) —2 € V'* et s’(x) —x € VL. D'on §'(z) = s”(x) = x. Cela montre que = €
V'NnV’"=0.m
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A partir de maintenant, nous supposerons que W (A) est irréductible (c’est-a-dire que A est

connexe). Posons
C={xeVa|V1<i<n, Ba(z,e;) > 0}.
Notons (e!,...,e") la base duale de (e1,...,e,) par rapport & la forme bilindire Ba. On note
p : VA — Va l'endomorphisme tel que p(e!) = e;. La matrice de p par rapport & la base
(e',...,e) est
Mat(p) = (Ba(€i, €)1 <ij <n-

Cette matrice, sym’etrique, définie et positive, est diagonalisable et ses valeurs propres sont
toutes strictement positives. Notons A sa plus petite valeur propre, et soit v = ajel + - - -+ ane™
tel que p(v) = Av et a; > 0. Posons

V' =ajel + - + qé et v = al+1el+1 + -+ ane”.

On note P le plan engendré par v’ et v”.

Lemme 17.5. Supposons W (A) irréductible. Avec les notations précédentes, on a :
(a) dimpg Ker(p — Aldy,) = 1.
) ai > 0 pour tout i.
) P est stable par s' et " (donc en particulier par c).
) s'|p (resp. s"|p) est la réflexion orthogonale sur P par rapport a Rv' (resp. Rv”).
e) v',v" €C et PNC = {av' + " | o, 3> 0}.

(b
(c
(d
(

PREUVE - Notons <, > le produit scalaire sur Va tel que (e!, ..., e") soit une base orthonormale.

On a, pour tous x, y € Va,
<,y >= Ba(p(x),y).

Posons p’ = p — Aldy, et notons (p};)1 <i,j <n la matrice de p' dans la base (el,...,e"). On a
(1) ng <0

sii#jet

(2) Ba(z,p'(x)) 2 0

pour tout x € Va.
Soit & = byel +--- +bue™ tel que p'(x) = 0 et © # 0. Posons o+ = |by|el + - +|by|e™. Alors,
d’apres (1), on a < 2™, p/(z7) > < <z, p'(z) >= 0. Mais, par définition et d’apres (2),

<a",p/(a") >= Ba(p(a"), p'(2")) = Bal(p'(z"),p'(z7)) + ABa(a™, p'(27)) > 0.

Donc p/(zt) = 0. Notons I, I'ensemble des i € {1,2,...,n} tels que b; = 0. Puisque
> iy pi;lbil = 0 pour tout j, on a que p}; = 0sii ¢ I, et i € I;. La connexité de A im-
plique alors que I, = @ ou I, = {1,2,...,n}. Comme z # 0, on a I, = &. Cela montre que, si
x =brel +---+b,e" € Kerp, alors b; # 0 pour tout i.

En particulier, dimg Ker p’ < 1 car sinon dimg(H; N Ker p') > 1 ce qui est impossible d’apres
ce que l'on vient de voir. D’ou (a). De plus, v est proportionnel & ™, donc a; > 0 pour tout i.
D’ot1 (b). Cela montre aussi que v’ et v” appartiennent & C. D’autre part, soient a et 3 deux
nombres réels. Alors av’ + Bv” € C' si et seulement si « et 3 sont strictement positifs. D’ou (e).

Il nous reste a montrer (c) et (d). On a §'(v') =o' et s”(v”) =v”. De plus, si 1 <i <[, on a
ABa(ei,v) = Ba(ei, p(v)), ce qui montre que Aa; = a; + Y 7,1 ajBa(e;, ;). Donc

(#) (A—=1)a; = Z ajBa(e;, ej).

j=i+1
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Donc

l n
A—1)0" = Z Z a;Ba(e;, ej)e’
i=1 j=i+1
n .
= D aq(=¢ +¢)

j=l+1

n
= —U/ + Z aj;€j.
j=l+1
Cela montre que (X —1)v” 4 v’ est orthogonal & e pour 1 < i < [, donc est orthogonal & V", Par
suite, s” stabilise le R-sous-espace vectoriel de VA engendré par v” et (A —1)v” 4+ ', c’est-a-dire
P. De méme, s’ stabilise P. Cela montre (c). (d) est alors immédiat. m

Théoreme 17.6. Supposons A connexe. Alors :
(a) my=1etmp=h—1. Deplus, 1<m; <h—2s12<j<n—2

(b) Ref(C)] = 2"
(C) dj =m; + 1.

PREUVE - Notons D le sous-groupe de W(A) engendré par s’ et s”. On a |D| = 2h et
D={l,¢,3 ..., ¢ se,... s}

Notons m l'ordre de la restriction de ¢ & P. Alors m divise h et la restriction de D & P (que
nous notons D,,) est un groupe diédral d’ordre 2m. Puisque PN C # &, il résulte du théoréme
de Tits que I'application de restriction D — D,, est un ismorphisme. Par suite, m = h.
D’autre part, toujours d’apres le théoreme de Tits, puisque o(P N C)N (P NC) # & avec
o € D implique que ¢ = Idy,, et vu la description de P N C' donnée dans le lemme 17.5 (e),
on a que l'angle entre v' et v” est égal & w/h. Donc la restriction de ¢ & P est une rotation
d’angle 27 /h. Le polynoéme caractéristique de cette rotation étant (T — e2™/?)(T — e=27/h) on
en déduit (puisque mq > 1) que m; =1 et m,, = h — 1. Cela montre une partie de I’énoncé (a).

Les transformés de Rv’ et Rv” par I'action de D,,, froment un ensemble de h droites que nous
noterons D = {D1, ..., Dy}. Soit maintenant H € Ay a). Notons sy la réflexion orthogonale
par rapport & H. On a sy € W(A). Alors P n’est pas contenu dans H car sinon sg(PNC) =
PN, ce qui contredit le théoreme de Tits. Donc PN H est une droite de P. On veut montrer
que PN H € D. Quitte a conjuguer par un élément de D, on peut supposer que PN H rencontre
PN C. Mais, d’apres le théoreme de Tits, on a que H ne rencontre pas P N C, donc PN H est
I'une des droites Rv’ ou Rv”. Donc PN H € D.

Pour montrer (b), c’est-a-dire pour montrer que [Ay(a)| = h?n, il suffit de montrer que
'ensemble des hyperplans H € Ay (a) tels que H N P = Rv’ ou Rv” est de cardinal n. Soit H
cet ensemble d’hyperplans. On veut montrer que H = {Hy,, ..., Hg, }. Il est tout d’abord clair
que Hy,NP =Ru'si 1 <i<let H,NP = Ro" sil+1 < i < n. Réciproquement, soit H € Ayy(a)
tel que H N P € {Rv/,Rv'}. Supposons par exemple que H N P = Rv’. Notons ey le vecteur
unitaire orthogonal a H et situé du méme co6té de H que C. Ecrivons e H=Mel+ -+ \en.

Lemme. On a A\; > 0 pour tout i.

PREUVE - Puisque ey est du méme coté de H que C, et puisque e’ € C, on a
Ba(em,e€') =0, c’est-a-dire A\; > 0. O
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Puisque Ba(ep,v") = 0, on déduit du lemme précédent que A\j11 = --- =\, = 0 et donc que
eg = Ae1+ -+ Nej. Par suite, s;(eg) = (A1e1 + Aaea + -+ -+ Njeg) — 2\, si 1 <@ < 1. Dong,
d’apres le lemme précédent, on obtient que ey est proportionnel a I’'un des e;, ce qui montre que
H € H. Cela termine la preuve de (b).

Montrons maintenant (c¢). Travaillons dans V' = C ®@g Va et fixons une base (Xi,...,X,)
de V telle que ¢(X;) = e2imm;/ hXj. Soit Pi,..., P, un systeme de générateurs homogenes de
S(VYW(A) tel que deg P; = d;. Considérons la matrice jacobienne

OP;

G_Xk) 1<k <n

On peut de plus supposer que X1 € C ®g P, et il est facile de vérifier que X; ¢ C ®gr H pour
tout H € Ay (a). Par suite, d’apres la proposition 11.9, on a J(1,0,...,0) # 0. Il existe donc

J(Xl,...,Xn):(

une permutation o € &, telle que OF; (1,0,...,0) # 0. Comme ¥ est homogene de
0Xo(5) 0Xo(5)
degré d; — 1, le coefficient de X fjleU(j) dans P; est non nul. L’invariance de P; sous ’action
de ¢ montre alors que dj — 1 + mg(;) = 0mod h.
Il existe donc une suite r; d’entiers naturels telle que h — mgy;) = my,_q;) = dj — 1+ hr;.
Par suite, d’apres (b) et le théoréeme de Chevalley-Shephard-Todd, on a
n n
Awa)l =D Mo = > _(d; —1).
j=1 J=1
Cela montre que r; = 0 pour tout j. En particulier, m,,_, ;) = d; — 1. D’ou (c).

Il nous reste & montrer la derniére assertion de (a). Compte tenu de (c), si on avait mg = 1,
alors il y aurait deux invariants de degrés 2 de W(A) non proportionnels, ce qui contredit la
connexité de A (c’est-a-dire I'irréductibilité de W(A)). m

Corollaire 17.7. On a |[W(A)| = (m1+1)...(m, +1).

EXEMPLE 17.8 - Supposons que A soit de type A,. Alors W(A) ~ &,,11 et il est facile de voir
que (1,2,...,n+1) est un élément de Coxeter de W(A). Son polynéme caractéristique dans Va
est T" +T" 1 +... 4+ T+1, donc les exposants de W(A) sont (1,2,...,n). D’aprés le théoréme
17.6 (c), on retrouve que les degrés de W (A) sont (2,3,...,n+1). O

EXEMPLE 17.9 - Supposons que A soit de type Eg. Nous allons calculer les matrices de
$1,..., Sg. En utilisant par exemple MAPLE ou GAP, nous pouvons calculer la matrice de ¢ =
$1...sSg ainsi que son polynome caractéristique : ce dernier est égal au polynéme cyclotomique
®30(7). Cela montre que h = 30, (my,...,mg) = (1,7,11,13,17,19,23,29), (dy,...,ds) =
(2,8,12,14, 18,20, 24, 30) et

|W (Es)| = 696729600 = 2'4.35 527,

ce qui n’était pas évident... O

Exercices de la partie VI
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Exercice VI.1. Montrer les assertions de la remarque 16.5 concernant les corps de définition
de W(Hg), W(H4) et W([Q(e)).

Exercice VI.2. Montrer que W(A,) ~ G(1,1,n+1), W(B,) ~ G(2,1,n), W(D,,) ~ G(2,2,n)
et W(lz(e)) ~ G(e,e,2).
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Partie VII. Solution des exercices

Solutions des exercices de la partie 0

EXERCICE X - D’apres la théorie de Galois, on a [K : K% = |G|. Donc Ko = K% car KoC K¢.
Par suite, A% et Ay ont méme corps des fractions et sont intégralement clos. De plus, AS est
entier sur Ag. Donc Ag = A®. O

Solutions des exercices de la partie I

EXERCICE 1.1 - Soit L le corps des fractions de S(V) et K le corps des fractions de S(V)%.
Alors, d’apres la proposition K (b), on a K = LE. D’apres la théoréme de la base normale, il
existe [ € L tel que (%1),eq soit une K-base de L. On peut méme supposer que [ € S(V') d’apres
la proposition K (a). Alors la famille (91),c¢ est k-libre. Posons M = @,cqk 1. Alors M est
G-stable et M =~ k[G], comme k[G]-modules. ®

EXERCICE 1.2 - (a) Si P € S(V) est homogene de degré d, alors 7P = (—1)2P. Dot le résultat.

(b) découle immédiatement du fait qu'un polynéme homogene de degré pair est produit de
polynomes homogenes de degré 2.

(c) Soit X un générateur du k-espace vectoriel V. Alors, d’apres (b), X? est un générateur
de la k-algebre S(V)%. Donc S(V)¢ = k[X?].

(d) Soit (X,Y) une base de V. Alors (X2, XY,Y?) est une base de S?(V'). Alors, d’apres (b),
S(V)¥ = k[X?, Y2 XY]. Notons 7 : k[T, T2, T] — S(V)% I'unique morphisme de k-algebres tel
que T} — X2, T — Y2 et T — XY. Alors 7 est surjectif et T2 — 71Ty € Ker 7. Pour montrer
la premiere assertion de (d), il nous suffit de montrer que 72 — Ty T, engendre 7.

Soit P(T1,T5,T) € Kern. Voyons P comme un élément de kT4, T»][T] et effectuons la division
euclidienne de P par T? — T1Ty (c’est possible car, comme élément de [T}, T3][T], T? — T1T»
est unitaire). On écrit donc

P =A.(T? -T\T») + B,
avec A, B € k[T1,Ts] et degy (B) <1. On écrit B = oT + 3, ou «, B € k[T1,T3]. Puisque

P e Kerm, onaa(X?%Y?)XY = —3(X?,Y?). En regardant la parité des degrés en la variable
X, on en déduit que a@ = 3 = 0 et donc que P est un multiple de 72 — Ty T5.

Montrons maintenant la deuxiéme assertion. Posons A = k[X2,Y?] et v = XY. Alors on a
S(V)¢ = A@® Av. En particulier, (V)¢ est un A-module libre de rang 2. O
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EXERCICE 1.3 - Avant de commencer, remarquons que 'action de G sur A et bien définie.
Reprenons les notations de 'exercice 1.2, notamment de la question (d). On a alors un morphisme
G-équivariant S(V) — A, X — z et Y — y. Puisque |G| est inversible dans k, il résulte de la
proposition 0 que Papplication S(V)¢ — A% est surjective. Compte tenu du (d), on a donc

AY ~ k[T, Ty, T))(T? = T\To, Ty + T — 1) ~ k[T, U]/(T? - U(1 = U)). O

EXERCICE 1.4 - Purement formel... O
EXERCICE 1.5 - Purement formel... O

EXERCICE 1.6 - 1l est immédiat que A = k@ (@, > 1 k(X" + X 7). 1l suffit alors de remarquer
que, pour tout 7 > 1, X" + X" € k[X + X Y], ce qui est immédiat par récurrence sur r (par
exemple, X?> + X ? = (X +X 12 -2.0O

EXERCICE 1.7 - (a) Le groupe G contient r rotations (d’angle 2jmw/r, 0<j<r — 1) et r
symétries orthogonales (par rapports aux droites passant par les sommets et celles passant par
les milieux des cotés). Soit v un sommet du polygone régulier I' et soit v’ le milieu d’un des deux
cotés de T’ contenant v. Notons A (respectivement A’) la droite passant par v (respectivement
v"). Notons s (respectivement t) la symétrie orthogonale par rapport & A (respectivement A’).
Alors G =< s,t > et (st)" = 1.

(b) Puisque G stabilise T', il stabilise ’ensemble {vi,...,v,} de ses sommets. Donc P €
S(V)@. 1l nous reste & montrer que P est non nul. Soit f : V — R une forme linéaire
telle que f(vy) # 0. Alors f s’étend en un morphisme de R-algebres f : S(V) — R. On a
F(P) = f(v1)* 4+ f(v;)? > 0. Donc f(P) #0.

(c) Puisque G stabilise T', il stabilise ’ensemble {v1, ..., v,} de ses sommets. Doncv; ... v, €
S(V)E. De plus, v1 ... v, est homogene de degré 7.

(d) Raisonnons par l'absurde. Soit P € R[T}, T3] de degré minimal tel que P(T,U) = 0.
Alors P est irréductible car S(V') est integre. Ecrivons

n
P = Z aiTQi
i=0
avec a; € R[T1] et a,, # 0. Alors, puisque P est irréductible, on a ag # 0. De plus,
n .
—ap(T) = ZaiUZ
i=1

et donc U divise ao(T). En particulier, vy divise ao(T"). Supposons vy choisi de sorte que
(v1,v2) soit une base de V. Alors T' = om% + Bvivg + ’yv% avec a, v > 0. On obtient bien une
contradiction.
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(e) Reprenons les notations du (d). Soit P € S™(V)%, r > 0. Montrons par récurrence sur r
que P € R[T,U]. Sin =0, c’est évident. Supposons donc n > 1. On écrit

n
_ b, n—1
P = E a;v1vy
i=0

avec a; € R. Supposons a, # 0. Notons ¢ : V — V la symétrie orthogonale par rapport a
la droite Rv;. Alors o(vy) = —vg + Avy avec A € R. Le coefficient de v§ dans I’expression de
7P = P est égal & (—1)"a,. Par suite, n est pair. On a alors Q = P — (a,/y"/*)T € R[T, U]
et Pexpression de ) dans la base (v?,v{l_lvg, ...,vy) fait apparaitre un coefficient nul sur v3.
Cela montre que ’on peut supposer que a, = 0, ce qui sera fait par la suite.

Dans ce cas, v1 divise P. Puisque P est invariant et que G agit transitivement sur {vy,...,v,},
on obtient que v; divise P pour tout i. Deux cas se présentent :

e Si r est impair, alors vy, ..., v, sont deux a deux linéairement indépendants, donc sont
deux & deux premiers entre eux comme éléments de S(V). Par suite, U = vy ...v, divise P.
Donc P/U € S(V)© et I'hypothese de récurrence montre alors que P/U € R[T,U]. Par suite,
P e R[T,U].

e Supposons r pair. En appliquant le méme raisonnement que pour le cas impair, on est
ramené a montrer que v% divise P. On sait déja que a, = 0. D’autre part, puisque r est
pair, la symétrie orthogonale 7 par rapport a la droite orthogonale & v; appartient & G. On a
T(v1) = —v1 et T(v2) = vy — vy avec p € R. Par suite, le coefficient de v’f_lfug dans TP = P est
égal & —a,—_1, ce qui montre que a,—1; = 0. Donc v% divise P. O

EXERCICE 1.8 - On a W = V& et il est immédiat que G agit trivialement sur V/W. Donc
I'application V¢ = W — (V/W)% = V/W est nulle et n’est donc pas surjective. O

EXERCICE 1.9 - Sia € k, alors a? = a. Par suite, (X +a)?— (X +a) =X14+a? - X —a =
X% — X. Donc X9 — X € k[X]®*). Soit maintenant P(X) € k[X]**). On va montrer par
récurrence sur deg P que P € k[X7— X] (ce fait étant évident lorsque deg P = 0). Tout d’abord,
P(X) — P(0) € k[X]%1) donc on peut supposer que P(0) = 0. En d’autres termes, X divise
P(X). Puisque P est invariant sous l'action de (k,+), *X divise P(X) pour tout a € k. Donc
[I,cr(X +a) divise P(X). Mais, [[,c(X +a) = X? - X. Donc X7 — X divise P(X). Soit
Q(X) € k[X] tel que P(X) = (X7 — X)P(X). Alors Q(X) € k[X]*1) et degQ = deg P — q.
On conclut alors grace a I’hypothese de récurrence. O

EXERCICE 1.10 - (a) On a [, (Y/X + ) = (Y/X)? - Y/X, d’'ot le résultat en multipliant
par X49.

(b) Soit T} et Ty deux indéterminées et soit P € k[T},T»] tel que P(T", X) = 0. On écrit

n
P=> aTi,
=0

ou a; € k[T5]. Raisonnons par I’absurde et supposons a; # 0. Ecrivons alors

nq
P(T'\U) =) bY",
=0
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ol b; € k[X]. Ona0 = b,g = ay, ce qui contredit 'hypothese. Donc X et T” sont algébriquement
indépendants.
A

0 1
(k,+) — H, A — o) est un isomorphisme de groupes. Alors *X = X et 2Y =Y + AX. Donc,

d’apres (a),
T =[]V
A€k
On en déduit que X et T" appartiennent & S(V).
Soit maintenant P € S"(V)#, avec r > 1. Montrons par récurrence sur v que P € k[X,T"].
Sir =0, c’est évident. Supposons maintenant que r > 1. On écrit

P=aX "+ X" WV+ a0, XY 4a,,Y".

Puisque X € S(V)# on a P — apX" € S(V)H”. De plus, Y divise P" — apX". Par suite,
T" =TI\ ©Y divise P—agX". Posons Q = (P—aoX")/T". Alors Q € S(V)" et deg@Q = r—q.
Donc, par hypothese de récurrence, Q € k[X,T’]. Par suite, P = o X"+ T'F(X,T") € k[ X, T"].

Introduisons la notation suivante : si A € k, on pose o) = < ) € H. Alors 'application

(c) découle de calculs élémentaires.

(d) Soit P € k[T},T5] de degré minimal tel que P(T,U) = 0 et P # 0. Puisque S(V) est
integre, P est irréductible. Ecrivons

n
P=> aT
=0

avec a; € k[T] et a,, # 0. Notons que ag # 0 car P est irréductible. On a alors
n .
—ao(U) = sT".
i=1

Donc T divise ag(U) # 0. En particulier, X divise ag(U), ce qui n’est possible que si ap = 0.
Donc T et U sont algébriquement indépendants.

Soit maintenant P € S™(V)%1, avec r > 1. Montrons par récurrence sur r que P € k[X,T"].
Sir =0, c’est évident. Supposons donc que r > 1. On écrit

P=aX +a X" 'V+ a0, XY 4a,,Y".

Si arr1 =0, alors X divise P. Par suite, ?X divise P pour tout ¢ € G;. Donc T divise P. Par
hypothese de récurrence, P/T € k[T,U] et donc P € k[T, U]. Supposons donc maintenant que
ary1 # 0. Puisque P € S(V)H, il résulte du (b) que P € k[X,T’]. En particulier, en regardant
le coefficient de Y, on obtient que r est un multiple de q.

Sia € k*, onnote 7, = ( g agl ) € (1. Le coefficient de Y de "*P = P est a,41a”. Donc,

pour tout a € k*, on a a,y1a” = a,4+1 et donc a” = 1 car a,+1 # 0. Puisque k* est cyclique
d’ordre ¢ — 1, on obtient que ¢ — 1 divise r. Par suite, ¢(¢ — 1) divise r. Ecrivons r = q(qg—1)d,
avec d € N*. Alors P — a, . U? € S"(V)%'. D’autre part, le coefficient de Y” dans P — a, U
est nul et donc, par le raisonnement précédent, on obtient que P — a,41U% € E[T,U]. Par suite,
P e k[T,U].

(e) Soit P € S(V)&. D’apres (d), on a S(V) € k[T, U]. On éerit

P=> T
=0
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avec a; € k[U]C S(V)%. D’apres (b), on a alors, pour tout o € G,

n
7P = Z(det o)la;T".
i=0
Donc, (deto)ia; = a; pour tout 0 <i <r et 0 € G. Cela montre que a; = 0 si i n’est pas un
multiple de ¢ — 1. Donc P € k[T, U]. O

EXERCICE 1.11 - (a) Notons M, la matrice (Xij)l <ij<n- Un calcul facile montre que
9Me = 0.Me pour tout o € G. Donc Le = (det o) Le.

(b) IL est clair que X7 divise Le. Donc, d’apres (a), X3 divise Le pour tout o € G. Par
conséquent, T' divise Le.

(c) Drapres (b), T'divise L(q ;... n—1)- De plus, T est homogene et deg T = 1+¢q+- - g =
deg L(,1,...n—1)- 1l suflit de regarder un coefficient pour en déduire que 7' = L(g1,... n—1)-

-----

(d) D’apres (c), °T = (det o)T pour tout o € G. Donc Y; € S(V)%. O

Solutions des exercices de la partie 11

EXERCICE II.1 - Soit donc A = k[X,Y]/(XY). Notons x (respectivement y) I'image de X
(respectivement Y') dans A. Alors V = kx & ky.
(a) On a Deg(A) = (1,1), Rel(A) = (2).

(b) Posons A’ = k[z + y]. Alors A est une algeébre de polynomes et A = A’ @ A'x.
(c) Posons 2 =1®@;x € K1(A) et § =1®,y € K1(A). Alors le complexe de Koszul de A
s’écrit d d d
0 — Ka(A) =2 K1(A) =5 Ko(A) = k,
ou ZA g est une A-base de K2(A), (Z,7) est une A-base de K1(A), do(ZAY) = 2g—yz, di(Z) ==
et di(y) =y. Alors xg € Kerd; (car zy = 0). Mais il est facile de vérifier que zy ¢ Imds. O

Solutions des exercices de la partie II1

EXERCICE III.1 - Notons x et y les images respectives de X et Y dans lalgebre A =
E[X,Y]/(XY). Alors (1,2, 22, 23, 2%, ...y, 5%y, y*, ...) est une k-base de A. Par suite,

1+7T
Py(T)=1+2 T"= ——.0
A() ! 'rgl -7
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EXERCICE III1.2 - (a) est clair.
(b) Notons o5 la transposition (4, j), 1 <i < j < n. Alors, si X € {X1,...,X,}, ona
5 X = X mod(X; — X;).
Par produit, on obtient que,
7P = Pmod(X; — Xj).

Mais, 74P = —P. Donc 2P = 0Omod(X; — Xj;). Par suite, puisque k est de caractéristique
différente de 2, P est divisible par X; — X;. Ceci étant vrai pour tout couple (4, j), on obtient
que A divise P.

(c) Soit P € k[X1,...,X,]*. Soit 7 une transposition quelconque. On pose P, = P+ 7P et
Py, =P —7"P. Alors P = (P, + P,)/2. Alors P; et P, appartiennent & k[X1, ..., X,,]*". D’autre
part, TP = P| et TPy = —P,. Cela montre que P € k[X1,...,X,]®", que P, est divisible par
A (voir (b)) et que Po/A € k[X1,...,X,]®". D’ou le résultat.

(d) résulte facilement de (a).

(e) Soit 7 : k[oy,...,00)[T] — k[X1,...,Xn]®, T +— A. Alors 7 est surjectif d’apres (c). 11
suffit de montrer que Ker 7 est engendré par T2 — P. Par division euclidienne, on est ramené ‘a
montrer que, si aA +b =0, avec a, b € k[oq,...,0,], alors a = b = 0. Mais, en appliquant une

transposition ¢ a cette égalité, on obtient que —aA + b = 0, ce qui permet de conclure car k est
de caractéristique différente de 2.

(f) Onak[Xy,..., X, ]* =k[o1,...,0,] @ k[o1,...,00]A. Donc

14+ Tn(n—1)/2
Puxy,. xp2n(T) = ————. O

[[-17)

i=1

EXERCICE II1.3 - (a) découle d’un calcul fastidieux mais facile.

(b) Soit z = (x1,...,x,) € V = k™ tel que T(z) = Yi(x) = -+ = Y,_1(x) = 0. Puisque
T(x)=0,ilexiste j € {1,2,...,n} et aj41, ..., ap dans k tels que xj+aj4 12541+ -+ anzy, = 0.
Par suite, il existe o € G tel que 7z = (uy,...,up—1,0). Donc, d’apres (a), on a T"(u) = Y{(u) =

-+ =Y,-9(u) =0, 0u u=(uy,...,up—1). Un raisonnement par récurrence per met de conclure
que u© = 0 et donc que z = 0.

(c) découle de (b) et du théoreme 6.1.

(d) est facile (remarque que |G| =|G|/(¢ —1)). O

Solutions des exercices de la partie IV

EXERCICE IV.1 - (a) Soit K = I.J. 1l est facile de voir que G = {1,-1,1,-1I,J,—J, K,—K}
car [JI71 = —Jet I? = J? = —1. Donc |G| = 8.
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(b) Par la formule de Molien, on a
1( 1 1 6 )_ 1-T%+T*
- (

PR(T):g (17T)2+(1+T)2+1+T2 1-T%H)(1-T4)

(c¢) II suffit de montrer que u, v et w sont invariants par I et J, ce qui est évident. Il est
tout aussi clair que w? = v(u? — 4v?).

(d) Soient z et y dans C tels que 2%y?> = 0 et * +y* = 0. La premieére équation nous donne
que x = 0 oU y = 0. De la deuxieme, on déduit que z = 0 ET y = 0. Donc, d’apres le théoreme
6.1, u et v sont algébriquement indépendants.

(e) D’apres (d) et exemple 4.2 (b), on a Pa(T) = 1/(1 — T*)? car degu = degv = 4.

(f) On a un morphisme surjectif 7 : A[W] — A’, W — w. Pour montrer que A’ = A® Aw, il
suffit de montrer que Ker 7 est engendré par W2 —v?(u? —4v?). Soit f € A[W] tel que 7(f) = 0.
On effectue la division euclidienne de f par W? — v?(u? — 4v?) :

f=W?*=v?(w? - 4%).g+h avecdegy h < 1.

On a alors w(h) = 0. On écrit h = aWW + b, avec a, b € A. On a donc aw = —b. En regardant
les degrés modulo 4, on obtient que a = b = 0.

On déduit de ceci que Pa/(T) = Pa(T) + Paw(T) = Pa(T)(1 + T9°#™). Donc

6
Pa(T) = % — PR(T).

(g) Puisque A’CR, on a dim A < dim R, pour tout r > 0. Le fait que P4/(T) = Pr(T)
permet de conclure que A’ = R. Les derniéres assertions proviennent du travail effectué dans le

(f). o

EXERCICE V.2 - D’apres le théoréeme de Shephard-Todd-Chevalley, il existe des éléments
algébriquement indépendants X1, ..., X,, de R = S(V)G tels que R = k[X1,...,X,]. Notons L
(respectivement K) le corps des fractions de S (respectivement R). Soit a € S tel que L = K(«).
Notons P le polynéme minimal de . Alors P € R[T] est de degré |G| car [L : K| = |G| (le fait
que P € R[T]) découle de la factorialité de R). Soit A le discriminant de P (A € R). Posons
R’ = R[1/A] et S' = S[1/A]. Alors S’[a] est la cloture intégrale de R’ dans L. En d’autres
termes, S’[a] ~ R'[T]/(P(T)) et G agit sur S’[a].

D’apres le théoreme de Hilbert, il existe z = (z1,...,2z,) € k" tel que P,(T) soit un polynéme
irréductible de k[T (ici, Py (T') désigne la spécialisation de P en x) et tel que A(x1,....zy) # 0.
Alors G agit sur k' = k[T]/(P,(T)), k" est un corps et k'“ = k d’apres la proposition 0. O

EXERCICE IV.3 - (a) On a |H| = (23 —1)(23 — 2)(2% — 4) = 168 = 2% x 3 x 7. Un élément
o € H est d’ordre 2 si et seulement si (¢ —1)2 =0 et o # 1. La décomposition de Jordan nous
110
dit alors que o est conjugué av=\| 0 1 0 |. Or,
0 01
a b c
Cgw)={| 0 a 0 | |a,bc,decTFyeta®e#0}.
0 d e
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Donc

c

0 | b,c,d € Fa}.
1

En particulier, |Cy(v)| = 8 et il y a donc 21 éléments d’ordre 2 dans H : ils sont tous conjugués.
Pour finir, les classes de conjugaison de GL3(F2) sont en bijections avec les Fo[T]-module de
dimension 3. En voici la liste (nous introduisons la notation de ’élément correspondant) :

Fy[T]-module o o(o) | |Cr(o)]
5 1 00
(Fg[T]/(T—l)) 1={0 10 1 | 168

001
110
Fo[T]/(T — 1) @ Fo[T]/(T — 1)? v=| 010 2 8
001
110
Fo[T]/(T — 1)3 u=1]0 11 4 4
00 1
010
Fo[T]/(T?+ T+ 1)@ F[T)/(T-1) |z=[ 1 1 0 3 3
001
0 0 1
Fo[T]/(T3 + T2 + 1) y=| 100 7 7
01 1
00 1
Fo[T) /(T3 + T + 1) y=1101 7 7
010

En particulier, il y a 6 classes de conjugaison. Montrons pour finir que H est simple. Soit
N un sous-groupe distingué non réduit a 1’élément neutre. Le groupe H opere transitivement
sur I'ensemble & 7 éléments E = (F?)3 — {(0,0,0)}. Soit Q une orbite de N dans E. Puisque
N est distingué dans G, alors 7€) est une orbite pour 'action de N. Cela montre que toutes
les orbites de N ont méme cardinal. Donc, puique N # {1}, on a || = 7. En particulier, N
contient un élément d’ordre 7. Puisqu’il est distingué et que 3’ est conjugué & y3, N contient y
et 3y/. Comme il est distingué, il contient donc 48 éléments d’ordre 7. Soit P un 7-sous-groupe de
Sylow de N et soit () son normalisateur dans N. Alors Q est d’indice 8 dans NV, ce qui montre
que 7 x 8 = 56 divise 'ordre de IN. Donc N contient un élément d’ordre 2, donc il contient v et

o = O

0
0
1

G\
Il
O = =

Or, v'v = x, donc N contient un élément d’ordre 3. Par suite, 3 x 56 divise 'ordre de N. Donc
N = (G et GG est simple.
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(b) H a six caracteres irréductibles {x1 = 1, x2, X3, X4, X5, X6}- On pose n; = x;(1) et on
suppose que 11 = 1 < ng < ng < ng < ny < ng. Alors

6
D ni=167 et  n; divise 168.
=2

Remarquons que ny > 2 car il n’existe pas de morphisme non trivial H — C*. Par suite,
(n27 ng,n4,ns, nﬁ) = (25 4> 77 71 7) ou (37 37 6a 77 8)

Pour s’en tirer, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme. Soit I' un groupe fini simple. Alors I' n’a pas de caractére irréductible
de degré 2.

PREUVE - Supposons que I est simple et que I' admet un caractere irréductible de
degré 2. Alors |I'| est pair et I' n’est pas abélien. Donc I' contient une involution
o. Soit p : I' = GL2(C) une représentation irréductible de I'. Puisque I' est
simple, Ker p = {1}. Trois cas se présentent :

e Si p(0) =1, alors o € Ker p ce qui est impossible.

e Si p(o) = —1, alors p(o) commute avec p(H ), donc o est central dans H car
Ker p = {1}. Donc le centre de H est non trivial, ce qui est impossible.
e Si det(p(c)) = —1, alors l'application I' — C*, g +— det(p(g)) n’est pas

triviale, donc I' admet un quotient abélien, ce qui est impossible. B

(c) Par le méme argument que dans la preuve du lemme ci-dessus, on a det p(c) = 1 pour
tout o € H. En particulier, si s2 = 1, alors p(s) ~ diag(1, —1,—1). Donc —p(s) est une réflexion.

(d) T est clair que GCT = p(H) x {Idy, —Idy }. D’autre part, G est distingué dans I". Donc
G Np(H) est distingué dans p(H). Mais GNp(H) # 1 car GN p(H) contient p(ss’) pour toutes
involutions o, ¢’ dans H. Donc G N p(H) = p(H) car H ~ p(H) est simple (voir (a)). Donc G
contient p(H) et —p(v), donc il contient p(H) et —Idy. Donc G =T.

(e) D’apres (a), (c) et (d), G est un groupe engendré par des réflexions, |G| = 336 et G
contient 21 pseudo-réflexions. En effet, puisque det(G) = {1,—1}, les pseudo-réflexions de G
sont des réflexions.

Par suite, S(V)% est une C-algebre de polynémes : notons (d1,da, d3) la suite de ses degrés.
Alors, d’aprés le théoréme de Shephard-Todd-Chevalley, on a

didods =336 et di +do+ dsg = 24.

D’autre part, puisque —Idy € G, di, ds et ds sont divisibles par 2. On en déduit facilement que
(d1,dg,d3) = (4,6,14). m

EXERCICE IV.4 - (a) a déja été montré dans 'exercice 1.2.

(b) Un élément o € GLy(V) agit sur Iy/S(V)4In par multiplication par (deto)?. Donc il
n’agit trivialement que lorsque I’élément est de déterminant 1 ou —1. Le (b) découle alors de
cette observation et du théoreme de Bessis-Bonnafé-Rouquier.

(c) Sidet(TIdy —o) = (T — A1)(T — A2), alors det(T' Idy —o) = (T = A) (T — A do) (T — A3).
Si de plus o est diagonalisable dans V, alors il est diagonalisable dans V' = S2(V). Le (c) découle
alors facilement de ces observations. O
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Solutions des exercices de la partie V

EXERCICE V.4 - Par action du groupe de Galois, le résultat ne doit dépendre que de ’ordre de
¢ et non du choix de la racine primitive d-ieme de I'unité. Notons d l'ordre de ¢ et supposons
donc que ¢ = €%7/?, Notons (e1, ez) la base canonique de C2.

Fait 1. G est irréductible.

PREUVE - Soit V un sous-C-espace vectoriel non trivial de C? stable par G. Alors il est stable
par s, donc est égal a Ce; ou C(e; + (1 — ¢)ez2). De plus il est stable par ¢, donc est égal & Ceq
ou C(e; — (1 —¢)7tes). Ceci est impossible car ((1—¢)™1 #1—¢. O

Posons p = st et o' = st~ et H=< p,p’ >. Notons que

p:(ltg_l _Cl> et p=(777).

Fait 2. H = GNSLy(C) et H est un sous-groupe distingué de G d’indice d. Donc G est fini si
et seulement si H est fini.

PREUVE - On a bien stir H C SLy(C). De plus, G =< s,p >. Comme sps~! =ts7! = p'~! on

obtient que G normalise H. Par suite, H est un sous-groupe distingué de G d’indice divisant d
car s¢ = 1. Mais G'N SLy(C) est un sous-groupe distingué de G d’indice d, contenant H. Donc
H =GnNSLy(C) et |G/H| =d. O

Fait 3. Si G est fini, alors d < 5.

PREUVE - Supposons G fini. Alors p est d’ordre fini. Or, le polynéme caractéristique de p est
égal a

P(T)=T*-(1+¢+¢HT+1.
Notons « et 3 les racines de P. Ce sont des racines de 'unité. On a a8 = 1, donc a = 37! et
a+a !t =1+2cos(2r/d). Par suite, 1 + 2cos(2m/d) < 2, ce qui montre que d < 6. D’autre
part, si d = 6, alors P(T) = (T'—1)2 et p # Id, donc p est d’ordre infini, ce qui est impossible. O

Fait 4. Si d =2, alors G ~ &3. En particulier, |Z(G)| =1 et dy =2 et dy = 3.

PREUVE - On a s? = 2 = 1. Il suffit donc de voir que st est d’ordre 3, ce qui est évident (cela
découle par exemple de la relation sts = tst). O

Fait 5. Si d = 3, alors p et p' sont d’ordre 4. On a p?> = p'?> = —1dy et pp'p~' = p~'. Par
conséquent, |H| = 8 et donc |G| = 24. De plus, Deg(G) = (4,6).

PREUVE - Toutes les assertions sauf la derniere découle de calculs élémentaires. D’apres le
théoreme de Shephard-Todd-Chevalley, on a dids = 24. D’autre part, puisque — Idy € G, d; et
dy sont pairs. Il y a donc deux possibilités : (di,ds) = (2,12) ou (4,6). Mais il est facile de voir
que H est le groupe quaternionique de ’exercice IV.1, donc H n’a pas d’invariants de degré 2.
Donc G non plus. Par conséquent, (dy,d2) = (4,6). O

Fait 6. Si d = 4, alors p et p' sont d’ordre 6. On a |H| = 24, H ~ Ay, |G| = 96 et
(d1,d2) = (8,12).

PREUVE - .... O
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Fait 7. Sid = 5, alors p et p' sont d’ordre 10. On a |H| = 120, H ~ 5, |G| = 600 et
(dq,d2) = (20,30).

PREUVE - ... O

EXERCICE V.5 -
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