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Partie 0. Préliminaires

Idéaux maximaux, idéaux premiers.

Soit A un anneau (commutatif, unitaire).

Lemme chinois. Soient a1,. . . , ar des idéaux de A tels que ai+aj = A pour tous 1 6 i < j 6 r.
Alors l’application canonique

A −→
r∏

i=1

A/ai

est surjective.

Lemme de Nakayama. Supposons A local et notons m son idéal maximal. Soit M un A-
module de type fini. Alors mM = M si et seulement si M = 0.

Preuve - Si M = 0, alors mM = 0 = M . Réciproquement, supposons que mM = M .
Soient u1,. . . , ur des générateurs du A-module M . Puisque mM = M , il existe une matrice
X = (mij)1 6 i,j 6 r à coefficients dans m telle que

ui =
r∑

j=1

mijuj

pour tout 1 6 j 6 r. En multipliant par la transposée de la comatrice de Idr−X, on obtient
que

det(Idr −X).uj = 0

pour tout 1 6 j 6 r. Or, det(Idr −X) est inversible dans A car A est local. Donc M = 0. �

Corollaire A. Supposons A local. Soient M et N deux sous-A-modules de An tels que M⊕N =
An. Alors M et N sont libres.

Preuve - Notons m l’idéal maximal de A et soit k = A/m. Soit π : An → kn la projection
canonique. Tout d’abord, M et N sont de type fini comme facteurs directs d’un module de type
fini. De plus M/mM ⊕ N/mN = kn. Soient (u1, . . . , ur) et (v1, . . . , vs) des éléments de M et
N respectivement tels que (π(u1), . . . , π(ur)) et (π(v1), . . . , π(vs)) soient des bases de M/mM et
N/mN respectivement. Alors r+s = n et, d’après le lemme de Nakayama, (u1, . . . , ur) engendre
M et (v1, . . . , vs) engendre N . Pour conclure, il suffit de montrer que (u1, . . . , ur, v1, . . . , vs) est
libre sur A, ce qui est trivial. �

Un idéal p de A est dit premier si A/p 6= 0 est intègre. On note SpecA l’ensemble des idéaux
premiers de A.

On fixe un morphisme d’anneaux π : A → B, de sorte que B sera vu comme une A-algèbre
via π.

Proposition B. Si q est un idéal premier de B, alors π−1(q) est un idéal premier de A.

Preuve - En effet, π induit un morphisme injectif A/π−1(q) ↪→ B/q. Le résultat découle alors
du fait qu’un sous-anneau d’un anneau intègre est intègre. �
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On notera π∗ : SpecB → SpecA, q 7→ π−1(q). C’est une application croissante. Commençons
par deux résultats élémentaires.

Remarque - Si A⊂B et π : A ↪→ B est l’injection canonique, alors π−1(q) = q ∩A. �

Lemme C. Soit I un idéal de A et soit S une partie multiplicative de A.

(a) Notons π : A → A/I l’application canonique. Alors π∗ : SpecA/I → SpecA induit une
bijection croissante entre SpecA/I et l’ensemble des idéaux premiers de A contenant I.

(b) Notons π : A → S−1A l’application canonique. Si p est un idéal premier de A ne
rencontrant pas S, alors S−1p = p(S−1A) est un idéal premier de S−1A et π∗(S−1p) = p.
Par suite, l’application π∗ : SpecS−1A → SpecA induit une bijection croissante entre
l’ensemble des idéaux premiers de S−1A et l’ensemble des idéaux premiers de A ne
rencontrant pas S.

Si p ∈ SpecA, alors A − p est une partie multiplicative de A et on notera Ap le localisé de
A par rapport à cette partie. Alors Ap est un anneau local (contenant A car A− p ne contient
pas de diviseurs de zéro) : son unique idéal maximal est pAp. De plus, pAp ∩A = p et Ap/pAp

est le corps des fractions de A/p. Si M est un A-module, alors on pose Mp = Ap ⊗AM . C’est
un Ap-module. Par exemple, Bp est un Ap-algèbre. Nous noterons πp : Ap → Bp le morphisme
induit par π.

Proposition D. Soit p un idéal premier de A. Alors l’application

π∗−1(p) −→ π∗−1
p (pAp)

q 7−→ Ap ⊗A q

est bijective. La bijection réciproque est donnée par q 7→ i−1(q) où i : B → Bp, est l’injection
canonique.

On dit que B est fini(e) sur A (ou que π est un morphisme fini) si B, vu comme A-module,
est de type fini. On dit que B est de type fini sur A (ou que π est un morphisme de type fini)
si B, vu comme A-algèbre, est de type fini. On dit que B est entier sur A si tout élément de
B est entier sur A. On appelle clôture intégrale de A dans B l’ensemble des éléments de B qui
sont entiers sur A. C’est un sous-anneau de B.

Proposition E. π est fini si et seulement si π est de type fini et entier.

Lemme F. Supposons π injectif et entier et B intègre. Alors A est un corps si et seulement si
B est un corps.

Preuve - Pous simplifier nous supposerons que A⊂B et que π est l’injection canonique. Notons
que A est intègre comme sous-anneau d’un anneau intègre.

(1) ⇒ (2) : Supposons que A est un corps. Soit b ∈ B, b 6= 0. Il existe un polynôme unitaire,

irréductible (car B est intègre) P ∈ A[X] tel que P (b) = 0. Écrivons P = Xn + an−1X
n−1 +

· · ·+ a1X + a0 avec ai ∈ A. Alors a0 6= 0. Puisque A est un corps, a0 est inversible. De plus,

b.
(
−a−1

0 (bn−1 + an−1b
n−2 + · · ·+ a1)

)
= 1,

ce qui montre que b est inversible dans B. Donc B est un corps.
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(2) ⇒ (1) : Supposons que B est un corps. Soit a ∈ A, a 6= 0. Alors a est inversible

dans B. Il existe un polynôme unitaire, irréductible P ∈ A[X] tel que P (a−1) = 0. Écrivons
P = Xn + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 avec ai ∈ A. On a alors

a−1 = −(an−1 + an−2a+ · · ·+ a1a
n−2 + a0a

n−1).

Donc a−1 ∈ A. Donc A est un corps. �

Corollaire G. Supposons π entier. Soit q un idéal maximal de B. Alors q est maximal si et
seulement si π−1(q) est maximal.

Si A est intègre, on notera Frac(A) son corps des fractions. Dans ce cas, on dit que A est
intégralement clos s’il est égal à sa clôture intégrale dans Frac(A).

Théorème H. Supposons π entier et injectif. Alors π∗ : SpecB → SpecA est surjective et
strictement croissante. Si π est fini, alors les fibres de π sont finies.

Preuve - Nous supposerons pour simplifier que A⊂B et que π est l’injection canonique.

Montrons tout d’abord que π∗ est surjective. Soit p un idéal premier de A. D’après la
proposition D, on peut supposer que A est local d’idéal maximal p. Soit q un idéal maximal de
B. Alors q ∩A est un idéal maximal de A d’après le corollaire G. Donc q ∩A = p.

Revenons au cas général et montrons que π∗ est strictement croissante. Soient q et q′ deux
idéaux premiers de B tels que q ∩ A = q′ ∩ A = p et q⊂q′. Alors S−1q ∩ Ap = pAp et
S−1q′ ∩Ap = pAp. D’après le corollaire G, S−1q et S−1q′ sont des idéaux maximaux de S−1B.
Donc S−1q = S−1q′. Donc q = q′.

Pour finir, supposons π fini et montrons que les fibres de π sont finies. Soit p un idéal premier
de A. Comme précédemment, on peut supposer que A est local et que p est son idéal maximal.
Alors B/pB est une k-algèbre de dimension finie (où k = A/p) et π−1(p) est en bijection avec
les idéaux premiers (i.e. maximaux) de B/pB. Il n’y en a bien sûr qu’un nombre fini. �

Action d’un groupe fini.

Soit G un groupe fini agissant sur A. Posons

AG = {a ∈ A | ∀ g ∈ G, ga = a}.

Proposition I. On a :

(a) A est entier sur AG.
(b) Le groupe G agit transitivement sur les fibres de l’application SpecA→ SpecAG (qui est

surjective).

Preuve - (a) Soit a ∈ A. Posons

P =
∏

g∈G
(X − ga) ∈ A[X].

Alors P est invariant sous l’action de G, donc P ∈ AG[X]. De plus, P est unitaire et P (a) = 0.

(b) La surjectivité de l’application SpecA→ SpecAG découle du (a) et du théorème H. Soit
p un idéal premier de AG. Pour montrer que G agit transitivement sur la fibre de π∗ au-dessus
de p nous pouvons, grâce au lemme D, supposer que A est local d’idéal maximal p. Soient q et
q′ deux idéaux premiers de A tels que q ∩AG = q′ ∩AG = p. Puisque A est entier sur AG (voir
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proposition I) et puisque p est maximal, on en déduit que q et q′ sont des idéaux maximaux de
A (voir proposition G). Supposons que q′ 6= gq pour tout g ∈ G. D’après le lemme chinois, il
existe a ∈ A tel que

a ≡ 0 mod q′

et a ≡ 1 mod gq

pour tout g ∈ G. Posons x =
∏
g∈G

ga. Puisque ga 6∈ q pour tout g ∈ G, on a x 6∈ q. Mais,

x ∈ q′ ∩AG = p⊂q, ce qui contredit l’hypothèse. D’où le résultat. �

Corollaire J. Les fibres de l’application SpecA→ SpecAG sont finies.

Supposons maintenant que A est intègre. Notons L le corps des fractions de A et K le corps
des fractions de AG.

Proposition K. Avec les notations précédentes, on a :

(a) Si x ∈ L, il existe a ∈ A et u ∈ AG, u 6= 0 tel que x = a/u.
(b) K = LG.

Preuve - (a) Soit x ∈ L. Il existe a ∈ A et u ∈ A, u 6= 0, tel que x = a/u. Posons

a′ = a
∏

g∈G
g 6=1

gu et u′ =
∏

g∈G

gu.

Alors a′ ∈ A, u′ ∈ AG, u′ 6= 0 et x = a′/u′.

(b) découle immédiatement de (a). �

Proposition L. Si A est intègre et intégralement clos, alors AG est intègre et intégralement
clos.

Preuve - Si x ∈ K est entier aur AG, alors il est entier sur A, donc il appartient à A car A est
supposé intégralement clos. Donc x ∈ A ∩K = AG. �

Si |G| est inversible dans un anneau commutatif R, on pose

eG =
1

|G|
∑

g∈G
g ∈ R[G].

Notons que geG = eGg = eG pour tout g ∈ G. En particulier, eG est un idempotent (i.e.
e2
G = eG) central. La proposition suivante est immédiate.

Proposition M. Supposons |G| inversible dans R. Soit M un R[G]-module. Alors

MG = eGM.

En d’autres termes, pour m ∈M , on a m ∈MG si et seulement si eGm = m.

Corollaire N. Supposons |G| inversible dans R. Soit M un R[G]-module et N un sous-R[G]-
module. Alors l’application canonique MG → (M/N)G est surjective.

Algèbre symétrique.
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Soit k un corps commutatif et soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. On pose
T 0(V ) = k et, pour r > 1,

T r(V ) = V ⊗k V ⊗k · · · ⊗k V︸ ︷︷ ︸
r fois

.

On pose ensuite
T (V ) = ⊕

r > 0
T r(V ).

Alors le produit tensoriel ⊗k induit une application bilinéaire

T r(V )× T s(V ) −→ T r+s(V )

qui fait de T (V ) une k-algèbre associative : on l’appelle l’algèbre tensorielle de V (sur k). Si
f : V → W est une application linéaire, on note T r(f) : T r(V ) → T r(W ) l’unique application
linéaire telle que

T r(f)(v1 ⊗ · · · ⊗ vr) = f(v1)⊗ · · · ⊗ f(vr)

pour tous v1, . . . , vr ∈ V . Alors T (f) = ⊕r > 0T
r(f) : T (V ) → T (W ) est un morphisme de

k-algèbres.

Propriété universelle. Soit f : V → A une application linéaire, où A est une k-algèbre
associative. Alors il existe un unique morphisme de k-algèbres f̃ : T (V )→ A étendant f .

Notons Ir le sous-k-espace vectoriel de T r(V ) engendré par les v1⊗· · ·⊗vr−vσ(1)⊗· · ·⊗vσ(r)

pour tous v1, . . . , vr ∈ V et σ ∈ Sr (groupe symétrique de degré r). Alors I = ⊕r > 0Ir est un
idéal bilatère de T (V ). On pose

S(V ) = T (V )/I = ⊕
r > 0

T r(V )/Ir = ⊕
r > 0

Sr(V ).

Alors S(V ) est une k-algèbre associative et commutative, appelée algèbre symétrique de V (sur
k). Puisque Sr est engendré par des transpositions, il est facile de vérifier que I est l’idéal
bilatère de T (V ) engendré par les v⊗ v′− v′⊗ v ∈ T 2(V ) = V ⊗ V , où v et v′ parcourent V . Le
produit dans S(V ) sera noté usuellement.

Propriété universelle. Soit f : V → A une application linéaire, où A est une k-algèbre
associative COMMUTATIVE. Alors il existe un unique morphisme de k-algèbres f̃ : S(V )→ A
étendant f .

Proposition O. Soit X1, . . . , Xn une k-base de V . Alors X1, . . . , Xn sont algébriquement
indépendants dans S(V ) et ils engendrent S(V ).

Corollaire P. Si n = dimV et si r > 0, alors

dimSr(V ) =

(
r + n− 1
n− 1

)
.

Proposition Q. Soient V et W deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors l’application
naturelle ⊕ri=0S

i(V ) ⊗k Sr−i(W ) → Sr(V ⊕W ) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels.
Ces isomorphismes induisent un isomorphisme de k-algèbres S(V )⊗k S(W ) ' S(V ⊕W ).

Preuve - Ceci revient à dire que

k[X1, . . . , Xm]⊗k k[Xm+1, . . . , Xm+n] ' k[X1, . . . , Xm+n]. �

Notons Fonc(V, k) l’ensemble des fonctions quelconques V → k. C’est une k-algèbre commu-
tative pour la multiplication näıve. Alors V ∗ est un sous-espace vectoriel de Fonc(V, k). Par
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la propriété universelle des algèbres symétriques, on obtient ainsi un morphisme de k-algèbres
S(V ∗) → Fonc(V, k) dont l’image est la k-algèbre des fonctions polynômiales V → k, notée
Pol(V, k).

Proposition R. Si k est infini, l’application S(V ∗) → Pol(V, k) est un isomorphisme de k-
algèbres.

Supposons maintenant que V est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie, c’est-à-dire
V = V1⊕ · · ·⊕Vd, où Vi est appelé la composante homogène de degré i de V . Par la proposition
Q, on a

S(V ) = S(V1)⊗ · · · ⊗ S(VN ).

Les éléments de Sr(Vi) sont dits homogènes de degré ri, ce qui munit S(Vi) d’une structure de
k-algèbre commutative graduée. Par produit tensoriel, S(V ) devient une k-algèbre commutative
graduée.

Exemple - Le cas le plus fréquent est celui où V = V1 est concentré en degré 1. On retrouve
alors la structure usuelle de k-algèbre graduée de S(V ). �

Exemple - Le groupe symétrique Sn agit sur la k-algèbre k[X1, . . . , Xn] par permutations des
indéterminées : σXi = Xσ(i). Il est bien connu que la k-algèbre des polynômes symétriques

k[X1, . . . , Xn]Sn est engendrée par les polynômes symétriques élémentaires σ1 = X1 + · · ·+Xn,
. . . , σn = X1 . . . Xn, et que ces derniers sont algébriquement indépendants. Si on pose Vi = kΣi

et V = V1⊕ · · ·⊕Vn⊂k[X1, . . . , Xn], cela signifie que l’application S(V )→ k[X1, . . . , Xn]Sn est
un isomorphisme de k-algèbres graduées. �

Algèbres de type fini. Soit k un corps commutatif. Soit A une k-algèbre de type fini.

Proposition S. A est un anneau nœthérien.

Proposition T. Si A est un corps, alors A est une extension algébrique finie de k.

Corollaire U. Si k est algébriquement clos, alors l’application Homk−alg(A, k) → Max(A),
ϕ 7→ Kerϕ est bijective.

Preuve - En effet, si m est un idéal maximal de Max(A), alors A/m est une k-algèbre de type fini
et c’est un corps. C’est donc, d’après la proposition T, une extension algébrique finie de k. Ce
dernier étant algb́riquement clos, l’application naturelle k → A→ A/m est un isomorphisme. �

Corollaire V. Supposons k algébriquement clos. Soient X1, . . . , Xn des indéterminées sur k
et soient P1, . . .Pr ∈ k[X1, . . . , Xn] et notons I l’idéal qu’ils engendrent. Soit

V(I) = {(x1, . . . , xn) ∈ kn | P1(x1, . . . , xn) = · · · = Pr(x1, . . . , xn) = 0.

Si P ∈ k[X1, . . . , Xn] s’annule sur V, alors il existe e > 1 tel que P e ∈ I.

Preuve - Soit A = k[X1, . . . , Xn][T ]/(P1, . . . , Pr, 1− PT ). Posons

V ′ = {(x1, . . . , xn, t) ∈ kn+1 | P1(x1, . . . , xn) = · · · = Pr(x1, . . . , xn) = 1− tP (x1, . . . , xn) = 0}.
Alors, par hypothèse, V ′ = ∅. Or, d’après le corollaire U, V ′ est en biijection avec les idéaux
maximaux de A. Donc (P1, . . . , Pr, 1 − PT ) = k[X1, . . . , Xn][T ]. En d’autres termes, il ex-
iste α1, . . . , αr, β ∈ k[X1, . . . , Xn, T ] tel que α1P1 + · · · + αrPr + β(1 − TP ) = 1. Soit
f : k[X1, . . . , Xn, T ] → k(X1, . . . , Xn), Xi 7→ Xi, T 7→ 1/P . En appliquant f à l’égalité
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précédente, et en multipliant par une puissance suffisamment grande de P , on obtient le résultat
souhaité. �

Proposition W. Soit k′ une extension algébrique de k. Posons A′ = k′⊗kA. Alors A⊂A′. De
plus, l’application Spec(A′) → Spec(A), p 7→ p ∩ A est surjective et a ses fibres finies. D’autre
part, p est maximal si et seulement si p ∩ Ā est maximal.

Exercices de la partie 0

Exercice X. Soit A un anneau et soit G un sous-groupe fini de AutanneauA. On suppose A
intègre et intégralement clos. On note K le corps des fractions de A. Soit A0 un sous-anneau
de AG intégralement clos et soit K0 son corps des fractions. On suppose que [K : K0] = |G| et
que AG et entier sur A0. Montrer que A0 = AG.
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Partie I. Introduction

Sauf mention explicite du contraire, tous les anneaux et toutes les algèbres de ce cours seront
commutatifs (commutatives).

Le théorème de base, bien que facile, de la théorie des invariants d’un groupe fini agissant sur
une k-algèbre de type fini est le suivant :

Théorème 0. Soit A un anneau commutatif et soit G un groupe fini agissant sur A (par
automorphismes d’anneau). Alors :

(a) A est entier sur AG.
(b) L’application SpecA→ SpecAG, p 7→ p∩AG est surjective. Ses fibres sont des G-orbites.

De plus, si p ∈ SpecA, alors p ∈ MaxA si et seulement si p ∩AG ∈ MaxAG.
(c) Si A est réduit, alors AG est réduit.
(d) Si A est intègre, alors AG est intègre.
(e) Si A est intègre et intégralement clos, alors AG est intègre et intégralement clos.
(f) Si k est un corps, si A est une k-algèbre de type fini et si G agit sur A par automorphismes

de k-algèbre, alors A est un AG-module de type fini et AG est une k-algèbre de type fini.

Preuve - (a), (b), (c), (d) et (e) ont été montrés dans la partie . Montrons (f). Soient x1,. . . ,
xn des générateurs de la k-algèbre A. Posons Pi =

∏
σ∈G(X − σxi) ∈ AG[X]. Notons B la

sous-algèbre de A engendrée par les coefficients des Pi, 1 6 i 6 n. Alors B⊂AG⊂A. De plus,
A est entière sur B et, puisque A = B[x1, . . . , xn], A est un B-module de type fini. Par suite,
AG est un B-module de type fini car B est nœthérienne. Donc AG est une k-algèbre de type
fini. �

Exemple 0 - Polynômes symétriques. Le groupe fini Sn agit sur k[X1, . . . , Xn] par permu-
tations des indéterminées :

σXi = Xσ(i).

On a k[X1, . . . , Xn]Sn = k[σ1, . . . , σn] où les σj sont les polynômes symétriques élémentaires :

σj =
∑

1 6 i1<i2<···<ij 6 n
Xi1Xi2 . . . Xij .

De plus, σ1, σ2,. . . , σn sont algébriquement indépendants. �

Remarque 0 - Effectivité. La preuve du théorème 0 (f) n’est pas effective. Par contre,
lorsque |G| est inversible dans k, alors on peut rendre cette preuve effective. En effet, on
remarque tout d’abord que l’anneau B de la preuve est construit explicitement. Posons g = |G|.
Alors D’autre part, A =

∑
(i1,...,in)∈{0,1,...,g−1}n Bx

i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n . Par suite,

AG =
∑

(i1,...,in)∈{0,1,...,g−1}n
BeG(xi11 x

i2
2 . . . x

in
n )
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car eG(xy) = xeG(y) si x ∈ AG. �

Proposition 0. Soit k un corps, soit A une k-algèbre de type fini et soit G un groupe fini
agissant sur A par automorphisme de k-algèbre. Alors il existe un sous-espace vectoriel de
dimension finie V de A, engendrant A comme k-algèbre et stable sous G. On obtient ainsi un
morphisme surjectif G-équivariant de k-algèbres S(V )→ A.

Si de plus |G| est inversible dans k, alors l’application induite S(V )G → AG est surjective.

Preuve - Soient x1,. . . , xn des générateurs de la k-algèbre A. Posons V =
∑

σ∈G
1 6 i 6 n

k σxi. Alors

V est bien sûr G-stable, de dimension finie et il engendre A. �

Dans ce cours, nous étudierons essentiellement la situation suivante :

• k est un corps commutatif ;
• V est un k-espace vectoriel de dimension finie ;
• G est un sous-groupe fini de GLk(V ).

• Problème : Étudier l’algèbre S(V )G...

On appelle pseudo-réflexion un élément s ∈ GLk(V ) tel que dim Im(s − 1) = 1. On appelle
réflexion une pseudo-réflexion d’ordre 2. Si G⊂GLk(V ), on notera Réf(G) l’ensemble des
pseudo-réflexions de G. Un des buts du cours est de montrer le théorème suivant :

Théorème (Shephard-Todd, Chevalley). Soit k un corps commutatif de caractéristique 0,
soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n et soit G un sous-groupe fini de GLk(V ).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est engendré par des pseudo-réflexions.
(2) S(V ) est un S(V )G-module libre de rang |G|.
(3) S(V )G est engendrée par n polynômes (homogènes) algébriquement indépendants.

Si ces conditions sont satisfaites et si d1,. . . , dn sont les degrés des n polynômes homogènes
algébriquement indépendants engendrant S(V )G, alors

(a) La suite (d1, . . . , dn) ne dépend pas (à permutation près) du choix des n générateurs
homogènes algébriquement indépendants.

(b) |G| = d1 . . . dn.
(c) |Réf(G)| = d1 + · · ·+ dn − n

Exemple 0.1 - Soit V = kn et notons (X1, . . . , Xn) sa base canonique. Le groupe symétrique
Sn agit sur V par permutation des vecteurs de la base : σXi = Xσ(i). On a S(V ) = k[X1, . . . , Xn]

et S(V )G est l’algèbre des polynômes symétriques. Elle est donc engendrée par n éléments
homogènes algébriquement indépendants, de degrés 1, 2, . . . , n. Si on applique le théorème
de Shephard-Todd-Chevalley, on obtient que Sn est engendré par des pseudo-réflexions, ce qui
équivaut au fait bien connu que Sn est engendré par les transpositions. En appliquant (b) et (c),
on obtient que |Sn| = 1.2. . . . .n = n! et que le nombre de transpositions de Sn est n(n−1)/2. �
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Exercices de la partie I

On se fixe ici un corps commutatif k et un k-espace vectoriel V de dimension finie n > 1.

Exercice I.1∗. Soit G un sous-groupe fini de GLk(V ). Montrer qu’il existe un sous-k-espace
vectoriel M de S(V ), stable par l’action de G et tel que M soit isomorphe à la représentation
régulière de G (Indication : travailler avec les corps des fractions de S(V ) et S(V )G et utiliser
le théorème de la base normale en théorie de Galois).

Exercice I.2. Supposons k de caractéristique différente de 2 et que G =< σ > où σ : V → V ,
v 7→ −v. Alors |G| = 2.

(a) Montrer que S(V )G = ⊕r > 0 S
2r(V ).

(b) Montrer que S(V )G est engendrée par S2(V ).
(c) Si n = 1, montrer que S(V )G ' k[T ], où T est une indéterminée.
(d) Si n = 2, montrer que S(V )G ' k[T1, T2, T ]/(T 2 − T1T2), où T1, T2 et T sont des

indéterminées. En particulier, il existe une sous-k-algèbre A de S(V )G engendrée par
deux polynômes homogènes de degrés 2 et un élément v ∈ S2(V ) tel que S(V )G = A⊕Av.

Exercice I.3. Supposons k de caractéristique différente de 2. Soit A la k-algèbre k[X,Y ]/(X2 +
Y 2 − 1). Notons x l’image de X dans A et y l’image de Y . Soit G =< σ >, où σ2 = 1 et où
σx = −x et σy = −y. Montrer que AG ' k[T,U ]/(T 2 + U2 − U) (Indication : utiliser l’exercice
I.2).

Exercice I.4. Soit A une k-algèbre commutative, G un groupe agissant sur A par automor-
phismes de k-algèbres, k′ une extension de k. Montrer que l’application G×(k′⊗kA)→ k′⊗kA,
σ 7→ Idk′ ⊗kσ munit la k′-algèbre commutative k′ ⊗k A d’une action de G et que (k′ ⊗k A)G =
k′ ⊗k AG.

Exercice I.5. Soient V et V ′ deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Soient G⊂GLk(V )

et GLk(V
′). Alors G×G′⊂GLk(V ⊕ V ′). Montrer que S(V ⊕ V ′)G×G′ ' S(V )G ⊗ S(V ′)G

′
.

Exercice I.6. Soit A = k[X,X−1] ' k[X,Y ]/(XY − 1) et soit σ l’automorphisme de A tel que
σX = X−1. On note G =< σ > (on a bien sûr |G| = 2). Montrer que AG = k[X +X−1].

Exercice I.7. Supposons que k = R, que n = 2, que V est euclidien et que G est le groupe des
automorphismes de V stabilisant un polygone régulier Γ à r > 2 côtés centré en l’origine. Soient
v1, v2, . . . , vr les sommets du polygône régulier.

(a) Montrer que |G| = 2r et que G est engendré par deux réflexions s et t telles que (st)r = 1.
(b) Soit T = v2

1 + · · ·+ v2
r ∈ S2(V ). Montrer que T ∈ S(V )G. Montrer que T 6= 0.

(c) Montrer que U = v1v2 . . . vr ∈ Sr(V )G.
(d) Montrer que, si r > 3, alors T et U sont algébriquement indépendants.
(e) Montrer, sans utiliser le théorème de Shephard-Todd-Chevalley, que S(V )G = R[T,U ]

(si r > 3).

Exercice I.8. Supposons que k est un corps fini, que V = k2 et que G = {
(

1 a
0 1

)
| a ∈ k}.

Soit (X1, X2) la base canonique de V . Soit W le sous-espace vectoriel de V engendré par X2.
Montrer que W est G-stable, que G agit trivialement sur V/W et que l’application V G →
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(V/W )G n’est pas surjective. En particulier, l’application S(V )G → S(V/W )G = S(V/W ) n’est
pas surjective.

Exercice I.9. Supposons que k est un corps fini. Le groupe additif (k,+) agit sur k[X] par
translation : si a ∈ k, on pose aX = X + a ∈ k[X]. Montrer que k[X](k,+) = k[Xq − X], où
q = |k|.

Exercice I.10. Soit V = k2, où k est un corps fini à q éléments. Soit G = GLk(V ) = GL2(k).
Posons

G1 = SL2(k) = {σ ∈ G | detσ = 1}

et H = {
(

1 a
0 1

)
| a ∈ k}.

Soit (X,Y ) la base canonique de V . On pose

T = XY q − Y Xq, U =

q∑

i=0

(Xq−1)i(Y q−1)q−i =
XY q2 − Y Xq2

XY q − Y Xq

et T ′ = Y q − Y Xq−1 =
T

X
.

(a) Montrer que T ′ =
∏
λ∈k(Y + λX).

(b) Montrer que T ′ et X sont algébriquement indépendants et que S(V )H = k[X,T ′].
(c) Montrer que, pour tout σ ∈ G, on a σT = (detσ)T . En déduire que T ∈ S(V )G1 et

U ∈ S(V )G.
(d) Montrer que T et U sont algébriquement indépendants et que S(V )G1 = k[T,U ].
(e) En déduire que S(V )G = k[T q−1, U ].

Exercice I.11 (Bourbaki, “Groupes et algèbres de Lie”, chapitre V, §5, exercice 6).
Supposons que k est un corps fini de cardinal q, que V = kn et que G = GLn(k) = GLk(V ).
On note (X1, . . . , Xn) la base canonique de V . Posons

G1 = SLn(k) = {σ ∈ G | detσ = 1}.
Si e = (e1, . . . , en) est une suite d’entiers naturels non nuls, on pose

Le = det(Xqej

i )1 6 i,j,6 n ∈ S(V ) = k[X1, . . . , Xn].

Posons T =

n∏

j=1

( ∏

(aj+1,...,an)∈kn−j
(Xj +

n∑

i=j+1

aiXi)
)

.

(a) Montrer que, pour tout σ ∈ G, σLe = (detσ)Le. En particulier, Le ∈ S(V )G1 .
(b) Montrer que T divise tous les Le.
(c) Montrer que T = L(0,1,2,...,n−1) et que T est homogène de degré 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1.
(d) Si 1 6 i 6 n, on note ei la suite (0, 1, 2, . . . , n) à laquelle on a retiré i. Si 1 6 i 6 n− 1,

on pose Yi = Lei/T . Montrer que Yi ∈ S(V )G et que Yi est homogène de degré qn − qi.
(Nous montrerons dans un futur exercice que T , Y1, . . . , Yn−1 sont algébriquement indépendants
et que S(V )G1 = k[T, Y1, . . . , Yn−1] et S(V )G = k[T q−1, Y1, . . . , Yn−1], ce qui généralise l’exercice
I.10 ci-dessus.)
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Partie II. Objets gradués

Fixons jusqu’à la fin de ce cours un corps commutatif k. Nous noterons k̄ une clôture
algébrique de k.

1. Espaces vectoriels gradués

On appellera k-espace vectoriel gradué tout k-espace vectoriel M muni d’une décomposition

M = ⊕r∈ZMr, où dimkMr < ∞ et Mr = 0 si r << 0. Si m =
∑

r∈Z
mr ∈ M avec mr ∈ Mr et

si m 6= 0, on appellera degré de m, et on notera degm, le plus grand entier naturel r tel que
mr 6= 0. Les éléments de Mr seront dits homogènes (de degré r).

Soient M = ⊕r∈ZMr et N = ⊕r∈ZNr deux k-espaces vectoriels gradués. Une application
linéaire f : M → N sera dite de degré d (d ∈ Z) si f(Mr)⊂Nr+d pour tout r > 0. On dit que f
est un morphisme de k-espaces vectoriels gradués si f est de degré 0. Avec ces notations :

• M ⊕N = ⊕r∈Z(Mr ⊕Nr) est un k-espace vectoriel gradué.

• M ⊗N = ⊕r∈Z
(
⊕ri∈ZMi ⊗Nr−i) est un k-espace vectoriel gradué.

• Si f est de degré d, alors Ker f et Im f sont des k-espaces vectoriels gradués.
• Si d ∈ Z, alors on peut définir le décalé de d de M , noté M [d], de la façon suivante :

M [d]r = Mr+d. C’est le même k-espace vectoriel, mais sa graduation a été décalée. Une
application linéaire f : M → N est de degré d si et seulement si f : M → N [d] est un
morphisme de k-espace vectoriels gradués.
• Si Mr⊂Nr pour tout r > 0, alors M ⊂N et N/M = ⊕r > 0Nr/Mr est un k-espace vectoriel

gradué. On dit alors que M est un sous-k-espace vectoriel gradué de N .

On dit que M est à degrés positifs (respectivement strictement positifs) si Mr = 0 dès que
r < 0 (respectivement r 6 0).

Exemple 1.1 - Si M et N sont deux k-espaces vectoriels gradués, on notera Homgrad
k (M,N)

le k-espace vectoriel des morphismes de k-espaces vectoriels gradués M → N . Si M ou N est
de dimension finie, alors

Homgrad
k (M,N) = ⊕

r∈Z
Homk(Mr, Nr)

est un k-espace vectoriel gradué. �

Si V = ⊕ei=dVi est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie, on appelle suite des degrés
de V (ou plus simplement degrés de V ), et on note Degk(V ), la suite (finie)

Degk(V ) = ( d, . . . , d︸ ︷︷ ︸
dimVd fois

, d+ 1, . . . , d+ 1︸ ︷︷ ︸
dimVd+1 fois

, . . . , e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
dimVe fois

).

En d’autres termes, si (X1, . . . , Xn) est une base de V formée d’éléments homogènes tels que
degX1 6 degX2 6 . . . 6 degXn, alors Degk(V ) = (degX1, . . . ,degXn).
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2. Algèbres graduées

2.A. Définition. Nous adopterons dans ce cours la définition restrictive suivante. Une k-algèbre
A est dite graduée si elle est munie d’une décomposition A = ⊕r > 0Ar telle que :
• A est commutative ;
• dimAr <∞ pour tout r > 0 ;
• ArAs⊂Ar+s ;
• A est de type fini ;
• A0 = k.
On se fixe une k-algèbre graduée A = ⊕r > 0Ar. Un idéal I de A est dit homogène si

I = ⊕r > 0(I ∩ Ar). En d’autres termes, I est homogène si et seulement si il est engendré par
des éléments homogènes. Si I = ⊕r > 0 Ir est homogène, I 6= A, alors A/I = ⊕r > 0Ar/Ir est
une k-algèbre graduée.

Si B = ⊕r > 0Br est une k-algèbre graduée, une application linéaire f : A → B est appelée
morphisme de k-algèbres graduées si c’est un morphisme de k-algèbre et si f(Ar)⊂Br pour tout
r > 0. Si f : A→ B est un morphisme de k-algèbres graduées, alors Ker f est un idéal homogène
de A. On peut aussi définir de façon évident la notion de sous-k-algèbre graduée.

Exemple 2.1 - Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, alors S(V ) = ⊕r > 0 S
r(V )

est une k-algèbre graduée (en décrétant que les éléments de Sr(V ) sont homogènes de degré r).
Plus généralement, si V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vd est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie

à degrés strictement positifs (Vi étant la composante homogène de degré i), alors S(V ) =
S(V1) ⊗ · · · ⊗ S(Vd) est une k-algèbre graduée. Il faut cependant bien faire attention : la
composante homogène de degré r de S(V ) n’est pas Sr(V ) en général. C’est

⊕
(r1,...,rd)∈Nd

r1+2i2+···+drd=r

Sr1(V1)⊗ · · · ⊗ Srd(Vd). �

Exemple 2.2 - Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie et si G⊂GLk(V ), alors
S(V )G = ⊕r > 0 S

r(V )G est une k-algèbre graduée. �

Exemple 2.3 - A+ = ⊕r > 1Ar est un idéal homogène de A. C’est l’unique idéal homogène
maximal de A. �

Soit I un idéal de A. On appelle radical de I (dans A), et on note
√
I, l’ensemble des éléments

a ∈ A tels que ae ∈ I pour un e > 1. On appelle le nilradical de A, et on note nil(A), le radical
de l’idéal nul, c’est-à-dire l’ensemble des éléments nilpotents de A. Puisque A est commutative,√
I (et donc nil(A)) est un idéal de A.

Lemme 2.4. Si I est homogène, alors
√
I est homogène. En particulier, nil(A) est homogène.

Preuve - Quitte à quotienter par I, on peut supposer que I = 0. Soit a ∈ A un élément
nilpotent, a 6= 0. Notons d = deg a. Alors a = a0 +a1 + · · ·+ad, avec ai ∈ Ai. Soit e > 1 tel que
ae = 0. Alors aed est la composante homogène de degré de de ae, donc aed = 0, ce qui montre que
ad est nilpotent. Par suite, a−ad = a0 +a1 +· · ·+ad−1 est nilpotent. On montre alors facilement
par récurrence sur deg a que a0, a1, . . . , ad sont nilpotents. Donc nil(A) = ⊕r > 0(nil(A)∩Ar). �

2.B. Modules gradués. Un A-module M est dit gradué s’il est muni d’une décomposition
M = ⊕r∈ZMr qui en fait un k-espace vectoriel gradué vérifiant de plus ArMs⊂Mr+s.

Exemple 2.5 - Un idéal homogène de A est un A-module gradué. �
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Si M et N sont deux A-modules gradués, on appelle morphisme de A-modules gradués tout
morphisme de A-module f : M → N tel que f(Mr)⊂Nr pour tout r > 0. Si tel est le cas,
alors Ker f et Im f sont des A-modules gradués. De plus, M ⊕N est un A-module gradué. On
peut définir sur les A-modules gradués les opérations de somme directe, de décalage, les notions
d’applications A-linéaires de degré d (le noyau et l’image étant encore des A-modules gradués)...

Lemme de Nakayama gradué. Soit M un A-module gradué. Alors A+M = M si et seule-
ment si M = 0.

Preuve - Si M = 0, alors A+M = 0 = M . Réciproquement, supposons que M 6= 0. Soit r0 le
plus petit entier naturel tel que Mr0 6= 0. Alors A+M ⊂ ⊕r > r0+1 Mr, donc A+M 6= M . �

Corollaire 2.6. Soit N est un sous-A-module gradué de M . Alors N + A+M = M si et
seulement si N = M .

Preuve - Il suffit d’appliquer le lemme de Nakayama gradué à M/N . �

Corollaire 2.7. Si f : M → N est une application A-linéaire de degré d entre A-modules
gradués, alors f est surjective si et seulement si f̄ : M/A+M → N/A+N est surjective.

Preuve - Il suffit d’appliquer le corollaire 2.6 à Im f ⊂N . �

Corollaire 2.8. Soit V un sous-k-espace vectoriel de A.

(a) Si V engendre M , alors V +A+M = M .
(b) Supposons que V est un sous-k-espace vectoriel gradué de M . Alors M est engendré par

V si et seulement si V +A+M = M .

Preuve - (a) Si V engendre M , alors l’image de V dans M/A+M engendre le A/A+ = k-espace
vectoriel M/A+M .

(b) D’après (a), il ne nous reste plus qu’à montrer que, si V +A+M = M , alors V engendre
M . Mais cela résulte immédiatement du lemme de Nakayama gradué car le sous-A-module de
M engendré par V est gradué lui aussi. �

Corollaire 2.9. On a :

(a) M est de type fini si et seulement si dimkM/A+M <∞.
(b) Supposons M de type fini. Alors le nombre dimkM/A+M est égal au nombre minimal

de générateurs du A-module M . C’est aussi égal au nombre minimal de générateurs
homogènes du A-module M .

Corollaire 2.10. Supposons M de type fini sur A. Soit n = dimM/A+M . Soient x1, . . . , xn
des générateurs homogènes de M tels que deg x1 6 deg x2 6 . . . 6 deg xn. Alors

(deg x1,deg x2, . . . ,deg xn) = Degk(M/A+M).

Si M est un A-module gradué de type fini, on appelle suite des degrés de M (ou plus simple-
ment degrés de M), et on note DegA(M), la suite Degk(M/A+M).

Proposition 2.11. On a :

(a) Si V est un sous-k-espace vectoriel de dimension finie de A+ tel que l’application canon-
ique S(V )→ A est surjective, alors V + (A+)2 = A+.
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(b) Si V est un sous-k-espace vectoriel gradué de dimension finie de A+, alors l’application
S(V )→ A est surjective si et seulement si V +A2

+ = A+.

Preuve - (a) est clair. Montrons (b). Compte tenu de (a), il ne reste qu’à montrer que,
si V est un sous-k-espace vectoriel gradué de dimension finie de A+ tel que V + A2

+ = A+,
alors l’application canonique π : S(V ) → A est surjective. On va montrer par récurrence sur
r que Ar⊂ Imπ. C’est clair lorsque r = 0. Supposons maintenant r > 1. Soit a ∈ Ar. On
a Vr + (A2

+)r = Ar par hypothèse. Donc a = v + a′, où v ∈ Vr et a′ ∈ (A2
+)r. On écrit

a′ =
∑

i∈I xiyi avec xi, yi homogènes dans A+. Alors, deg xi < r et deg yi < r. On conclut alors
grâce à l’hypothèse de récurrence. �

Corollaire 2.12. Le nombre dimk(A+/A
2
+) est le nombre minimal de générateurs de la k-algèbre

A. C’est aussi le nombre minimal de générateurs homogènes de A.
Notons n = dimk(A+/A

2
+). Si x1, . . . , xn est une famille d’eléments homogènes de A engen-

drant A telle que deg x1 6 deg x2 6 . . . 6 deg xn, alors

(deg x1,deg x2, . . . ,deg xn) = Degk(A+/A
2
+) = DegA(A+).

On appellera suite des degrés de A (ou plus simplement degrés de A), et on notera Deg(A), la
suite Degk(A+/A

2
+). Fixons maintenant jusqu’à la fin de cette partie un sous-k-espace vectoriel

gradué V de A+ tel que A2
+ ⊕ V = A+. On notera π : S(V ) → A le morphisme canonique

d’algèbres graduées :

0 // Kerπ // S(V )
π // A // 0.

On appelle suite des degrés des relations de A (ou degrés des relations de A), et on note Rel(A)
la suite des degrés du S(V )-module gradué de type fini Kerπ :

Rel(A) = DegS(V )(Kerπ).

On dit que A est une k-algèbre de polynômes, ou que A est régulière, si Kerπ = 0 (c’est-à-dire
si Rel(A) = ∅).

Exemple 2.13 - Soit V = V1⊕ · · · ⊕ Vd un k-espace vectoriel gradué de dimension finie. Alors
Deg(S(V )) = Degk(V ) et Rel(S(V )) = ∅. �

Exemple 2.14 - Soit V un k-espace vectoriel. Supposons k de caractéristique différente de 2 et
soit G = {IdV ,− IdV }. Alors S(V )G+/(S(V )G+)2 ' S2(V ). Donc Deg(S(V )G) = (2, 2, . . . , 2), le

nombre 2 apparaissant n(n+1)/2 fois (voir exercice I.2 (b)). Si dimV = 2, alors Rel(S(V )G) = 4
(voir exercice I.2 (d)). �

Remarque 2.15 - Soit V ′ un autre supplémentaire gradué de (A+)2 dans A+. Notons
π′ : S(V ′) → A le morphisme surjectif canonique correspondant. Alors il existe un isomor-
phisme d’algèbres graduées ψ : S(V ) → S(V ′) tel que π = π′ ◦ ψ. En particulier, ψ induit un
isomorphisme Kerπ ' Kerπ′ qui montre que Rel(A) ne dépend pas du choix de V . �
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3. Liberté

Nous allons ici nous intéresser à plusieurs questions concernant les modules libres (car-
actérisation, résolutions libres, complexes de Koszul).

3.A. Injection directe. Soient M et N deux A-modules gradués et soit f : M → N un
morphisme de A-modules gradués. On dit que f est une injection directe si f est injective et s’il
existe un sous-A-module gradué N ′ de N tel que N = f(M)⊕N ′.

Proposition 3.1. Soient M et N deux A-modules libres de type fini gradués et soit f : M → N
un morphisme de A-modules gradués. Alors f est une injection directe (respectivement un
isomorphisme) si et seulement si f̄ : M/A+M → N/A+N est injective (respectivement un
isomorphisme).

Preuve - Il est clair que, si f est une injection directe (respectivement un isomorphisme),
alors f̄ : M/A+M → N/A+N est injective (respectivement un isomorphisme). Il suffit donc
de montrer que, si f̄ est injective, alors f est une injection directe (en effet, pour l’assertion
concernant les isomorphismes, la surjectivité découle du lemme de Nakayama gradué).

Supposons donc que f̄ soit injective. Soit ḡ : N/A+N → M/A+M tel que ḡ ◦ f̄ = Idm/A+M

(ḡ existe car on travaille ici avec des k-espaces vectoriels). Par composition avec la projection
N → N/A+N , on obtient un morphisme de A-modules g̃ : N → M/A+M tel que g̃ ◦ f soit
la projection de M sur M/A+M . Puisque N est libre, il existe un morphisme de A-modules
g : N → M relevant g̃. Alors, d’après le lemme de Nakayama gradué, g ◦ f est surjectif. Or,
un endomorphisme surjectif d’un A-module libre est un automorphisme (en effet, det(g ◦ f) :
∧nM ' A → ∧nM ' A est surjectif, où n = rangA(M), ce qui montre que det(g ◦ f) est
inversible dans A). �

3.B. Modules libres. Nous commençons par une caractérisation des modules libres. Nous
aurons besoin pour cela de la notation suivante. Si M est un A-module gradué, nous noterons
TorA(M) le noyau du morphisme de A-modules µM : A+ ⊗AM →M , a⊗Am 7→ am. C’est un
sous-A-module gradué de A+ ⊗AM .

Remarque - Le morphisme A⊗AM →M , a⊗Am 7→ am est injectif. Cependant, en général,
A+ ⊗A M n’est pas un sous-A-module de A ⊗A M . Il y a bien sûr un morphisme canonique
A+ ⊗AM → A⊗AM , mais il n’est pas injectif. �

Si f : M → N est une application A-linéaire de degré d ∈ Z, alors f induit une application
A-linéaire de degré d (par produit tensoriel) IdA+ ⊗Af : A+ ⊗AM → A+ ⊗A N . La restriction
de ce morphisme à TorA(M) induit une application TorA(f) : TorA(M) → TorA(N) qui est
A-linéaire de degré d.

Proposition 3.2. Soit 0 −→M
f−→ M ′

g−→ M ′′ −→ 0 une suite exacte de A-modules gradués.
Alors il existe un unique morphisme de A-modules gradués ∂ : TorA(M ′′)→M/A+M tel que la
suite

TorA(M)
TorA(f) // TorA(M ′)

TorA(g) // TorA(M ′′)

∂ // M/A+M
f̄ // M ′/A+M

′ ḡ // M ′′/A+M
′′ // 0

est exacte.

Preuve - Commençons par définir l’application ∂. Pour simplifier les notations, on supposera
que M ⊂M ′ et que f : M → M ′ est l’injection canonique. Notons µM : A+ ⊗A M → M ,
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a ⊗ m 7→ am. Soit x ∈ A+ ⊗A M ′′ tel que µM ′′(x) = 0. Écrivons x =
∑

i∈I ai ⊗A m′′i , où
I est fini, ai ∈ A+ et m′′i ∈ M ′′. Soient m′i des éléments de M ′ tels que g(m′i) = m′′i . Alors∑

i∈I aim
′
i ∈ Ker g = M par hypothèse. On note alors ∂(x) l’image de

∑
i∈I aim

′
i dans M/A+M .

Montrons que ∂ ne dépend pas des différents choix qui ont été faits. Tout d’abord, si (n′i)i∈I
est un autre famille d’éléments de M ′ telle que g(n′i) = m′′i , alors n′i −m′i ∈ M pour tout i et
donc

∑
i∈I aim

′
i −
∑

i∈I ain
′
i ∈ A+M , ce qui montre que ∂ ne dépend pas du choix des m′i. Le

fait que ça ne dépend pas du choix des ai et m′′i est alors évident. D’autre part il est clair que
f̄ ◦ ∂ = 0.

• Ker ḡ = Im f̄ : soit x ∈ M ′ tel que x̄ ∈ Ker ḡ, où x̄ désigne l’image de x dans M ′. Cela
signifie que g(x) ∈ A+M

′′. Donc il existe y ∈ A+M
′ tel que g(y) = g(x). Donc x − y ∈ M et

f̄(x− y) = x̄− ȳ = x̄ car ȳ = 0.

• Ker f̄ = Im ∂ : soit x ∈ M tel que x̄ ∈ Ker f̄ . Alors x ∈ A+M
′. Écrivons x =

∑
i∈I aim

′
i

avec ai ∈ A+ et m′i ∈ M ′. Posons z =
∑

i∈I ai ⊗ g(m′i) ∈ A+ ⊗A M ′′. Alors, puisque x ∈ M ,
on a µM ′′(z) = g(x) = 0, donc z ∈ TorA(M ′′). Il est de plus clair, par construction de ∂, que
∂(z) = x̄.

• Ker ∂ = Im TorA(g) : montrons tout d’abord que ∂ ◦ TorA(g) = 0. Soit x ∈ TorA(M ′). On
écrit x =

∑
i∈I ai ⊗A m′i, avec ai ∈ A+, m′i ∈ M ′ et

∑
i∈I aim

′
i = 0. Alors, ∂(TorA(g)(x)) =

∂(
∑

i∈I ai ⊗A g(m′i)) =
∑

i∈I aim
′
i +A+M = 0 dans M/A+M . Donc Im TorA(g)⊂ Ker ∂.

Réciproquement, soit x ∈ Ker ∂. On écrit x =
∑

i∈I ai ⊗A m′′i , avec ai ∈ A+, m′′i ∈ M ′′

et
∑

i∈I aim
′′
i = 0. Soit (m′i)i∈I une famille d’él’ements de M ′ telle que g(m′i) = m′′i . Par

construction, on a ∂(x) =
∑

i∈I aim
′
i + A+M . Puisque x ∈ Ker ∂, on a

∑
i∈I aim

′
i ∈ A+M .

Écrivons
∑

i∈I aim
′
i =

∑
j∈J bjmj , avec bj ∈ A+ et mj ∈M . Posons

z =
∑

i∈I
ai ⊗A m′i −

∑

j∈J
bj ⊗A mj ∈ A+ ⊗AM ′.

Alors z ∈ TorA(M ′) et

TorA(g)(z)
∑

i∈I
ai ⊗A g(m′i)−

∑

j∈J
bj ⊗A g(mj) = x

car g(mj) = 0.

• Ker TorA(g) = Im TorA(f) : cela résulte immédiatement de l’exactitude à droite du produit
tensoriel. �

Corollaire 3.3. Un A-module gradué M est libre si et seulement si TorA(M) = 0.

Preuve - L’application µA : A+ ⊗ A ' A+ → A est clairement injective. Donc, si M est un
A-module libre, alors l’application µM est injective.

Réciproquement, supposons que TorA(M) = 0. Soit E un sous-k-espace vectoriel gradué de
M tel que M = E⊕A+M . Soit L = A⊗kE. C’est un A-module libre et l’application g : L→M ,
a⊗k v 7→ av est un morphisme surjectif de A-modules gradués. Posons K = Ker g. On a donc,
d’après la proposition 3.2 et puisque TorA(M) = 0,

0 −→ K/A+K −→ L/A+L −→M/A+M −→ 0.

Mais, M/A+M ' E ' L/A+L et l’application L/A+L → M/A+M s’identifie, via les isomor-
phismes précédents, à IdE . Donc K/A+K = 0, ce qui implique que K = 0 d’après le lemme de
Nakayama gradué. Donc L 'M et M est libre. �

Corollaire 3.4. Soient M et N deux A-modules gradués tels que M ⊕N est un A-module libre.
Alors M et N sont libres.
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Preuve - On a TorA(M ⊕ N) = TorA(M) ⊕ TorA(N). D’où le résultat d’après le corollaire
3.3. �

3.C. Couverture libre, résolutions libres. Soit M un A-module gradué. Soit VM un
supplémentaire gradué de A+M dans M . Alors l’application τM : A⊗k VM →M , a⊗k v 7→ av
est un morphisme surjectif de A-modules gradués d’après le lemme de Nakayama gradué. De
plus, A ⊗k VM est libre. Nous noterons ce A-module LM . On dit que (LM , τM ) (ou que LM
lorsque le morphisme τM sera implicite) est une couverture libre de M .

Remarque 3.5 - Le couple (LM , τM ) ne dépend pas, à isomorphisme près, du choix du
supplémentaire VM . En d’autres termes, si V ′M est un autre supplémentaire gradué de A+M
dans M et si τ ′M : A ⊗k V ′M → M , a ⊗k v 7→ av, alors il existe un isomorphisme de A-modules
gradués ψ : A⊗k VM → A⊗k V ′M tel que τM = τ ′M ◦ ψ. �

Remarquons que τM induit le morphisme identité LM/A+LM ' V → M/A+M ' V . Cela
montre entre autres que que

(3.6) τ−1
M (A+M) = A+LM .

En particulier,

(3.7) Ker τM ⊂A+LM .

Proposition 3.8. Soit L un A-module libre gradué et soit τ : L → M un morphisme surjectif
de A-modules gradués. Alors (L, τ) ' (LM ⊕ L′, τM ⊕ 0), où L′ est un A-module gradué.

Preuve - Il existe un morphisme ψ : L → LM de A-modules gradués tel que τ = τM ◦ ψ. La
surjectivité de ψ implique alors que LM = Imψ + Ker τM . Donc, d’après 3.7 et le lemme de
nakayama gradué, on obtient que ψ est surjectif. Le A-module LM étant lui aussi libre, il existe
un morphisme de A-modules gradués θ : LM → L tel que ψ◦θ = IdLM . Donc L = Im th⊕Kerψ.
Or, Im θ ' LM et Kerψ est libre d’après le corollaire 3.4. La preuve de la proposition est alors
essentiellement complète. �

Corollaire 3.9. Soit L un A-module libre gradué et soit τ : L→M un morphisme surjectif de
A-modules gradués. Alors (L, τ) est une couverture libre de M si et seulement si Ker τ ⊂A+L.

On appelle résolution libre de M toute suite exacte (éventuellement infinie) de A-modules
gradués de la forme

· · · −→ L2 −→ L1 −→ L0 −→M −→ 0,

où les Li sont des A-modules gradués libres.

Exemple 3.10 - Posons L
(0)
M = LM et τ

(0)
M = τM et, pour i > 0, posons L

(i+1)
M = L

Ker τ
(i)
M

et

τM(i+1) = τ
Ker τ

(i)
M

. Alors la suite

. . . // L
(2)
M

τ
(2)
M // L

(1)
M

τ
(1)
M // L

(0)
M

τ
(0)
M // M // 0

est exacte : c’est une résolution libre de M . Nous l’appellerons résolution libre minimale de
M . �

Exemple 3.11 - Le k-espace vectoriel k est muni d’une structure naturelle de A-module via
l’isomorphisme k ' A/A+. Nous appellerons ce A-module de A-module trivial.
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Supposons maintenant que A = k[X,Y ] où X et Y sont deux indéterminées. Posons

(K) 0 // A[−2]
α // A[−1]⊕A[−1]

β // A
τ // k // 0,

où α(a) = aX ⊕ (−aY ), β(a ⊕ b) = aX + bY et τ : A → k est la projection canonique. Alors
(K) est une résolution libre du A-module k : c’en est même une résolution minimale. �

3.D. Complexe de Koszul. Notons K1(A) = A ⊗k V . C’est un A-module libre de rang
n = dimk V . On a une application naturelle d1 : A⊗k V → A, a ⊗k v 7→ av. L’image de d1 est

A+. Si 0 6 i 6 n, on note Ki(A) = ∧iK1(A). C’est un A-module gradué libre de rang

(
n
i

)
.

Notons que K0(A) = A.
On considère le complexe, noté K(A) et appelé complexe de Koszul de A,

0 // Kn(A)
dn // Kn−1(A)

dn−1 // . . . d2 // K1(A)
d1 // A

d0 // k // 0,

où

di(v1 ∧ · · · ∧ vi) =
i∑

j=1

(−1)j+1d1(vj)(v1 ∧ · · · ∧ vj−1 ∧ vj+1 ∧ · · · ∧ vi)

lorsque i > 1 et d0 est l’application naturelle.

Proposition 3.12. Avec les notations précédentes, on a :

(a) Si 0 6 i 6 n− 1, alors di ◦ di+1 = 0.
(b) Im di⊂A+Ki−1(A).
(c) Si i > 2 et si v ∈ K1(A) et x ∈ Ki−1(A), alors di(v ∧ x) = d1(v)x− v ∧ di−1(x).
(d) L’application Ki(A)/A+Ki(A)→ A+Ki−1(A)/(A+)2Ki−1(A) induite par di est injective.

Preuve - (a) Soient v1, . . . , vi+1 des éléments de K1(A). Si j et j′ sont deux éléments de
{1, 2, . . . , i+1} tels que j 6= j ′, on note fj,j′(v1, . . . , vi+1) = va1 ∧va2 ∧· · ·∧vai−1 , où {1, 2, . . . , i+
1}\{j, j′} = {a1, a2, . . . , ai−1} avec a1 6 . . . 6 ai−1. On a, pour i > 1,

(di ◦ di+1)(v1 ∧ · · · ∧ vi+1) =
i+1∑

j=1

(−1)j+1d1(vj)di(v1 ∧ · · · ∧ vj−1 ∧ vj+1 ∧ · · · ∧ vi+1)

=
∑

1 6 j′<j 6 i+1

(−1)j+j
′+2d1(vj)d1(vj′)fj,j′(v1, . . . , vi+1)

+
∑

1 6 j<j′ 6 i+1

(−1)j+j
′+1d1(vj)d1(vj′)fj,j′(v1, . . . , vi+1)

= 0.

Cela montre la première assertion pour i > 1. Cette assertion est évidente lorsque i = 0.

(b) et (c) sont clairs.

(d) On a Ki(A)/A+Ki(A) ' ∧iV et A+Ki−1(A)/(A+)2Ki−1(A) ' V ⊗k ∧i−1V . À travers ces
isomorphismes, l’application de l’assertion (d) s’identifie à l’application k-linéaire d̄i : ∧iV →
V ⊗k ∧i−1V définie par

d̄i(v1 ∧ · · · ∧ vi) =

i∑

j=1

(−1)j+1vj ⊗ (v1 ∧ · · · ∧ vj−1 ∧ vj+1 ∧ · · · ∧ vi)

pour tous v1, . . . , vi dans V . L’injectivité de d̄i est alors immédiate. �
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Théorème 3.13. Si A est régulière, alors le complexe de Koszul de A est exact.

Preuve - Si v ∈ V , nous noterons ṽ = 1 ⊗k v ∈ K1(A). Tout d’abord, il est clair que, quelle
que soit l’algèbre A, on a Im d1 = Ker d0. Fixons une base (v1, . . . , vn) de V . Alors (ṽ1, . . . , ṽn)
est une A-base de K1(A).

Pour montrer l’exactitude de K(A), nous raisonnerons par récurrence sur n = dimV , le
résultat étant évident lorsque n = 0 ou 1. Montrons pour commencer que Im d2 = Ker d1,
c’est-à-dire que, si x ∈ Ker d1, alors il existe une famille (aij)1 6 i<j 6 n d’él’ements de A telle

que x =
∑

1 6 i<j 6 n aij(viṽj − vj ṽi). Écrivons x =
∑n

i=1 αiṽi, avec αi ∈ A. On a alors

(∗)
n∑

i=1

αivi = 0.

Regardons cette égalité dans l’algèbre A/(Av1 + · · · + Avn−1). Cette dernière algèbre étant

intègre, on a que αn ∈ Av1 + · · · + Avn−1. Écrivons donc αn =
∑n−1

i=1 ainvi et posons y =

x −∑n−1
i=1 ain(viṽn − vnṽi). Alors y =

∑n−1
i=1 βiṽi, avec βi ∈ A et d1(y) = 0. On voit alors

immédiatement qu’un raisonnement par récurrence permet de conclure que y ∈ Im d2 et donc
que x ∈ Im d2.

Posons maintenant A′ = k[v1, . . . , vn−1]⊂A. Alors A′ est une k-algèbre régulière et A est
un A′-module libre (de base (1, vn, v

2
n, v

3
n, . . . )). Par suite, le complexe A ⊗A′ K(A′) est exact

par hypothèse de récurrence. Supposons i > 2 et soit x ∈ Ker di. Écrivons x = x0 + ṽn ∧ x1

avec x0 ∈ A ⊗A′ Ki(A′) et x1 ∈ A ⊗A′ Ki−1(A′). On a alors, d’après la proposition 3.12 (c),
di(x) = di(x0) + vnx1 + ṽn ∧ di−1(x1). Puisque

Ki−1(A) =
(
A⊗A′ Ki−1(A′)

)
⊕
(
ṽn ∧ (A⊗A′ Ki−2(A′))

)

et que l’application

A⊗A′ Ki−2(A′) −→ ṽn ∧ (A⊗A′ Ki−2(A′))

qui à z associe ṽn ∧ z est injective, on en déduit que di−1(x1) = 0. Par l’exactitude du complexe
A ⊗A′ K(A′), on obtient qu’il existe y1 ∈ A ⊗A′ Ki(A′) tel que x1 = di(y1). Par suite, 0 =
di(x) = di(x0 + vny1) et donc, toujours par l’exactitude du complexe A ⊗A′ K(A′), il existe
y0 ∈ A ⊗A′ Ki+1(A′) tel que x0 + vny1 = di+1(y0). Il est alors facile de vérifier, en utilisant la
proposition 3.12 (c), que x = di+1(y0 − ṽny1). D’où x ∈ Im di+1. �

Remarque 3.14 - Il est possible de montrer que A est régulière si et seulement si le complexe
de Koszul de A est exact, mais cela demande nettement plus de travail. Pour un exemple de
complexe de Koszul non exact, voir l’exercice II.1. �

Nous concluons cette partie avec un théorème crucial donnant une borne sur la longueur d’une
résolution libre du A-module trivial.

Théorème 3.15. Soit

. . .
τ3−→ L2

τ2−→ L1
τ1−→ L0

τ0−→ k
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une résolution libre du A-module k. Alors il existe une famille de morphismes de A-modules
gradués fi : Ki(A)→ Li telle que le diagramme

. . . d3 // K2(A)
d2 //

f2

��

K1(A)
d1 //

f1

��

K0(A)
d0 //

f0

��

k

Idk

��

// 0

. . .
τ3 // L2

τ2 // L1
τ1 // L0

τ0 // k // 0

soit commutatif. De plus, fi est une injection directe pour tout i > 0.

Preuve - L’existence des applications fi est immédiate par récurrence sur i. Nous allons
montrer, toujours par récurrence sur i, que fi est une injection directe. Le fait que f0 est
une injection directe, c’est-à-dire que l’application A/A+ ' k → L0/A+L0 est injective (voir
proposition 3.1), est immédiat.

Soit maintenant que i > 0 et supposons que fi est une injection directe. Considérons le
diagramme

Ki+1(A)/A+Ki+1(A)
α //

β

��

A+Ki(A)/(A+)2Ki(A)

γ

��
Li+1/A+Li+1

δ // A+Li/(A+)2Li,

où α est induit par di+1, β est induit par fi+1, γ est induit par fi et δ est induit par τi+1. Par
hypothèse de récurrence, on a que γ est injective. De plus, α est injective d’après la proposition
3.12 (d). Par suite, β est injective, et donc fi+1 est une injection directe (voir lemme 3.1). �

Corollaire 3.16. Soit
. . .

τ3−→ L2
τ2−→ L1

τ1−→ L0
τ0−→ k

une résolution libre du A-module k. Alors Li 6= 0 si 0 6 i 6 dimV .

Exercices de la partie II

Exercice II.1. Soit A = k[X,Y ]/(XY ).

(a) Calculer les degrés de A et la suite des degrés des relations de A.
(b) Montrer qu’il existe une sous-algèbre de polynômes A′ de A et un élément homogène

a ∈ A tels que A = A′ ⊕A′a.
(c) Montrer que le complexe de Koszul de l’algèbre k[X,Y ]/(XY ) n’est pas exact.
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Partie III. Série de Poincaré

4. Série de Poincaré

Notons Z((T )) l’algèbre des séries formelles de Laurent Z[[T ]][T−1]. Soit M un k-espace
vectoriel gradué. On appelle série de Poincaré de M , et on note PM (T ) ∈ Z((T )), la série
formelle

PM (T ) =
∑

r∈Z
(dimMr).T

r.

Les premières propriétés de cette série sont immédiates :
• PM⊕N (T ) = PM (T ) + PN (T ).
• PM⊗N (T ) = PM (T ).PN (T ).
• Si f : M → N est un morphisme de k-espaces vectoriels gradués, alors PM (T ) = PKer f (T )+

PIm f (T ).

• PM [d](T ) = T−dPM (T ).
• Soit

0 −→M (1) f1−→ M (2) f2−→ . . .
fe−1−→ M (e) −→ 0

une suite exacte, où les M (i) sont des k-espaces vectoriels gradués et où fi est une application
k-linéaire de degré di ∈ Z. Alors

(4.1)
e∑

i=1

(−1)iT di+···+de−1PM(i)(T ) = 0.

En effet, on a une suite exacte de morphismes de k-espaces vectoriels gradués

0 −→M (1) f1−→ M (2)[d1]
f2−→ M (3)[d1 + d2]

f3−→ . . .
fe−1−→ M (e)[d1 + · · ·+ de−1] −→ 0,

d’où on déduit que
e∑

i=1

(−1)iPM(i)[d1+···+di−1](T ) = 0.

Il suffit alors d’appliquer le résultat précédent et de multiplier par T d1+···+de−1 .

Exemples 4.2 - (a) Pk[X](T ) = 1 + T + T 2 + · · · = 1

1− T .

(b) Si V = V1⊕· · ·⊕VN est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie et si Degk(V ) =
(d1, . . . , dn), alors

PS(V )(T ) =
n∏

i=1

1

1− T di . �

5. Taux de croissance

5.A. Définition. Nous allons ici associer à tout module gradué de type fini sur une k-algèbre
graduée un nombre entier naturel appelé son taux de croissance. Sa définition est justifiée par
le théorème suivant :

Théorème de Hilbert-Serre. Soit A une k-algèbre graduée. Soit M un A-module gradué de
type fini. Soient x1,. . . , xn des générateurs homogènes de degré > 0 de A. Alors

PM (T ) =
f(T )∏n

i=1(1− T di) ,
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où f(T ) ∈ Z[T, T−1].

Preuve - Raisonnons par récurrence sur n, le résultat étant trivial lorsque n = 0. Supposons
maintenant n > 1. On note A′ = A/xnA et on note x′i l’image de xi dans A′ (1 6 i 6 n − 1).
Alors A′ = k[x′1, . . . , x

′
n−1]. Notons µ : M →M , m 7→ xnm. On a alors une suite exacte

0 −→ Kerµ −→M
µ−→ M −→ Cokerµ −→ 0.

L’application linéire µ est de degré dn. Par suite, on a

T dnPKerµ(T )− T dnPM (T ) + PM (T )− PCokerµ(T ) = 0.

De plus, Kerµ et Cokerµ sont des A′-modules de type fini. L’hypothèse de récurrence s’applique
donc à eux. Il existe deux polynômes f1 et f2 dans Z[T, T−1] tels que

PKerµ(T ) =
f1(T )∏n−1

i=1 (1− T di)
et PCokerµ(T ) =

f2(T )∏n−1
i=1 (1− T di)

.

Donc

PM (T ) =
PCokerµ(T )− T dnPKerµ(T )∏n

i=1(1− T di) . �

Le théorème de Hilbert-Serre donne un sens à la définition suivante : si A est une k-algèbre
graduée et si M est un A-module gradué de type fini, on appelle taux de croissance de M , et on
note δ(M), l’ordre de T = 1 comme pôle de PM (T ).

Remarque - On peut montrer (voir partie ??) que δ(M) est la dimension de Krull de M telle
qu’elle est définie algébriquement. Si A est intègre, alors δ(A) est le degré de transcendance de
du corps des fractions de A. �

Lemme technique. Soit f(T ) ∈ Z[T, T−1] et soit (ar)r > r0 (avec r0 ∈ Z) une suite d’entiers
positifs ou nuls. Supposons que

P (T ) =
f(T )∏n

i=1(1− T di) =
∑

r > r0
arT

r,

avec di > 1. Notons δ l’ordre de q = 1 comme pôle de P (T ). Alors :

(a) Il existe C > 0 tel que ar 6 Crδ−1 pour tout r > r0.
(b) Il n’existe pas de D > 0 tel que ar 6 Drδ−2 pour tout r > r0.

Preuve - Quitte à multiplier par T r0 , on peut supposer que r0 = 0. Posons

g(T ) =
n∏

i=1

(1 + T + T 2 + · · ·+ T di−1) =
d∑

j=0

αjT
j ,

où d = d1 + d2 + · · ·+ dn − n et αj ∈ N∗. On a

P (T )g(T ) =
f(T )g(T )

(1− T )n
=
∑

r > 0

brT
r,

avec br =
d∑

j=0

αjam−j > 0. Cela montre que, si le résultat est vrai pour P (T )g(T ), alors il est

vrai pour P (T ). Cela signifie que l’on peut supposer que d1 = d2 = · · · = dn = 1. On peut même
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supposer, quitte à simplifier la fraction rationnelle P (T ), que n = δ. On écrit f(T ) =
e∑

j=0

βjT
j ,

avec βj ∈ Z et β0 + β1 + · · ·+ βe 6= 0. On a

1

(1− T )n
=
∑

r > 0

(
r + n− 1
n− 1

)
T r.

Donc

ar =
e∑

j=0

βj

(
r − j + n− 1

n− 1

)
.

Le coefficient de rn−1 dans ar est β0 + β1 + · · ·+ βe 6= 0. D’où le résultat. �

Exemple 5.1 - Si V est un k-espace vectoriel gradué de dimension finie, alors δ(S(V )) =
dimV . �

5.B. Propriétés. Commençons par une première liste de propriétés du taux de croissance.

Proposition 5.2. Avec les notations ci-dessus, on a :

(a) Si M ⊂N , alors δ(M) 6 δ(N) et δ(N/M) 6 δ(N).
(b) Si A⊂B et B est un A-module de type fini, alors δ(A) = δ(B).
(c) δ(M) = 0 si et seulement si dimkM <∞.
(d) Si a ∈ A+ est homogène, alors δ(M/aM) > δ(M)− 1.
(e) Si a ∈ A+ est homogène et ne divise pas 0 dans M , alors δ(M/aM) = δ(M)− 1.
(f) Si a ∈ A+ est homogène et est tel que ae ∈ AnnA(M) (pour un e > 1), alors δ(M/aM) =

δ(M).

Preuve - (a) découle facilement du lemme technique. Pour (b), remarquons que δ(A) 6 δ(B)
d’après (a). D’autre part, il existe une famille finie (bi)1 6 i 6 n d’éléments homogènes de B
telle que B =

∑n
i=1Abi. On a donc un morphisme surjectif de A-modules gradués de type fini

⊕ni=1A[−deg bi] → B. Donc, d’après (a), δ(B) 6 δ(⊕ni=1A[−deg bi]). Mais, d’après le lemme
technique, δ(⊕ni=1A[−deg bi]) = δ(A).

(c) Il est clair que si dimkM 6∞, alors δ(M) = 0. Réciproquement, supposons que δ(M) =
0. Alors, d’après le lemme technique, on a limr→+∞ dimMr = 0. Donc dimkM <∞.

(d) Notons µ : M →M , a 7→ aM . On a M/aM = Cokerµ. Notons d le degré de a. D’après
la preuve du théorème de Hilbert-Serre, on a

PCokerµ(T ) = (1− T d)PM (T ) + T dPKerµ(T ).

Donc δ(M/aM) = δ(Cokerµ) > δ(M)− 1.

(e) Si a ne divise pas 0, alors, dans la preuve ci-dessus, on a Kerµ = 0. Donc PCokerµ(T ) =

(1− T d)PM (T ) et donc δ(M/aM) = δ(M)− 1.

(f) Quitte à raisonner par récurrence sur e, on peut supposer que a2 = 0. Avec les notations
de la preuve de (d), on a une suite exacte

0 −→ Kerµ −→M −→ Imµ −→ 0.

De plus, Imµ⊂ Kerµ car a2 = 0. Notons c, c′ et c′′ les nombres rationnels positifs ou nuls tels
que

PM (T ) =
c

(1− T )δ
+ ...,
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PKerµ/ Imµ(T ) =
c′

(1− T )δ
+ ...,

et PImµ(T ) =
c′′

(1− T )δ
+ ...,

où δ = δ(M). Alors

T dPKerµ(T )− T dPM (T ) + PImµ(T ) = 0.

Par suite,
T dPKerµ/ Imµ(T ) + (1 + T d)PImµ(T ) = T dPM (T ).

Donc c = 2c′ + c′′, ce qui montre que c′ ou c′′ est strictement positif. Donc c − c′ > 0, ce qui
montre que δ(M/ Imµ) = δ = δ(M). �

Corollaire 5.3. Soit A une k-algèbre graduée et soient x1,. . . , xn des éléments de A+ ho-
mogènes tels que A = k[x1, . . . , xn]. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) x1,. . . , xn sont algébriquement indépendants.
(2) δ(A) = n.

Preuve - (1) ⇒ (2) résulte de l’exemple 5.1. Réciproquement, supposons que x1,. . . , xn ne
soient pas algébriquement indépendants. Soit B = A[X1, . . . , Xn] où on décrète que degXi =
deg xi. Notons π : B → A le morphisme surjectif d’algèbres graduées tel que π(Xi) = xi.
Puisque x1, . . . , xn ne sont pas algébriquement indépendants, il existe un polynôme non nul
F ∈ B, homogène, tel que π(F ) = 0. On a donc un morphisme surjectif B/FB → A, ce qui
montre que δ(A) 6 δ(B/FB). Mais, puisque B est intègre, F n’est pas un diviseur de 0 dans
B. Donc, d’après la proposition 5.2 (e), on a δ(B/FB) = δ(B)− 1 = n− 1. �

Exemple 5.4 - Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit G un sous-groupe fini
de GLk(V ). Alors δ(S(V )G) = dimV . En effet, cela résulte de l’exemple 5.1, du théorème 0 (f)
et de la proposition 5.2 (b). �

Corollaire 5.5. On a δ(Aréd) = δ(A).

Corollaire 5.6. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) δ(A) = 0 ;
(2) dimk A <∞ ;
(3) Max(A) = {A+} ;
(4) Spec(A) = {A+}.

Preuve - L’équivalence entre (1) et (2) découle de la Proposition 5.2 (c). Si dimk A < ∞,
alors tout élément de A+ est nilpotent. Donc (2) ⇒ (4). Il est clair que (4) ⇒ (3). Il ne nous
reste qu’à montrer que (3) ⇒ (1). D’après le corollaire 5.5, on a δ(Aréd) = δ(A). Donc on peut
supposer que A est réduit. Mais alors k̄⊗k A s’identifie à l’algèbre de fonctions sur Max(k̄⊗A).
Or, puisque Max(A) est fini, Max(k̄ ⊗A) est fini. Donc dimk̄ k̄ ⊗k A <∞. �

Corollaire 5.7. Si p est un idéal premier homogène de A distinct de A+, alors δ(A/p) > 1.

5.C. Caractérisation des k-algèbres régulières. Le théorème suivant fournit une car-
actérisation des k-algèbres régulières en termes de leur catégorie de modules.

Théorème 5.8. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est régulière ;
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(2) δ(A) = dimk V ;
(3) Il existe une résolution libre de k de longueur inférieure ou égale à δ(A).

Preuve - L’équivalence entre (1) et (2) découle du corollaire 5.3. D’après la proposition 3.12,
on a que (1) ⇒ (2). L’implication (2) ⇒ (1) découle du théorème 3.15. �

Corollaire 5.9. Soit S une k-algèbre graduée régulière et soit R une sous-k-algèbre graduée.
On suppose que S est un R-module libre de type fini. Alors R est régulière.

Preuve - Remarquons pour commencer que δ(S) = δ(R) d’après la proposition 5.2 (b). Si S
est un R-module libre, alors K(S) est une résolution libre du R-module k. Donc, le R-module k
admet une résolution libre de longueur δ(S) = δ(R). Donc R est régulière en vertu du théorème
5.8. �

6. Indépendance algébrique

Nous allons maintenant donner plusieurs moyens de montrer qu’une famille de polynômes
polynômes est algébriquement indépendante. La démonstration du théorème suivant utilise le
Nullstellensatz.

Théorème 6.1. Soient P1,. . . , Pn des polynômes homogènes appartenant à S = k[X1, . . . , Xn],
avec degXi = di. Notons R la sous-k-algèbre (graduée) de k[X1, . . . , Xn] engendrée par P1, . . . ,
Pn. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) S est un R-module de type fini ;
(2) dimk S/R+S <∞ ;
(3) (0, . . . , 0) ∈ k̄n est l’unique solution du sytème d’équations P1(x) = · · · = Pn(x) = 0 avec

x ∈ k̄n.

Si ces conditions sont vérifiées, alors P1, . . . , Pn sont algébriquement indépendants.

Preuve - L’équivalence entre (1) et (2) découle du corollaire 2.9 (a). Pour montrer l’équivalence
entre (2) et (3), nous pouvons supposer que k est algébriquement clos. Dans ce cas, cela résulte
facilement du Nullstellensatz de Hilbert en remarquant que dimk S/R+S <∞ si et seulement si
tous les éléments de S+/R+S sont nilpotents.

Supposons maintenant les conditions (1), (2) et (3) satisfaites. Puisque S est un R-module
de type fini, on a δ(S) = δ(R) d’après la proposition 5.2 (b). Donc, d’après le corollaire 5.3,
P1,. . . , Pn sont algébriquement indépendants. �

Exemple 6.2 - Soit σ1,. . . , σn les polynômes symétriques élémentaires dans k[X1, . . . , Xn].
Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ k̄n tel que σ1(x) = · · · = σn(x) = 0. Alors

(T − x1)(T − x2) . . . (T − xn) = Tn,

ce qui montre que x = (0, . . . , 0). Donc, d’après le théorème 6.1, σ1, . . . , σn sont algébriquement
indépendants. �

Théorème 6.3. Soient P1,. . . , Pn des polynômes homogènes appartenant à S = k[X1, . . . , Xn],

avec degXi = di. Posons J =
( ∂Pi
∂Xj

)
1 6 i,j 6 n

.

Si det J 6= 0, alors P1,. . . , Pn sont algébriquement indépendants. Si k est de caractéristique
0 et si P1,. . . , Pn sont algébriquement indépendants, alors det J 6= 0.
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Preuve - On peut supposer, et nous le ferons, que k est algébriquement clos. Notons p la
caractéristique de k.

Supposons que P1,. . . , Pn ne sont pas algébriquement indépendants. Il existe un polynôme
F ∈ k[T1, . . . , Tn], non nul, de degré minimal, tel que F (P1, . . . , Pn) = 0. Notons D la matrice

ligne
( ∂F
∂T1

,
∂F

∂T2
, . . . ,

∂F

∂Tn

)
. Alors D(P1, . . . , Pr)J = 0. Si D(P1, . . . , Pn) = 0 cela signifie, par

minimalité du degré polynôme F , que
∂F

∂Ti
= 0 pour tout i. C’est impossible si p = 0. Si p > 0,

alors il existe G ∈ k[T1, . . . , Tn] tel que F = Gp, ce qui est encore impossible par minimalité du
degré de F . Donc D(P1, . . . , Pn) 6= 0 et donc det J = 0.

Réciproquement, supposons que p = 0 et que P1,. . . , Pn sont algébriquement indépendants.
Alors, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, il existe un polynôme Fi ∈ k[T0, T1, . . . , Tn] de degré minimal

tel que Fi(Xi, P1, . . . , Pn) = 0. Soit M =
(∂Fi
∂Tj

(Xi, P1, . . . , Pn)
)

1 6 i 6 n
1 6 j 6 n+1

. Alors

MJ = −diag
(∂Fi
∂T0

(Xi, P1, . . . , Pn)
)

1 6 i 6 n
.

Mais, puisque p = 0, on a
∂Fi
∂T0
6= 0 donc

∂Fi
∂T0

(Xi, P1, . . . , Pn) 6= 0 par minimalité du degré de

Fi. Donc det J 6= 0. �

Exercices de la partie III

Exercice III.1. Calculer la série de Poincaré de k[X,Y ]/(XY ).

Exercice III.2. On suppose k de caractéristique différente de 2. Soit An⊂Sn le groupe alterné
de degré n. On note ε : Sn → k× le morphisme signature. Notons que An = Ker ε.

Soit A = k[X1, . . . , Xn]. On fait agir Sn par permutations des indéterminées. Posons

∆ =
∏

1 6 i<j 6 n
(Xi −Xj).

(a) Montrer que, pour tout σ ∈ Sn, on a σ∆ = ε(σ)∆.
(b) Montrer que, si P ∈ k[X1, . . . , Xn] vérifie σP = ε(σ)P pour tout σ ∈ Sn, alors ∆ divise

P .
(c) Montrer que k[X1, . . . , Xn]An = k[σ1, . . . , σn,∆].
(d) Montrer que ∆2 ∈ k[X1, . . . , Xn]Sn . Notons P ce polynôme symétrique.
(e) Montrer que k[X1, . . . , Xn]An ' k[σ1, . . . , σn][T ]/(T 2 − P ).
(f) Déterminer la série de Poincaré de k[X1, . . . , Xn]An .

Exercice III.3 (suite de l’exercice I.11). Reprenons les notations de l’exercice I.11. Notons
V ′ le sous-espace vectoriel de V engendré par X1, . . . , Xn−1. On note ϕ : S(V ) → S(V ′) le
morphisme d’agèbres graduées tel que Xi 7→ Xi si i 6 n− 1 et Xn 7→ 0.

Notons T ′ (respectivement Y ′1 , . . . , Y ′n−2) les éléments de S(V ′) définis comme T , Y1, . . . ,
Yn−1 mais mais en remplaçant V par V ′.

(a) Montrer que π(T ) = 0, π(Y1) = T ′q(q−1) et π(Yi) = Y ′qi−1 si 2 6 i 6 n− 1.
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(b) Soit k̄ une clôture algébrique de k et soit x = (x1, . . . , xn) ∈ k̄n tel que T (x) = Y1(x) =
· · · = Yn−1(x) = 0. Montrer que x = 0.

(c) En déduire que T , Y1, . . . , Yn−1 sont algébriquement indépendants.
(d) Montrer que (deg T )(deg Y1) . . . (deg Yn−1) = |G1| et (deg T q−1)(deg Y1) . . . (deg Yn−1) =
|G|.
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Partie IV. Récolte

Dans cette partie, nous supposerons que k est de caractéristique nulle. Nous fixons un k-
espace vectoriel de dimension finie V (que nous verrrons comme un k-espace vectoriel gradué
concentré en degré 1). Posons n = dimV . Nous nous fixons aussi un sous-groupe fini G de
GLk(V ). Pour finir, soit S = S(V ) et R = S(V )G = SG.

7. Formule de Molien

La série de Poincaré de l’algèbre S(V )G peut être calculée très facilement en utilisant les
polynômes caractéristiques des éléments de G :

Formule de Molien. Avec les hypothèses ci-dessus, on a

PR(T ) =
1

|G|
∑

σ∈G

1

det(1− Tσ)
.

Preuve - On a R = eGS. Par suite,

PR(T ) =
∑

r > 0

dim(eGS
r(V )) T r

=
∑

r > 0

Tr(eG, S
r(V )) T r

=
1

|G|
∑

σ∈G

(∑

r > 0

Tr(σ, Sr(V )) T r
)

Ici, la deuxième égalité découle du fait que k est de caractéristique nulle et que eG est un
projecteur. Pour montrer la formule de Molien, il suffit de montrer que, pour tout σ ∈ GLk(V ),
on a

(∗)
∑

r > 0

Tr(σ, Sr(V )) T r =
1

det(1− Tσ)
.

Pour cela, on peut supposer que k est algébriquement clos. Soit (e1, . . . , en) une base de V dans
laquelle σ est représenté par une matrice triangulaire supérieure. Soient (λ1, . . . , λn) les termes
diagonaux de σ. Alors, en ordonnant les monômes de degré r en e1,. . . , en lexicographiquement,
l’action de σ sur Sr(V ) est représenté par une matrice triangulaire supérieure sont les termes
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diagonaux sont λi11 . . . λ
in
n avec i1 + · · ·+ in = r. Par suite,

∑

r > 0

Tr(σ, Sr(V )) T r =
∑

r > 0

( ∑

i1+···+in=r

λi11 . . . λ
in
n T

r
)

=
( ∞∑

i1=0

λi11 T
i1
)
. . .
( ∞∑

in=0

λinn T
in
)

=
( 1

1− λ1T

)
. . .
( 1

1− λnT
)

=
1

det(1− Tσ)
. �

Exemple 7.1 - Supposons que dimV = 2 et que G = {IdV ,− IdV }. On a vu dans l’exercice
I.2 que R ' k[U, V,W ]/(V 2 − UW ), avec degU = deg V = degW = 2. Par suite,

(∗) PR(T ) = (1− T 4)Pk[U,V,W ](T ) =
1 + T 2

(1− T 2)2
.

On peut retrouver ce résultat par la formule de Molien. En effet, celle-ci nous dit que

PR(T ) =
1

2

( 1

(1− T )2
+

1

(1 + T )2

)
,

ce qui confirme (∗). �

Exemple 7.2 - Soit V = kn, soit (X1, . . . , Xn) la base canonique de V et supposons que
G ' Sn agisse que V par permutation des vecteurs de la base canonique : σXi = Xσ(i).

Alors il est bien connu que R = k[X1, . . . , Xn]Sn = k[Σ1, . . . ,Σn] où les Σi sont les polynômes
symétriques élémentaires. Alors PR(T ) =

∏n
i=1(1/(1 − T i)). La formule de Molien nous donne

alors l’identité remarquable suivante :

1

n!

∑

σ∈Sn

1

det(1− Tσ)
=

n∏

i=1

1

1− T i .

Si σ ∈ Sn, et si λ = (λ1, λ2, . . . , λs) est la suite des longueurs des cycles de σ (notons que
λ1 + · · ·+ λs = n), alors det(1− Tσ) = (1− T λ1)(1− T λ2) . . . (1− T λs). �

Exemple 7.3 - Si χ est un caractère irréductible de G et si k est algébriquement clos, nous
noterons, pour r > 0, Srχ la somme des composantes isotypiques de Sr associées au caractère
χ. On pose aussi Sχ = ⊕r > 0 S

r
χ. C’est un sous-R-module gradué de S (de type fini car R est

noethérienne). De plus, si on note

eχ =
χ(1)

|G|
∑

g∈G
χ(g−1)g ∈ k[G]

l’idempotent central associé à χ, alors Sχ = eχS. En particulier, il résulte de l’égalité (∗)
apparaissant dans la preuve de la formule de Molien que

PSχ(T ) =
χ(1)

|G|
∑

σ∈G

χ(g−1)

det(1− Tσ)
.

En particulier, δ(Sχ) = dimV . �
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Notons µ|G|(k̄) le groupe des racines de l’unités dans un clôture algébrique k̄ de k. On
décompose la série de Molien en élément simple, le dénominateur étant forcément un produit de
polynômes cyclotomiques Φj(T ) avec j divisant |G| (voir formule de Molien) :

PR(T ) =
∑

ζ∈µ|G|(k̄)

( nζ∑

r=1

cr,ζ(G)

(ζ − T )r

)
,

où nζ est tel que cζ,nζ (G) 6= 0.

Proposition 7.4. Avec les notations ci-dessus, on a :

(a) nζ = Max{dim Ker(σ − ζ IdV ) | σ ∈ G}.
(b) n1 = n.

(c) cn,1(G) =
1

|G| .

(d) cn−1,1(G) =
|Réf(G)|

2|G| .

Preuve - (a) découle de la formule de Molien. (b) découle de (a). Écrivons, grâce à la formule
de Molien,

PR(T ) =
1

|G|
( 1

(1− T )n
+

∑

σ∈Réf(G)

1

(1− T )n−1(1− T detσ)
+

∑

σ∈G
σ 6=1 et σ 6∈Réf(G)

1

det(1− Tσ)

)
.

On en déduit alors que cn,1(G) =
1

|G| et

cn−1,1(G) =
∑

σ∈Réf(G)

1

1− detσ
.

Or, si α ∈ k̄×, on a
1

1− α +
1

1− α−1
= 1, donc cn−1,1(G) =

Réf(G)

2|G| . �

Corollaire 7.5. Supposons que R soit une algèbre de polynômes. On note (d1, . . . , dn′) la suite
des degrés de R. Alors

(a) n′ = n.
(b) |G| = d1 . . . dn.
(c) |Réf(G)| = d1 + · · ·+ dn − n.

Preuve - Puisque R est une algèbre de polynômes, on a n′ = δ(R). Mais, δ(R) = δ(S) = n.
D’où (a). D’autre part, on a

PR(T ) =
1

(1− T )n

( n∏

i=1

1

1 + T + · · ·+ T di−1

)
.

Posons

g(T ) =
n∏

i=1

1

1 + T + · · ·+ T di−1
.

On a cn,1(G) = g(1) =
1

d1 . . . dn
. D’où (b) d’après la proposition 7.4 (c).
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D’autre part, on a cn−1,1(G) = −g′(1). Or,

−g
′(T )

g(T )
=

n∑

i=1

1 + 2T + · · ·+ (di − 1)T di−2

1 + T + · · ·+ T di−1
.

Par suite,

|G|g′(1) =
n∑

i=1

di(di − 1)

2di
.

D’où (c) d’après la proposition 7.4 (d). �

8. Le théorème de Shephard-Todd-Chevalley

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :

Théorème (Shephard-Todd-Chevalley). Supposons k de caractéristique nulle. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) G est engendré par des pseudo-réflexions.
(2) S est un R-module libre.
(3) S est un R[G]-module libre (de rang 1).
(4) R est une algèbre régulière.

Supposons ces conditions satisfaites et posons Deg(R) = (d1, . . . , dn). Alors |G| = d1 . . . dn et
|Réf(G)| = d1 + · · ·+ dn − n.

Preuve - Montrons dans un premier temps que (1) ⇔ (2) ⇔ (4). D’après le corollaire 5.9, on
a que (2) ⇒ (4).

Montrons que (1)⇒ (2). Pour cela, il nous suffit de montrer que TorR(S) = 0 (voir le corollaire
3.3). Mais TorR(S) est naturellement un S-module gradué donc, en vertu du lemme de Nakayama
gradué, il suffit de montrer que TorR(S)/R+ TorR(S) = 0. Posons E = TorR(S)/R+ TorR(S).
Tout d’abord, remarquons que EG est l’image de TorR(S)G car k est de caractéristique 0 (voir
corollaire N). Mais, TorR(S)G = TorR(SG) (toujours parce que k est de caractéristique 0) et
TorR(SG) = TorR(R) = 0 car R est un R-module libre (voir corollaire 3.3). On a donc montré
que EG = 0.

Montrons maintenant qu’une pseudo-réflexion de G agit trivialement sur E (cela impliquera
que E = EG = 0 car G est engendré par des pseudo-réflexions). Soit donc σ ∈ Réf(G). Soit
v ∈ V un générateur de Im(σ − IdV ). Alors, pour tout f ∈ S, on a

(#) σf − f ≡ 0 mod vS.

Posons µv : S → S, x 7→ vx et θ : S → S, x 7→ (σf − f)/v. Alors σ − 1 = µv ◦ θ donc σ − 1 agit
trivialement sur E car v ∈ S+. D’où le résultat.

Montrons que (4)⇒ (1). Notons (d1, . . . , dn) = Deg(R). Soit H le sous-groupe de G engendré
par les réflexions appartenant à G. C’est un sous-groupe distingué de G. On a déjà montré que
(1)⇒ (4). Donc S(V )H est une régulière. Notons (e1, . . . , en) = Deg(S(V )H). Remarquons que
S(V )G⊂S(V )H . Ceci implique que :
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Fait. Si 1 6 i 6 n, alors ei 6 di.
Soient x1, . . . , xn (respectivement y1,. . . , yn) un système minimal de générateurs
homogènes de S(V )G (respectivement S(V )H) tel que deg xi = di (respectivement
deg yi = ei). Fixons i ∈ {1, 2, . . . , n}. Alors (x1, . . . , xi) ne peut pas être contenu
dans k[y1, . . . , yi−1]. Par conséquent, il existe j ∈ {1, 2, . . . , i} et j ′ ∈ {i, i +
1, . . . , n} tel que, dans l’expression de xj comme polynômes en les y?, l’élément
yj′ apparaisse effectivement. Alors ej′ 6 dj . Donc ei 6 ej′ 6 djledi. �

D’autre part, d’après le corollaire 7.5 (b), on a

|Réf(H)| = e1 + · · ·+ en − n et |Réf(H)| = d1 + · · ·+ dn − n.
Or, par construction, on a Réf(G) = Réf(H). Donc ei = di pour tout 1 6 i 6 n. Par suite,
d’après le corollaire 7.5 (a), on a |G| = |H|. Donc G = H.

Remarquons que l’on a pour l’instant montré que (1)⇔ (2)⇔ (4). Il est de plus clair que (3)
⇒ (2). Il ne reste qu’à montrer que (2)⇒ (3). Soit U un sous-k-espace vectoriel gradué G-stable
de S tel que R+S ⊕ U = S. Un tel espace existe car k est de caractéristique nulle. Puisque
S est libre sur R, l’application canonique R ⊗k U → S, a ⊗k u 7→ ru est un isomorphisme de
R[G]-modules. Il ne nous reste qu’à montrer que U est un k[G]-module libre de rang 1.

Notons K (respectivement L) le corps des fractions de R (respectivement S). Alors L '
K ⊗k U (isomorphisme de K[G]-modules). Mais, l’extension L de K est galoisienne de groupe
G. Donc, d’après le théorème de la base normale, L ' K[G] comme K[G]-modules. Il est alors
facile de voir que U ' k[G] (par exemple en utilisant la théorie des caractères).

Lorsque les conditions (1), (2), (3) ou (4) sont satisfaites, il résulte du corollaire 7.5 (b) et (c)
que |G| = d1 . . . dn et |Réf(G)| = d1 + · · ·+ dn − n. �

9. Applications

Nous donnerons ici trois applications du théorème de Chevalley. Nous ne donnerons la
démonstration que d’une seule.

9.A. Sous-groupes paraboliques. Soit v ∈ V . On note Gv le stabilisateur de v dans G.

Théorème (Steinberg). Si G est engendré par des pseudo-réflexions et si v ∈ V , alors Gv est
engendré par des pseudo-réflexions.

Commentaires - Ce théorème, démontré initialement par Steinberg par des méthodes origi-
nales (équations différentielles !), a depuis reçu une autre preuve plus géométrique, utilisant le
théorème de pureté du lieu de ramification et le théorème de Chevalley (voir M. Auslander, On
the purity of the branch locus, Amer. J. of Math. 84 (1962), 116-125 ou encore N. Bourbaki,
Groupes et algèbres de Lie, Chapitre V, exercices 7 et 8). Il est à noter que, si k⊂R, alors ce
théorème se démontre naturellement, sans passer par la théorie des invariants ou le théorème de
pureté (voir Groupes et algèbres de Lie, Chapitre V, §3, théorème 2). �

9.B. Éléments réguliers. Un vecteur v de V est dit G-régulier si Gv = {1}. Un élément
g ∈ G est dit régulier s’il admet un vecteur propre G-régulier.

Théorème (Springer). Supposons que G est engendré par des pseudo-réflexions. Soit g un
élément régulier de G. Soit v un vecteur propre G-régulier de g et notons ζ ∈ µ∞(C) tel
que g(v) = ζv. Alors CG(g) est un sous-groupe fini de GLk(Ker(g − ζ IdV )) engendré par des
réflexions.
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Commentaires - D’après le théorème de Steinberg, un élément v ∈ V est G-régulier si et
seulement si il n’appartient à aucun des hyperplans de réflexion de G, c’est-à-dire qu’il n’est fixé
par aucune pseudo-réflexion de G.

Notons aussi que, avec les hypothèses du théorème de Springer, l’ordre de g est égal à l’ordre
de ζ car Gv = {1}. �

9.C. Quotients de groupes de réflexions. On dira que G est un groupe d’intersection
complète si dimV = Long(Deg(R))− Long(Rel(R)).

Exemple 9.1 - Si G est engendré par des pseudo-réflexions, alors G est un groupe d’intersection
complète. En effet, d’après le théorème de Shephard-Todd-Chevalley, on a Long(Deg(R)) =
dimV et Long(Rel(R)) = 0. �

Exemple 9.2 - D’après un théorème de Kac-Watanabe, si G est un groupe d’intersection
complète, alors G est engendré par des pseudo-réflexions et des produits de deux pseudo-
réflexions. De plus, si G est un groupe d’intersection complète et ne contient pas de pseudo-
réflexion, alors G⊂SLk(V ). �

Soit N un sous-groupe distingué de G. Alors le groupe quotient G/N agit sur l’algèbre
d’invariants SN . Notons V̄ un supplémentaire gradué G/N -stable de (SN+ )2 dans SN+ . Posons

πN : S(V̄ )→ SN le morphisme surjectif canonique et IN le noyau de πN . Remarquons que G/N
agit sur S(V̄ ), que πN est G/N -équivariant et donc que IN est G/N -stable.

Théorème (Bessis-Bonnafé-Rouquier). Supposons que G est engendré par des réflexions.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G/N est un sous-groupe de GLk(V̄ ) engendré par des pseudo-réflexions.
(2) N est un groupe d’intersection complète et G/N agit trivialement sur IN/S(V̄ )+IN .

Preuve - (2)⇒ (1) : supposons que N est d’intersection complète et que G/N agit trivialement
sur IN/S(V̄ )+IN . Alors l’idéal IN de S(V̄ ) peut être engendré par r éléments homogènes
invariants sous G/N , où r = dim V̄ − dimV . En appliquant l’idempotent eG/N , on obtient

que (IN )G/N est engendré par ces r éléments homogènes. Mais, S(V̄ )G/N/(IN )G/N ' R et R
est une k-algèbre régulière (d’après le théorème de Shephard-Todd-Chevalley). Donc l’algèbre

S(V̄ )G/N est engendré par r+dimV éléments homogènes. Or r+dimV = dim V̄ = δ(S(V̄ )G/N ),

ce qui montre que S(V̄ )G/N est régulière (voir corollaire 5.3). Donc, d’après le théorème de
Shephard-Todd-Chevalley, on a que G/N est un sous-groupe de GLk(V̄ ) engendré par des
pseudo-réflexions.

(1)⇒ (2) : réciproquement, supposons que G/N est un sous-groupe de GLk(V̄ ) engendré par
des pseudo-réflexions. Alors S(V̄ ) est un S(V̄ )G/N -module de rang |G/N | (voir le théorème de

Shephard-Todd-Chevalley). Donc S(V̄ )/(IN )G/NS(V̄ ) est un S(V̄ )G/N/(IN )G/N -module libre

de rang |G/N |. Mais, S(V̄ )G/N/(IN )G/N ' R. Donc S(V̄ )/(IN )G/NS(V̄ ) est un R-module libre
de rang |G/N |.

Par ailleurs, S ' R[G], comme r[G]-module. Donc SN ' R[G/N ] comme R[G/N ]-module.
Donc S(V̄ )/IN est un R-module libre de rang |G/N |. Cela implique que la surjection canonique

S(V̄ )G/N/(IN )G/N → S(V̄ )/IN est un isomorphisme de R-modules. Donc IN est engendré
par des éléments G/N -invariants, donc G/N agit trivialement sur IN/S(V̄ )+IN . Notons r la
dimension de ce dernier k-espace vectoriel. Il nous reste à voir que r = dim V̄ − dimV . Il suffit
donc de montrer le lemme suivant :
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Lemme. Soit A une k-algèbre graduée régulière et soit I un idéal homogène de
A. On suppose que A/I est régulière. Alors dim I/A+I = δ(A)− δ(A/I).

Preuve du lemme - Si I = A, alors c’est évident. Supposons donc que I 6= A,
c’est-à-dire I⊂A+. Posons n = δ(A), m = δ(A/I) et r = dim I/A+I. Il résulte
de la proposition 5.2 (d) que r > n−m. D’autre part, m = dimA+/(I + (A+)2)
car A/I est régulière. De même, n = dimA+/(A+)2. Donc n −m = dim(I +
(A+)2)/(A+)2.

Soient maintenant E et F deux sous-k-espaces vectoriels gradués de A+ tels
que A+ = E⊕(I+(A+)2) et I = F ⊕(I∩(A+)2). On a I+(A+)2 = F ⊕(A+)2 et
donc dimF = n−m. Donc, pour montrer que n−m > r, il nous suffit de montrer
que F engendre I. Posons J = AF ⊂ I. Alors A/J ' S(E ⊕ F )/FS(E ⊕ F ) est
régulière. Notons π : A/J → A/I le morphisme surjectif canonique. Alors A/J et
A/I sont régulières et δ(A/J) = δ(A/I). Supposons trouvé un élément homogène
a ∈ J tel que a 6∈ I. Alors δ(A/I) 6 δ(A/(J + aA)) = δ(A/J) − 1 car A/J est
intègre. C’est impossible. Donc I = J . �

Exemple 9.3 - Avec les notations du théorème précédent, si N est engendré par des pseudo-
réflexions, alors N est d’intersection complète (voir exemple 9.1) et G/N agit trivialement sur
IN/S(V̄ )+IN = 0... Donc, d’après le théorème précédent, G/N est un sous-groupe de GLk(V̄ )
engendré par des réflexions. �

Exercices de la partie IV

Exercice IV.1. On suppose que k = C. On note i une racine carré de −1. Soit V = k2 et soit
(X,Y ) la base canonique de V . Soit G le sous-groupe de GL2(k) engendré par

I =

(
i 0
0 −i

)
et J =

(
0 1
−1 0

)
.

(a) Montrer que G est fini et que |G| = 8 (G est le groupe des quaternions).
(b) Calculer la série de Poincaré de R par la formule de Molien.
(c) Posons u = X4 + Y 4, v = X2Y 2 et w = XY (X4 − Y 4). Montrer que u, v et w

appartiennent à R. Montrer que w2 = v(u2 − 4v2).
(d) Montrer que u et v sont algébriquement indépendants (utiliser le théorème 6.1).
(e) Soit A la sous-algèbre de R engendrée par u et v. Calculer la série de Poincaré de A.
(f) Soit A′ la sous-algèbre de R engendrée par u, v et w. Montrer que A′ = A ⊕ Aw. En

déduire que PA′(T ) = PR(T ).
(g) Montrer que A′ = R. En déduire que R ' k[U, V,W ]/(W 2 − V (U2 − 4V 2)). En partic-

ulier, Deg(R) = (4, 4, 6) et Rel(R) = 12.

Exercice IV.2∗. Soit k un corps de nombre. Soit G un sous-groupe fini de GLk(V ) engendré
par des pseudo-réflexions. Montrer qu’il existe une extension galoisienne finie k′ de k telle que
Gal(k′/k) ' G.

Indication : Il faudra utiliser le théorème suivant dû à Hilbert. Si P (T ) ∈ k(X1, . . . , Xn)[T ] est
un polynôme irréductible (vu comme polynôme à coefficients dans k(X1, . . . , Xn)), alors il existe
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(une infinité) de n-uplets (x1, . . . , xn) ∈ kn tels que la spécialisation de P en ces n-uplets est
bien définie et est un polynôme irréductible dans k[T ] (l’hypothèse “k est un corps de nombre”
est cruciale pour ce théorème).

Exercice IV.3 (Bourbaki, “Groupes et algèbres de Lie”, chapitre V, §5, exercice 4).
Soit H = GL3(F2).

(a) Montrer que H est simple, d’ordre 168, qu’il a 6 classes de conjugaison et qu’il contient
21 éléments d’ordre 2.

(b) Montrer que les degrés des caractères irréductibles de H sont 1, 3, 3, 6, 7 et 8.

Soit ρ : H → GL3(C) une représentation irréductible de H. Posons V = C3.

(c) Montrer que −ρ(s) est une réflexion pour tout élément s ∈ H d’ordre 2.
(d) Soit G le sous-groupe de GL3(C) engendré par les −ρ(s), pour s ∈ H d’ordre 2. Montrer

que G = ρ(H)× {IdV ,− IdV }.
(e) Montrer que les degrés de S(V )G sont 4, 6 et 14.

Commentaires sur l’exercice IV.3 - Soit P l’unique (à une constante multiplicative près)
invariant homogène de G de degré 4. Il définit une courbe fermée C dans P(V ∗) ' P2(C). Le
groupe H agit fidèlement sur cette courbe. De plus, on peut montrer que cette courbe est lisse,
donc de genre 3. Or, un théorème de Hurwitz nous dit que, si C est une courbe de genre g définie
sur un corps de caractéristique nulle, alors son groupe d’automorphismes est d’ordre 6 84(g−1).
Appliqué à notre cas, |Aut(C)| 6 168. Donc Aut(C) ' GL3(F2). On a donc construit ainsi un
exemple montrant que la borne peut être atteinte lorsque g = 3. �

Exercice IV.4. Soit G un sous-groupe de GL2(k) engendré par des pseudo-réflexions et con-
tenant − IdV , où V = k2. Soit N = {IdV ,− IdV } et reprenons les notations du théorème de
Bessis-Bonnafé-Rouquier.

(a) Montrer que V̄ = S2(V ).
(b) Montrer que G/N est un sous-groupe de GLk(V̄ ) engendré par des pseudo-réflexions si

et seulement si G est engendré par des réflexions.
(c) Supposons que G est engendré par des réflexions. Montrer que, si s ∈ Réf(G), alors

l’image s̄ de s dans G/N agit comme une réflexion sur V̄ .
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Partie V. Groupes de réflexions, généralités

Soit k un corps de caractéristique nulle. Nous fixons dans cette partie un k-espace vectoriel
V de dimension finie. Nous noterons n = dimk V . Rappelons qu’un sous-groupe Γ de GLk(V )
est dit irréductible s’il n’existe pas de sous-espace G-stable non trivial de V . On dit que G est
absolument irréductible si Idk̄⊗kΓ est un sous-groupe irréductible de GLk̄(k̄ ⊗k V ).

Nous fixons aussi dans cette partie un sous-groupe fini G de GLk(V ) engendré par des pseudo-
réflexions. Par bus de langage, nous appellerons suite des degrés de G (et nous noterons Deg(G))
la suite des degrés de l’algèbre d’invariants S(V )G (qui est régulière d’après le théorème de
Shephard-Todd-Chevalley).

10. Irréductibilité

Soit v ∈ V et f ∈ V ∗. On suppose que v 6= 0 et f 6= 0. On note sv,f l’application linéaire
V → V , x 7→ x− f(x)v. Alors sv,f est une pseudo-réflexion de V (on a Ker(s− IdV ) = Ker f et
Im(s− IdV ) = kv). D’autre part,

(∗) sv,f ◦ sv,f (x) = x− f(x)(2− f(v))v.

Donc sv,f est une réflexion si et seulement si f(v) = 2.
Il est clair que sv,f = sv′,f ′ si et seulement si il existe λ ∈ k× tel que v′ = λv et f ′ = λ−1f .

D’autre part, si s ∈ GLk(V ) est une pseudo-réflexion, alors il existe v ∈ V et f ∈ V ∗, tous deux
non nuls, tels que s = sv,f .

Lemme 10.1. Soient v ∈ V et f ∈ V ∗, tous deux non nuls. Alors :

(a) det sv,f = 1− f(v).
(b) sv,f est diagonalisable si et seulement si f(v) 6= 0.

Proposition 10.2. Soit V = V G ⊕ V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vr une décomposition de V en somme de
k[G]-modules irréductibles. Notons Gi la restriction de G à Vi. Alors :

(a) La famille (V1, . . . , Vr) est déterminée de façon unique à l’ordre près.
(b) L’application canonique G→ G1 × · · · ×Gr est un isomorphisme.
(c) Gi est un sous-groupe fini de GLk(Vi) engendré par des réflexions.
(d) G est irréductible si et seulement si Endk(V )G = k IdV . En d’autres termes, G est

irréductible si et seulement si il est absolument irréductible.
(e) k̄⊗kVi est un k̄[G]-module irréductible. En d’autres termes, Gi est absolument irréductible

Preuve - (c) est évident : en effet, la restriction d’une pseudo-réflexion de G à Vi est une
pseudo-réflexion ou l’identité.

(b) L’application G → G1 × · · · × Gr est injective. Soit maintenant s ∈ Réf(G). Alors
s appartient à un et un seul des Gi. On obtient ainsi une partition de Réf(G) en r parties
disctinctes E1, . . . , Er, où Ei = Réf(G) ∩Gi. Il est alors clair que Ei engendre Gi, et donc que
G→ G1 × · · · ×Gr est surjective.

(a) Les représentations irréductibles Vi de G sont deux à deux non isomorphes, d’où (a).
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(d) Si Endk(V )G = k IdV , alors V est irréductible. Réciproquement, supposons V est
irréductible et soit ϕ ∈ Endk(V )G. Pour tout s ∈ Réf(G), fixons un générateur vs de Im(s−IdV ).
Fixons s ∈ Réf(G). Alors ϕ(vs) est colinéaire à vs car ϕ commute avec s. Soit λ ∈ k tel que
s(vs) = λvs. Posons V ′ = ker(ϕ− λ IdV ). Alors V ′ est un sous-k[G]-module de V contenant vs.
Donc V ′ = V , ce qui montre que ϕ = λ IdV .

(e) résulte immédiatement de (d). �

La proposition 10.2 montre que, pour classifier les groupes de réflexions, il suffit de classifier
ceux qui sont irréductibles.

Corollaire 10.3. Si G est irréductible et si Deg(G) = (d1, d2, . . . , dn), alors Z(G) est cyclique
d’ordre pgcd(d1, d2, . . . , dn).

Preuve - Si G est irréductible, alors G est absolument irréductible d’après la proposition 10.2
(d). Par conséquent, les seuls endomorphismes de V qui commutent avec l’action de G sont les
homothéties. Donc Z(G) consite en les homothéties. En particulier, Z(G) est isomorphe à un
sous-groupe fini de k×, donc il est cyclique. Notons d son ordre. Alors

S(V )Z(G) = ⊕
r > 0

Sdr(V ).

Cela montre que d divise δ = pgcd(d1, d2, . . . , dn).

Soit maintenant ζ une racine primitive δ-ième de l’unité. Posons G̃ =< G, ζ IdV >. Alors G̃

est un sous-groupe fini de GLk(V ) contenant G et S(V )G̃ = S(V )G. Cela montre en particulier

que, si L désigne le corps des fractions de S(V ), alors LG = LG̃. Donc |G| = |G̃| et donc
ζ IdV ⊂Z(G). Donc δ divise d. �

11. Groupe des commutateurs de G

Le but de cette section est d’étudier les groupes D(G) et G/D(G), où D(G) désigne le groupe
dérivé de G, en étudiant l’action de G sur l’algèbre symétrique.

11.A. Abélianisé de G. Soit

AG = {Ker(s− IdV ) | s ∈ Réf(G)}.
Si H ∈ AG, posons

GH = {σ ∈ G | ∀ v ∈ H, σ(v) = v}.
Puisque k est de caractéristique 0 et que GH est fini, il existe un supplémentaire DH de H qui est
GH -stable. Ce supplémentaire GH -stable est unique car, si H = Ker(s− IdV ) avec s ∈ Réf(G),

alors DH = Im(s−IdV ). Fixons un générateur vH de DH , posons eH = |GH | et G#
H = GH−{1}.

Alors G#
H = GH ∩ Réf(G), GH est cyclique, engendré par des pseudo-réflexions : nous fixerons

un générateur sH de GH . Remarquons que

Réf(G) =
∐

H∈AG
G#
H .

En particulier, G =< (sH)H∈AG >.

Lemme 11.1. Soit H ∈ AG. Alors :

(a) Si H ′ ∈ AG vérifie DH = DH′, alors H = H ′.
(b) Si s ∈ Réf(G) vérifie s(H) = H et H 6= Ker(s− IdV ), alors s(vH) = vH .
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Preuve - (a) Supposons que DH = DH′ . Notons Γ =< GH , GH′ >. Alors Γ stabilise DH . Donc
il existe un supplémentaire Γ-stable X de DH dans V (car Γ est fini et k est de caractéristique
nulle). Puisque GH⊂Γ, X est GH -stable. Par suite, X = H. De même, X = H ′. Donc H = H ′.
assertion.

(b) Posons H ′ = Ker(s− IdV ). Alors s normalise GH , donc stabilise DH . Par suite, il existe
λ ∈ k× tel que s(vH) = λvH . Si λ 6= 1, alors vH ∈ DH′ car s est une pseudo-réflexion. Donc
DH = DH′ , ce qui contredit (a). Donc λ = 1, ce qui montre (b). �

Notons AG/G l’ensemble des orbites de G dans AG. Si C ∈ AG/G, nous posons

∆G,C =
∏

H∈C
vH

et eC = eH , où H ∈ C. Si σ ∈ G, alors σ∆G,C est proportionnel à ∆G,C . Nous noterons detC σ
l’élément de k× tel que

σ∆G,C = (detC σ)∆G,C .

Lemme 11.2. Soit C ∈ AG. Alors :

(a) detC : G→ k× est un caractère linéaire de G.
(b) Si H 6∈ C, alors detC sH = 1.
(c) Si H ∈ C, alors detC sH = det sH .
(d) L’image de detC est µeC(k).

Preuve - (a) est évident. Montrons maintenant (b), (c) et (d). Tout d’abord, sH(vH) =
(det sH)vH . Soit maintenant H 6= H ′. Notons e le cardinal de l’orbite de H ′ sous l’action de
sH . Posons δ = vH′vsH(H′) . . . vse−1

H (H′). On a seH(H ′) = H ′ et seH est une pseudo-réflexion

d’hyperplan H ou l’identité. Donc, d’après le lemme 11.1 (b), on a seH(vH) = vH . Pour
0 6 i 6 e − 1, notons λi l’élément de k× tel que sHvsiH(H′) = λivsi+1

H (H′). On a alors sHδ =

λ0λ1 . . . λe−1δ et, puisque seH(vH) = vH , on a λ0λ1 . . . λe−1 = 1. Donc sHδ = δ. Maintenant,
(b), (c) et (d) découlent de cette remarque (il faut décomposer les éléments de C en orbites sous
l’action de GH). �

Théorème 11.3. Si σ ∈ G, alors

detσ =
∏

C∈AG/G
detC σ.

De plus, l’application ∏

C∈AG/G
detC : G −→

∏

C∈AG/G
µeC (k)

est surjective et son noyau est le groupe dérivé de G.

Preuve - Montrons la première assertion. Il suffit de la vérifier lorsque σ ∈ Réf(G). Dans ce
cas, cela découle immédiatement du lemme 11.2 (b) et (c).

La surjectivité de
∏
C∈AG/G detC découle facilement du lemme 11.2, (b), (c) et (d). Notons N

son noyau. Alors N contient le groupe dérivé de G, que nous notons D(G). Fixons, pour tout
C ∈ AG/G, un hyperplan HC ∈ C. Posons sC = sHC et notons s̄C la classe de sC dans G/D(G).
Alors G/D(G) =< (s̄C)C∈AG/G >. Soit maintenant σ ∈ N . Notons σ̄ sa classe dans G/D(G).

Écrivons σ̄ =
∏
C∈AG/G s̄

dC
C où dC ∈ Z. Alors 1 = detC(σ) = (det sC)dC . Par suite, dC est un

multiple de eC . Donc σ̄ = 1, ce qui montre que N ⊂D(G). �
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11.B. Invariants du groupe dérivé. Notons G∧ le groupe
∏

C∈AG/G
Z/eCZ. Si i = (iC)C∈AG/G

est un élément de G∧, on note

ζi : G −→ k×

σ 7−→
∏

C∈AG/G
(detC σ)iC .

Alors ζi est un caractère linéaire de G. Le théorème 11.3 montre que :

Corollaire 11.4. L’application i 7→ ζi définit un isomorphisme entre G∧ et le groupe des
caractères linéaires de G (à valeurs dans k ou k̄).

Posons maintenant
∆G,i =

∏

C∈AG/G
∆
i◦C
G,C ,

où i◦C est l’unique représentant de iC dans {0, 1, . . . , eC − 1}. Posons aussi

S(V )i = {P ∈ S(V ) | ∀ σ ∈ G, σP = ζi(σ)P}.

Théorème 11.5. Si i ∈ G∧, alors S(V )i = S(V )G∆G,i.

Preuve - Tout d’abord, il découle des définitions que S(V )G∆G,i⊂S(V )i. D’autre part, si

P ∈ S(V )i est divisible (dans S(V )) par ∆G,i, alors P/∆G,i ∈ S(V )G. Il nous reste donc à
montrer que tout élément de S(V )i est divisible par ∆G,i.

Soit donc P ∈ S(V )i. Pour montrer le résultat, nous devons montrer que, si H ∈ AG et si C
désigne l’orbite de H sous G, alors v

i◦C
H divise P . Soit donc H ∈ AG et soit C l’orbite de H sous

G. Alors P s’écrit de façon unique

P =
r∑

i=0

αiv
i
H où αi ∈ S(H).

On a, par hypothèse et d’après le lemme 11.2, sHP = (det sH)i
◦
CP . Mais,

sHP =
r∑

i=0

αi(det sH)iviH .

Par suite, pour tout i, on a αi((det sH)i − (det sH)i
◦
C) = 0. Comme det sH est d’ordre eC , cela

montre que αi = 0 si i 6≡ i◦C mod eC . D’où le résultat. �

Corollaire 11.6. Posons r = |AG/G| et AG/G = {C1, . . . , Cr}. On a

S(V )D(G) = S(V )G[(∆G,C)C∈AG/G] = S(V )G[T1, . . . , Tr]/ < T
eC1
1 −∆

eC1
G,C1 , . . . , T

eCr
r −∆

eCr
G,Cr > .

11.C. Jacobien. Posons maintenant

∆G =
∏

C∈AG/G
∆G,C et ∆∗G =

∏

C∈AG/G
∆eC−1
G,C .

Alors, pour tout σ ∈ G, on a

(11.7) σ∆G = (detσ)∆G.

et

(11.8) σ∆∗G = (detσ)−1∆∗G.
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Remarque - On peut montrer que S∆∗G est la différente de S par rapport à R et que
R∆G∆∗G⊂R est le discriminant de S par rapport à R. �

Proposition 11.9. Soit (X1, . . . , Xn) une base de V et soient P1, . . . , Pn des générateurs
homogènes de S(V )G. Alors

∆∗G = λdet
( ∂Pi
∂Xj

)
1 6 i,j 6 n

,

pour un certain λ ∈ k×.

Preuve - Posons

J = det
( ∂Pi
∂Xj

)
1 6 i,j 6 n

.

Notons que

deg ∆∗G =
∑

H∈AG
(eH − 1) =

∑

H∈AG
|G#

H | = |Réf(G)|.

et deg J =
n∑

i=1

(degPi − 1) = |Réf(G)|

d’après le théorème de Chevalley-Shephard-Todd. Par suite, il suffit de montrer que ∆∗G divise
J et que J 6= 0. Le fait que J 6= 0 découle du théorème 6.3.

Montrons maintenant que ∆∗G divise J . D’après le théorème 11.5, il suffit de montrer que
σJ = (detσ)−1J pour tout σ ∈ G. Pour cela, on peut supposer que k est algébriquement clos.
Fixons donc σ ∈ G. Soit (Y1, . . . , Yn) une base de V dans laquelle σ est diagonalisable. Posons

J ′ = det
(∂Pi
∂Yj

)
1 6 i,j 6 n

.

Alors J ′ = µJ où µ ∈ k×. Il suffit donc de montrer que σJ ′ = (detσ)−1J ′. Or, si σ(Yj) = λjYj
avec λj ∈ k×, alors, par inspection monôme par monôme, on obtient

σ
(∂Pi
∂Yj

) = λ−1
j

(∂Pi
∂Yj

).

Donc σJ ′ = (λ1 . . . λn)−1J ′ = (detσ)−1J ′. �

12. Représentations de Macdonald

Soit X une partie de Réf(G). Notons GX le sous-groupe de G engendré par X. Alors GX est
engendré par des réflexions. On peut donc reprendre les construction précédentes. Notons EX
le sous-espace vectoriel de S(V ) engendré par les σ∆∗GX . Rappelons que ∆∗GX est homogène de

degré |Réf(GX)|. Alors EX est un k[G]-module.

Théorème 12.1 (Macdonald). EX est un k[G]-module absolument irréductible.

Preuve - Il faut montrer que Endk(EX)G = k IdV . Soit donc ϕ ∈ Endk(EX)G. Alors, puisque
ϕ commute à l’action de GX , on a, pour tout σ ∈ GX ,

σϕ(∆∗GX ) = (detσ)−1ϕ(∆∗GX ).

Donc, d’après le théorème 11.5, on obtient que ϕ(∆∗GX ) est un multiple de ∆∗GX . Puisqu’ils sont

de même degré, il existe λ ∈ k× tel que ϕ(∆∗GX ) = λ∆∗GX . Puisque ϕ commute avec l’action de

G, on a, pour tout σ ∈ G, ϕ(σ∆∗GX ) = λσ∆∗GX . Donc ϕ = λ IdV . �
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13. Groupes de réflexions complexes

Nous allons dans cette section décrire quelques groupes de réflexions complexes. La classi-
fication des groupes de réflexions complexes irréductible (Shephard-Todd) fait apparâıtre une
famille infinie et 34 groupes exceptionnels. Il n’est pas possible ici d’expliquer, de démontrer, ni
même d’illustrer toute cette classification. Nous nous bornerons à construire la famille infinie
ainsi que quelques groupes exceptionnels en rang 2. Dans le chapitre sur les groupes de Coxeter,
nous verrons quelques autres groupes exceptionnels réalisables sur le corps des réels.

13.A. Groupes abéliens. Soit Γ un groupe abélien. Alors Γ peut être vu comme un groupe
engendré par des pseudo-réflexions de multiple manières. Choisissons une décomposition Γ =
Γ1× · · · ×Γn de Γ en produit de groupes cycliques. Posons di = |Γi| et notons xi un générateur
de Γi. On suppose que d1 6 . . . 6 dn.

Soit V = Cn et notons (X1, . . . , Xn) la base canonique de V . Soit

ρ : Γ −→ GLn(C)

xe11 × xenn 7−→ diag(e2iπe1/d1 , . . . , e2iπen/dn).

Alors ρ est un morphisme injectif et l’image de ρ est engendré par des pseudo-réflexions. De
plus, (Xd1

1 , . . . , Xdn
n ) est un système de générateurs homogènes de S(V )G. Par conséquent,

Deg(S(V )G) = (d1, . . . , dn).

13.B. La famille infinie. Soit n un entier naturel non nul. Notons V = Cn et soit (X1, . . . , Xn)
la base canonique de V . Notons Nn(C) le groupe des matrices monômiales inversibles dans
GLn(C). Soit γ : Nn(C)→ C× l’application qui, à un élément de Nn(C), associe le produit de
ses coefficients non nuls. Alors γ est un morphisme de groupes. Si d est un entier naturel non
nul, on note G(d, 1, n) le sous-groupe (fini) de Nn(C) formé des matrices monômiales dont les
coefficients non nuls appartiennent à µd.

Soit (d, e, n) un triplet d’entiers naturels non nuls. On pose

G(de, e, n) = {σ ∈ G(de, 1, n) | γ(σ) ∈ µd}.
Notons ∆(de, e, n) le sous-groupe de G(de, e, n) formé des matrices diagonales. Nous identifions
Sn au sous-groupe des matrices de permutation. On a Sn⊂G(de, e, n) et Sn = G(1, 1, n).

Proposition 13.1. Soit (d, e, n) un triplet d’entiers naturels non nuls. Alors :

(a) G(de, e, n) = Sn n∆(de, e, n). Donc |G(de, e, n)| = dnen−1n!
(b) G(de, e, n) est un sous-groupe fini de GLn(C) engendré par des pseudo-réflexions.
(c) Si (d, e) 6= (1, 1) ou (d, e, n) 6= (1, 2, 2), alors G(de, e, n) est irréductible.
(d) Le groupe G(1, 1, n) = Sn agit de manière irréductible et fidèle sur l’hyperplan d’équation

x1 + · · ·+ xn = 0.
(e) σ1(Xde

1 , . . . , Xde
n ), σ2(Xde

1 , . . . , Xde
n ), . . . , σn−1(Xde

1 , . . . , Xde
n ), σn(Xd

1 , . . . , X
d
n) forme un

système minimal de générateurs homogènes de l’algèbre S(V )G(de,e,n). En particulier,
Deg(G(de, e, n)) = (de, 2de, . . . , (n− 1)de, nd).

Preuve - (a) est évident. Montrons (d). Posons

H = {(x1, . . . , xn) ∈ Cn | x1 + · · ·+ xn = 0}

et D = C.(1, 1, . . . , 1).

Alors Cn = H ⊕ D et H et D sont Sn-stables. De plus, Sn agit trivialement sur D. Donc
Sn agisse fidèlement sur H. Montrons maintenant que H est une représentation irréductible
de Sn. Soit ϕ : H → H une application C-linéaire telle que ϕ(σ(x)) = σ(ϕ(x)) pour tous
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σ ∈ Sn et x ∈ H. Il nous suffit de montrer que ϕ est une homothétie. Notons (e1, . . . , en)
la base canonique de Cn. Si 1 6 i < j 6 n, on note τij la transposition (i, j) ∈ Sn. Alors
Ker(τij + IdV ) = C(ei − ej). Par suite, il existe λij tel que ϕ(ei − ej) = λij(ei − ej). Il nous
reste à montrer que λi,i+1 = λi+1,i+2 car (e1 − e2, e2 − e3, . . . , en−1 − en) est une C-base de H.
Il suffit pour cela de calculer ϕ(ei − ei+2) = ϕ(ei − ei+1) + ϕ(ei+1 − ei+2) : on trouve alors
λi,i+1 = λi+1,i+2 = λi,i+2.

(c) D’après (d), les seuls sous-espaces Sn-stables non triviaux de Cn sont D et H. Mais,
si (d, e) 6= (1, 1) ou (d, e, n) 6= (1, 2, 2), alors D et H ne sont pas ∆(de, e, n)-stables. Donc
G(de, e, n) est irréductible.

(b) Tout d’abord, remarquons que G(de, e, n) est fini. De plus, Sn est engendré par des
réflexions (les transpositions). Posons s = diag(ζ, 1, . . . , 1), où ζ est une racine primitive d-ième
de l’unité et t = diag(ξ, ξ−1, 1, . . . , 1)τ12, où ξ est une racine primitive de-ième de l’unité. Alors
il est facile de voir que G(de, e, n) =< s, t,Sn >, donc est engendré par des pseudo-réflexions.

(e) Posons, pour 1 6 i 6 n−1, Yi = σi(X
de
1 , . . . , Xde

n ) et Yn = σn(xd1, . . . , X
d
n). Il est clair que

Y1,. . . , Yn sont dans S(V )G(de,e,n). D’autre part, d’après le théorème 6.1, il sont algébriquement
indépendants. De plus, d’après (a), on a |G(de, e, n)| =

∏n
i=1 deg Yi. Notons Deg(G) =

(d1, . . . , dn) et posons Deg(k[Y1, . . . , Yn]) = (e1, . . . , en). Alors, d’après le fait démontré au
cours de la preuve du théorème de Chevalley, on a ei > di. Comme e1 . . . en = d1 . . . dn, on en
déduit que ei = di et que la série de Poincaré de S(V )G est égale à celle de k[Y1, . . . , Yn]. Donc
S(V )G = k[Y1, . . . , Yn]. �

13.C. Quelques groupes exceptionnels. Shephard et Todd ont montré que, outre cette
famille infinie de groupes de réflexions complexes, il y a 34 groupes de réflexions irréductibles
exceptionnels. Nous ne donnerons pas ici la liste, mais nous nous contenterons de quelques
exemples.

Exemple 13.2 - Soit ζ une racine de l’unité dans C, ζ 6= 1. Posons

s =

(
ζ 1
0 1

)
et t =

(
1 0
−ζ ζ

)
∈ GL2(C).

Alors s et t sont des réflexions d’ordre o(ζ) et vérifiant sts = tst. On note G =< s, t >. C’est
un groupe engendré par des pseudo-réflexions. Il est irréductible.

On montrera dans l’exercice V.4 les faits suivants. Tout d’abord, G est fini si et seulement si
o(ζ) ∈ {2, 3, 4, 5}. Dans ce cas, notons (d1, d2) la suite des degrés de S(C2)G. Alors :

o(ζ) |G| d1, d2 |Z(G)|

2 6 2, 3 1

3 24 4, 6 2

4 96 8, 12 4

5 600 20, 30 10

Exemple 13.3 - Soit ζ et ξ deux racines de l’unité dans C, ζ, ξ 6= 1. Posons

s =

(
ζ −1
0 1

)
et t =

(
1 0

ζ + ξ ξ

)
∈ GL2(C).
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Alors s et t sont des réflexions d’ordre o(ζ) et o(ξ) respectivement et vérifiant stst = tsts. On
note G =< s, t >. C’est un groupe engendré par des pseudo-réflexions. Il est irréductible.

On montrera dans l’exercice V.5 les faits suivants. Tout d’abord, G est fini si et seulement
si (o(ζ), o(ξ)) ∈ {(2, 2), (3, 3), (4, 3), (5, 3)}. Dans ce cas, notons (d1, d2) la suite des degrés de
S(C2)G. Alors :

o(ζ), o(ξ) |G| d1, d2 |Z(G)|

2, 2 8 2, 4 2

3, 3 72 6, 12 6

4, 3 288 12, 24 12

5, 3 1800 30, 60 30

Exemple 13.4 - Dans l’exercice IV.3, nous avons construit un groupe de réflexions complexe
irréductible de rang 3 isomorphe à GL3(F2)× {1,−1}. �

Exercices de la partie V

Exercice V.1. Montrer que le groupe dérivé de G est d’intersection complète (voir §9.C) et
que, en reprenant les notations du théorème de Bessis-Bonnafé-Rouquier, G agit trivialement
sur ID(G)/S(VD(G))+ID(G).

Exercice V.2. Posons G+ = G ∩Ker(det) et p = |G/G+|. Supposons que p est premier.

(a) Montrer que eC = p pour tout C ∈ AG/G.

(b) Montrer que S(V )G
+

= S(V )G[∆G] ' S(C)G[T ]/(T p −∆p
G).

(c) Montrer queG+ est d’intersection complète et que, en reprenant les notations du théorème
de Bessis-Bonnafé-Rouquier, G agit trivialement sur IG+)/S(VG+)+IG+ .

Exercice V.3. Montrer par un exemple que les assertions (a), (b) et (c) de l’exercice précédent
peuvent ne pas être satisfaites lorsque |G/G+| n’est pas premier.

Exercice V.4. Montrer les assertions de l’exemple 13.2.

Exercice V.5. Montrer les assertions de l’exemple 13.3.

Exercice V.6. Soit n un entier naturel non nul. Voyons Sn comme un groupe engendré par
des réflexions. Si λ = (λ1, . . . , λr) est une partition de n, c’est-à-dire une suite décroissante
d’entiers naturels non nuls telle que λ1 + · · ·+ λr = n, notons Sλ le sous-groupe naturel de Sn

isomorphe à Sλ1 × · · · ×Sλr .

(a) Montrer que Sλ est engendré par des réflexions.

Notons Eλ la représentation absolument irréductible de Sn associée à Sλ par le théorème de
Macdonald.
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(b) Montrer que, si λ 6= λ′, alors Eλ et Eλ′ ne sont pas isomorphes (comme Q[Sn]-modules.
(c) Montrer que (Eλ)λ`n est un ensemble de reprśentants des classes d’isomorphie de Q[Sn]-

modules irréductibles.
(d) Montrer que E(n−1,1) est la représentation naturelle de Sn comme groupe de réflexions

irréductible en dimension n− 1.
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Partie VI. Groupes de Coxeter

14. Matrices de Coxeter, diagrammes de Dynkin

Fixons un ensemble fini S. On appelle matrice de Coxeter (de support S) toute matrice carrée
symétrique (mst)s,t∈S d’entiers naturels non nuls telle que mss = 1 et mst > 2 si s 6= 2.

On appelle diagramme de Dynkin (de support S) tout graphe pondéré (non orienté) d’ensemble
de sommets S et dont les arêtes sont pondérées par des entiers naturels > 3. Lorsque l’entier
qui pondère une arête est égal à 3, nous ne l’écrirons pas. Lorsqu’il est égal à 4, nous pourrons
le remplacer par une double arête. Lorsqu’il est égal à 6, nous pourrons remplacer par une triple
arête.

Si M = (mst)s,t∈S est une matrice de Coxeter de support S, on notera ∆(M) le diagramme
de Dynkin de support S où s et t sont reliés par une arête de poids mst = mts lorsque mst > 3
et ne sont pas reliés si mst = mts = 2. Si ∆ est un diagramme de Dynkin de support S, nous
noterons M(∆) la matrice de Coxeter telle que mst est le poids de l’arête reliant s et t s’il y
en a une, ou mst = 2 s’il n’y en a pas. Il est clair que M(∆(M)) = M et ∆(M(∆)) = ∆, de
sorte que l’on a ainsi construit une bijection entre les matrices de Coxeter de support S et les
diagrammes de Dynkin de support S.

15. Groupes de Coxeter

Fixons ici un ensemble fini S et un diagramme de Dynkin ∆ de support S. Posons M =
M(∆) = (mst)s,t∈S . Nous noterons W̃ (∆) le groupe de présentation

W̃ (∆) =< S | ∀ s, t ∈ S, (st)mst = 1 > .

Notons que dans W̃ (∆), les éléments de S sont d’ordre 1 ou 2 (car mss = 1).
Posons V∆ = ⊕s∈SRes et posons, pour s, t ∈ S,

B∆(es, et) = − cos
π

mst
.

Prolongeons B∆ en une forme bilinéaire sur V∆. C’est une forme bilinéaire symétrique car M
est symétrique. Nous posons, pour tout x ∈ V ,

σs(x) = x− 2B∆(x, es)es.

Puisque B∆(es, es) = 1, on a σs(es) = −es, si Hs = e⊥s , alors σs(x) = x pour tout x ∈ Hs. Donc
σs est une réflexion orthogonale par rapport à l’hyperplan Hs. On note W (∆) le sous-groupe
de GLR(V∆) engendré par (σs)s∈S . En fait, W (∆)⊂O(V∆, B∆).

Proposition 15.1. Il existe un unique morphisme surjectif de groupes W̃ (∆)→W (∆) tel que
s 7→ σs.

Preuve - Il suffit de vérifier que (σsσt)
mst = IdV∆

. C’est facile lorsque s = t. On peut donc
supposer que s 6= t. Notons P le plan engendré par es et et. Notons V ′ l’orthogonal de P . On a
P ∩ V ′ = 0 car la restriction de B∆ à P est définie positive. Donc V∆ = P ⊕ V ′. Il est évident
que σsσt agit trivialement sur V ′. Il suffit de déterminer la restriction de σsσt à P . C’est une
rotation d’angle 2π/mst, d’où le résultat. �

Proposition 15.2. Soient ∆1,. . . , ∆r les composantes connexes de ∆. Notons Si l’ensemble
des sommets de ∆i et notons Vi le sous-espace vectoriel de V engendré de base (es)s∈Si. Alors



48

V∆ = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr est une décomposition orthogonale de V∆ en somme directe de R[W (∆)]-
modules.

Preuve - Soient s et t deux éléments de S tels que mst = 2. Alors B∆(es, et) = 0 et donc
σs(et) = et et σt(es) = es. Cela montre donc que, si s ∈ Si, alors σt(es) ∈ Vi dans tous les cas. �

Corollaire 15.3. Si W (∆) est irréductible alors ∆ est connexe.

Proposition 15.4. Si ∆ est connexe, alors les seuls sous-espaces de V∆ stables sous l’action
de W (∆) sont V∆ et les sous-espaces de V ⊥∆ .

Preuve - Tout d’abord, W (∆) agit trivialement sur V ⊥∆ . Donc tout sous-espace de V ⊥∆ est stable
sous l’action de W (∆). Réciproquement, soit V ′ un sous-espace de V∆ stable par W (∆) qui ne
soit pas contenu dans V ⊥∆ . Soit x ∈ V ′ tel que x 6∈ V ⊥∆ . Il existe s ∈ S tel que B∆(es, x) 6= 0. Par
suite, σs(x) = x − 2B∆(es, x)es ∈ V ′ (car V ′ est W (∆)-stable), donc es ∈ V ′. Soit maintenant
t ∈ S. Puisque ∆ est connexe, il existe une suite s = s1, s2,. . . , sr = t d’éléments de S
deux à deux distincts tels que msisi+1 > 3 pour tout i, c’est-à-dire B∆(esi , esi+1) 6= 0. Puisque
σsi+1(esi) = esi − 2B∆(esi , esi+1)esi+1 , il n’est pas difficile de montrer par récurrence sur i que
esi ∈ V ′. Donc et ∈ V ′, ce qui montre que V ′ = V∆. �

Pour montrer le théorème suivant, nous aurons besoin de quelques notations. Si s ∈ S, on
pose Hs = e⊥s et H+

s = {x ∈ V∆ | B∆(x, es) > 0}. Soit

C∆ =
⋂

s∈S
H+
s .

Notons que C∆ est un simplexe ouvert (non vide...) de V∆ et que l’adhérence de C∆ est égale à

C∆ = {x ∈ V∆ | ∀ s ∈ S, B∆(x, es) > 0}.
Si w ∈ W̃ (∆), notons `(w) sa longueur, c’est-à-dire la longueur minimale d’une décomposition

w = s1 . . . sl avec si ∈ S. Compte tenu de la présentation de W̃ (∆), l’application W̃ (∆) →
{1,−1}, w 7→ ε(w) = (−1)`(w) est un morphisme de groupes. Par suite, si w ∈ W̃ (∆) et si
s ∈ S, alors `(sw) et `(ws) appartiennent à {`(w)− 1, `(w) + 1}.

Théorème (Tits). Si w ∈ W̃ (∆) vérifie σ(w)(C) ∩ C 6= ∅, alors w = 1.

Preuve - Nous allons montrer par récurrence sur l les assertions suivantes :

(Pl) Si w ∈ W̃ (∆) est tel que `(w) = l et si s ∈ S, alors w(C)⊂H+
s ou

w(C)⊂s(H+
s ) et `(sw) = `(w)− 1.

(Ql) Si w ∈ W̃ (∆) est tel que `(w) = l et si s, t ∈ S, avec s 6= t, alors il existe
u ∈Ws,t =< s, t > tel que w(C)⊂u(H+

s ∩H+
t ) et `(w) = `(u) + `(u−1w).

Ces assertions sont triviales pour l = 0. Elles sont aussi aisément vérifiables pour l quelconque
lorsque n = dimV∆ = |S| = 2. Supposons donc que (Pl) et (Ql) sont vraies. Montrons qu’alors
(Pl+1) et (Ql+1) le sont.

Tout d’abord, soit w ∈ W̃ (∆) tel que `(w) = l + 1 et soit s ∈ S. Il existe t ∈ S tel que
`(tw) = `(w) − 1 = l. Posons w′ = tw. Si s = t, alors, d’après (Pl), on a w′(C)⊂H+

s . Donc
w(C)⊂s(H+

s ), ce qui montre (Pl+1) dans ce cas. Supposons maintenant que s 6= t. Alors, d’après
(Ql) appliqué à w′, il existe u′ ∈Ws,t tel que w′(C)⊂u′(H+

s ∩H+
t ) et `(w′) = `(u′) + `(u′−1w′).

On a alors w(C)⊂ tu′(H+
s ∩H+

t ). En utilisant le fait que les assertions (Pl) et (Ql) soient vraie
en rang 2, on obtient que tu′(H+

s ∩ H+
t )⊂H+

s ou tu′(H+
s ∩H+

t )⊂s(H+
s ) mais alors `(stu′) =
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`(tu′)− 1. Dans le premier cas, on obtient que w(C)⊂H+
s . Dans le second cas, on obtient que

w(C)⊂s(H+
s ) et que `(sw) = `(stw′) 6 `(tu′) + `(w′)− 1 6 `(w). Donc `(sw) = `(w)− 1. Cela

termine la preuve de (Pl+1).

Montrons maintenant (Ql+1). Soit w ∈ W̃ (∆) tel que `(w) = l+1 et soient s et t deux éléments
distincts de S. Si w(C)⊂H+

s ∩ H+
t , la condition (Ql+1) est vérifiée en prenant u = 1. Sinon,

supposons par exemple que w(C) 6⊂H+
s . Alors, puisque (Pl+1) est vraie, on a w(C)⊂s(H+

s )
et `(sw) = `(w) − 1 = l. Posons w′ = sw. Puisque (Ql) est vraie, il existe u′ ∈ Ws,t tel que
w′(C)⊂u′(H+

s ∩H+
t ) et `(w′) = `(u′)+`(u′−1w′). Posons u = su′. Ona alors w(C)⊂u(H+

s ∩H+
t )

et il est facile de voir que `(w) = `(u) + `(u−1w). Cela montre (Ql+1).

Revenons à la preuve du théorème de Tits. Soit w ∈ W̃ (∆) tel que w(C) ∩ C 6= ∅. Posons
l = `(w). Si l = 0, alors w = 1. Supposons donc que l > 0. Il existe alors s ∈ S tel que
`(sw) = `(w)− 1. Donc `(ssw) = `(sw) + 1 et donc, d’après (Pl), on a w(C)⊂ssw(C)⊂s(H+

s )
ce qui est impossible. �

Corollaire 15.5. Le morphisme surjectif W̃ (∆)→W (∆) construit dans la proposition 15.1 est
un isomorphisme.

Corollaire 15.6. Le groupe W (∆) est un sous-groupe discret de O(V∆, B∆).

Preuve - Soit x ∈ C. Posons U = {σ ∈ GLR(V∆) | σ(x) ∈ C}. Alors U est un ouvert de
GLR(V∆) : en effet, c’est l’image inverse de C sous l’application continue GLR(V∆) → V∆,
σ 7→ σ(x). D’autre part, d’après le théorème de Tits, U ∩W (∆) = {IdV∆

}. Donc W (∆) est un
sous-groupe discret de O(V∆, B∆). �

16. Groupes de Coxeter finis

16.A. Classification. Nous utiliserons beaucoup le théorème suivant, dont nous ne donnerons
pas non plus de preuve.

Proposition 16.1. Le groupe W (∆) est fini si et seulement si la forme B∆ est définie positive.

Preuve - Tout d’abord, si B∆ est définie positive, alors W (∆) est un sous-groupe discret (voir
corollaire 15.6) du groupe compact O(V∆, B∆). Donc il est fini.

Réciproquement, supposons W (∆) fini. Dans ce cas, par la semi-simplicité de l’action de
W (∆) sur V∆ et la proposition 15.4, V ⊥∆ = 0 et W (∆) est (absolument) irréductible. D’après
la proposition 15.2, nous pouvons supposer, et nous le ferons, que ∆ est connexe. Soit 〈, 〉0 une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur V∆. Si x et y sont dans V∆, posons

〈x, y〉 =
∑

σ∈W (∆)

〈σ(x), σ(y)〉0.

Alors 〈, 〉 est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur V∆ invariante par l’action de
W (∆). Cela induit un isomorphisme W (∆)-équivariant V∆ ' V ∗∆. D’autre part, dimR(V∆ ⊗R
V ∗∆)W (∆) = 1. Donc dimR(V ∗∆ ⊗R V ∗∆)W (∆) = 1. Or, 〈, 〉 et B∆ peuvent être vus comme des
éléments de V ∗∆ ⊗R V ∗∆ stables sous W (∆). Donc ils sont proportionnels. Puisque B∆(es, es) =
1 > 0, cela montre que B∆ est définie positive. �
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Corollaire 16.2. Supposons W (∆) fini et reprenons les notations de la proposition 15.2. Alors
V∆ = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr est une décomposition orthogonale de V∆ en somme de sous-R[W (∆)]-
modules (absolument) irréductibles. En particulier, W (∆) est irréductible si et seulement si ∆
est connexe.

Corollaire 16.3. Le groupe W (∆) est fini si et seulement si les composantes connexes de ∆
sont isomorphes à l’un des diagrammes suivants :

Type Diagramme W

An �������� �������� �������� . . . �������� ��������1 2 3 n− 1 n
Sn+1

Bn �������� �������� �������� . . . �������� ��������1 2 3 n− 1 n
Sn n (Z/2Z)n

Dn �������� �������� . . . �������� �������� ��������lllllll��������lllllll��������RRRRRRR
1 2 n−3 n−2 n−1

n

Sn n (Z/2Z)n−1

E6 �������� �������� �������� �������� ������������������������1 3 4 5 6

2

E7 �������� �������� �������� �������� �������� ������������������������
1 3 4 5 6 7

2

E8 �������� �������� �������� �������� �������� �������� ������������������������
1 3 4 5 6 7 8

2

F4 �������� �������� �������� ��������1 2 3 4
S3 nW (D4)

H3 �������� �������� ��������1 25 3
A5 × {1,−1}

H4 �������� �������� �������� ��������1 25 3 4

I2(e) �������� ��������1 2e
D12

Preuve - Il est tout d’abord facile, mais fastidieux, de vérifier au cas par cas que, pour tout ∆
isomorphe à l’un des diagrammes donnés dans l’énoncé, la forme B∆ est définie positive.
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Pour montrer la réciproque, on peut supposer que ∆ est irréductible. Supposons donc B∆

définie positive. Quelques calculs fastidieux mais sans difficultés montrent les faits suivants (voir
[Bbk]) :

1. ∆ ne contient pas de circuit.

2. ∆ ne contient pas deux arêtes pondérées par un entier > 4.

3. Aucun point n’est relié à 4 sommets distincts.

4. Si un sommet est relié à au moins trois autres sommets, alors il n’y a pas d’arête pondérée
par un entier > 4.

Il ne reste alors qu’à éliminer quelques cas pour conclure. �

Donnons maintenant la table des degrés des groupes de Coxeter finis.

Type de ∆(M) |W (M)| Deg(S(V∆)W (M)) |Z(W (M))|

A1 2 2 2

An, n > 2 (n+ 1)! 2, 3, 4, . . . , n+ 1 1

Bn, n > 2 2n.n! 2, 4, 6, . . . , 2n 2

Dn, n > 3 2n−1.n! 2, 4, 6, . . . , 2(n− 1), n

{
2 si n est pair,

1 si n est impair.

E6 51840 = 27.34.5 2, 5, 6, 8, 9, 12 1

E7 2903040 = 210.34.5.7 2, 6, 8, 10, 12, 14, 18 2

E8 696729600 = 214.35.52.7 2, 8, 12, 14, 18, 24, 30 2

F4 1152 = 27.32 2, 6, 8, 12 2

H3 120 = 23.3.5 2, 6, 10 2

H4 14400 = 26.32.52 2, 12, 20, 30 2

I2(e), e > 3 2e 2, e 1

16.B. Rationalité. Nous allons examiner ici sous quelles conditions un groupe de Coxeter fini
stabilise un réseau de V∆, c’est-à-dire peut-être vu comme un groupe de réflexions d’un Q-espace
vectoriel.

Lemme 16.4. Supposons W (∆) soit fini. Alors W (∆) stabilise un réseau de V∆ si et seulement
si mst ∈ {2, 3, 4, 6} pour tous s 6= t ∈ S.

Preuve - Supposons tout d’abord que W (∆) stabilise un réseau de V∆. Alors, pour tout
σ ∈ W (∆), on a Tr(σ) ∈ Z. Or, si s et t sont deux éléments distincts de S, et si n = |S|, alors
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Tr(σsσt) = n+ 4(cos2(π/mst)− 1). En effet,

σsσt(et) = −et + 2B∆(es, et)es,

σsσt(es) = σs(es + 2 cos(π/mst)et) = (4 cos2(π/mst)− 1)es + 2 cos(π/mst)et

et σsσt(eu) = eu − αes − βet
si u 6∈ {s, t}. Par suite, 4 cos2(π/mst) ∈ Z, ce qui implique que mst ∈ {2, 3, 4, 6}.

Réciproquement, supposons que mst ∈ {2, 3, 4, 6} pour tous s 6= t ∈ S. Nous allons montrer
par récurrence sur |S| = n qu’il existe une famille de nombres réels (λs)s∈S tel que W (∆) stabilise
le réseau ⊕s∈SZ(λses). On peut supposer pour cela que ∆ est connexe.

Par examen de la liste des diagrammes de Dynkin possibles, on remarque qu’il existe toujours
un élément s0 de S qui n’est relié quà un seul autre élément de S. Notons S ′ = S − {s0} et s1

l’élément de S′ relié à s0. Par hypothèse de récurrence, il existe une famille de nombres réels
(λs)s∈S′ telle que Γ′ = ⊕s∈S′Z(λses) soit stable par W (∆′), où ∆′ est le diagramme de Dynkin
obtenu en enlevant le sommet s0.

Si ms0s1 = 3, on pose λs0 = λs1 . Si ms0s1 = 4, on pose λs0 =
√

2λs1 . Si ms0s1 = 6, on pose
λs0 =

√
3λs1 . Il est alors facile de vérifier que Γ′ ⊕ Z(λs0es0) est stable par l’action de W (∆). �

Si mst ∈ {2, 3, 4, 6} pour tous s 6= t ∈ S, on dit que W (∆) est un groupe de Weyl. D’après
la proposition 16.3, W (∆) est un groupe de Weyl si et seulement si toutes les composantes
irréductibles de ∆ sont de type An, Bn, Dn, E6, E7, E8, F4 ou I2(6) (ce dernier étant tradi-
tionnellement noté G2). Un groupe de Weyl est donc un groupe de réflexion fini d’un Q-espace
vectoriel de dimension finie.

Remarque 16.5 - D’après l’exercice IV.2, si W (∆) est un groupe de Weyl, il existe une
extension galoisienne K de Q de groupe de Galois W (∆).

Il n’est pas très difficile de montrer que, si ∆ est de type H3 ou H4, alors W (∆) est un groupe
de réflexion d’un Q(

√
5)-espace vectoriel. Dans ce cas, toujours d’après l’exercice IV.2, il existe

une extension galoisienne K de Q(
√

5) de groupe de Galois W (∆).
Pour finir, si ∆ est de type I2(e), alors W (∆) est un groupe de réflexion d’un Q(cos 2π/e)-

espace vectoriel de dimension finie. Dans ce cas, toujours d’après l’exercice IV.2, il existe une
extension galoisienne K de Q(cos 2π/e) de groupe de Galois W (∆). �

17. Élément de Coxeter

On supposer maintenant que W (∆) est fini. Nous noterons n = |S| = dimR V∆ et nous
noterons (d1, . . . , dn) la suite des degrés de W (∆). Grâce au corollaire 15.5, nous pouvons
identifier les éléments de s avec leurs images par le morphisme de la proposition 15.1. En
d’autres termes, σs = s. Numérotons les éléments de S : S = {s1, . . . , sn}, où n = |S|. Posons
c = s1 . . . sn. Cet élément est appelé élément de Coxeter standard de W (∆). Il dépend de l’ordre
choisi pour numéroter les éléments de S. Cependant, sa classe de conjugaison n’en dépend pas :

Proposition 17.1. Soit τ ∈ Sn. Alors s1 . . . sn est conjugué à sτ(1) . . . sτ(n).

Preuve - Compte tenu du corollaire 16.3, il nous suffit de montrer le lemme suivant :
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Lemme 17.2. Soit Γ un groupe et soit f : S → Γ une application telle que que
f(s) et f(t) commutent chaque fois que s et t ne sont pas liés. Soit τ ∈ Sn.
Alors f(s1) . . . f(sn) et f(sτ(1)) . . . f(sτ(n)) sont conjugués dans Γ.

Preuve - On raisonne par récurrence sur |S|, le résultat étant trivial pour n = 1
et évident pour n = 2. Soit i ∈ {1, 2, . . . , n} tel que si ne soit lié quà au plus
un sommet de ∆, sommet que nous noterons sj . Quitte à faire agir le groupe
symétrique, on peut supposer que i = n et j = n− 1.

Comme f(sτ(1)) . . . f(sτ(n)) est conjugué à f(sτ(2)) . . . f(sτ(n))f(sτ(1)) (et ainsi

de suite), on peut supposer que τ(n) = n. Posons j = τ−1(n − 1). Comme sn
n’est lié quà sn−1, on a

f(sτ(1)) . . . f(sτ(n)) = f(sτ(1)) . . . f(sτ(n−1))f(sn)

= f(sτ(1)) . . . f(sτ(j−1))f(sτ(j+1)) . . . f(sτ(n−2))f(sn−1)f(sn−2),

ce qui montre que l’on peut supposer que τ(n− 1) = n− 1.
Posons S′ = {s1, . . . , sn−1} et notons τ ′ la restriction de τ à {1, 2, . . . , n− 1}.

Soit f ′ : S′ → Γ l’application définie par f ′(sl) = f(sl) si 1 6 l 6 n − 2 et
f ′(sn−1) = f(sn−1)f(sn). Alors, par hypothèse de récurrence, l’élément a =
f ′(s1) . . . f ′(sn−1) de Γ est conjugué à b = f ′(sτ ′(1)) . . . f

′(sτ ′(n−1)). Mais, a =
f(s1) . . . f(sn) et b = f(sτ(1)) . . . f(sτ(n)). �

On appelle élément de Coxeter de W (∆) tout élément de W (∆) conjugué à un élément de
Coxeter standard. Notons h l’ordre de c. Notons que h (ou h∆) est bien un invariant de ∆
en vertu de la proposition précédente. Notons m1,. . . , mn les entiers naturels appartenant à
{0, 1, 2, . . . , h− 1} tels que m1 6 . . . 6 mn et

det(T IdV∆
−c) =

n∏

j=1

(T − e2iπmj/h).

Puisque det(T IdV∆
−c) est un polynôme à coefficients réels, on a mj + mn−j = h pour tout

1 6 j 6 n. En particulier,

(17.3)
n∑

j=1

mj =
hn

2
.

Les entiers naturels m1, . . . , mn sont appelés les exposants de ∆ (ou de W (∆)).

Nous allons maintenant nous fixer un ordre sur S qui nous permettra de décomposer c en un
produit de deux éléments d’ordre 2 particulièrement sympathique.

Compte tenu du corollaire 16.3, il existe une partition S = S ′
∐
S′′ de S telle que, si s,

t ∈ S′ (res[. s, t ∈ S′′), alors s et t ne sont pas liés dans ∆ (c’est-à-dire mst = 2 ou encore

B∆(es, et) = 0. Écrivons S′ = {s1, . . . , sl} et S′′ = {sl+1, . . . , sn}, avec 0 6 l 6 n. Posons
s′ = s1 . . . sl, s

′′ = sl+1 . . . sn et c = s′s′′. Alors c est un élément de Coxeter et s′ et s′′ sont
d’ordre 2. Pour simplifier les notations, nous poserons esi = ei, Hi = e⊥i , V ′ = H1 ∩ · · · ∩Hl et
V ′′ = Hl+1∩· · ·∩Hn. Alors V∆ = V ′⊕V ′′ (attention, ce n’est pas forcément une décomposition
orthogonale) et s′ (resp. s′′) est la symétrie orthogonale par rapport à V ′ (resp. V ′”).

Lemme 17.4. 1 n’est pas valeur propre de c. En d’autres termes, m1 > 1 et mn 6 h− 1.

Preuve - Soit x ∈ V∆ tel que c(x) = x. Alors s′(x) = s′′(x), c’est-à-dire s′(x)− x = s′′(x)− x.
Mais, s′(x) − x ∈ V ′⊥ et s′′(x) − x ∈ V ′′⊥. D’où s′(x) = s′′(x) = x. Cela montre que x ∈
V ′ ∩ V ′′ = 0. �



54

À partir de maintenant, nous supposerons que W (∆) est irréductible (c’est-à-dire que ∆ est
connexe). Posons

C = {x ∈ V∆ | ∀ 1 6 i 6 n, B∆(x, ei) > 0}.
Notons (e1, . . . , en) la base duale de (e1, . . . , en) par rapport à la forme bilináire B∆. On note
ρ : V∆ → V∆ l’endomorphisme tel que ρ(ei) = ei. La matrice de ρ par rapport à la base
(e1, . . . , el) est

Mat(ρ) = (B∆(ei, ej))1 6 i,j 6 n.
Cette matrice, sym’etrique, définie et positive, est diagonalisable et ses valeurs propres sont
toutes strictement positives. Notons λ sa plus petite valeur propre, et soit v = a1e

1 + · · ·+ ane
n

tel que ρ(v) = λv et a1 > 0. Posons

v′′ = a1e
1 + · · ·+ ale

l et v′ = al+1e
l+1 + · · ·+ ane

n.

On note P le plan engendré par v′ et v′′.

Lemme 17.5. Supposons W (∆) irréductible. Avec les notations précédentes, on a :

(a) dimRKer(ρ− λ IdV∆
) = 1.

(b) ai > 0 pour tout i.
(c) P est stable par s′ et s′′ (donc en particulier par c).
(d) s′|P (resp. s′′|P ) est la réflexion orthogonale sur P par rapport à Rv ′ (resp. Rv′′).
(e) v′, v′′ ∈ C et P ∩ C = {αv′ + βv′′ | α, β > 0}.

Preuve - Notons <,> le produit scalaire sur V∆ tel que (e1, . . . , en) soit une base orthonormale.
On a, pour tous x, y ∈ V∆,

< x, y >= B∆(ρ(x), y).

Posons ρ′ = ρ− λ IdV∆
et notons (ρ′ij)1 6 i,j 6 n la matrice de ρ′ dans la base (e1, . . . , en). On a

(1) ρ′ij 6 0

si i 6= j et

(2) B∆(x, ρ′(x)) > 0

pour tout x ∈ V∆.
Soit x = b1e

1 + · · ·+ bne
n tel que ρ′(x) = 0 et x 6= 0. Posons x+ = |b1|e1 + · · ·+ |bn|en. Alors,

d’après (1), on a < x+, ρ′(x+) > 6 < x, ρ′(x) >= 0. Mais, par définition et d’après (2),

< x+, ρ′(x+) >= B∆(ρ(x+), ρ′(x+)) = B∆(ρ′(x+), ρ′(x+)) + λB∆(x+, ρ′(x+)) > 0.

Donc ρ′(x+) = 0. Notons Ix l’ensemble des i ∈ {1, 2, . . . , n} tels que bi = 0. Puisque∑n
i=1 ρ

′
ij |bi| = 0 pour tout j, on a que ρ′ij = 0 si i 6∈ Ix et i ∈ Ix. La connexité de ∆ im-

plique alors que Ix = ∅ ou Ix = {1, 2, . . . , n}. Comme x 6= 0, on a Ix = ∅. Cela montre que, si
x = b1e

1 + · · ·+ bne
n ∈ Ker ρ′, alors bi 6= 0 pour tout i.

En particulier, dimRKer ρ′ 6 1 car sinon dimR(H1 ∩Ker ρ′) > 1 ce qui est impossible d’après
ce que l’on vient de voir. D’où (a). De plus, v est proportionnel à x+, donc ai > 0 pour tout i.
D’où (b). Cela montre aussi que v′ et v′′ appartiennent à C. D’autre part, soient α et β deux
nombres réels. Alors αv′+ βv′′ ∈ C si et seulement si α et β sont strictement positifs. D’où (e).

Il nous reste à montrer (c) et (d). On a s′(v′) = v′ et s′′(v′′) = v′′. De plus, si 1 6 i 6 l, on a
λB∆(ei, v) = B∆(ei, ρ(v)), ce qui montre que λai = ai +

∑n
j=l+1 ajB∆(ei, ej). Donc

(#) (λ− 1)ai =
n∑

j=l+1

ajB∆(ei, ej).



55

Donc

(λ− 1)v′′ =
l∑

i=1

n∑

j=l+1

ajB∆(ei, ej)e
i

=
n∑

j=l+1

aj(−ej + ej)

= −v′ +
n∑

j=l+1

ajej .

Cela montre que (λ−1)v′′+v′ est orthogonal à ei pour 1 6 i 6 l, donc est orthogonal à V ′′. Par
suite, s′′ stabilise le R-sous-espace vectoriel de V∆ engendré par v′′ et (λ− 1)v′′+ v′, c’est-à-dire
P . De même, s′ stabilise P . Cela montre (c). (d) est alors immédiat. �

Théorème 17.6. Supposons ∆ connexe. Alors :

(a) m1 = 1 et mn = h− 1. De plus, 1 < mj < h− 2 si 2 6 j 6 n− 2.

(b) |Réf(G)| = hn

2
.

(c) dj = mj + 1.

Preuve - Notons D le sous-groupe de W (∆) engendré par s′ et s′′. On a |D| = 2h et

D = {1, c, c2, . . . , ch−1, s′, s′c, . . . , s′ch−1}.
Notons m l’ordre de la restriction de c à P . Alors m divise h et la restriction de D à P (que
nous notons Dm) est un groupe diédral d’ordre 2m. Puisque P ∩C 6= ∅, il résulte du théorème
de Tits que l’application de restriction D → Dm est un ismorphisme. Par suite, m = h.

D’autre part, toujours d’après le théorème de Tits, puisque σ(P ∩ C) ∩ (P ∩ C) 6= ∅ avec
σ ∈ D implique que σ = IdV∆

, et vu la description de P ∩ C donnée dans le lemme 17.5 (e),
on a que l’angle entre v′ et v′′ est égal à π/h. Donc la restriction de c à P est une rotation

d’angle 2π/h. Le polynôme caractéristique de cette rotation étant (T − e2iπ/h)(T − e−2iπ/h), on
en déduit (puisque m1 > 1) que m1 = 1 et mn = h− 1. Cela montre une partie de l’énoncé (a).

Les transformés de Rv′ et Rv′′ par l’action de Dm froment un ensemble de h droites que nous
noterons D = {D1, . . . , Dh}. Soit maintenant H ∈ AW (∆). Notons sH la réflexion orthogonale
par rapport à H. On a sH ∈ W (∆). Alors P n’est pas contenu dans H car sinon sH(P ∩ C) =
P ∩C, ce qui contredit le théorème de Tits. Donc P ∩H est une droite de P . On veut montrer
que P ∩H ∈ D. Quitte à conjuguer par un élément de D, on peut supposer que P ∩H rencontre
P ∩ C. Mais, d’après le théorème de Tits, on a que H ne rencontre pas P ∩ C, donc P ∩H est
l’une des droites Rv′ ou Rv′′. Donc P ∩H ∈ D.

Pour montrer (b), c’est-à-dire pour montrer que |AW (∆)| =
hn

2
, il suffit de montrer que

l’ensemble des hyperplans H ∈ AW (∆) tels que H ∩ P = Rv′ ou Rv′′ est de cardinal n. Soit H
cet ensemble d’hyperplans. On veut montrer que H = {Hs1 , . . . ,Hsn}. Il est tout d’abord clair
que Hsi∩P = Rv′ si 1 6 i 6 l et Hsi∩P = Rv′′ si l+1 6 i 6 n. Réciproquement, soit H ∈ AW (∆)

tel que H ∩ P ∈ {Rv′,Rv′}. Supposons par exemple que H ∩ P = Rv′. Notons eH le vecteur

unitaire orthogonal à H et situé du même côté de H que C. Écrivons eH = λ1e1 + · · ·+ λnen.

Lemme. On a λi > 0 pour tout i.

Preuve - Puisque eH est du même côté de H que C, et puisque ei ∈ C, on a
B∆(eH , e

i) > 0, c’est-à-dire λi > 0. �
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Puisque B∆(eH , v
′) = 0, on déduit du lemme précédent que λl+1 = · · · = λn = 0 et donc que

eH = λ1e1 + · · ·+ λlel. Par suite, si(eH) = (λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λlel)− 2λiei si 1 6 i 6 l. Donc,
d’après le lemme précédent, on obtient que eH est proportionnel à l’un des ei, ce qui montre que
H ∈ H. Cela termine la preuve de (b).

Montrons maintenant (c). Travaillons dans V = C ⊗R V∆ et fixons une base (X1, . . . , Xn)

de V telle que c(Xj) = e2iπmj/hXj . Soit P1,. . . , Pn un système de générateurs homogènes de

S(V )W (∆) tel que degPj = dj . Considérons la matrice jacobienne

J(X1, . . . , Xn) =
( ∂Pj
∂Xk

)
1 6 j,k 6 n

.

On peut de plus supposer que X1 ∈ C ⊗R P , et il est facile de vérifier que X1 6∈ C ⊗R H pour
tout H ∈ AW (∆). Par suite, d’après la proposition 11.9, on a J(1, 0, . . . , 0) 6= 0. Il existe donc

une permutation σ ∈ Sn telle que
∂Pj
∂Xσ(j)

(1, 0, . . . , 0) 6= 0. Comme
∂Pj
∂Xσ(j)

est homogène de

degré dj − 1, le coefficient de X
dj−1
1 Xσ(j) dans Pj est non nul. L’invariance de Pj sous l’action

de c montre alors que dj − 1 +mσ(j) ≡ 0 modh.
Il existe donc une suite rj d’entiers naturels telle que h −mσ(j) = mn−σ(j) = dj − 1 + hrj .

Par suite, d’après (b) et le théorème de Chevalley-Shephard-Todd, on a

|AW (∆)| =
n∑

j=1

mn−σ(j)) =
n∑

j=1

(dj − 1).

Cela montre que rj = 0 pour tout j. En particulier, mn−σ(j) = dj − 1. D’où (c).

Il nous reste à montrer la dernière assertion de (a). Compte tenu de (c), si on avait m2 = 1,
alors il y aurait deux invariants de degrés 2 de W (∆) non proportionnels, ce qui contredit la
connexité de ∆ (c’est-à-dire l’irréductibilité de W (∆)). �

Corollaire 17.7. On a |W (∆)| = (m1 + 1) . . . (mn + 1).

Exemple 17.8 - Supposons que ∆ soit de type An. Alors W (∆) ' Sn+1 et il est facile de voir
que (1, 2, . . . , n+1) est un élément de Coxeter de W (∆). Son polynôme caractéristique dans V∆

est Tn +Tn−1 + · · ·+T + 1, donc les exposants de W (∆) sont (1, 2, . . . , n). D’après le théorème
17.6 (c), on retrouve que les degrés de W (∆) sont (2, 3, . . . , n+ 1). �

Exemple 17.9 - Supposons que ∆ soit de type E8. Nous allons calculer les matrices de
s1,. . . , s8. En utilisant par exemple MAPLE ou GAP, nous pouvons calculer la matrice de c =
s1 . . . s8 ainsi que son polynôme caractéristique : ce dernier est égal au polynôme cyclotomique
Φ30(T ). Cela montre que h = 30, (m1, . . . ,m8) = (1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29), (d1, . . . , d8) =
(2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30) et

|W (E8)| = 696729600 = 214.35.52.7,

ce qui n’était pas évident... �

Exercices de la partie VI
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Exercice VI.1. Montrer les assertions de la remarque 16.5 concernant les corps de définition
de W (H3), W (H4) et W (I2(e)).

Exercice VI.2. Montrer que W (An) ' G(1, 1, n+ 1), W (Bn) ' G(2, 1, n), W (Dn) ' G(2, 2, n)
et W (I2(e)) ' G(e, e, 2).
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Partie VII. Solution des exercices

Solutions des exercices de la partie 0

Exercice X - D’après la théorie de Galois, on a [K : KG] = |G|. Donc K0 = KG car K0⊂KG.
Par suite, AG et A0 ont même corps des fractions et sont intégralement clos. De plus, AG est
entier sur A0. Donc A0 = AG. �

Solutions des exercices de la partie I

Exercice I.1 - Soit L le corps des fractions de S(V ) et K le corps des fractions de S(V )G.
Alors, d’après la proposition K (b), on a K = LG. D’après la théorème de la base normale, il
existe l ∈ L tel que (σl)σ∈G soit une K-base de L. On peut même supposer que l ∈ S(V ) d’après
la proposition K (a). Alors la famille (σl)σ∈G est k-libre. Posons M = ⊕σ∈Gk σl. Alors M est
G-stable et M ' k[G], comme k[G]-modules. �

Exercice I.2 - (a) Si P ∈ S(V ) est homogène de degré d, alors σP = (−1)dP . D’où le résultat.

(b) découle immédiatement du fait qu’un polynôme homogène de degré pair est produit de
polynômes homogènes de degré 2.

(c) Soit X un générateur du k-espace vectoriel V . Alors, d’après (b), X2 est un générateur
de la k-algèbre S(V )G. Donc S(V )G = k[X2].

(d) Soit (X,Y ) une base de V . Alors (X2, XY, Y 2) est une base de S2(V ). Alors, d’après (b),
S(V )G = k[X2, Y 2, XY ]. Notons π : k[T1, T2, T ]→ S(V )G l’unique morphisme de k-algèbres tel
que T1 7→ X2, T2 7→ Y 2 et T 7→ XY . Alors π est surjectif et T 2 − T1T2 ∈ Kerπ. Pour montrer
la première assertion de (d), il nous suffit de montrer que T 2 − T1T2 engendre π.

Soit P (T1, T2, T ) ∈ Kerπ. Voyons P comme un élément de k[T1, T2][T ] et effectuons la division
euclidienne de P par T 2 − T1T2 (c’est possible car, comme élément de k[T1, T2][T ], T 2 − T1T2

est unitaire). On écrit donc

P = A.(T 2 − T1T2) +B,

avec A, B ∈ k[T1, T2] et degV (B) 6 1. On écrit B = αT + β, où α, β ∈ k[T1, T2]. Puisque
P ∈ Kerπ, on a α(X2, Y 2)XY = −β(X2, Y 2). En regardant la parité des degrés en la variable
X, on en déduit que α = β = 0 et donc que P est un multiple de T 2 − T1T2.

Montrons maintenant la deuxième assertion. Posons A = k[X2, Y 2] et v = XY . Alors on a
S(V )G = A⊕Av. En particulier, S(V )G est un A-module libre de rang 2. �
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Exercice I.3 - Avant de commencer, remarquons que l’action de G sur A et bien définie.
Reprenons les notations de l’exercice I.2, notamment de la question (d). On a alors un morphisme
G-équivariant S(V ) → A, X 7→ x et Y 7→ y. Puisque |G| est inversible dans k, il résulte de la
proposition 0 que l’application S(V )G → AG est surjective. Compte tenu du (d), on a donc

AG ' k[T1, T2, T ]/(T 2 − T1T2, T1 + T2 − 1) ' k[T,U ]/(T 2 − U(1− U)). �

Exercice I.4 - Purement formel... �

Exercice I.5 - Purement formel... �

Exercice I.6 - Il est immédiat que AG = k⊕(⊕r > 1 k.(X
r+X−r). Il suffit alors de remarquer

que, pour tout r > 1, Xr + X−r ∈ k[X + X−1], ce qui est immédiat par récurrence sur r (par
exemple, X2 +X−2 = (X +X−1)2 − 2. �

Exercice I.7 - (a) Le groupe G contient r rotations (d’angle 2jπ/r, 0 6 j 6 r − 1) et r
symétries orthogonales (par rapports aux droites passant par les sommets et celles passant par
les milieux des côtés). Soit v un sommet du polygone régulier Γ et soit v ′ le milieu d’un des deux
côtés de Γ contenant v. Notons ∆ (respectivement ∆′) la droite passant par v (respectivement
v′). Notons s (respectivement t) la symétrie orthogonale par rapport à ∆ (respectivement ∆′).
Alors G =< s, t > et (st)r = 1.

(b) Puisque G stabilise Γ, il stabilise l’ensemble {v1, . . . , vr} de ses sommets. Donc P ∈
S(V )G. Il nous reste à montrer que P est non nul. Soit f : V → R une forme linéaire

telle que f(v1) 6= 0. Alors f s’étend en un morphisme de R-algèbres f̃ : S(V ) → R. On a

f̃(P ) = f(v1)2 + · · ·+ f(vr)
2 > 0. Donc f̃(P ) 6= 0.

(c) Puisque G stabilise Γ, il stabilise l’ensemble {v1, . . . , vr} de ses sommets. Donc v1 . . . vr ∈
S(V )G. De plus, v1 . . . vr est homogène de degré r.

(d) Raisonnons par l’absurde. Soit P ∈ R[T1, T2] de degré minimal tel que P (T,U) = 0.

Alors P est irréductible car S(V ) est intègre. Écrivons

P =
n∑

i=0

aiT
i
2

avec ai ∈ R[T1] et an 6= 0. Alors, puisque P est irréductible, on a a0 6= 0. De plus,

−a0(T ) =
n∑

i=1

aiU
i

et donc U divise a0(T ). En particulier, v1 divise a0(T ). Supposons v2 choisi de sorte que
(v1, v2) soit une base de V . Alors T = αv2

1 + βv1v2 + γv2
2 avec α, γ > 0. On obtient bien une

contradiction.
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(e) Reprenons les notations du (d). Soit P ∈ Sr(V )G, r > 0. Montrons par récurrence sur r
que P ∈ R[T,U ]. Si n = 0, c’est évident. Supposons donc n > 1. On écrit

P =
n∑

i=0

aiv
i
1v
n−i
2

avec ai ∈ R. Supposons an 6= 0. Notons σ : V → V la symétrie orthogonale par rapport à
la droite Rv1. Alors σ(v2) = −v2 + λv1 avec λ ∈ R. Le coefficient de vn2 dans l’expression de
σP = P est égal à (−1)nan. Par suite, n est pair. On a alors Q = P − (an/γ

n/2)T ∈ R[T,U ]
et l’expression de Q dans la base (vn1 , v

n−1
1 v2, . . . , v

n
2 ) fait apparâıtre un coefficient nul sur vn2 .

Cela montre que l’on peut supposer que an = 0, ce qui sera fait par la suite.
Dans ce cas, v1 divise P . Puisque P est invariant et que G agit transitivement sur {v1, . . . , vr},

on obtient que vi divise P pour tout i. Deux cas se présentent :

• Si r est impair, alors v1, . . . , vr sont deux à deux linéairement indépendants, donc sont
deux à deux premiers entre eux comme éléments de S(V ). Par suite, U = v1 . . . vr divise P .
Donc P/U ∈ S(V )G et l’hypothèse de récurrence montre alors que P/U ∈ R[T,U ]. Par suite,
P ∈ R[T,U ].

• Supposons r pair. En appliquant le même raisonnement que pour le cas impair, on est
ramené à montrer que v2

1 divise P . On sait déjà que an = 0. D’autre part, puisque r est
pair, la symétrie orthogonale τ par rapport à la droite orthogonale à v1 appartient à G. On a
τ(v1) = −v1 et τ(v2) = v2−µv1 avec µ ∈ R. Par suite, le coefficient de vn−1

1 v2 dans τP = P est
égal à −an−1, ce qui montre que an−1 = 0. Donc v2

1 divise P . �

Exercice I.8 - On a W = V G et il est immédiat que G agit trivialement sur V/W . Donc
l’application V G = W → (V/W )G = V/W est nulle et n’est donc pas surjective. �

Exercice I.9 - Si a ∈ k, alors aq = a. Par suite, (X + a)q − (X + a) = Xq + aq −X − a =

Xq − X. Donc Xq − X ∈ k[X](k,+). Soit maintenant P (X) ∈ k[X](k,+). On va montrer par
récurrence sur degP que P ∈ k[Xq−X] (ce fait étant évident lorsque degP = 0). Tout d’abord,

P (X) − P (0) ∈ k[X](k,+), donc on peut supposer que P (0) = 0. En d’autres termes, X divise
P (X). Puisque P est invariant sous l’action de (k,+), aX divise P (X) pour tout a ∈ k. Donc∏
a∈k(X + a) divise P (X). Mais,

∏
a∈k(X + a) = Xq − X. Donc Xq − X divise P (X). Soit

Q(X) ∈ k[X] tel que P (X) = (Xq − X)P (X). Alors Q(X) ∈ k[X](k,+) et degQ = degP − q.
On conclut alors grâce à l’hypothèse de récurrence. �

Exercice I.10 - (a) On a
∏
λ∈k(Y/X + λ) = (Y/X)q − Y/X, d’où le résultat en multipliant

par Xq.

(b) Soit T1 et T2 deux indéterminées et soit P ∈ k[T1, T2] tel que P (T ′, X) = 0. On écrit

P =
n∑

i=0

aiT
i
1,

où ai ∈ k[T2]. Raisonnons par l’absurde et supposons ai 6= 0. Écrivons alors

P (T ′, U) =

nq∑

i=0

biY
i,
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où bi ∈ k[X]. On a 0 = bnq = an, ce qui contredit l’hypothèse. Donc X et T ′ sont algébriquement
indépendants.

Introduisons la notation suivante : si λ ∈ k, on pose σλ =

(
1 λ
0 1

)
∈ H. Alors l’application

(k,+)→ H, λ 7→ σλ est un isomorphisme de groupes. Alors σλX = X et σλY = Y +λX. Donc,
d’après (a),

T ′ =
∏

λ∈k

σλY.

On en déduit que X et T ′ appartiennent à S(V )H .
Soit maintenant P ∈ Sr(V )H , avec r > 1. Montrons par récurrence sur r que P ∈ k[X,T ′].

Si r = 0, c’est évident. Supposons maintenant que r > 1. On écrit

P = a0X
r + a1X

r−1Y + · · ·+ arXY
r−1 + ar+1Y

r.

Puisque X ∈ S(V )H , on a P − a0X
r ∈ S(V )H . De plus, Y divise P r − a0X

r. Par suite,
T ′ =

∏
λ∈k

σλY divise P−a0X
r. Posons Q = (P−a0X

r)/T ′. Alors Q ∈ S(V )H et degQ = r−q.
Donc, par hypothèse de récurrence, Q ∈ k[X,T ′]. Par suite, P = a0X

r + T ′F (X,T ′) ∈ k[X,T ′].

(c) découle de calculs élémentaires.

(d) Soit P ∈ k[T1, T2] de degré minimal tel que P (T,U) = 0 et P 6= 0. Puisque S(V ) est

intègre, P est irréductible. Écrivons

P =
n∑

i=0

aiT
i
1

avec ai ∈ k[T2] et an 6= 0. Notons que a0 6= 0 car P est irréductible. On a alors

−a0(U) =
n∑

i=1

siT
i.

Donc T divise a0(U) 6= 0. En particulier, X divise a0(U), ce qui n’est possible que si a0 = 0.
Donc T et U sont algébriquement indépendants.

Soit maintenant P ∈ Sr(V )G1 , avec r > 1. Montrons par récurrence sur r que P ∈ k[X,T ′].
Si r = 0, c’est évident. Supposons donc que r > 1. On écrit

P = a0X
r + a1X

r−1Y + · · ·+ arXY
r−1 + ar+1Y

r.

Si ar+1 = 0, alors X divise P . Par suite, σX divise P pour tout σ ∈ G1. Donc T divise P . Par
hypothèse de récurrence, P/T ∈ k[T,U ] et donc P ∈ k[T,U ]. Supposons donc maintenant que
ar+1 6= 0. Puisque P ∈ S(V )H , il résulte du (b) que P ∈ k[X,T ′]. En particulier, en regardant
le coefficient de Y r, on obtient que r est un multiple de q.

Si a ∈ k×, on note τa =

(
a 0
0 a−1

)
∈ G1. Le coefficient de Y r de τaP = P est ar+1a

r. Donc,

pour tout a ∈ k×, on a ar+1a
r = ar+1 et donc ar = 1 car ar+1 6= 0. Puisque k× est cyclique

d’ordre q− 1, on obtient que q− 1 divise r. Par suite, q(q− 1) divise r. Écrivons r = q(q− 1)d,
avec d ∈ N∗. Alors P − ar+1U

d ∈ Sr(V )G1 . D’autre part, le coefficient de Y r dans P − ar+1U
d

est nul et donc, par le raisonnement précédent, on obtient que P − ar+1U
d ∈ k[T,U ]. Par suite,

P ∈ k[T,U ].

(e) Soit P ∈ S(V )G. D’après (d), on a S(V ) ∈ k[T,U ]. On écrit

P =
n∑

i=0

aiT
i
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avec ai ∈ k[U ]⊂S(V )G. D’après (b), on a alors, pour tout σ ∈ G,

σP =
n∑

i=0

(detσ)iaiT
i.

Donc, (detσ)iai = ai pour tout 0 6 i 6 r et σ ∈ G. Cela montre que ai = 0 si i n’est pas un
multiple de q − 1. Donc P ∈ k[T q−1, U ]. �

Exercice I.11 - (a) Notons Me la matrice (Xqej

i )1 6 i,j 6 n. Un calcul facile montre que
σMe = σ.Me pour tout σ ∈ G. Donc σLe = (detσ)Le.

(b) IL est clair que X1 divise Le. Donc, d’après (a), σX1 divise Le pour tout σ ∈ G. Par
conséquent, T divise Le.

(c) D’après (b), T divise L(0,1,...,n−1). De plus, T est homogène et deg T = 1+q+· · ·+qn−1 =
degL(0,1,...,n−1). Il suffit de regarder un coefficient pour en déduire que T = L(0,1,...,n−1).

(d) D’après (c), σT = (detσ)T pour tout σ ∈ G. Donc Yi ∈ S(V )G. �

Solutions des exercices de la partie II

Exercice II.1 - Soit donc A = k[X,Y ]/(XY ). Notons x (respectivement y) l’image de X
(respectivement Y ) dans A. Alors V = kx⊕ ky.

(a) On a Deg(A) = (1, 1), Rel(A) = (2).

(b) Posons A′ = k[x+ y]. Alors A′ est une algèbre de polynômes et A = A′ ⊕A′x.
(c) Posons x̃ = 1 ⊗k x ∈ K1(A) et ỹ = 1 ⊗k y ∈ K1(A). Alors le complexe de Koszul de A

s’écrit

0 −→ K2(A)
d2−→ K1(A)

d1−→ K0(A)
d0−→ k,

où x̃∧ ỹ est une A-base de K2(A), (x̃, ỹ) est une A-base de K1(A), d2(x̃∧ ỹ) = xỹ−yx̃, d1(x̃) = x
et d1(ỹ) = y. Alors xỹ ∈ Ker d1 (car xy = 0). Mais il est facile de vérifier que xỹ 6∈ Im d2. �

Solutions des exercices de la partie III

Exercice III.1 - Notons x et y les images respectives de X et Y dans l’algèbre A =
k[X,Y ]/(XY ). Alors (1, x, x2, x3, x4, . . . , y, y2, y3, y4, . . . ) est une k-base de A. Par suite,

PA(T ) = 1 + 2
∑

r > 1

T r =
1 + T

1− T . �
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Exercice III.2 - (a) est clair.

(b) Notons σij la transposition (i, j), 1 6 i < j 6 n. Alors, si X ∈ {X1, . . . , Xn}, on a

σijX ≡ X mod(Xi −Xj).

Par produit, on obtient que,
σijP ≡ P mod(Xi −Xj).

Mais, σijP = −P . Donc 2P ≡ 0 mod(Xi − Xj). Par suite, puisque k est de caractéristique
différente de 2, P est divisible par Xi −Xj . Ceci étant vrai pour tout couple (i, j), on obtient
que ∆ divise P .

(c) Soit P ∈ k[X1, . . . , Xn]An . Soit τ une transposition quelconque. On pose P1 = P + τP et
P2 = P − τP . Alors P = (P1 +P2)/2. Alors P1 et P2 appartiennent à k[X1, . . . , Xn]An . D’autre
part, τP1 = P1 et τP2 = −P2. Cela montre que P1 ∈ k[X1, . . . , Xn]Sn , que P2 est divisible par
∆ (voir (b)) et que P2/∆ ∈ k[X1, . . . , Xn]Sn . D’où le résultat.

(d) résulte facilement de (a).

(e) Soit π : k[σ1, . . . , σn][T ]→ k[X1, . . . , Xn]An , T 7→ ∆. Alors π est surjectif d’après (c). Il
suffit de montrer que Kerπ est engendré par T 2−P . Par division euclidienne, on est ramené ‘a
montrer que, si a∆ + b = 0, avec a, b ∈ k[σ1, . . . , σn], alors a = b = 0. Mais, en appliquant une
transposition σ à cette égalité, on obtient que −a∆ + b = 0, ce qui permet de conclure car k est
de caractéristique différente de 2.

(f) On a k[X1, . . . , Xn]An = k[σ1, . . . , σn]⊕ k[σ1, . . . , σn]∆. Donc

Pk[X1,...,Xn]An (T ) =
1 + Tn(n−1)/2

n∏

i=1

(1− T i)
. �

Exercice III.3 - (a) découle d’un calcul fastidieux mais facile.

(b) Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ V = kn tel que T (x) = Y1(x) = · · · = Yn−1(x) = 0. Puisque
T (x) = 0, il existe j ∈ {1, 2, . . . , n} et aj+1, . . . , an dans k tels que xj+aj+1xj+1+· · ·+anxn = 0.
Par suite, il existe σ ∈ G tel que σx = (u1, . . . , un−1, 0). Donc, d’après (a), on a T ′(u) = Y ′1(u) =
· · · = Yn−2(u) = 0, où u = (u1, . . . , un−1). Un raisonnement par récurrence per met de conclure
que u = 0 et donc que x = 0.

(c) découle de (b) et du théorème 6.1.

(d) est facile (remarque que |G1| = |G|/(q − 1)). �

Solutions des exercices de la partie IV

Exercice IV.1 - (a) Soit K = IJ . Il est facile de voir que G = {1,−1, I,−I, J,−J,K,−K}
car IJI−1 = −J et I2 = J2 = −1. Donc |G| = 8.
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(b) Par la formule de Molien, on a

PR(T ) =
1

8

( 1

(1− T )2
+

1

(1 + T )2
+

6

1 + T 2

)
=

1− T 2 + T 4

(1− T 2)(1− T 4)
.

(c) Il suffit de montrer que u, v et w sont invariants par I et J , ce qui est évident. Il est
tout aussi clair que w2 = v(u2 − 4v2).

(d) Soient x et y dans C tels que x2y2 = 0 et x4 + y4 = 0. La première équation nous donne
que x = 0 ou y = 0. De la deuxième, on déduit que x = 0 et y = 0. Donc, d’après le théorème
6.1, u et v sont algébriquement indépendants.

(e) D’après (d) et l’exemple 4.2 (b), on a PA(T ) = 1/(1− T 4)2 car deg u = deg v = 4.

(f) On a un morphisme surjectif π : A[W ]→ A′, W 7→ w. Pour montrer que A′ = A⊕Aw, il
suffit de montrer que Kerπ est engendré par W 2−v2(u2−4v2). Soit f ∈ A[W ] tel que π(f) = 0.
On effectue la division euclidienne de f par W 2 − v2(u2 − 4v2) :

f = (W 2 − v2(u2 − 4v2)).g + h avec degW h 6 1.

On a alors π(h) = 0. On écrit h = aW + b, avec a, b ∈ A. On a donc aw = −b. En regardant
les degrés modulo 4, on obtient que a = b = 0.

On déduit de ceci que PA′(T ) = PA(T ) + PAw(T ) = PA(T )(1 + T degw). Donc

PA′(T ) =
1 + T 6

(1− T 4)2
= PR(T ).

(g) Puisque A′⊂R, on a dimA′r 6 dimRr pour tout r > 0. Le fait que PA′(T ) = PR(T )
permet de conclure que A′ = R. Les dernières assertions proviennent du travail effectué dans le
(f). �

Exercice IV.2 - D’après le théorème de Shephard-Todd-Chevalley, il existe des éléments
algébriquement indépendants X1, . . . , Xn de R = S(V )G tels que R = k[X1, . . . , Xn]. Notons L
(respectivement K) le corps des fractions de S (respectivement R). Soit α ∈ S tel que L = K(α).
Notons P le polynôme minimal de α. Alors P ∈ R[T ] est de degré |G| car [L : K] = |G| (le fait
que P ∈ R[T ]) découle de la factorialité de R). Soit ∆ le discriminant de P (∆ ∈ R). Posons
R′ = R[1/∆] et S′ = S[1/∆]. Alors S ′[α] est la clôture intégrale de R′ dans L. En d’autres
termes, S′[α] ' R′[T ]/(P (T )) et G agit sur S ′[α].

D’après le théorème de Hilbert, il existe x = (x1, . . . , xn) ∈ kn tel que Px(T ) soit un polynôme
irréductible de k[T ] (ici, Px(T ) désigne la spécialisation de P en x) et tel que ∆(x1, . . . .xn) 6= 0.
Alors G agit sur k′ = k[T ]/(Px(T )), k′ est un corps et k′G = k d’après la proposition 0. �

Exercice IV.3 - (a) On a |H| = (23 − 1)(23 − 2)(23 − 4) = 168 = 23 × 3 × 7. Un élément
σ ∈ H est d’ordre 2 si et seulement si (σ − 1)2 = 0 et σ 6= 1. La décomposition de Jordan nous

dit alors que σ est conjugué à v =




1 1 0
0 1 0
0 0 1


. Or,

CH(v) = {




a b c
0 a 0
0 d e


 | a, b, c, d, e ∈ F2 et a2e 6= 0}.
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Donc

CH(v) = {




1 b c
0 1 0
0 d 1


 | b, c, d ∈ F2}.

En particulier, |CH(v)| = 8 et il y a donc 21 éléments d’ordre 2 dans H : ils sont tous conjugués.
Pour finir, les classes de conjugaison de GL3(F2) sont en bijections avec les F2[T ]-module de

dimension 3. En voici la liste (nous introduisons la notation de l’élément correspondant) :

F2[T ]-module σ o(σ) |CH(σ)|

(
F2[T ]/(T − 1)

)3
1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 1 168

F2[T ]/(T − 1)⊕ F2[T ]/(T − 1)2 v =




1 1 0
0 1 0
0 0 1


 2 8

F2[T ]/(T − 1)3 u =




1 1 0
0 1 1
0 0 1


 4 4

F2[T ]/(T 2 + T + 1)⊕ F2[T ]/(T − 1) x =




0 1 0
1 1 0
0 0 1


 3 3

F2[T ]/(T 3 + T 2 + 1) y =




0 0 1
1 0 0
0 1 1


 7 7

F2[T ]/(T 3 + T + 1) y′ =




0 0 1
1 0 1
0 1 0


 7 7

En particulier, il y a 6 classes de conjugaison. Montrons pour finir que H est simple. Soit
N un sous-groupe distingué non réduit à l’élément neutre. Le groupe H opère transitivement
sur l’ensemble à 7 éléments E = (F2)3 − {(0, 0, 0)}. Soit Ω une orbite de N dans E. Puisque
N est distingué dans G, alors σΩ est une orbite pour l’action de N . Cela montre que toutes
les orbites de N ont même cardinal. Donc, puique N 6= {1}, on a |Ω| = 7. En particulier, N
contient un élément d’ordre 7. Puisqu’il est distingué et que y′ est conjugué à y3, N contient y
et y′. Comme il est distingué, il contient donc 48 éléments d’ordre 7. Soit P un 7-sous-groupe de
Sylow de N et soit Q son normalisateur dans N . Alors Q est d’indice 8 dans N , ce qui montre
que 7× 8 = 56 divise l’ordre de N . Donc N contient un élément d’ordre 2, donc il contient v et

v′ =




1 0 0
1 1 0
0 0 1


 .

Or, v′v = x, donc N contient un élément d’ordre 3. Par suite, 3× 56 divise l’ordre de N . Donc
N = G et G est simple.
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(b) H a six caractères irréductibles {χ1 = 1, χ2, χ3, χ4, χ5, χ6}. On pose ni = χi(1) et on
suppose que n1 = 1 6 n2 6 n3 6 n4 6 n5 6 n6. Alors

6∑

i=2

n2
i = 167 et ni divise 168.

Remarquons que n2 > 2 car il n’existe pas de morphisme non trivial H → C×. Par suite,

(n2, n3, n4, n5, n6) = (2, 4, 7, 7, 7) ou (3, 3, 6, 7, 8).

Pour s’en tirer, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme. Soit Γ un groupe fini simple. Alors Γ n’a pas de caractère irréductible
de degré 2.

Preuve - Supposons que Γ est simple et que Γ admet un caractère irréductible de
degré 2. Alors |Γ| est pair et Γ n’est pas abélien. Donc Γ contient une involution
σ. Soit ρ : Γ → GL2(C) une représentation irréductible de Γ. Puisque Γ est
simple, Ker ρ = {1}. Trois cas se présentent :

• Si ρ(σ) = 1, alors σ ∈ Ker ρ ce qui est impossible.
• Si ρ(σ) = −1, alors ρ(σ) commute avec ρ(H), donc σ est central dans H car

Ker ρ = {1}. Donc le centre de H est non trivial, ce qui est impossible.
• Si det(ρ(σ)) = −1, alors l’application Γ → C×, g 7→ det(ρ(g)) n’est pas

triviale, donc Γ admet un quotient abélien, ce qui est impossible. �

(c) Par le même argument que dans la preuve du lemme ci-dessus, on a det ρ(σ) = 1 pour
tout σ ∈ H. En particulier, si s2 = 1, alors ρ(s) ∼ diag(1,−1,−1). Donc −ρ(s) est une réflexion.

(d) Il est clair que G⊂Γ = ρ(H)×{IdV ,− IdV }. D’autre part, G est distingué dans Γ. Donc
G∩ ρ(H) est distingué dans ρ(H). Mais G∩ ρ(H) 6= 1 car G∩ ρ(H) contient ρ(ss′) pour toutes
involutions σ, σ′ dans H. Donc G ∩ ρ(H) = ρ(H) car H ' ρ(H) est simple (voir (a)). Donc G
contient ρ(H) et −ρ(v), donc il contient ρ(H) et − IdV . Donc G = Γ.

(e) D’après (a), (c) et (d), G est un groupe engendré par des réflexions, |G| = 336 et G
contient 21 pseudo-réflexions. En effet, puisque det(G) = {1,−1}, les pseudo-réflexions de G
sont des réflexions.

Par suite, S(V )G est une C-algèbre de polynômes : notons (d1, d2, d3) la suite de ses degrés.
Alors, d’après le théorème de Shephard-Todd-Chevalley, on a

d1d2d3 = 336 et d1 + d2 + d3 = 24.

D’autre part, puisque − IdV ∈ G, d1, d2 et d3 sont divisibles par 2. On en déduit facilement que
(d1, d2, d3) = (4, 6, 14). �

Exercice IV.4 - (a) a déjà été montré dans l’exercice I.2.

(b) Un élément σ ∈ GLk(V ) agit sur IN/S(V̄ )+IN par multiplication par (detσ)2. Donc il
n’agit trivialement que lorsque l’élément est de déterminant 1 ou −1. Le (b) découle alors de
cette observation et du théorème de Bessis-Bonnafé-Rouquier.

(c) Si det(T IdV −σ) = (T −λ1)(T −λ2), alors det(T IdV̄ −σ) = (T −λ2
1)(T −λ1λ2)(T −λ2

2).
Si de plus σ est diagonalisable dans V , alors il est diagonalisable dans V̄ = S2(V ). Le (c) découle
alors facilement de ces observations. �
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Solutions des exercices de la partie V

Exercice V.4 - Par action du groupe de Galois, le résultat ne doit dépendre que de l’ordre de
ζ et non du choix de la racine primitive d-ième de l’unité. Notons d l’ordre de ζ et supposons
donc que ζ = e2iπ/d. Notons (e1, e2) la base canonique de C2.

Fait 1. G est irréductible.

Preuve - Soit V un sous-C-espace vectoriel non trivial de C2 stable par G. Alors il est stable
par s, donc est égal à Ce1 ou C(e1 + (1− ζ)e2). De plus il est stable par t, donc est égal à Ce2

ou C(e1 − ζ(1− ζ)−1e2). Ceci est impossible car ζ(1− ζ)−1 6= 1− ζ. �

Posons ρ = s−1t et ρ′ = st−1 et H =< ρ, ρ′ >. Notons que

ρ =

(
1 + ζ−1 −1
−ζ ζ

)
et ρ′ =

(
???

)
.

Fait 2. H = G∩ SL2(C) et H est un sous-groupe distingué de G d’indice d. Donc G est fini si
et seulement si H est fini.

Preuve - On a bien sûr H⊂SL2(C). De plus, G =< s, ρ >. Comme sρs−1 = ts−1 = ρ′−1, on
obtient que G normalise H. Par suite, H est un sous-groupe distingué de G d’indice divisant d
car sd = 1. Mais G ∩ SL2(C) est un sous-groupe distingué de G d’indice d, contenant H. Donc
H = G ∩ SL2(C) et |G/H| = d. �

Fait 3. Si G est fini, alors d 6 5.

Preuve - Supposons G fini. Alors ρ est d’ordre fini. Or, le polynôme caractéristique de ρ est
égal à

P (T ) = T 2 − (1 + ζ + ζ−1)T + 1.

Notons α et β les racines de P . Ce sont des racines de l’unité. On a αβ = 1, donc α = β−1 et
α + α−1 = 1 + 2 cos(2π/d). Par suite, 1 + 2 cos(2π/d) 6 2, ce qui montre que d 6 6. D’autre
part, si d = 6, alors P (T ) = (T −1)2 et ρ 6= Id, donc ρ est d’ordre infini, ce qui est impossible. �

Fait 4. Si d = 2, alors G ' S3. En particulier, |Z(G)| = 1 et d1 = 2 et d2 = 3.

Preuve - On a s2 = t2 = 1. Il suffit donc de voir que st est d’ordre 3, ce qui est évident (cela
découle par exemple de la relation sts = tst). �

Fait 5. Si d = 3, alors ρ et ρ′ sont d’ordre 4. On a ρ2 = ρ′2 = − IdV et ρρ′ρ−1 = ρ′−1. Par
conséquent, |H| = 8 et donc |G| = 24. De plus, Deg(G) = (4, 6).

Preuve - Toutes les assertions sauf la dernière découle de calculs élémentaires. D’après le
théorème de Shephard-Todd-Chevalley, on a d1d2 = 24. D’autre part, puisque − IdV ∈ G, d1 et
d2 sont pairs. Il y a donc deux possibilités : (d1, d2) = (2, 12) ou (4, 6). Mais il est facile de voir
que H est le groupe quaternionique de l’exercice IV.1, donc H n’a pas d’invariants de degré 2.
Donc G non plus. Par conséquent, (d1, d2) = (4, 6). �

Fait 6. Si d = 4, alors ρ et ρ′ sont d’ordre 6. On a |H| = 24, H ' Ã4, |G| = 96 et
(d1, d2) = (8, 12).

Preuve - .... �
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Fait 7. Si d = 5, alors ρ et ρ′ sont d’ordre 10. On a |H| = 120, H ' Ã5, |G| = 600 et
(d1, d2) = (20, 30).

Preuve - ... �

Exercice V.5 -
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