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Chapitre 1Simulation de VariableAléatoiresRéféren
e du 
hapitre : livre de B. Y
art [17℄1.1 Nombres pseudo-aléatoires1.1.1 Un problème de dé�nitionSupposons qu'on veuille simuler un jeu de pile ou fa
e. Voi
i trois exemples desuites de longueur n
000000000 . . .

010101010 . . .

011011100 . . .Ces trois suites ont la même probabilité d'o

urren
e 1/2n. Pourtant, au moinspour les deux premières, elles ne présentent au
un 
ara
tère aléatoire. La pre-mière suite ne respe
te pas la loi des grands nombres : si (Xi)i≥1 est une suiteiid de variables de Bernoulli de paramètre 1/2, presque toute réalisation de 
ettesuite doit véri�er
∑n

1 Xi(ω)

n
→ 1/2La se
onde suite véri�e 
ette loi mais pas la loi des grands nombres appliquée àla suite Yi = 1(Xi=1,Xi+1=1) qui est aussi une suite iid de Bernoulli, de paramètre

1/4. Cela motive un premier 
ritère dit de k-uniformité.Dé�nition 1 Une suite x = (xn) ∈ {0, 1}N est dite k-uniforme si pour tout
(ǫ1, ǫ2, . . . ǫk) ∈ {0, 1}k on a

∑n
1 1(X1+(i−1)k=ǫ1,...,Xik=ǫk)

n
→ 1/2kSelon 
e 
ritère, on peut prouver que la troisième suite (dite de Champernowne)est ∞-uniforme, pourtant elle n'a rien d'aléatoire, 
'est la simple énumérationdes entiers é
rits en base 2. 7



8 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRES1.1.2 Un autre point de vue issu de la théorie de la 
om-plexité.l'information né
essaire à générer n éléments de la suite : Pour la suite 1 il su�tde 0 bit Pour la suite 2 il su�t de 1 bit (parité de n) Pour la suite 3 il su�tde log2 n bits (on énumère les 
hi�res en base 2). Cela motive une dé�nition desuite de nombres aléatoires : Pour générer n termes d'une suite aléatoire, il fautde l'ordre de n bits. Les suites pré
édentes ne sont don
 pas assez 
omplexespour être aléatoires. Mais 
ette dé�nition n'est pas très pratique.1.1.3 Le point de vue statistique.Dé�nition 2 On appelle générateur uniforme pseudo-aléatoire une algorithmeproduisant une suite u1, u2, . . . un à valeurs dans [0, 1] fournissant les mêmesréponses qu'un é
hantillon uniforme (suite iid de loi U(0, 1) à une batterie detests statistiques usuels.Cette dé�nition de nature statistique laisse vraiment à désirer du point de vuethéorique : une suite pseudo-aléatoire l'est don
 jusqu'à preuve du 
ontraire. . . Parmiles tests de 
onformité usuels 
itons les Test du χ2, de Kolmogorov-Smirnov,tests empiriques de Knuth et en�n batterie de tests Die Hard (si
 !) de G. Mar-saglia http ://www.stat.fsu.edu/pub/diehard/.1.1.4 Générateurs de nombres pseudo-aléatoires.Les instru
tions permettant de générer des suites pseudo-aléatoire sont rand etgrand en s
ilab.1. Dans 
e qui suit nous donnons les prin
ipes de fon
tionne-ment de 
es générateurs.Pour des problèmes liés à la pré
ision �nie des ordinateurs, on préfère géné-rer des suites d'entiers aléatoires. Les générateurs 
ongruentiels sont basés surl'algorithme de Lehmer :
xn+1 ≡ axn + b mod MLe moduleM est pris très grand. Par exemple, pour le générateur de base rand,dû à Knuth M = 231. La valeur initiale x0 dé�nit 
omplètement la suite. Onl'appelle la ra
ine, ou la graine 'seed'. Pensez en parti
ulier à 
hanger la ra
ine,si vous voulez obtenir une suite aléatoire di�érente à 
haque utilisation.Remarque. Dans le 
as parti
ulier où b = 0, il faut 
hoisir a de sorte que lapériode de la suite géométrique an · x0 soit la plus grande possible dans Z/MZ.D'après votre 
ours d'arithmétique, les inversibles de Z/MZ forment un groupemultipli
atif d'ordre ϕ(M), où ϕ est la fon
tion 
ara
téristique d'Euler. Il su�tde prendre a un élément d'ordre maximum dans 
e groupe (élément primitif)et x0 impair.Exer
i
e. montrer que a ≡ 3 ou5 mod 8 et que la période est alors 2m−2. 2Remarque. La suite des points (xn, xn+1) est située sur le graphe de la droite

y = ax+ b dans Z/MZ. Il faut 
hoisir a et b de sorte que la droite remplissentle mieux possible le tore [0,M ]× [0,M ]. L'idéal serait de prendre a irrationnel1Voir également la démo random



1.1. NOMBRES PSEUDO-ALÉATOIRES 9mais 
'est impossible sur une ma
hine à pré
ision �nie. Il faut 
hoisir a et b trèsjudi
ieusement. 2Remarque. Tous les générateurs aléatoires basé sur un algorithme itératif xn+1 =
g(xn) sur ma
hine à pré
ision �nie sont périodiques ! 2On obtient ensuite un générateur de loi U(0, 1) en divisant par M .Remarque. Le générateur standard rand de Knuth ne passe pas tous les test deDie Hard, il ne faut pas l'utiliser pour des simulations sérieuses. 2De nombreux ra�nements ont été introduits pour allonger la période des suitespseudo-aléatoires, 
itons en parti
ulier le générateur KISS de George Marsagliade période 2123 et dont l'état est 
ara
térisé par 4 entiers, basé sur l'algorithmede Lehmer, ave
 a = 69069, b = 23606797,M = 232 et des dépla
ements deregistres (dé
alages à droite ou à gau
he de la suite) bien 
hoisis. Nous donnonsle 
ode sour
e en langage C, surtout pour mysti�er le le
teur.Exemple. Générateur KISS2 de Marsaglia de période 2123./*__________________Kiss, The generator____________________________*/double kiss(i,j,k)unsigned long int *i,*j,*k;/* Generator proposed by Marsaglia and Zaman, 1993. SeeRobert and Casella (1999, pages 41-43) for details.Wat
h out: the last linex = ((double) (*i+*j+*k)*exp(-32*log(2.0)));must be 
alibrated, depending on the pre
isionof the 
omputer. */{ double x;*j = *j ^ (*j<<17);*k = (*k ^ (*k<<18)) & 0x7FFFFFFF;*i = 69069*(*i)+23606797;*j ^= (*j>>15);*k ^= (*k>>13);x = ((double) (*i+*j+*k)*exp(-32*log(2.0)));return(x);}Le générateur grand utilise par défaut mt : le Mersenne-Twister de M. Matsu-moto and T. Nishimura, periode environ 219937 , état donné par un tableau de624 entiers (plus un indi
e pointant sur 
e tableau). On peut lui demander expli-
itement d'utiliser le générateur KISS par la 
ommande grand('setgen',kiss).Terminons en soulignant qu'il n'est pas fa
ile de 
onstruire un générateur aléa-toire. Par exemple J. Von Neumann a essayé sans su

ès le système du 
arré2Keep It Simple, Stupid.



10 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRESmédian. Les suites basées sur la théorie du Chaos du type x<-a*x*(1-x) pour abien 
hoisi, bien qu'uniformément répartie en théorie, �nissent par être piégéesdans des 
y
les 
ourts à 
ause de la pré
ision �nie des ordinateurs.Dans la suite, on suppose que l'on dispose d'un générateur de nombre aléatoire�able.1.2 Lois non uniformes1.2.1 Inversion de la fon
tion de répartitionOn rappelle une dé�nition de la fon
tion de répartition d'une v.a. X.
x ∈ R 7→ FX(x) = P(X ≤ x) ∈ [0, 1]C'est une fon
tion 
roissante, 
ontinue à droite et limitée à gau
he, telle que

limx→−∞ FX(x) = 0 et limx→+∞ FX(x) = 1.Dé�nition 3 Sot F une fon
tion de répartition sur R. L'inverse généralisée oufon
tion quantile est
F−(u) = inf{x; F (x) ≥ u}Remarque. Lorsque F est bije
tive, on a évidemment F− = F−1. 2Le théorème fondamental de la simulation estThéorème 1 Soit U de loi U(0, 1), soit F une fon
tion de répartition alors

F−(U) est une v.a. de fon
tion de répartition F .Preuve. En e�et, posons X = F−(U)

P(X ≤ x) = P(U ≤ F (x)) = F (x).Remarque. Cette méthode appelée parfois anamorphose est très pratique, maiselle né
essite de 
onnaître l'inverse de la fon
tion de répartition de la loi à simu-ler. Si on 
onnaît la densité, mais pas son inverse on peut résoudre l'équation
F (u) = t de maniére appro
hée par une méthode numérique appropriée (New-ton, sé
ante, di
hotomie) mais 
ela ralentit 
onsidérablement la simulation. Onpeut aussi utiliser des tables statistiques et e�e
tuer une interpolation liénaire,mais le sto
kage des tables o

upe de la pla
e mémoire. 2Exemple. génération d'une v.a. exponentielle de paramètre λ de fon
tion derépartition F (t) = (1−e−λt)1(t>0), don
 X = − ln(1−U)/λ, mais 
omme 1−Ua même loi que U , on obtient que Y = − ln(U)/λ suit une loi exponentiellede paramètre λ. Cette loi modélise les temps d'attente, les durées de vie (sansphénomène d'usure ou de mémoire).Les 
al
uls sont analogues pour la loi de Weibull, très utilisée en théorie dela �abilité 
ar prenant en 
ompte le phénomène d'usure (fon
tion de survie
G(t) = P (X > t) = e−tα

1(t>0). On inverse aisément F = 1 − G et 
ela donne
X = (− ln(U))1/α qui suit une loi de Weibull.Exemple. Loi géométrique de paramètre p, qui modélise le nombre de lan
ersné
essaires pour amener fa
e au jeu de pile ou fa
e. On véri�e que N = [X] où



1.2. LOIS NON UNIFORMES 11
X est une loi exponentielle de paramètre − ln(1− p).Exemple. Loi de Pareto la densité est f(x) = aba

xa+1 1(x≥b). Cette loi est utile ene
onomie, elle modélise la ri
hesse des individus. On obtient X = b
U1/aExemple. génération d'une v.a. de Cau
hy La densité est f(x) = σ

π(x2+σ2) ,
σ tan(π(U − 1/2)) suit une loi de Cau
hy de paramètre σ.Exemple. génération approximative d'une v.a. normale.On peut essayer la loi normale en utilisant l'approximation à 10−8 près de

F−1(u) = t− a0 + a1t

1 + b1t+ b2t2où t = ln(u−2) et a0 = 2.30753, a1 = 0.27061, b1 = 0.99229, b2 = 0.04481.La méthode d'inversion de la fon
tion de répartition s'applique aussi aux v.a.dis
rètes. Supposons qu'on veuille simuler une v.a. X à valeurs xk, k ∈ N de loidonnée par les pk = P (X = xk). La fon
tion de répartition est une fon
tion enes
alier. F (x) = p1 + p2 + ... + pi si xi ≤ x < xi+1. En notant les probabilités
umulées Fi = p1 + p2 + ...+ pi, l'algorithme suivant simule X = F−(U).
X ← randCher
her i tel que Fi−1 < X ≤ Fi

X ← xiRemarque. Si le nombre d'éventualités est petit, on peut 
hoisir de sto
ker lesvaleurs Fi pour ne pas les re
al
uler à 
haque fois. On a aussi intérêt à minimiserle nombre de tests pour trouver i tel que Fi−1 < X ≤ Fi. 2Exer
i
e. E
rire une fon
tion s
ilab réalisant l'algorithme pré
édent. Si F esttelle qu'il existe un k tel que Fk ≈ 1, on peut 
hoisir de sto
ker les k premièresvaleurs de Fi et de ne 
al
uler les autres que si besoin est, 
e qui arrivera sirand > Fk i.e. ave
 une probabilité très faible.Exer
i
e. génération d'une v.a. de PoissonRemarque. Pour la loi de Poisson, on peut aussi utiliser le fait que 
ette loi estliée à la loi exponentielle par le pro
essus de Poisson. Soit (Nt)t un pro
essusde Poisson de paramètre λ, on a
P(Nt = k) = P(X1 +X2 + . . . Xk ≤ t < X1 +X2 + . . . Xk+1)

Nt modélise le nombre de 
lients servis à l'instant t dans une �le d'attente, et
Xj représente le temps d'attente du je 
lient, suivant la loi exponentielle deparamètre λ. On sait que Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt. Il su�tdon
 de simuler N1. L'algorithme suivant réalise 
ela en s
ilab.fun
tion = [Y℄ = simpois1(alpha)////simule une v.a. de loi de Poisson de paramètre alpha//rand('uniform');a = exp(-alpha);k=0; // initialisationM = rand(1,1);while (M>=a) doM = M*rand(1,1); k = k+1;



12 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRESendY = k;endfun
tion
21.2.2 Algorithme de rejetC'est une méthode extrêmement puissante et générale, qui ne né
essite pasl'inversion de la fon
tion de répartition, ni même la 
onnaissan
e de 
elle-
i.Il faut seulement 
onnaître la densité de la loi à simuler. Soit µ une mesurepositive sur R. Soient g une densité de probabilité par rapport à µ. Supposonsqu'on sa
he générer une loi de densité g, et qu'on désire simuler une loi dedensité f , telle que

f(x) ≤Mg(x). L'algorithme d'a

eptation rejet est le suivant :1. Générer X de loi g, U de loi uniforme sur (0,1)2. A

epter Y = X si M*g(X)*U est inférieur ou égal à f(X)Retourner en 1 sinon.Propriétés 1 La pro
édure se termine p.s. et fournit une variable Y de densité
f .Preuve. Prouvons d'abord que le nombre de passage N dans la bou
le est �nip.s. La v.a. N suit une loi géométrique (loi du premier su

ès dans une suite deBernoulli) :

P (N = k) = (1− p)k−1poù le paramètre de su

ès vaut p = 1/M . En e�et
p = P(U ≤ f(X)/Mg(X)) =

∫ ∞

−∞

∫ f(x)/Mg(x)

0

g(x) dudx =

∫ ∞

−∞
f(x)/M dx = 1/MDon
 EN = 1/p = M < ∞ et N est �ni p.s. Prouvons maintenant que Y a ladensité f . Il su�t de remarquer que par 
onstru
tion

LY = LX| U≤f(X)/Mg(X)Cal
ulons la fon
tion de répartition de Y .
P(Y ≤ y) = P(X ≤ y|U ≤ f(X)

Mg(X)
) =

P(X ≤ y, U ≤ f(X)
Mg(X) )

P(U ≤ f(X)
Mg(X) )Cal
ulons les intégrales

P(Y ≤ y) =

∫ y

−∞
∫ f(x)/Mg(x)

0
g(x) dudx

∫ ∞
−∞

∫ f(x)/Mg(x)

0
g(x) dudx

=

∫ y

−∞ f(x)/M dx
∫ ∞
−∞ f(x)/M dx

P(Y ≤ y) =

∫ y

−∞
f(x) dx.



1.3. LOIS NORMALES 13Remarque. On voit dans 
e qui pré
ède que le nombre moyen de passage dansla bou
le vaut M et sera d'autant plus petit que la majoration f(x) ≤ Mg(x)sera pré
ise. 2Donnons maintenant quelques exemples.Exemple. Génération d'une loi normale à partir d'une loi de Cau
hy. Dans 
e
as f(x) = 1√
2π
e−x2/2 et g(x) = 1

π(1+x2) . Le rapport f(x)
g(x) =

√

π
2 (1 + x2)e−x2/2est majoré par M =

√

2π/e. Le paramètre de su

ès i.e. la probabilité d'a

ep-tation est 1/M ≈ 0.66, 
e qui implique un rejet pour trois simulations environ.Exemple. Dans le 
as pari
ulier où α ∈ N, la loi Gamma G(α, β) peut serépresenter 
omme la loi de la somme de α v.a. iid de loi exponentielle deparamètre β. On peut alors 
her
her à simuler la loi G(α, β) ave
 α /∈ N àpartir de la loi G(a, b), où a = [α] désigne la partie entière de α. Sans perte degénéralité, supposons β = 1, le rapport f
gb

= b−axα−ae−(1−b)x est borné pour
b < 1 par

M = b−a

(

α− a
(1− b)e

)α−aOn en déduit que le 
hoix optimal est b = a/α qui donne d'ailleurs la mêmeespéran
e pour G(α, β) et G(a, b).Exer
i
e. (Variante). On peut aussi simuler une v.a. de loi gamma à partird'une loi de Weibull fa
ile à simuler par inversion.
f(t) =

1

Γ(α)
tα−1e−t1(t>0)

g(t) = αtα−1e−tα

1(t>0)Remarque. La méthode de rejet est souvent utilisée pour simuler des lois àsupport 
ompa
t. Considérons [0, 1] par exemple. On prendra alors µ(dx) =
1(0,1)(x)dx, g = 1 et M = supx∈[0,1] f(x). Dans 
e 
adre, la méthode de rejet
onsiste à 
hoisir un point (x, y) de façon uniforme sur [0, 1]×[0,M ] et à regarders'il tombe dans l'aire sous la 
ourbe de f . Si oui, l'algorithme sort la valeur del'abs
isse 
orrepondante. Si non, le point est rejeté et on refait l'expérien
e.En parti
ulier si µ est la mesure de 
omptage sur N, l'algorithme permet desimuler des variables dis
rètes. Par rapport à la méthode d'inversion, 
ela nerequiert pas le 
al
ul ou le sto
kage de la fon
tion de répartition F . On l'utiliserapour des lois dis
rètes ayant un grand nombre d'issues et où les issues ont desprobabilités 
omparables, 
e qui ex
lut la possibilité de trouver un k tel que
Fk ≈ 1.

21.3 Lois normales1.3.1 Box-MullerProposition 1 Soit (U, V ) iid de loi U(0, 1). Alors
(X,Y ) = (

√
−2 lnU cos 2πV ,

√
−2 lnU sin 2πV )



14 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRESsont iid de loi N (0, 1)Preuve. On peut donner une preuve bourrine en 
al
ulant. Voi
i une preuve plusélégante et peut-être moins rigoureuse.Faisons la preuve à l'envers. Soit (X,Y ) iid de loi N (0, 1). En e�et soit (R,Θ)les 
oordonnées polaires de (X,Y ). Posons U = exp−R2/2 et V = Θ
2π

R2 = X2 + Y 2 suit une loi du χ2(2) qui est aussi une loi exponentielle deparamètre 1/2 don
 est la transformée par −2 ln d'une loi uniforme, autrementdit R2 = −2 lnU . De plus, 
omme la loi de (X,Y ) est invariante par rotation, Θsuit une loi uniforme sur [0, 2π] don
 Θ = 2πV ave
 V uniforme (et independantede U).Remarque. On simule évidemment N (µ, σ2) par µ+ σX où X est N (0, 1). 21.3.2 Ve
teurs gaussiensPour générer un ve
teur gaussien X = (X1, . . . ,Xn) de matri
e de 
ovarian
e Qet d'espéran
e µ, on utilise le résultat d'algèbre linéaire suivant.Q est symétriquedé�nie positive don
 on peut diagonaliser Q dans une base orthonormée Q =
ASAT où A est une matri
e orthogonale et S une matri
e diagonale à termediagonaux σ2

j > 0. On simule une suite de v.a. Yj indépendante de loi N (0, σ2
j )Alors Z = µ+AY a même loi que X.Véri�ons 
ela. Par linéarité, Y étant 
entré, EZ = µ. Pour la 
ovarian
e

E(AY )i(AY )j = E(
∑

k

aikXk)(
∑

l

ajlXl)

= E

∑

k,l

aikajlXkXl =
∑

k,l

aikajlEXkXl

=
∑

k

aikajkEX2
k =

∑

k

aikajkσ
2
k

E(AY )i(AY )j = (ASAT )i,jdon
 la matri
e de 
ovarian
e de Z est bien ASAT .Pour réaliser la fa
torisation de Q, s
ilab fournit la fon
tion svd (singular valuedé
omposition). L'aide de s
ilab pré
ise[U,S,V℄ = svd(X) produ
es a diagonal matrix S,of the same dimension as X and with nonnegative diagonal elementsin de
reasing order,and unitary matri
es U and V so that X = U*S*V' .LorsqueQ est symétrique, [A,S,B℄ = svd(Q) fournit A = B orthogonales tellesque
Q = ASAT



1.4. MÉTHODE DE MONTE CARLO 151.4 Méthode de Monte CarloLe terme générique �méthode de Monte
arlo� re
ouvre les algorithmes de 
al-
ul de quantité déterministes (i.e. non aléatoire) par simulation d'é
hantillonpseudo-aléatoire. Le prin
ipe repose sur la loi des grands nombres.Donnons l'exemple de 
al
ul d'intégrales par 
ette méthode.
∫ b

a

f(x)g(x) dxLorsque g(x) est la densité d'une loi 
onnue, l'intégrale n'est autre que
Ef(X)où X est une v.a. de loi de densité g. Par la loi forte des grands nombres, si

(X1,X2, . . . Xn) désigne un é
hantillon de loi de densité g,
f(X1) + f(X2) + . . . f(Xn)

n
→ µ = Ef(X)On appro
he don


∫ b

a

f(x)g(x) dx ≈ f(X1) + f(X2) + . . . f(Xn)

n
.On simule don
 un é
hantillon de taille très grande et on 
al
ule une moyennearithmétique. Le programme s
ilab suivant réalise 
e
i pour le 
al
ul ( !) de

∫ 1

0
x dx = 1/2.fun
tion [y℄ = Monte
arlo(n)//simulation d'un n-e
hantillon et//
al
ul de la moyenne arithmétiquey=zeros(1,n);z=zeros(1,n); //initialisationx = grand(1,n,'unf',0,1);//tirage aléatoire uniformefor i=1:ny(i) = mean(x(1:i));//
al
ul de la moyenneend
lf();plot(y);xtitle("Monte
arlo simulation");endfun
tion(Voir �gure 1.1.)Pour n = 10000, on trouve 0.5030378, soit deux dé
imales.Remarque. La 
onvergen
e de 
es méthode est lente, la vitesse de 
onvergen
e dela loi des grands nombres est en O(1/

√
n, à 
ause du théorème 
entral limite.Ene�et

f(X1) + f(X2) + . . . f(Xn)

n
= µ+

σ√
n
Znoù Zn 
onverge en loi vers la loi N (0, 1) (et là la 
onvergen
e est rapide, enpratique n ≥ 30). On a don
 l'intervalle de 
on�an
e au niveau α

µ ∈ [

∑

k f(Xk)

n
− z1−α/2

σ√
n
,

∑

k f(Xk)

n
+ z1−α/2

σ√
n

]
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Montecarlo simulation
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Fig. 1.1 � La 
onvergen
e de la loi des grands nombresoù z1−α/2 est le quantile normal bilatéral 
orrespondant. Cependant 
ette vi-tesse est la même quelle que soit la dimension d'espa
e. Cela rend la méthodede MonteCarlo 
ompétitive pour le 
al
ul d'intégrales multiples en grande di-mension d ≥ 4. En e�et en analyse numérique on montre que la méthode dequadrature de Simpson appliquée à un intervalle de longueur h donne une er-reur en O(h5). Pour un domaine [a, b]d, si on subdivise [a, b] en prenant un pas
h := (b− a)/n, on dé
oupera le pavé [a, b]d en N := nd petits pavés et l'erreurtotale sera de l'ordre de nd× 1

n5 don
 en O(h5−d) = O( 1
n5−d ) = 0( 1

N5/d−1 ). Pour
d = 3, 
ela donne 0( 1

N2/3 ), pour d = 4, 
ela fait 0( 1
N1/4 ), la méthode de MonteCarlo est meilleure. A partir de d = 5 la méthode de MonteCarlo est la seuleméthode utilisable. 2D'autre part, les formules d'erreur dans les quadratures numériques exigent unerégularité élevée de la fon
tion (f de 
lasse C4 (resp. C2) pour Simpson (resptrapèzes) alors que la méthode de MonteCarlo ne demande au
une régularité del'intégrand (mesurable borné su�t).Le programme s
ilab suivant tra
e l'évolution de l'erreur en 
oordonnées loglog. Dans 
ette e
helle, les erreurs pour des e
hantillons de taille 
roissantesont approximativement situés sur une droite de pense −1/2. Cela 
on�rmel'évolution en O(1/

√
n).fun
tion [y℄ = Monte
arlolog(n)//simulation d'un n-e
hantillon et 
al
ul de la moyenne arithmétique//
omparaison ave
 l'esperan
e//illustration graphique de la 
onvergen
e en 1/sqrt(n)y=zeros(1,n);z=zeros(1,n); //initialisationx = grand(1,n,'unf',0,1);//tirage aléatoirefor i=1:ny(i) = mean(x(1:i));//
al
ul de la moyennez(i) = abs(y(i) - 0.5);//
al
ul de l'erreur absolue



1.5. PROGRAMMES SCILAB. 17end
lf();t=1:n;plot2d(t,z,logflag="ll");//tra
e log logxtitle("Monte
arlo simulation log log");endfun
tion(Voir �gure 1.2.)
Montecarlo simulation log log
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Fig. 1.2 � La 
onvergen
e de la loi des grands nombres en 
oordonnées log log1.5 Programmes s
ilab.Les programmes qui suivent se trouvent dans la distribution s
ilab dans le ré-pertoire SCILAB/demos/random/, où SCILAB désigne le répertoire où se trouvele logi
iel. Voi
i le �
hier random.s
i qui permet de simuler 
ertaines lois 
las-siques.fun
tion [y℄=RndInt(m,n,imin,imax)// dis
rete uniform random number//-------------------------------// Copyright ENPCy=rand(m,n,'uniform')y=int(floor(y*(imax+1-imin)+ imin ));endfun
tionfun
tion [y℄=RndDis
(m,n,x,p)// dis
rete law random number// sum p_i delta_{x_i}//-------------------------------



18 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRESp1=[0,p℄;p1=
umsum(p1);y=rand(m,n,'uniform')N=prod(size(x));res=0*ones(m*n);for i=1:N,z=0*ones(m*n,1),id=find( p1(i) <= y & y < p1(i+1) ),z(id)=x(i)*ones(prod(size(id))),res=res+z;endy=matrix(res,m,n);endfun
tionfun
tion [y℄=Binomial(m,n,pb,nb)// Binomial law (p,N)// P{X=n} = C_N^n p^n (1-p)^(N-n)//----------------------------------res=[℄;// we use blo
ks of size 100 to avoid overflowsntir=100;ntir
=ntir;y=rand(ntir,nb,'uniform');indy= find( y < pb);y=0*ones(y);y(indy)=1;y=sum(y,'
')res=[res;y℄;while ( ntir
 < m*n )y=rand(ntir,nb,'uniform');indy= find(y< pb);y=0*ones(y);y(indy)=1;y=sum(y,'
')res=[res;y℄;ntir
=ntir
+ntir;endy=matrix(res(1:m*n),m,n);endfun
tionfun
tion [y℄=Geom(m,n,p)// P(0)= 0 P(i) = p*(1-p)^{n-1} P(inf)=0// E = 1/p ; sig2= (1-p)/p^2//--------------------------------------if p >= 1 then write(%io(2),'p must be < 1');endy=0*ones(m,n)for i=1:m*n,samples=1z=rand(1,1,'uniform');while( z < 1-p) ,z=rand(1,1,'uniform'); samples=samples+1;endy(i)= samples;endy=matrix(y,m,n)endfun
tion



1.5. PROGRAMMES SCILAB. 19fun
tion [y℄=Poisson(m,n,pmean)// P{n} = exp(-lambda)lambda^n/n!// pmean =lambda//----------------------------y=0*ones(m,n)bound= exp(-pmean);for i=1:m*n,
ount=0lprod=1while( lprod >= bound), lprod=lprod*rand(1,1,'uniform');
ount=
ount+1;endy(i)=
ount-1;endy=matrix(y,m,n)endfun
tionfun
tion [y℄=Exp(m,n,lambda)// lambda exp(-lambda x) x>=0// ---------------------------y=(-1/lambda)* log(rand(m,n,'uniform'));endfun
tionfun
tion [y℄=Weibull(m,n,Alpha,Beta)//-------------------------------y=rand(m,n,'uniform')y= (Beta*( - log(1-y)))^(1/Alpha)endfun
tionfun
tion [y℄=HyperGeom(m,n,Mean,var)//-------------------------------z = var / (Mean * Mean);pP = 0.5 * (1.0 - sqrt((z - 1.0) / ( z + 1.0 )));y=rand(m,n,'uniform')zz=find( y > pP) ;y=pP*ones(y);y(zz) = (1-pP)*ones(zz);y1=rand(m,n,'uniform')y=-Mean * log(y1) ./ (2.0 * y) ;endfun
tionfun
tion [y℄=Erlang(m,n,pMean,pVarian
e)//-------------------------------k = int( (pMean * pMean ) / pVarian
e + 0.5 );if (k <= 0) then k=1;enda = k / pMean;// we use blo
ks of size 100 to avoid overflowsres=[℄;ntir=100;



20 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRESntir
=ntir;y=rand(ntir,k,'uniform');y= -log(prod(y,'r'))/a;res=[res;y℄;while ( ntir
 < m*n )y=rand(ntir,k,'uniform');y= -log(prod(y,'r'))/a;res=[res;y℄;ntir
=ntir
+ntir;endy=matrix(res(1:m*n),m,n);endfun
tionfun
tion [y℄=RndPerm(n)//-------------------------------// a uniform random permutation of (1:n)y=rand(1,n,'uniform')[us,z℄=sort(y);endfun
tionLes programmes pré
édents sont utilisés dans les programmes de tra
é d'histo-gramme d'é
hantillon et des densités 
orrespondantes qui suivent. Ils sont 
onte-nus dans le �
hier randomT.s
i. Par exemple, l'appel de la fon
tion WeibullT(10000),après avoir au préalable 
hargé les �
hiers SCILAB/demos/random/random.s
iet SCILAB/demos/random/randomT.s
i, provoque l'a�
hage de la �gure sui-vante :
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Fig. 1.3 � Histogramme d'une loi de Weibull simulée par anamorphose



1.5. PROGRAMMES SCILAB. 21fun
tion [z℄=RndIntT(n)//------------------------------- OK[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=10000;endimin=-10;imax=10;y=RndInt(1,n,-10,10);i=imin-2:imax+2;z=[℄;for i1=i, z=[z,prod(size(find(y==i1)))℄,endplot2d3("onn",i',z'/n,[1,2℄,"151","Simulation ",[-12,0,12,0.1℄);i1=(imin:imax)';plot2d1("onn",i1,ones(i1)/prod(size(imin:imax)),[-2,5℄,"100","Theory");endfun
tionfun
tion [z℄=RndDis
T(n)//------------------------------- OK[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=10000;endx=[1,3,4,6,10,12℄;pr=[0.1,0.2,0.3,0.2,0.1,0.1℄;y=RndDis
(1,n,x,pr);i=0:13z=[℄;for i1=i, z=[z,prod(size(find(y==i1)))℄,endplot2d3("onn",i',z'/n,[1,3℄,"151","Simulation ",[0,0,14,0.5℄);plot2d1("onn",x',pr',[-2,6℄,"100","Theory");endfun
tionfun
tion [zt℄=BinomialT(n)//------------------------------- OK[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=10000;endprb=0.5;N=10;y=Binomial(1,n,prb,N);i=0:10;z=[℄;for i1=i, z=[z,prod(size(find(y==i1)))℄,endplot2d3("onn",i',z'/n,[1,3℄,"161","Simulation");deff('[y℄=fa
t(n)','y=prod(1:n)');deff('[z℄=C(N,n)','z= fa
t(N)/(fa
t(n)*fa
t(N-n))');i=0:N;zt=[℄;for j=i, zt=[zt, C(N,j)*prb^j*(1-prb)^(N-j)℄;endplot2d1("onn",i',zt',[-2,6℄,"100","Theory");endfun
tionfun
tion [℄=GeomT(n)//------------------------------- OK[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=10000;end



22 CHAPITRE 1. SIMULATION DE VARIABLE ALÉATOIRESpr=0.2y=Geom(1,n,pr)N=20i=0:N;z=[℄;for i1=i, z=[z,prod(size(find(y==i1)))℄,endplot2d3("onn",i',z'/n,[1,3℄,"161","Simulation");zt=[0℄;for i1=1:N; zt=[zt,pr*(1-pr)^(i1-1)℄;endplot2d1("onn",i',zt',[-2,6℄,"100","Theory");endfun
tionfun
tion [z℄=PoissonT(n)//------------------------------- OK[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=1000;endpmean=3;y=Poisson(1,n,pmean);N=20;i=0:N;z=[℄;for i1=i, z=[z,prod(size(find(y==i1)))℄,endplot2d3("onn",i',z'/n,1,"161");deff('[y℄=fa
t(n)','if n==0 then y=1;else y=n*fa
t(n-1);end');zt=[℄;for i1=0:N; zt=[zt, exp(-pmean) *pmean^i1/fa
t(i1)℄;endplot2d1("onn",i',zt',[-2,6℄,"100","Theory");endfun
tionfun
tion [℄=ExpT(n)//------------------------------- OK// lambda exp(-lambda x) x>=0// ---------------------------[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=1000;endlambda=3;y=Exp(1,n,lambda);histplot([0:0.1:10℄,y,[1,1℄,'051',' ',[0,0,5,3℄);deff('[y℄=f(x)','y=lambda*exp(-lambda*x);');x=[0:0.1:10℄';plot2d(x,f(x),1,"000");titre= 'ma
ro histplot : Histogram plot';xtitle(titre,'Classes','N(C)/Nmax');endfun
tionfun
tion [℄=WeibullT(n)//-------------------------------[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=10000;endy=Weibull(1,n,1,2)histplot(20,y,[1,1℄,'061');endfun
tionfun
tion [℄=HyperGeomT(n)//-------------------------------[lhs,rhs℄=argn(0)



1.5. PROGRAMMES SCILAB. 23if rhs <= 0 ; n=10000;endy=HyperGeom(1,n,1,10)histplot([0:0.25:10℄,y,[1,1℄,'061',' ',[0,0,10,0.4℄);endfun
tionfun
tion [y℄=ErlangT(n)//-------------------------------[lhs,rhs℄=argn(0)if rhs <= 0 ; n=10000;endy=Erlang(1,n,10,1)histplot(20,y,[1,1℄,'061');endfun
tion
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Chapitre 2Chaînes de Markov.Référen
e du 
hapitre : livre de Norris [6℄. Ce 
hapitre très bref présente un ré-sumé des propriétés essentielles des CDM, illustrée par quelques exemples et si-mulations. On renvoie à la bibliographie [6℄,[7℄ pour les preuves et 
ompléments.Des exer
i
es 
orrigés sont présentés dans [16℄. la rubrique Chaîne de Markovdans wikipedia est bien faite. Des exer
i
es en lignes intera
tifs (ave
 WIMS)sont sur le site http ://wims.uni
e.fr/wims/fr_U2�proba�oefmarkov.fr.html2.1 Matri
e de transitionSoit Ω,F ,P un espa
e probabilisé. Soit E un ensemble dis
ret (�ni ou dénom-brable). On 
onsidère une suite de v.a. (Xn)n à valeurs dans E, autrement ditun pro
essus aléatoire (à temps dis
ret).Dé�nition 4 le pro
essus aléatoire (Xn)n∈N est une CDM si
P(Xn+1 = j|X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = P(Xn+1 = j|Xn = in)pour tout n ∈ N et pour tous i0, i1, . . . in, j ∈ E tels que P(X0 = i0,X1 =

i1, . . . ,Xn = in) > 0. Si de plus P(Xn+1 = j|Xn = i) ne dépend pas de n, ondit que la CDM est homogène. On note alors
P(Xn+1 = j|Xn = i) = pi,jet P = (pi,j) s'appelle la matri
e de transition de la CDM.Remarque. La matri
e P est une matri
e sto
hastique : pour 
haque ligne i,

∑

k

pi,k = 1.

2Une CDM est un pro
essus aléatoire (Xn)n sans mémoire.Connaissant la loi de X0 appelée loi initiale de la 
haîne et les probabilités detransition on peut 
al
uler la loi du pro
essus :
P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = P(X0 = i0)pi0,i1pi1,i2 . . . pin−1,in25



26 CHAPITRE 2. CHAÎNES DE MARKOV.Proposition 2 Equations de Chapman-Kolmogorov :
P(Xn+1 = j) =

∑

i

P(Xn = i) · pi,jEn notant p(n)
i,j = P(Xn = j|X0 = i),

p
(n+k)
i,j =

∑

l

p
(n)
i,l · p

(k)
l,j .dans le 
as homogène la matri
e de transition en n unités de temps d'obtient enélevant à la puissan
e n la matri
e de transition

Pn = (p
(n)
i,j ).Dans la suite, on étudie seulement les CDM homogènes. On voit don
 que lespropriétés algébriques de la matri
e de transition déterminent la 
omportementde la 
haîne. Dans le 
as des CDM a nombre �ni d'états, le problème se ramènedon
 à de l'algèbre linéaire. En e�et en 
al
ulant les valeurs propres, il est aiséde 
al
uler les puissan
es de P.Remarque. La matri
e P étant sto
hastique, le ve
teur 
olonne (1, 1, . . . , 1)T estve
teur propre de la matri
e pour la valeur propre 1. 2On peut en parti
ulier étudier très fa
ilement les CDM a petit nombre d'étatspar la rédu
tion des matri
es.Exer
i
e. Soit 0 < p, q < 1 Etudier la CDM à deux états de matri
e detransition

P =

(

p 1− p
1− q q

)Etudier le 
omportement asymptotique de Pn. Que remarquez vous ? réponse :
Pn →

(

p/(p+ q) q/(p+ q)
p/(p+ q) q/(p+ q)

)Cette 
onvergen
e vers la loi stationnaire se nomme la propriété ergodique, voirse
tion 2.6.Les 
as parti
uliers sont instru
tifs.Si p = q = 1, P = Id et la 
haîne n'est pas irrédu
tible (voir se
tion 2.4) Il n'ya pas uni
ité de la loi stationnaire.Si p = q = 0,
P =

(

0 1
1 0

)et la 
haîne estpériodique de période 2. Dans 
e 
as, il n'y a pas 
onvergen
e
P 2n = I et P 2n+1 = P . Voir se
tion 2.6.2.2 Propriété de Markov fortNotons An = σ(X0,X1, . . . Xn) La dé�nition des CDM à l'aide de probabilités
onditionnelles élémentaires permet d'obtenir les propriétés suivantes.



2.3. CLASSIFICATION DES ÉTATS 27Propriétés 2 Soit A ∈ An

P(Xn+1 = j1,Xn+2 = j2, . . . ,Xn+k = jk|A,Xn = i)

= P(X1 = j1,X2 = j2, . . . ,Xk = jk|X0 = i) = pi,j1 · pj1,j2 . . . pjk−1,jkLa propriété pré
édente se généralise aux temps d'arrêts aléatoire (voir 
hapitresuivant).Propriétés 3 Soit T un temps d'arrêt pour le pro
essus (Xn)n et A ∈ AT

P(XT+1 = j1,XT+2 = j2, . . . ,XT+k = jk|T <∞, A,XT = i)

= P(X1 = j1,X2 = j2, . . . ,Xk = jk|X0 = i) = pi,j1 · pj1,j2 . . . pjk−1,jkOn peut formaliser davantage en introduisant l'opérateur de dé
alage θT dé�nipar
θT (X) = (XT ,XT+1, . . .)qui représente la 
haîne observée à partir de l'instant T .Propriétés 4 Soit T un temps d'arrêt pour le pro
essus (Xn)n, A ∈ AT et Cune partie mesurable de EN.

P(θT (X) ∈ C|T <∞, A,XT = i) = P(X ∈ C|X0 = i)Exer
i
e. Etudier le problème de la ruine du joueur dans [6℄ pages 15 et 21.2.3 Classi�
ation des étatsDé�nition 5 un état i est appelé ré
urrent si Pi(Ti <∞) = 1 transitoire sinon.Parmi les états ré
urrents, on distingue les états ré
urrents positifs (ou ergo-diques) qui véri�ent EiTi <∞, des états ré
urrents nuls pour lesquels EiTi =∞Propriétés 5 un état i est ré
urrent (resp. transitoire ) ssi ∑

n p
(n)
i,i =∞ (resp.

∑

n p
(n)
i,i <∞)Remarque. (Pour retenir 
e résultat.) Soit Vi =

∑

n 1(Xn=i) le nombre de visitesen i. Par Beppo-Levi, EiVi =
∑

n p
(n)
i,i . Si un état est ré
urrent alors partant de

i la 
haîne y revient une in�nité de fois, don
 EiVi =∞. 2Exemple. Mar
he aléatoire symétrique dans Z
n. Polya (1928) a montré lesrésultats suivants (à 
onnaître). Pour n = 1, 2 la mar
he est ré
urrente. Pour

n ≥ 3 elle est transiente. Pour les démontrer, appliquer la propriété pré
édente,en estimant p(2n)
0,0 par la formule de Stirling, [6℄ page 30.2.4 Irrédu
tibilité.Dé�nition 6 un état i mène à un état j si ∃n ≥ 0, p

(n)
i,j > 0. On note alors

i→ j. Lorsque i→ j et j → i, on dit que i et j 
ommuniquent et on note i ∼ j.La relation ∼ est une relation d'équivalen
e.



28 CHAPITRE 2. CHAÎNES DE MARKOV.Lorsque deux états 
ommuniquent, ils sont de même nature (ré
urrent posi-tif, ré
urrent nul ou transient. Une 
haîne est irrédu
tible si tous ses états
ommuniquent. Ainsi il n'y que a trois types de CDM irrédu
tibles, transi-toire,ré
urrente nulle, ré
urrente positive selon que P (Ti < ∞) < 1, P (Ti <
∞) = 1 et EiTi = +∞ , P (Ti <∞) = 1 et EiTi <∞.Remarque. Dans le 
as �ni, seul le 
as ré
urrent positif est possible. 22.5 Mesure invarianteDé�nition 7 On dit que µ est une mesure invariante (ou stationnaire) si

µj =
∑

i

µipi,j .Cela se traduit aussi par
µ = µ · Poù µ = (µ1, . . . , µN ) est un ve
teur ligne.Le terme stationnaire s'explique par le fait que lorsque Xn suit la loi µ alors

Xn+1 aussi.Remarque. une mesure invariante est dé�nie à une 
onstante multipli
ative près.
2Dans le 
as ré
urrent positif, on démontre qu'il existe une seule loi invariante-donnée par

πi =
1

EiTiExemple. L'exemple de la CDM de di�usion d'Ehrenfest. Un mur sépare deuxpiè
es 
ontenant 
ha
une k (resp. N−k ) molé
ules de gaz.A t = 0, on per
e uneouverture dans le mur. A 
haque unité de temps, une parti
ule (et une seule)
hange de piè
e. Donner la matri
e de transition du pro
essus. Etudier la 
haîne(irrédu
tibilité, loi invariante). Montrer que la loi stationnaire est donnée par
πj =

(

N

j

)

1

2N
.Interprétez. Feller [7℄ 
ommente 
e résultat, en parti
ulier la propriété de ré-
urren
e positive, qui semble violer le prin
ipe statistique de 
onvergen
e versl'équiilibre thermodynamique (répartition moitié-moitié dans 
haque piè
e) : Lestemps de retour EiTi d'une répartition i,N − i sont d'autant plus longs que larépartition di�ère deN/2, N/2 (utiliser la formule de Stirling, n! ∼

√
2πn(n/e)n.2.6 Convergen
e vers la loi stationnaire et pro-priété ergodique.Au bout d'un temps long, une CDM irrédu
tible apériodique 
onverge en loivers la loi invariante et 
e quelle que soit la loi initiale.



2.7. SIMULATION DE CDM ET ILLUSTRATION EN SCILAB. 29Théorème 2 Soit une CDM irrédu
tible apériodique alors quel que soit l'étatinitial i, quand n→∞
p
(n)
i,j →

1

EjTjSi de plus la CDM est ré
urrente positive ( et 
'est toujours le 
as lorsque E est�ni et la 
haîne irrédu
tible apériodique) on a
p
(n)
i,j → πjRemarque. Dans le 
as �ni, on peut obtenir 
es résultats gra
e au théorèmede Perron Frobenius aisément. Ce théorème a�rme que si P est une matri
esto
hastique irrédu
tible apériodique (i.e. la matri
e de transition d'une CDMirrédu
tible apériodique), alors λ1 = 1 est valeur propre simple, asso
iée à unve
teur propre à 
oe�
ients stri
tement positifs et que toutes les autres valeurspropres sont de module stri
tement inférieur à 1. On voit alors aisément que

|p(n)
i,j − πj | ≤ Cteρnoù ρ = |λ2| < 1 est la valeur propre di�érente de λ1 = 1 qui est de modulemaximum. On observe don
 une vitesse de 
onvergen
e géométrique.

2Remarque. Les hypothèses d'irrédu
tibilité et d'apériodi
ité sont né
essaires.Pour des 
ontre-exemples simples voir la 
haîne à deux états, voir se
tion 2.1.
2Soit Vi(n) =

∑

0≤k≤n−1 1(Xk=i) le nombre de visites en i avant l'instant n. Laproportion du temps passé en i avant n est alors Vi(n)
n .Théorème 3 Soit une CDM irrédu
tible. Quelle que soit la loi initiale,

Vi(n)

n
→ 1

EiTi
p.s.De plus dans le 
as où la 
haîne est ré
urrente positive, pour toute fon
tionbornée f

∑

0≤k≤n−1 f(Xk)

n
→ Eπf =

∑

i

f(i)πioù π désigne l'unique loi stationnaire.Preuve. La preuve s'appuie sur la loi forte des grands nombres appliquée à lasuite des temps d'atteinte su

essifs de l'état i notés T (k)
i . Voir Norris,[6℄2.7 Simulation de CDM et illustration en S
ilab.Bien que S
ilab possède des primitives permettant de le faire, nous donnonsl'algorithme pour simuler une CDM d'ensemble d'état �ni E, de loi initiale

λ = (λ1, . . . , λn) et de matri
e de transition P . Voir Norris [6℄ 
hap 5, pp 206.Comme ∑

k λk = 1, on peut dé
ouper [0, 1] en sous-intervalles disjoints Ik delongueur λk :
Ik = (λ1 + . . .+ λk−1, λ1 + . . .+ λk).



30 CHAPITRE 2. CHAÎNES DE MARKOV.De la même façon, pour 
haque i ∈ E, on peut dé
ouper [0, 1] en sous-intervallesdisjoints Ai,j de longueur pi,j . On dé�nit alors les fon
tions G0 : [0, 1] → E et
G : E × [0, 1]→ E par

G0(u) = i si u ∈ Ii
G(i, u) = j si u ∈ Ai,j .Supposons que U0, U1, . . . est un é
hantillon uniforme sur (0, 1) (simulé par ungénérateur aléatoire), posons X0 = G0(U0) Xn+1 = G(Xn, Un+1).Le pro
essus (Xn)n est une CDM de loi initiale λ = (λ1, . . . , λn) et de matri
ede transition P .Preuve. Nous avons alors

P(X0 = i) = P (U0 ∈ Ii) = λi,

P(Xn+1 = j|(Xn = i) = P(Un+1 ∈ Ai,j) = pi,j .En S
ilab, les fon
tions genmarkov, 
lassmarkov permettent de 
réer des ma-tri
es de transition ayant les propriétés souhaitées et de 
lassi�er les CDM.Exemple. P = genmarkov([3], 2); 
rée une matri
e de transition ave
 3 étatsré
urrents et 2 états transitoires.En�n, on peut simuler des traje
toires ave
 la fon
tion grand.Exemple. Y = grand(10000,′markov′, P, [1, 2, 3, 4, 5]); simule 10 000 états su
-
essifs à partir de X0 = 1,X0 = 2, . . . ,X0 = 5.Pour voir la loi invariante, on peut soit 
al
uler P 100, à 
ause de la 
onvergen
egéométrique ça su�t largement, ou bien utiliser eigenmarkov.Exemple. [M,Q] = eigenmarkov(P ); donneM = (π1, . . . πn) etQ = (1, . . . , 1).



Chapitre 3Espéran
e 
onditionnelleDans 
e 
hapitre (Ω,A,P) désigne un espa
e probabilisé. Ω est appelé l'ensemblefondamental, A est une tribu ou σ-algèbre de parties de Ω. Le plus souvent, latribu sera 
omplète, i.e. 
ontenant toutes les parties négligeables.Il est bon de s'imprégner du vo
abulaire de la théorie, a�n de soutenir et déve-lopper l'intuition. Ainsi un élément ω ∈ Ω est appelé une issue, une épreuve, untirage . . . selon le 
ontexte, un élément A ∈ A est appelé un évènement. Lorsque
ω ∈ A, on dit que l'évènement A est réalisé.
⋆ A méditer : L'enjeu de la théorie ne 
onsiste pas à 
onnaître l'issue ω ∈ Ω 1mais à 
al
uler des probabilités d'évènements ou des lois de variables aléatoires.3.1 L'espéran
e mathématique : une moyenne pro-babilisteSoit X une variable aléatoire P-intégrable, ou positive. On dé�nit son espéran
e2mathématique par

EX =

∫

Ω

X(ω) dP(ω)Cette expression se 
al
ule à l'aide de la loi PX de la v.a. X, qui est simplementla mesure image de P par X :
EX =

∫

R

x dPX(x)En fait 
ette formule générale re
ouvre deux 
as parti
uliers de natures dif-férentes, selon que la v.a. X est dis
rète prenant ses valeurs dans l'ensembledénombrable {xk}
EX =

∑

k

xkP(X = xk)ou absolument 
ontinue de densité fX

EX =

∫ +∞

−∞
xfX(x) dx1la lettre Ω représentant l'in
onnaissable. . .2de l'anglais expe
tation : prévision 31



32 CHAPITRE 3. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE
⋆ A méditer : Du fait que ∑

k P(X = xk) = 1 ou ∫ +∞
−∞ fX(x) dx = 1, l'espé-ran
e représente la moyenne des valeurs prises par la v.a., pondérées par leursprobabilités.Remarque. Dans le 
as absolument 
ontinu, il est bon de voir que

fX(x) dx = P(x ≤ X < x+ dx) = dFX(x),où FX(x) = P(X < x) désigne la fon
tion de répartition de X. 2Il faut bien garder à l'esprit que l'espéran
e est un nombre asso
ié à une v.a.La propriété prin
ipale estProposition 3 L'espéran
e est une forme linéaire positive sur L1(Ω,A,P)Exer
i
e. Retrouver l'espéran
e d'une loi binomiale B(n, p), d'une loi de Pois-son P(λ) et d'une loi exponentielle de paramètre λ.3.2 Probabilité 
onditionnelleSoit un évènement B ∈ A, tel que P(B) > 0. Pour tout A ∈ A, la probabilitéde A sa
hant B est dé�nie par
P(A|B) = P(A ∩B)/P(B)

⋆ A méditer : Ainsi PB(·) = P(·|B) induit une nouvelle probabilité pour laquelle
B joue le même r�le que l'ensemble fondamental Ω vis à vis de P : PB(B) = 1,
PB(A) = 0 ssi A ∩B = ∅Lorsqu'il y a di�érentes éventualités qui s'ex
luent mutuellement, on utilise :Théorème 4 la formule des probabilités totales. Soit (Bj)j une partition de Ω,

P(A) =
∑

j

P(A|Bj)P(Bj)Lorsqu'il y a su

ession ou en
haînement d'évènements, on utiliseThéorème 5 la formule des probabilités 
omposées.
P(A ∩B ∩ C ∩ . . .) = P(A) · P(B|A) · P(C|A ∩B) . . .Exer
i
e. Retrouver la démonstration (très simple) des deux théorèmes.3.3 Espéran
e 
onditionnelle : dé�nitions et pro-priétés fondamentales3.3.1 une moyenne relativeThéorème et Dé�nition 1 Soit X une variable aléatoire intégrable (resp. po-sitive). Soit B une sous-tribu de A. L'espéran
e 
onditionnelle de X sa
hant B,notéee E

BX est l'unique (à équivalen
e P p.s. près) variable aléatoire intégrable(resp. positive) véri�ant



3.3. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE : DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES33(i) E
BX est B-mesurable(ii) ∫

B
E
BX dP =

∫

B
X dP, ∀B ∈ BRemarque. L'identité (ii) peut être rempla
ée par (ii')

∫

Ω

Z·EBX dP =

∫

Ω

Z·X dP pour toute v.a.Z B-mesurable bornée (resp. positive).En e�et, il su�t de 
ommen
er par prendre Z = 1B puis par linéarité d'étendreaux fon
tions étagées, et en�n par passage à la limite aux v.a. bornées (resp.positives). 2Preuve. L'uni
ité de l'espéran
e 
onditionnelle résulte de (ii). En e�et, une v.a.B-mesurable Y telle que ∀B ∈ B, ∫

B
Y dP = 0 est nulle P p.s.L'existen
e de l'espéran
e 
onditionnelle est une 
onséquen
e du théorème deRadon-Nykodym. En e�et, l'appli
ation ν

B ∈ B 7→
∫

B

X dP ∈ Rest une mesure de Borel absolument 
ontinue par rapport à P : si P(B) = 0alors ν(B) = 0. Il existe don
 une appli
ation B-mesurable Y telle que ν(B) =
∫

B
X dP soit égale à ∫

B
Y dP. Cet Y est l'espéran
e 
onditionnelle de X sa
hant

B.Exemple. Le 
as parti
ulier où B est une tribu atomique : Soit (Bj)1≤j≤n unepartition de Ω en évènements et B = σ(Bj)j

E
BX =

∑

j

∫

Bj
X dP

P(Bj)
· 1BjCe
i est une 
onséquen
e dire
te du fait que les v.a. B-mesurables sont 
onstantessur les atomes Bj . Cet exemple est fondamental. Conditionner par B signi�equ'on est à même de déterminer si tel évènement Bj de B est réalisé. Si 
'est le
as, l'espéran
e 
onditionnelle est alors la moyenne de X sur l'évènement Bj enquestion.Remarque. Si on prend 
omme 
as �en
ore plus parti
ulier� B = {∅, B,Bc,Ω},on retrouve

E
BX =

∫

B
X dP

P(B)
· 1B +

∫

Bc X dP

P(Bc)
· 1BcDu fait que

∫

B
1A dP

P(B)
= P(A|B) =

∫

Ω

1A dPBpar extension aux v.a.
∫

B
X dP

P(B)
=

∫

Ω

X dPBet on notera don

∫

B
X dP

P(B)
= E(X|B)

2



34 CHAPITRE 3. ESPÉRANCE CONDITIONNELLEExer
i
e. Considérer T la v.a. température dé�nie sur Ω = {1, . . . , 365} , évi-demment muni de la tribu dis
rète. Soit S la tribu engendrée par les quatresaisons S1, S2, S3, S4. Que vaut E
ST ?

⋆ A méditer : Alors que l'espéran
e est un nombre, l'espéran
e 
onditionnelleest une variable aléatoire. C'est en quelque sorte une prévision moyennée de lavariable aléatoire de départ, suivant l'information 
ontenue dans la tribu parlaquelle on 
onditionne. Ce
i se re�ète dans les propriétés suivantes.Proposition 4 Soit X une v.a. intégrable (resp.positive)1. La moyenne de la prévision moyenne de X sa
hant B est la moyenne de
X :

E(EBX) = EX2. Si X est indépendante de la tribu B, la prévision n'apporte rien de plusque l'espéran
e simple :
E
BX = EX3. A l'opposé, si X est B-mesurable, la prévision devient exa
te

E
BX = X4. si Z est B-mesurable bornée (resp. positive), elle se 
omporte 
omme une
onstante vis à vis de l'espéran
e 
onditionnelle :

E
B(ZX) = Z · EBX5. En parti
ulier, E

B1 = 16. Linéarité : E
B(aX + bY ) = aEBX + bEBY7. Positivité : si X ≥ 0 p.s. alors E

BX ≥ 0 p.s.Preuve. Nous démontrons seulement le point 4, les autres sont laissés en exer
i
e.D'abord Z · EBX est B-mesurable. Ensuite ∀B ∈ B,
∫

B

ZE
BX dP =

∫

Ω

1BZ E
BX dPLa variante (ii') de la dé�nition donne en�n

∫

Ω

1BZ E
BX dP =

∫

Ω

1BZ X dP =

∫

B

Z X dPRemarque. La propriété 4 est en
ore vraie si X ∈ Lp et Z ∈ Lq(B), pour tous
1 ≤ p, q ≤ ∞, 1/p+ 1/q = 1. Elle est vraie dès que X ∈ L1 et ZX ∈ L1. Pourle démontrer, 
ommen
er par tronquer Z, i.e. poser

Zn = n · 1(Z>n) − n · 1(Z<−n) + Z · 1(−n≤Z≤n)puis passer à la limite n→∞ en utilisant le théorème de 
onvergen
e dominée.
2Insistons sur une propriété fondamentale pour la théorie des martingales (voir
hapitre ultérieur).



3.3. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE : DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES35Théorème 6 Soit C et B des sous tribus de A, si C ⊂ B alors E
C(EBX) = E

CXPreuve. Tout d'abord E
CX est C-mesurable don
 a fortiori B-mesurable. En-suite, soit C ∈ C, d'une part

∫

C

E
CX dP =

∫

C

X dP.D'autre part, 
omme C ⊂ B, C ∈ B don

∫

C

X dP =

∫

C

E
BX dPDon
 E

CX véri�e bien les deux 
onditions 
ara
térisant E
C(EBX)Le théorème suivant est très utile pour obtenir des inégalités.Théorème 7 (inégalité de Jensen) Soit φ une fon
tion 
onvexe réelle, telleque φ(X) ∈ L1 (resp. φ(X) ≥ 0),

φ(EBX) ≤ E
Bφ(X) p.s.En parti
ulier, pour p ≥ 1

|EBX|p ≤ E
B|X|p, ‖EBX‖Lp ≤ ‖X‖LpPreuve. Elle est très simple si on utilise le fait que toute fon
tion 
onvexe estl'enveloppe supérieure de ses minorantes a�nes3 :

φ(x) = sup
{

ax+ b; (a, b) ∈ R
2,∀t at+ b ≤ φ(t)

}Soit une fon
tion a�ne t 7→ at+ b minorant φ, par linéarité on a :
a(EBX) + b = E

B(aX + b) p.s.Par positivité,
a(EBX) + b ≤ E

Bφ(X) p.s.Comme 
e
i a lieu pour toute minorante a�ne, en prenant la borne supérieuredu premier membre on obtient le résultat annon
éSignalons en�n que les théorèmes fondamentaux de l'intégration s'étendent àl'espéran
e 
onditionnelle.Théorème 8 soit (fn)n une suite 
roissante de v.a. positives, alors (EBfn)nest une suite 
roissante de v.a. positives et
lim
n

(EBfn) = E
B(lim

n
fn)soit (fn)n une suite de v.a. dominées par une v.a. g intégrable,

lim
n

(EBfn) = E
B(lim

n
fn)3appelées aussi droites d'appui



36 CHAPITRE 3. ESPÉRANCE CONDITIONNELLEPreuve. Démontrons seulement le premier résultat. L'espéran
e 
onditionnelleétant positive, (EBfn)n est une suite 
roissante de v.a. positives, de plus pourtout n et pour tout B ∈ B on a
∫

B

fn dP =

∫

B

E
Bfn dPFaisons tendre n → ∞ et appliquons le théorème de 
onvergen
e monotone à
haque membre, on obtient

∫

B

lim
n
fn dP =

∫

B

lim
n

E
Bfn dPOr limn E

Bfn est B-mesurable 
omme limite de fon
tions B-mesurables, d'où lerésultat.3.3.2 une proje
tion orthogonale ou une prédi
tion opti-maleLorsqu'on la restreint à L2(Ω,A,P) , l'inégalité de Jensen montre que l'espé-ran
e 
onditionnelle est 
ontra
tante. Elle possède en outre une interprétationgéométrique très importante : 
'est l'opérateur de proje
tion orthogonale de
L2(Ω,A,P) sur L2(Ω,B,P). En e�et(i) E

B X est B-mesurable(ii) (EBX −X) ⊥ Z, pour toute v.a. Z ∈ L2 B-mesurable.A 
e titre, il véri�e la propriété de meilleure approximation suivante :Théorème 9 Parmi toutes les v.a. Z B-mesurable, E
BX est la plus pro
he ennorme L2 de X.

‖X − E
BX‖ = inf{‖X − Z‖, Z ∈ L2(Ω,B,P)}3.4 Loi 
onditionnelle. Brefs rappels.Dans le 
as parti
ulier où la tribu B est engendrée par une v.a. Y , l'espéran
e
onditionnelle est notée

E
σ(Y )X = E(X|Y )Rappelons le lemme très utile.Lemma 1 La v.a. Z est σ(Y )-mesurable si et seulement si Z est de la forme

g(Y ), ave
 g mesurable.D'après la dé�nition, E(X|Y ) est une variable aléatoire qui est σ(Y )-mesurable,don
 il existe une appli
ation mesurable g telle que
E(X|Y ) = g(Y ).Ainsi il est naturel de noter

g(y) = E(X|Y = y).



3.5. EXERCICES 37Cette notation n'est pas fortuite. En e�et, elle 
orrespond exa
tement au 
ondi-tionnement par l'évènement (Y = y) lorsque 
elui-
i a une probabilité non nulle.Exemple. On lan
e d'abord une piè
e équilibrée n fois. On 
ompte le nombrede �fa
e� obtenu, désigné par Y . On relan
e la piè
e Y fois. Soit X le nombrede �fa
e� obtenu au se
ond tour. Déterminons E(X|Y ). Pour 
ela E(X|Y = k)représente le nombre moyen de �fa
e� obtenu au se
ond tour, sa
hant que Y = k.La loi 
onditionnelle LX(·|Y = k) est fa
ile à identi�er i
i : 
'est la loi binomiale
B(k, 1/2). D'où E(X|Y = k) = k/2 et E(X|Y ) = Y/2.Plus généralement, lorsque pour toute fon
tion borélienne bornée (resp. positive)on peut exprimer

E(h(X)|Y = y) =

∫

R

h(x) dµy(x)on dit que µy est la loi 
onditionnelle de X sa
hant (Y = y) que l'on notedésormaisLX(·|Y = y).Dans le 
as où X et Y sont absolument 
ontinues, la densité 
onditionnelle de
X sa
hant Y vaut :

fX|Y =y(x) =
f(X,Y )(x, y)

fY (y)
(3.1)

⋆ A méditer : Cette formule se retient aisément, il su�t d'oser faire appel àl'intuition et aux probabilités in�nitésimales.
fX|Y =y(x) dx = P(x ≤ X < x+ dx|Y = y) =

P(x ≤ X < x+ dx, y ≤ Y < y + dy)

P(y ≤ Y < y + dy)
=
f(X,Y )(x, y) dxdy

fY (y) dyAinsi, la loi 
onditionnelle se 
al
ule de façon analogue à la probabilité 
ondi-tionnelle. Une variante intéressante de (3.1) est la version 
ontinue de la formuledes probabilités totales
fX(x) =

∫

fX|Y =y(x) fY (y)dy (3.2)Exer
i
e. Retrouver à partir de la formule pré
édente que la densité d'unesomme de v.a. indépendante s'exprime 
omme le produit de 
onvolution deleurs densités respe
tives : fX+Y (x) =
∫

fX(x− y) fY (y)dy3.5 Exer
i
es1. Propriété d'absen
e de mémoire. Soit T v.a.r. suivant une loi expo-nentielle de paramètre λ. Montrer que pour tous t, s réels positifs,
P (X > t+ s|X > t) = P (X > s).Interpréter. Montrer que 
ette propriété 
ara
térise la loi exponentielleparmi les lois 
ontinues. Quelle est l'analogue parmi les lois dis
rètes ?2. Indépendan
e partielle. Soit B une tribu et X une v.a. On se donne Cune tribu indépendante de σ(X) ∪ B. Montrer que

Eσ(B∪C)X = EBXindi
ations : σ(B ∪ C) est engendrée par les B ∩ C



38 CHAPITRE 3. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE3. E
hantillon de v.a. Soit X1,X2, . . . ,Xn des v.a. indépendantes et demême loi intégrable. Soit Sn =
∑

k≤nXk. Déterminer E(X1|Sn) ainsi que
E(Sn|X1)4. Une propriété d'approximation. Soit Fn la tribu sur [0, 1] engendréepar les intervalles de la forme [

k

n
,
k + 1

n
[ où k = 1, . . . , n − 1. Soit f :

[0, 1]→ R une fon
tion 
ontinue, 
al
uler EFnf. Que se passe-t-il lorsque
n→∞ ?5. Formule des espéran
es 
onditionnelles totales. Soit X une v.a.r.dé�nie sur (Ω,A, P ). Soit (Ai)

n
i=1 une partition de Ω en évènements. Mon-trer que

E(X) =
∑

i

P (Ai)E(X|Ai).Appli
ation : David (fortune initiale 1F) joue à pile ou fa
e 
ontre Goliath(fortune initiale 1MF). La mise est de 1F à 
haque partie. Le jeu s'arrêtelorsque l'un des deux n'a plus rien. Quelle est la durée moyenne du jeu ?indi
ations : Soit Xn (resp. Yn) la fortune de David (resp. Goliath) à la
ne partie et T la v.a. durée du jeu. Soit g(x) = E(T |X0 = x). Montrerque g(x) = 1/2(g(x − 1) + g(x + 1)) + 1. Cher
her g(x) sous la forme
ax2 + bx+ c, en déduire que g(x) = x (106 + 1− x)



Chapitre 4Pro
essus sto
hastiques ettemps d'arrêts4.1 Filtration : l'histoire d'un pro
essusDé�nition 8 Un pro
essus sto
hastique1 est une famille de variables aléatoires
(Xt)t∈T, qui peut être indexée par T = R+ ou T = N. Dans le 
as où T = R+,resp. T = N, on dit que le pro
essus est à temps 
ontinu, resp. dis
ret. Dans 
edernier 
as, on dit aussi série temporelle ou série 
hronologique.
⋆ A méditer : En général, un pro
essus aléatoire modélise l'évolution au 
oursdu temps d'une quantité aléatoire, par exemple le 
ours d'un a
tif �nan
ier.Dé�nition 9 On appelle �ltration naturelle du pro
essus la suite 
roissante detribus 
omplètes

Ft = σ(Xs, s ≤ t)Plus généralement, on appelle �ltration toute suite 
roissante de sous-tribus de
A. On dit que le pro
essus est adapté si pour tout t, Xt est Ft-mesurable.
⋆ A méditer : Le fait que les tribus d'une �ltration soient emboîtées Ft ⊂ Ft+δtre�ète le fait que l'information a

umulée sur le pro
essus 
roît ave
 le temps.Dans 
ertains 
as, on aura intérêt à 
e que F0 soit la tribu grossière {∅,Ω} .En�n on désigne par F∞ la tribu σ(

⋃

t∈T Ft).4.2 Loi d'un pro
essusLa loi d'un pro
essus est la donnée des lois 
onjointes de (Xt1 ,Xt2 . . . ,Xtk
)pour toutes les suites �nies d'instants t1, t2, . . . tk. Ainsi la loi du pro
essus (Xt)permet de 
al
uler les probabilités :

P(Xt1 ∈ B1,Xt2 ∈ B2, . . . Xtk
∈ Bk)Exer
i
e. Le pro
essus (Xt) est à a

roissement indépendants si pour tous

t1 < t2 < t3, Xt3 −Xt2 est indépendant de Xt2 −Xt1 . Il est dit stationnaire si1mot apparu vers 1945, du gre
 stokhastês : devin39



40CHAPITRE 4. PROCESSUS STOCHASTIQUES ET TEMPS D'ARRÊTSla loi de Xt2 −Xt1 ne dépend que de (t2 − t1). On suppose de plus que X0 ≡ 0.On note ft la densité de Xt. Montrer que
P(Xt1 ∈ B1,Xt2 ∈ B2, . . . Xtk

∈ Bk) =
∫

B1×B2×...Bk

dx1dx2 . . . dxkft1(x1)ft2−t1(x2 − x1) . . . ftk−tk−1
(xk − xk−1)Indi
ation : penser à la formule des probabilités 
omposées.4.3 Traje
toires d'un pro
essusOn peut voir aussi un pro
essus sto
hastique 
omme une fon
tion aléatoire quià 
haque tirage ω ∈ Ω asso
ie une fon
tion

t 7→ Xt(ω)On appelle 
ette dernière une traje
toire.
⋆ A méditer : Il y a don
 deux points de vue sur un pro
essus sto
hastique. A
haque instant t, on observe une v.a. Xt. Ou bien à 
haque tirage ω, on tire unetraje
toire {Xt(ω), t ∈ T} . C'est exa
tement la même 
hose en mé
anique des�uides ave
 les points de vue eulerien et lagrangien.4.4 Temps d'arrêtDé�nition 10 Une variable aléatoire T : Ω → T ∪ {+∞} est appelé tempsd'arrêt si

∀t <∞, (T ≤ t) ∈ Ft (4.1)Dans le 
as parti
ulier où le pro
essus est à temps dis
ret, (4.1) équivaut à
∀n ∈ N, (T = n) ∈ Fn. (4.2)Preuve. D'une part on a

(T = n) = (T ≤ n) ∩ (T ≤ n− 1)c.Comme (T ≤ n) ∈ Fn et (T ≤ n− 1) ∈ Fn−1 ⊂ Fn , (4.1)⇒ (4.2).Ré
iproquement,
(T ≤ n) =

⋃

k≤n

(T = k)Comme ∀k ≤ n, (T = k) ∈ Fk ⊂ Fn, (4.2)⇒ (4.1).

⋆ A méditer : (T ≤ t) ∈ Ft signi�e qu'à un instant donné t, on sait si ons'est arrêté ou non. Mais on ne sait pas en
ore si on va s'arrêter avant une dateultérieure t+ s : (T ≤ t+ s) /∈ FtDé�nition 11 Soit T un temps d'arrêt. On dit qu'un évènement A ∈ F∞ estantérieur à T si
∀t <∞, A ∩ (T ≤ t) ∈ Ft. (4.3)L'ensemble de tels évènements 
onstitue une sous-tribu de F∞ appelée tribuantérieure à T notée FT .De même, si le pro
essus est à temps dis
ret, on peut rempla
er (4.3) par
∀n ∈ N, A ∩ (T = n) ∈ Fn. (4.4)



4.4. TEMPS D'ARRÊT 41Preuve. Il s'agit de voir que� FT 
ontient Ω� FT est stable par 
omplémentation� FT est stable par réunion dénombrable.Montrons la stabilité par 
omplémentation. Les autres points sont triviaux. Soit
A ∈ FT , et t <∞, l'idée 
lef est que

Ac ∩ (T ≤ t) = (A ∩ (T ≤ t))c ∩ (T ≤ t) (4.5)En e�et (A ∩ (T ≤ t))c = Ac ∪ (T > t) don

(A ∩ (T ≤ t))c ∩ (T ≤ t) = (Ac ∩ (T ≤ t)) ∪ ((T > t) ∩ (T ≤ t))or (T > t) ∩ (T ≤ t) = ∅ d'où (4.5). Comme d'une part (A ∩ (T ≤ t) ∈ Ft don
aussi (A ∩ (T ≤ t))c et d'autre part (T ≤ t) ∈ Ft, le résultat en dé
oule.Exemple. Temps d'atteinte d'une partie. Soit D une partie borélienne de R,

τD = inf{n ∈ N Xn ∈ D}ave
 la 
onvention
inf ∅ = +∞est un temps d'arrêt.En e�et, pour tout n ∈ N

(τD = n) = (Xn ∈ D) ∩
⋂

k≤n

(Xk /∈ D)Or (Xn ∈ D) ∈ Fn et (Xk /∈ D) = (Xk ∈ D)c ∈ Fk ⊂ Fn d'où le résultat.Illustrons par 
et exemple la pertinen
e de la notion de temps d'arrêt. Soitun joueur dans un 
asino (ou un a
tif �nan
ier sur un mar
hé. . . ) qui miseinitialement X0. Soit Xn le gain algébrique (positif ou négatif) à la ne partie(ou le ne jour). Soit Sn =
∑

0≤k≤nXk la fortune totale au temps n. Une stratégiepeut être de s'arrêter (resp. vendre, a
heter ) dès que Sn dépasse un 
ertain seuil
b ou des
end en dessous d'un seuil a. On est amené naturellement à introduire

T = inf {n ≥ 1; Sn ∈ [a, b]c}Exer
i
e. Soit X une v.a. et T un temps d'arrêt. Montrer que, sur (T = n),
E
BTX = E

BnXProposition 5 Soit S et T deux temps d'arrêts, S ∧ T est aussi un tempsd'arrêt.Preuve. Il su�t de voir que
((S ∧ T ) ≤ t) = (S ≤ t) ∪ (T ≤ t).Remarque. Attention, selon le tirage ω, (S ∧ T )(ω) peut valoir S(ω) ou T (ω).Le plus petit de S et T varie selon l'épreuve. 2Le terme antérieur qui quali�e la tribu FT n'est pas fortuit.



42CHAPITRE 4. PROCESSUS STOCHASTIQUES ET TEMPS D'ARRÊTSProposition 6 Soit S et T deux temps d'arrêts, si S ≤ T p.s., alors FS ⊂ FT .Preuve. Soit A ∈ FS , 
ela signi�e que ∀t < ∞, A ∩ (S ≤ t) ∈ Ft Comme
S ≤ T p.s.,

(T ≤ t) ⊂ (S ≤ t),et A ∩ (T ≤ t) = A ∩ (S ≤ t) ∩ (T ≤ t), à une partie négligeable près. Or
A ∩ (S ≤ t) ∈ Ft et (T ≤ t) ∈ Ft 
ar T est un temps d'arrêt, de plus Ft estsupposée 
omplète, don
 A ∩ (T ≤ t) ∈ FtA l'aide d'un temps d'arrêt T , d'une variable aléatoire F∞-mesurable X∞ etd'un pro
essus adapté (Xn), on peut 
onstruire une nouvelle variable XT par

XT (ω) = XT (ω)(ω)ou de façon équivalente
XT (ω) =

{

Xn(ω) si T (ω) = n
X∞(ω) si T (ω) =∞On véri�e aisément queProposition 7 XT est une variable aléatoire FT -mesurablePreuve. Il su�t d'é
rire

XT =
∑

n

1(T=n)Xn + 1(T=∞)X∞et d'utiliser le lemmeLemma 2 Soit Z une v.a. F∞-mesurable , Z est FT -mesurable ssi ∀n, 1(T=n)Zest Fn mesurable.On peut même 
onstruire une nouveau pro
essus :Dé�nition 12 Soit (Xn) un pro
essus adapté et T un temps d'arrêt. Le pro-
essus (Xn∧T ) est dé�ni par
Xn∧T (ω) =

{

Xn(ω) si T (ω) ≥ n
XT (ω)(ω) si T (ω) < nOn l'appelle pro
essus arrêté à l'instant T . C'est en
ore un pro
essus adapté.4.5 Exer
i
es1. Minimum de deux temps d'arrêt. Soit (Fn)n une �ltration et S, Tdeux temps d'arrêt. Montrer que
FS∧T = FS ∩ FT2. Connaissan
e progressive d'une v.a. Soit (Fn)n une �ltration,X unev.a.intégrable ou positive et T un temps d'arrêt. Posons pour tout n ∈ N̄,

Xn = E(X|Fn). Montrer que
XT = E(X|FT )



Chapitre 5MartingalesDans la suite de 
e 
ours, on se limite aux pro
essus à temps dis
ret. (Bn)n∈Ndésigne une �ltration. B∞ est la tribu σ(
⋃

n∈N Bn).5.1 Dé�nition et interprétationsDé�nition 13 Un pro
essus (Xn)n adapté à une �ltration (Bn)n est appelé une
Bn- martingale 1 ( resp. surmartingale, sous-martingale) si(i) ∀n Xn est intégrable (ou positive)(ii) E

BnXn+1 = Xn ( resp. ≤ Xn, resp. ≥ Xn )Remarque. Si (Xn) est une martingale (resp. surmartingale , sous-martingale)pour une �ltration (Bn)n∈N, elle l'est aussi pour sa �ltration naturelle. La ré
i-proque n'est pas vraie. 2Remarque. La suite (Xn) est une surmartingale ssi (−Xn) est une sous-martingale.
2La terminologie sur ou sous-martingale est trompeuse : une sous-martingale est
roissante en moyenne 
onditionnelle. Autrement dit, pour gagner en moyenne,il faut trouver une sous-martingale.Proposition 8 Si (Xn)n est une Bn-martingale (resp. surmartingale , sous-martingale) alors(i) E

Bn(Xn+1 −Xn) = 0 ( resp. ≤ 0, resp. ≥ 0 )(ii) la suite EXn est 
onstante (resp. dé
roissante, 
roissante).Preuve. (i) Par linéarité E
Bn(Xn+1 − Xn) = E

BnXn+1 − E
BnXn. Or Xn estadapté don
 E

BnXn = Xn.(ii) Il su�t d'utiliser que E(EBX) = EX.Exemple. Soit X une v.a. intégrable (resp. positive) et Xn = E
BnX. On véri�eaisément que (Xn)n est une Bn-martingale intégrable (resp.positive).1du provençal martegalo Martigues. jouga a la martegalo : jouer à la martingale. Systèmede jeu fondé sur des 
onsidérations dé
oulant du 
al
ul des probabilités et qui prétend assurerun béné�
e 
ertain dans les jeux de hasard. 43



44 CHAPITRE 5. MARTINGALESExemple. Stratégie de pla
ement. Soit (Xn) une Bn-martingale intégrable. Soit
(Yn) une pro
essus prévisible, i.e. pour tout n ≥ 1, Yn est Bn−1-mesurable et Y0est B0-mesurable. On suppose en outre que pour tout n, Yn est borné. On pose

Zn = Y0X0 +
∑

1≤k≤n

Yk (Xk −Xk−1)Le pro
essus (Zn) une Bn-martingale.
⋆ A méditer : L'exemple pré
édent s'interprète en terme de �nan
e. Si Xkdésigne le 
ours d'une a
tion donnée au temps k, et Yk la quantité d'a
tionsdétenue au temps k, qui est prévisible puisque le �nan
ier dé
ide en fon
tiondes 
ours pré
édents 
ombien d'a
tions il va détenir, le béné�
e (algèbrique !)réalisé entre le jour k − 1 et le jour k est Yk (Xk − Xk−1. La fortune totalea

umulée au temps n est don
 pré
isément :

Zn = Y0X0 +
∑

1≤k≤n

Yk (Xk −Xk−1)Exemple. Mar
he aléatoire. Soit (Xn) une suite de v.a. indépendantes et 
en-trées. Soit
Sn =

∑

1≤k≤n

Xk.

Sn est une martingale pour la �ltration Fn = σ(Xk, k ≤ n)La propriété suivante généralise la dé�nition.Proposition 9 Si (Xn)n est une Bn-martingale (resp. surmartingale , sous-martingale) alors pour m ≥ n E
BnXm = Xn ( resp. ≤ Xn, resp. ≥ Xn. )Preuve. Comme les tribus Bn sont emboîtées, le théorème 6 donne

E
BnXm = E

BnE
Bn+1 . . .EBm−1Xmen appliquant la dé�nition à répétition, on obtient le résultatLa propriété fondamentale des martingales est que 
e résultat s'étend aux ins-tants aléatoires, pourvu qu'ils soient des temps d'arrêts bornés et fait l'objet dela pro
haine se
tion.5.2 Martingales et temps d'arrêtsLes martingales se 
omportent très bien vis à vis des temps d'arrêts.Théorème 10 Soit (Xn) une (resp. sur, sous-) martingale et T un temps d'ar-rêt. Alors le pro
essus arrêté (Xn∧T ) est une (resp. sur, sous-) martingale.Preuve. On a X(n+1)∧T − Xn∧T = 1(T≥n+1) (Xn+1 − Xn). Or (T ≥ n + 1) =

(T ≤ n)c ∈ Bn d'où le résultat en 
onditionnant par Bn.Théorème 11 (d'arrêt borné) Soit (Xn)n une martingale (resp. surmartin-gale , sous-martingale), S ≤ T deux temps d'arrêts bornés. Alors
E
BSXT = XS (resp. ≤ XS , resp. ≥ XS) (5.1)



5.2. MARTINGALES ET TEMPS D'ARRÊTS 45Preuve. On suppose que S ≤ T ≤ k. Dans le 
as où S et T sont 
onstants,le résultat a déjà été prouvé dans la proposition 9. Supposons maintenant que
T = n est 
onstant. Montrons

E
BSXn = XS (5.2)Tout d'abord, XS est bien BS-mesurable, d'après la proposition 7. Ensuite, soit

B ∈ BS , 
omme S ≤ T = n on a
∫

B

XS dP =

∫

B

∑

m≤n

1(S=m)Xm dP

∫

B

∑

m≤n

1(S=m)Xm dP =

∫

∑

m≤n

1B∩(S=m)Xm dPUtilisons que Xm = E
BmXn

∫

∑

m≤n

1B∩(S=m)Xm dP =
∑

m≤n

∫

1B∩(S=m)E
BmXn dPOr B ∩ (S = m) ∈ Bm don


∑

m≤n

∫

1B∩(S=m)E
BmXn dP =

∑

m≤n

∫

1B∩(S=m)Xn dP

∑

m≤n

∫

1B∩(S=m)Xn dP =

∫

B

(
∑

m≤n

1(S=m))Xn dP

∫

B

(
∑

m≤n

1(S=m))Xn dP =

∫

B

Xn dP
e qui établit (5.2). Montrons maintenant le théorème dans le 
as le plus général.Pour 
ela 
onsidérons le pro
essus arrêté X ′
n = Xn∧T , 
'est en
ore une martin-gale, d'après le théorème pré
édent. Comme S ≤ k, nous pouvons appliquer larelation (5.2) au pro
essus (X ′

n) à l'instant n = k

E
BSX ′

k = X ′
SOr X ′

k = Xk∧T = XT et X ′
S = XS∧T = XS d'où le résultat.En prenant l'espéran
e dans (5.1) et S = 0.Corollaire 1 Soit (Xn)n une martingale (resp. surmartingale , sous-martingale),et T un temps d'arrêt borné alors

EXT = EX0 (resp. ≤,≥)Remarque. Si les temps d'arrêts ne sont pas bornés, le résultat est faux. Voi
i un
ontre-exemple. Considérons à nouveau le jeu de pile ou fa
e, qui est une martin-gale d'après l'exemple pré
édent. Notons Sn =
∑

k Xk et T = inf {n;Sn ≥ 1}.On peut démontrer (
f exer
i
e) que T <∞ p.s.. Alors il est 
lair que ST ≡ 1.Supposons la fortune initiale nulle X0 = 0. Appliquons le 
orollaire,
EST = ES0



46 CHAPITRE 5. MARTINGALESOr S0 ≡ 0 et ST ≡ 1 d'où la 
ontradi
tion. I
i T n'est pas borné, bien que�ni p.s. ! Ce phénomène est bien 
onnu des joueurs, un jour ou l'autre on �nitpar gagner, mais l'attente peut-être très, très longue . . . On peut démontrer (
fexer
i
e) que ET = +∞ 25.3 Convergen
e presque sûreNous 
ommençons par traiter le 
as des surmartingales positives. Une surmar-tingale dé
roît en moyenne 
onditionnelle. Nous allons exploiter à fond 
ettepropriété, 
onjointement à la positivité.5.3.1 Le 
as des surmartingales positivesLe 
orollaire du théorème d'arrêt, dans le 
as des surmartingales positives seule-ment, s'étend aux temps d'arrêt quel
onques.Théorème 12 (théorème d'arrêt �ni) Soit une surmartingale positive (Xn)n,et T un temps d'arrêt quel
onque, alors
EXT 1(T<∞) ≤ EX0Preuve. On a

XT 1(T<∞) = lim
k
XT∧k1(T<∞)Don
 le lemme de Fatou donne

EXT 1(T<∞) ≤ lim inf EXT∧k1(T<∞)D'autre part le théorème d'arrêt appliqué au temps d'arrêt T ∧ k donne
EXT∧k ≤ EX0Comme EXT∧k1(T<∞) ≤ EXT∧k, a fortiori EXT∧k1(T<∞) ≤ EX0, d'où l'ontire

EXT 1(T<∞) ≤ EX0Corollaire 2 Soit une surmartingale positive (Xn)n, S et T deux temps d'arrêtquel
onques, véri�ant S ≤ T alors
EXT 1(T<∞) ≤ EXS1(S<∞)Preuve. On e�e
tue une translation de l'origine des temps, i.e. on 
onsidère

Yn = XS+n1(S<∞)On véri�e aisément que le pro
essus (Yn)n est une BS+n-surmartingale. Soit
τ =

{

T − S sur (T <∞)
+∞ sur (T =∞)



5.3. CONVERGENCE PRESQUE SÛRE 47On véri�e aisément que τ est un temps d'arrêt pour la �ltration (BS+n)n Lethéorème pré
édent appliqué à (Yn)n et τ donne
EYτ1(τ<∞) ≤ EY0or Yτ1(τ<∞) = XT 1(T<∞) et Y0 = XS1(S<∞) d'où le résultatMoralement, une surmartingale tend à dé
roître en moyenne. Il semble naturelqu'elle soit bornée supérieurement. Plus pré
isément, on a le théorème.Proposition 10 (inégalité maximale) Soit (Xn)n une surmartingale posi-tive et a > 0, alors

aP(sup
n
Xn > a) ≤ E min(X0, a)De plus si X0 est �nie p.s. alors la v.a. X⋆ = supnXn est �nie p.s.Preuve. Soit Ta = inf {n ≥ 0; Xn > a} , ave
 la 
onvention inf ∅ =∞. Soit

Yn =

{

Xn(ω) si n < T (ω)
a si n ≥ T (ω)Montrons que (Yn)n est une surmartingale. On peut exprimer

Yn = 1(Ta>n)Xn + 1(Ta≤n)adon
 (Yn)n est adaptée. D'autre part
Yn+1 = 1(Ta>n+1)Xn+1 + 1(Ta≤n+1)aComme sur (Ta = n+ 1), Xn+1 > a, on peut majorer
Yn+1 ≤ 1(Ta≥n+1)Xn+1 + 1(Ta≤n)a

E
BnYn+1 ≤ E

Bn(1(Ta≥n+1)Xn+1 + 1(Ta≤n)a)Les propriétés de l'espéran
e 
onditionnelle et le fait que Ta est un temps d'arrêtdonnent alors
E
BnYn+1 = 1(Ta≥n+1)E

BnXn+1 + a1(Ta≤n)Comme (Xn)n est une surmartingale on a
E
BnYn+1 ≤ 1(Ta>n)Xn + a1(Ta≤n) = YnUtilisons le fait que Yn est une surmartingale et appliquons le 
orollaire duthéorème d'arrêt au temps d'arrêt borné Ta ∧ n

EYn∧Ta
≤ EY0Or Yn∧Ta

= Xn1(Ta>n) + a1(Ta≤n) don
 EYn∧Ta
≥ aP(Ta ≤ n). De plus l'évène-ment

(Ta ≤ n) = (sup
k≤n

Xk > a)don

aP(sup

k≤n
Xk > a) ≤ Emin(X0, a)



48 CHAPITRE 5. MARTINGALESen faisant tendre n→∞ on obtient l'inégalité annon
ée. Montrons que supk Xkest �nie p.s.
P(sup

k
Xk > a) ≤ Emin(X0/a, 1)Faisons tendre a→∞. La v.a.X0 est �nie don
X0/a→ 0 Don
 par le théorèmede 
onvergen
e dominée, Emin(X0/a, 1)→ 0 don


P(sup
k
Xk =∞) = lim

N→∞
P(sup

k
Xk > N) = 0ainsi supk Xk est p.s. �nieRemarque. La démonstration pré
édente est instru
tive, 
ependant on peut don-ner une démonstration plus 
ourte en appliquant le théorème d'arrêt �ni à lasurmartingale Yn := Xn ∧ a et T = inf {n ≥ 0; Xn > a}. 2Non seulement les surmartingales positives sont bornées p.s. mais le théorèmefondamental a�rme que les surmartingales positives 
onvergent p.s. La démons-tration est subtile mais est basée sur une idée simple : bien qu'une surmartingalene soit pas dé
roissante p.s., mais seulement en moyenne, ses �montées� à répé-tition sont très peu probables.Théorème 13 Toute surmartingale positive (Xn)n 
onverge presque sûrement.De plus la limite X∞ = limXn satisfait les inégalités

E
BnX∞ ≤ XnPreuve. Elle repose sur le lemme suivantLemma 3 (des montées) Soit 0 < a < b. La probabilité que Xn remonte aumoins k fois d'une valeur inférieure à a à une valeur supérieure à b est moindreque (a/b)kDé�nissons par ré
urren
e la suite 
roissante de temps d'arrêt (τn)n.

τ0 = 0, τ1 = min {n ≥ τ0, Xn < a} , τ2 = min {n ≥ τ1, Xn > b}

τ2k−1 = min {n ≥ τ2k−2, Xn < a} , τ2k = min {n ≥ τ2k−1, Xn > b} , . . .L'évènement �Xn remonte au moins k fois d'une valeur inférieure à a à unevaleur supérieure à b� est pré
isément (τ2k < ∞). Utilisons le 
orollaire duthéorème d'arrêt généralisé.
EXτ2k

1(τ2k<∞) ≤ EXτ2k−1
1(τ2k−1<∞)Il su�t alors de remarquer que

Xτ2k
1(τ2k<∞) ≥ b1(τ2k<∞)et que

Xτ2k−1
1(τ2k−1<∞) ≤ a1(τ2k−1<∞)pour obtenir

bP(τ2k <∞) ≤ aP(τ2k−1 <∞)



5.3. CONVERGENCE PRESQUE SÛRE 49or (τ2k−1 < ∞) ⊂ (τ2k−2 < ∞) don
 bP(τ2k < ∞) ≤ aP(τ2k−2 < ∞) et parré
urren
e
P(τ2k <∞) ≤ (a/b)kConsidérons maintenant l'évènement ⋂

k(τ2k < ∞) , 
omme il s'agit d'une in-terse
tion dé
roissante, on peut a�rmer que
P(

⋂

k

(τ2k <∞)) = lim
k

(a/b)k = 0D'autre part
⋂

k

(τ2k <∞) = (lim supXn ≥ b > a ≥ lim infXn)En e�et l'évènement est réalisé ssi la suite traverse une in�nité de fois la bande
[a, b]. En�n l'évènement

(lim supXn > lim infXn) =
⋃

(a,b)∈Q2:a<b

(lim supXn ≥ b > a ≥ lim inf Xn)est négligeable don
 la suite 
onverge p.s. vers une variable aléatoire positive,éventuellement in�nie, notée X∞. (Xn)n étant une surmartingale, on peut é
rire
E
BnXn+p ≤ XnFaisons tendre p→∞, le lemme de Fatou généralisé aux espéran
es 
ondition-nelles (exer
i
e !) donne

E
BnX∞ ≤ lim inf

p→∞
E
BnXn+p ≤ XnRemarque. D'après l'inégalité maximale, X∞ est �nie p.s. si X0 < ∞ p.s. Ondéduit de E

BnX∞ ≤ Xn que X∞ < ∞ p.s. hors de ⋂

n(Xn = +∞). En e�et
X∞ est intégrable sur 
ha
un des évènements (EBnX∞ ≤ N) don
 est �nie p.s.sur leur réunion (EBnX∞ <∞), en�n ⋃

n(Xn <∞) ⊂ (EBnX∞ <∞) 25.3.2 Le 
as des sous-martingales bornées dans L
1.Le théorème de 
onvergen
e s'applique évidemment aux martingales positives,ainsi qu'aux sous-martingales négatives. Mais pour s'a�ran
hir de l'hypothèsede signe, il faut supposer la (sous-)martingale bornée dans L1. C'est l'objet duthéorème suivant.Théorème 14 Toute sous-martingale intégrable (Xn)n telle que

sup
n

EX+
n <∞
onverge presque sûrement. De plus la limite X∞ = limXn ∈ L1



50 CHAPITRE 5. MARTINGALESPreuve. Comme (Xn) est une sous-martingale intégrable, la suite (X+
n ) est unesous-martingale intégrable. En e�et, on a E

BnX+
n+1 ≥ 0 et

E
BnX+

n+1 ≥ E
BnXn+1 ≥ Xndon


E
BnX+

n+1 ≥ X+
nMais alors, pour n �xé la suite (EBnX+

p )p≥n est 
roissante. En e�et,
E
BnX+

p+1 = E
BnE

BpX+
p+1 ≥ E

BnX+
pPosons alors

Mn = lim
p→∞

E
BnX+

pet montrons que 
ette suite de v.a. positives est une martingale intégrable, don
�nie p.s. Tout d'abord, Mn est Bn-mesurable par 
onstru
tion. D'autre part,
E
BnMn+1 = E

Bn lim
p→∞

E
Bn+1X+

pEn appliquant le théorème de 
onvergen
e monotone des espéran
es 
ondition-nelles,
E
BnMn+1 = lim

p→∞
E
BnE

Bn+1X+
pOr E

BnE
Bn+1X+

p = E
BnX+

p don

E
BnMn+1 = lim

p→∞
E
BnX+

p = MnEn�n, par hypothèse
sup

n
EX+

n <∞Don
, par le théorème de 
onvergen
e monotone,
EMn = lim

p→∞
EE

BnX+
p = lim

p→∞
EX+

p <∞Considérons alors la di�éren
e Yn = Mn − Xn. Elle dé�nit une surmartingalepositive et intégrable. En e�et, Mn = limp→∞ E
BnX+

p ≥ X+
n don
 Yn ≥ 0. Deplus, Mn et Xn sont intégrable et Bn-mesurable don
 Yn aussi. En�n Mn et

−Xn sont des surmartingales don
 leur somme aussi.Le théorème de 
onvergen
e p.s. des surmartingales positives permet de dé�nir
M∞ = limnMn et Y∞ = limn Yn. Ces v.a. sont positives et aussi intégrables,
ar EM∞ ≤ EM0 et EY∞ ≤ EY0. Elles sont don
 �nies p.s. et leur di�éren
e
M∞ − Y∞ a un un sens don
 limnXn = M∞ − Y∞Remarque. Pour une sous-martingale intégrable, la 
ondition

sup
n

EX+
n <∞est équivalente à la 
ondition

sup
n

E|Xn| <∞



5.4. MARTINGALES UNIFORMÉMENT INTÉGRABLES 51En e�et |Xn|+Xn = 2X+
n et EXn ≥ EX0 2Remarque. La démonstration pré
édente s'appuie sur la dé
omposition Xn =

Mn − Yn d'une sous-martingale intégrable 
omme di�éren
e d'une martingalepositive intégrable et d'une surmartingale positive intégrable. Cette dé
omposi-tion est appelée dé
omposition de Kri
keberg. 2Remarque. La limite X∞ ne satisfait pas for
ément les inégalités
E
BnX∞ = Xn (resp. ≥)En parti
ulier, pour une martingale bornée dans L1 on n'a pas for
ément EX∞ =

EXn et la suite ne 
onverge pas né
essairement dans L1. Pour 
ela, il faut des
onditions plus restri
tives, qui font l'objet de la se
tion suivante. 25.4 Martingales uniformément intégrables5.4.1 Uniforme intégrabilité et 
onvergen
e dans L
1La notion d'uniforme intégrabilité est une notion de théorie de la mesure.Dé�nition 14 Une famille de fon
tions mesurables {fj} est uniformément in-tégrable pour une mesure bornée µ si

∫

(|fj |>M)

|fj |dµ→ 0 quandM → +∞uniformément par rapport à j.Remarque. Certains auteurs parlent d'équi-intégrabilité ou de suite tendue. 2Le théorème suivant généralise le théorème de 
onvergen
e dominée.Théorème 15 (Vitali) Soit une suite (fn)n de fon
tions mesurables qui 
onvergepresque partout vers une fon
tion f . Alors la suite 
onverge dans L1 ssi la suiteest uniformément intégrable. Dans 
e 
as f est intégrable et la suite 
onvergevers f dans L1.Remarque. si la suite est dominée par une fon
tion intégrable, i.e.
sup

j
|fj | ≤ g ∈ L1alors la suite est trivialement uniformément intégrable. Le théorème de Vitaligénéralise don
 bien le théorème de Lebesgue. 2Une 
ondition su�sante d'uniforme intégrabilité est la suivanteThéorème 16 (La Vallée-Poussin) Soit ψ une fon
tion positive 
oer
ive i.e.telle que

lim
x→∞

ψ(x)

x
= +∞Si

sup
j

∫

ψ(|fj |)dP <∞alors la famille {fj} est uniformément intégrable



52 CHAPITRE 5. MARTINGALESCorollaire 3 Une suite bornée dans Lp ave
 p > 1 est uniformément intégrablePreuve. Il su�t de prendre ψ(x) = |x|p5.4.2 Martingales régulièresCommençons par montrer laProposition 11 Soit X ∈ L1(Ω,A,P), l'ensemble {

E
BX, B ⊂ A

} est uni-formément intégrable.Preuve. Tout d'abord, nous avons |EBX| ≤ E
B|X| don


∫

(|EBX|>a)

|EBX|dP ≤
∫

(EB|X|>a)

E
B|X|dP =

∫

(EB|X|>a)

|X|dP
ar (EB|X| > a) est B-mesurable. Partitionnons Ω en (|X| > b) et (|X| ≤ b)
∫

(EB|X|>a)

|X|dP ≤ bP(EB|X| > a) +

∫

(|X|>b)

|X|dPD'autre part
P(EB|X| > a) ≤ a−1

E(EB|X|) = a−1
E|X|En rassemblant les inégalités pré
édentes, on obtient

sup
B

∫

(|EBX|>a)

|EBX|dP ≤ b

a
E|X|+

∫

(|X|>b)

|X|dPIl su�t alors de 
hoisir b =
√
a et de faire tendre a→∞.Nous avons vu que même pour une martingale positive bornée dans L1 la 
onver-gen
e presque sûre n'entraîne pas la 
onvergen
e dans L1. Le théorème suivantpré
ise les 
onditions pour lesquelles une martingale 
onverge dans L1Théorème 17 Soit (Xn)n une martingale intégrable, les 
onditions suivantessont équivalentes(i) La suite (Xn)n 
onverge dans L1(ii) supn E|Xn| <∞ et X∞ = p.s. limnXn véri�e pour tout n

E
BnX∞ = Xn(iii) Il existe une v.a. intégrable X telle que pour tout n
Xn = E

BnX(iv) La suite (Xn)n satisfait la 
ondition d'uniforme intégrabilité
sup

n

∫

(|Xn|>a)

|Xn|dP→ 0 quand a→ +∞



5.4. MARTINGALES UNIFORMÉMENT INTÉGRABLES 53Preuve. (i) ⇒ (ii) : La 
onvergen
e de Xn dans L1 entraîne que la suite (Xn)nest bornée dans L1 don
, d'après la se
tion pré
édente, (Xn)n 
onverge p.s. versune v.a. X∞. Soit X = L1 − limXn. D'après le lemme de Fatou,
∫

|X∞ −X| =
∫

lim inf |Xn −X| ≤ lim inf

∫

|Xn −X| = 0don
 X = X∞ p.s. Maintenant �xons n, pour p ≥ n on a
E
BnXp = XnOr pour p→∞, par L1-
ontinuité de l'opérateur espéran
e 
onditionnelle on a

E
BnXp → E

BnX = E
BnX∞Don


E
BnX∞ = Xn(ii) ⇒ (iii) : C'est 
lair 
ar par le lemme de Fatou X∞ est intégrable

E|X∞| ≤ lim inf E|Xn| ≤ sup
n

E|Xn| <∞(iii) ⇒ (iv) : Il su�t d'appliquer la proposition 11(iv) ⇒ (i) : Commençons par prouver la 
onvergen
e presque sûre de Xn. La
ondition d'uniforme intégrabilité donne
sup

n
E|Xn| ≤ a+ sup

n

∫

(|Xn|>a)

|Xn|dP <∞Don
 la martingale est bornée dans L1. Elle 
onverge don
 p.s. Le théorème deVitali fournit alors la 
onvergen
e dans L1Remarque. Attention, si (iii) est véri�é, on aXn = E
BnX, mais a prioriX 6= X∞.On montre 
ependant que X∞ = E

B∞X 2En appliquant le 
orollaire 3, on obtient immédiatemment.Corollaire 4 Soit une martingale bornée dans Lp, ave
 p > 1. Alors elle 
onvergep.s. et dans L1 vers la même limite. De plus la 
onvergen
e a également lieudans Lp.Preuve. La seule 
hose a montrer est la 
onvergen
e dans Lp. Tout d'abord, parle lemme de Fatou ∫

|X∞|p ≤ lim infn |Xn|p <∞ don
 X∞ ∈ Lp. Le reste de lapreuve est laissée en exer
i
e.Terminons 
e 
ours par le théorème suivant, dont la preuve est laissée en exer-
i
e.Théorème 18 (d'arrêt régulier) Soit (Xn)n une martingale (resp. surmar-tingale, sous-martingale) uniformément intégrable, S ≤ T deux temps d'arrêtsquel
onques, Alors
E
BSXT = XS (resp. ≤ XS , resp. ≥ XS) (5.3)



54 CHAPITRE 5. MARTINGALES5.5 Exer
i
es et problèmes.1. Somme et inf de surmartingales Soit (Xn)n et (Yn)n des surmartin-gales, montrer que Xn +Yn et Xn ∧Yn aussi. En déduire que si (Xn)n estune martingale alors X+
n et X−

n sont des sous-martingales positives.2. Fon
tion 
onvexe de martingale. Soit (Xn)n une martingale, et ϕune fon
tion 
onvexe telle que ∀n, ϕ(Xn) ∈ L1. Montrer que ϕ(Xn) estune sous-martingale. En déduire que |Xn| et X2
n sont des sous-martingalespositives.3. Ré
iproque du théorème d'arrêt Soit (Xn)n un pro
essus intégrableet adapté à une �ltration. Montrer que (Xn) est une martingale ssi pourtout temps d'arrêt borné T on a

EXT = EX04. Surmartingale 
onservative = martingale. Soit (Xn)n une Fn-surmartingaletelle que
∀n, EXn = EX0Montrer que (Xn)n une Fn-martingale.5. Compensateur d'une sous-martingale Soit (Fn)n une �ltration, ondit qu'un pro
essus (An)n est prévisible si ∀n, An+1 est Fn-mesurable et

A0 est F0-mesurable. On dit que (An)n est 
roissant si ∀n, An ≤ An+1.Montrer que toute sous-martinagle (Xn)n se dé
ompose de façon unique
Xn = Mn +Anoù (Mn)n est une martingale et (An)n un pro
essus prévisible 
roissantde terme initial A0 = 0. (An)n est appelé le 
ompensateur de la sous-martingale (Xn) et 
ette dé
omposition est appelée dé
omposition deDoob. Dans le 
as parti
ulier où (Xn) est le 
arré d'une martingale (Yn)(Cf ex 2), le 
ompensateur de (Y 2

n ) est noté < Yn > .6. Martingales exponentielles Soit (Yn)n≥1 une suite de v.a. indépen-dantes de même loi normale N (0, σ2). On pose Fn = σ(Y1, . . . Yn) et
Xn = Y1 + . . .+ Yn. Soit Zu

n = exp(uXn − nu2σ2/2). Montrer que (Zu
n)nest une Fn-martingale.7. Martingales de 
arrés intégrable. Soit (Mn)n une martingale telle que

∀n, Mn ∈ L2. Montrer que
E(Mn+p −Mn)2 = E(M2

n+p −M2
n) (5.4)On suppose en outre que supnE(M2

n) <∞. Montrer, simplement à l'aidede (5.4) que (M2
n)n est une sous-martingale et que la suite (EM2

n)n est
roissante. Soit m∗ = limnE(M2
n). Montrer que la suite (Mn)n est 
onver-gente dans L2.8. Loi du 0-1 de Kolmogorov. Soit (Yn)n une suite de v.a. indépendantes.On dé�nit Fn = σ(Y1, . . . Yn), Fn = σ(Yn, Yn+1 . . .), F∞ = σ(

⋃

n Fn), etla tribu de queue F∞ =
⋂

n Fn Soit A ∈ F∞. Montrer que P (A) = 0 ou 1.indi
ation : 
onsidérer Zn = EFn1A.En déduire que si X est une v.a. F∞-mesurable, elle est 
onstante p.s.



5.5. EXERCICES ET PROBLÈMES. 559. Martingales exponentielles (suite). Soit (Yn)n≥1 une suite de v.a.indépendantes de même loi normale N (0, σ2). On pose Fn = σ(Y1, . . . Yn)et Xn = Y1 + . . . + Yn. Soit Zu
n = exp(uXn − nu2σ2/2). Montrer que

∀u ∈ R, (Zu
n)n 
onverge p.s. vers une variable Zu

∞ �nie. Que vaut 
ettelimite ? Pour quelles valeurs de u, Zu
n est -elle une martingale régulière ?10. Un jour ou l'autre Considérer le jeu de pile ou fa
e, i.e. une suite dev.a. (Xn)n indépendantes de même loi P (Xi = 1) = P (Xi = −1) = 1/2.Soit a un entier positif. Noter Sn =

∑

k≤nXk et T = inf{n;Sn ≥ a}.Supposer la fortune initiale nulle X0 = 0.Le but du problème est de montrer que T <∞ p.sSoit Fn = σ(Xk, k ≤ n) et
Zθ

n =
exp θSn

cosh θn(a) Montrer que Zθ
n est une Fn-martingale.(b) Montrer que, pour tout θ > 0, Zθ

n∧T 
onverge p.s. et dans L2 vers lav.a.
Wθ =

exp θa

(cosh θ)T
1T<∞(
) En déduire que P (T <∞) = 1 (faire tendre θ → 0)(d) En déduire que, pour tout θ positif

E(cosh θ)−T = exp (−θa)(e) En déduire que ET =∞, expliquer 
omment 
al
uler les P(T = k) àpartir de ψ(θ) = E(cosh θ)−T . (penser à la transformée de Lapla
e).11. Soit une suite de v.a. (Xn)n indépendantes de même loi normaleN (m,σ2),ave
 m < 0. On pose S0 = 0, Sn =
∑

k≤nXk, Fn = σ(Xk, k ≤ n) et
W = supn Sn. Le but du problème est d'étudier W .(a) Montrer que P (W <∞) = 1(b) Cal
uler EFn(eλSn+1)(
) Montrer qu'il existe un λ0 tel que eλ0Sn soit une martingale(d) Montrer que pour tout a > 1

P (eλ0W > a) ≤ 1/aet que P (W > t) ≤ e−λ0t(e) En déduire que pour tout λ < λ0, E(eλW ) < ∞ et qu'en parti
ulier
W a des moments de tous ordres.12. Mar
he aléatoire et temps d'arrêt. Soit (Xn)n≥1 une sous-martingaleet T un temps d'arrêt adaptés à une �ltration (Bn)n tel que T ≥ 1 et

ET <∞. On suppose de plus qu'il existe K > 0 tel que
|Xn(ω)−Xn−1(ω)| ≤ K p.s.(a) Montrer que XT = X1 +

∑

n≥1(Xn+1 −Xn) · 1(T≥n+1)(b) Montrer que EBn [(Xn+1 −Xn) · 1(T≥n+1)] ≥ 0



56 CHAPITRE 5. MARTINGALES(
) En déduire que E(XT |X1) ≥ X1 puis que EXT ≥ EX1(d) Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. indépendantes, de même loi d'espé-ran
e �nie. Pour tout n ≥ 1, on pose Sn = X1 + . . . +Xn. Montrerque Yn = Sn − nEX1 est une martingale.(e) Soit T ≥ 1 un temps d'arrêt adapté à la suite (Yn)n tel que ET <∞.Montrer que EST = ET · EX1(f) On suppose que P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1/2 et on prend
T = inf{n ≥ 1| Sn > 0}. Montrer par l'absurde que ET = +∞13. Loi du log-itéré. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. indépendantes, demême loi telle que EX1 = 0 et EX2

1 = 1. On suppose de plus que ψ(λ) =
E(eλX1) < ∞, ∀λ. Pour tout n ≥ 1, on pose Sn = X1 + . . . + Xn. Pourtout t > 1, on dé�nit h(t) =

√
2t ln ln t(a) Montrer que Yn = eλSn/ψ(λ)n est une martingale(b) Montrer en utilisant l'inégalité maximale que ∀a > 0 et pour tout ∀λ

P





⋃

n≥1

(Sn > a+ n
lnψ(λ)

λ



 ≤ e−λa(
) Soit t > 1 et α > 1. Pour k ≥ 1, on pose
ak =

α

2
h(tk), λk =

h(tk)

tk
, ck =

α

2
+ t

lnψ(λk)

λ2
k

.Démontrer que
P





⋃

tk<n≤tk+1

(Sn > h(n)ck)



 ≤ (k ln t)−α(d) Montrer que p.s. ω, il existe N ≥ 1 tel que
∀k ≥ N, ∀n ∈]tk, tk+1],

Sn(ω)

h(n)
≤ ckOn utilisera pour 
ela le lemme de Borel-Cantelli :Soit (Ak)k une suite d'évènements tels que la série∑

k P (Ak) 
onverge.Alors P (
⋂

N

⋃

k≥N Ak) = 0 autrement dit P (
⋃

N

⋂

k≥N Ac
k) = 1 ,
'est-à-dire que p.s. ω appartient à tous les Ac

k à partir d'un 
ertainrang.(e) En admettant que ψ(λ) = 1 + λ2/2 + o(λ2), démontrer que
ck =

α+ t

2
+ ǫ(k),ave
 limk→∞ ǫ(k) = 0(f) En déduire que presque-sûrement

lim sup
n→∞

Sn(ω)√
2n ln lnn

≤ 1



5.5. EXERCICES ET PROBLÈMES. 57(g) En utilisant le théorème de dérivation sous le signe somme de Le-besgue, prouver que ψ(λ) = 1 + λ2/2 + o(λ2).14. Ensemble de 
onvergen
e d'une martingale.(a) Soit (Xn)n≥0 une sous-martingale telle que E supn≥0(Xn+1−Xn)+ <
+∞, ave
 X0 = 0. Soit un réel a > 0 et T = inf{n ≥ 0, Xn ≥ a}(ave
 la 
onvention inf(∅) = +∞). Montrer que sur (T = n) on a :
Xn ≤ a+ (Xn −Xn−1)

+(b) En déduire que E|XT∧n| est bornée.(
) Soit (Xn)n≥0 un pro
essus aléatoire quel
onque. On pose F = (lim supnXn <
+∞) et Fa = (supnXn < a). Montrer que F =

⋃

a>0 Fa.(d) Soit (Xn)n≥0 une martingale telle que E supn≥0 |Xn+1−Xn|+ < +∞,ave
 X0 = 0. Soit a > 0.i. Montrer que p.s. si ω ∈ Fa alors la suite (Xn(ω)) 
onverge versune limite �nie.ii. En déduire que, p.s. ω, ou bien la suite (Xn(ω)) 
onverge versune limite �nie, ou bien elle os
ille indé�niment entre−∞ et +∞.On pourra noter A1 = {ω ∈ Ω, limnXn(ω) existe et est �nie.},
A2 = {ω ∈ Ω, lim supXn(ω) = +∞ et lim infXn(ω) = −∞}.15. Quelques inégalités de Doob.(a) Soit (Xn)n une sous-martingale positive asso
iée à une �ltration

(Bn)n et T un temps d'arrêt. Montrer que, sur (T ≤ n) on a XT ≤
EBTXn.(b) Soit Ta = inf{n ≥ 0, Xn > a}. Démontrer que

aP (sup
k≤n

Xk > a) ≤
∫

(supk≤n Xk>a)

Xn dP. (5.5)Pour 
ela, utiliser que (Ta ≤ n) = (supk≤nXk > a)(
) Soit p ≥ 1 et Z une v.a. positive, montrer que
E(Zp) =

∫ +∞

0

pap−1P (Z > a) da. (5.6)On pourra remarquer que P (Z > a) = E1(a<Z) et utiliser le théo-rème de Fubini.(d) Soit (Xn)n une martingale intégrable.i. Montrer que |Xn| est une sous-martingale positive.ii. On pose Sn = supk≤n |Xk|. Soit p > 1. Montrer à l'aide desinégalités (5.6), (5.5) et du théorème de Fubini que
E(Sp

n) ≤ p

p− 1
E(|Xn|Sp−1

n )iii. A l'aide de l'inégalité de Hölder, en déduire que
E(Sp

n)1/p ≤ p

p− 1
E(|Xn|p)1/p.



58 CHAPITRE 5. MARTINGALESiv. On suppose que supnE(|Xn|p) < +∞. Prouver que
|| sup

n
|Xn|||Lp ≤ p

p− 1
sup

n
||Xn||Lp .16. Une preuve de la loi forte des grands nombres. Soit (Xn)n≥0 unemartingale telle que X0 = 0 et

M = sup
n≥0

E(Xn+1 −Xn)2 < +∞.(a) Montrer que EX2
n =

∑

1≤k≤nE(Xn −Xn−1)
2(b) En déduire que EX2

n ≤M · n, puis que
Xn

n

L2

−→ 0.(
) Soit Yn =
∑

1≤k≤n(Xk −Xk−1)/k. Montrer que Yn est une martin-gale.(d) Montrer que Yn est bornée dans L2.(e) En déduire que Yn 
onverge p.s.(f) On admettra le lemme suivant : Soit une suite de nombre réels (xn)ntelle que la série ∑

k(xk − xk−1)/k est 
onvergente. Alors la suite
xn/n tend vers 0. En déduire que

Xn

n

p.s.−→ 0.(g) Retrouver la loi forte des grands nombres suivante : Soit (Xn)n unesuite de v.a. appartenant à L2, indépendantes, de même espéran
e
µ, de varian
es bornées par un même nombre σ2. Alors

X1 +X2 + . . . Xn

n

p.s.−→ µ



Bibliographie[1℄ N. Bouleau, Pro
essus sto
hastiques et appli
ations, Hermann, 1988[2℄ C. Robert, G. Casella, Monte Carlo statisti
al methods, Springer, 99[3℄ C. Robert, Méthodes de Monte Carlo par 
haîne de Marko, E
onomi
a , 96[4℄ L. Devroye, Non-uniform random variable generation, Springer, 85[5℄ D. Knuth, The art of 
omputer programming, vol. 2, seminumeri
al algo-rithms, 2nd edition, Addison-Wesley, 81[6℄ J. R. Norris, Markov 
hains, Cambridge, 1997[7℄ W. Feller, An introdu
tion to Probability Theory and Its Appli
ations, vol.I, 3rd edition, 1957[8℄ En
y
lopédie Universalis,�Martingales�, arti
le de P. Crépel, J. Memin etA. Raugi[9℄ P. Deheuvels, La probabilité, le hasard, la 
ertitude, 
oll. Que-sais-je, PUF,1990[10℄ W. Feller, An introdu
tion to probability theory, vol. I et II, Wiley, 1966[11℄ J. Neveu, Martingales à temps dis
ret, Masson, 1972[12℄ N. Bouleau, Pro
essus sto
hastiques et appli
ations, Hermann, 1988[13℄ D. Revuz, Probabilités, Hermann, 1997[14℄ L. Breiman, Probability, Addison-Wesley, 1968[15℄ B. Oksendal, Sto
hasti
 di�erential equations, Springer,1998[16℄ L. Mazliak, P. Priouret, P. Baldi, Martingales et 
haînes de Markov, Her-mann, 1998[17℄ B. Y
art, Modèles et Algorithmes markoviens, Springer, 2002

59


