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Résumé - Le but de cette note est d’introduire une notion généralisant a la fois celle de groupoide quantique,
introduite dans [4], et celle de quasi-groupe quantique (quasi-bigébre de Hopf, quasi-triangulaire), introduite
par Drinfeld [3]. Cette notion, qu’on pourrait appeler quasi-groupolde quantique, permet de généraliser certain

résultats de [1].

QUASI-QUANTUM GROUPOIDS

Abstract - The aim of this note is to introduce a notion that generalizes simultaneously the notion of
quantum groupoid [4] and the notion of quasi-quantum group (quasi-triangular quasi-Hopf algebra) introduced
by Drinfeld [3]. This new mathematical object may be called a quasi-quantum groupoid. Some results of [1] can

be generalized in this framework.

Dans cette note, k désigne un anneau commutatif. Par algebre, on entend k-algebre
associative, unitaire. Le produit tensoriel sur k est noté @. Si B est une algebre, on note
B° 1’algebre opposée, et B¢ 'algebre enveloppante B° @ B. La catégorie des B-modules a
droite est notée Mod(B). On identifie la catégorie Bimod(B, B) des (B, B)-bimodules a la
catégorie Mod(B¢) en munissant tout (B, B)-bimodule M de la structure de B°-module
a droite donnée par : m-(x @y) = x-m-y. Un tel bimodule M peut aussi étre vu comme

un (B°, B°)-bimodule; on le note alors M°.

Rappels sur les cogébroides [2], [1]. — Soit B une algebre. Un cogébroide de
base B est un (B, B)-bimodule L muni de morphismes de (B, B)-bimodules A : L —
L®pL et e: L — B, appelés respectivement coproduit et counité, vérifiant les axiomes
suivants : (17 @pA)A = (A@plr)A et (1 @pe)A =11 = (e®@plp)A. Un morphisme de
cogébroides de base B est un morphisme de (B, B)-bimodules compatible aux coproduits

et aux colinités.



Le (B, B)-bimodule B¢ est muni d’'une structure de cogébroide, dont le coproduit
est défini par A(z @y) = (¢ ®@ 1) @p (1 @ y) et la colinité par £(x @ y) = xy. Si L est
un cogébroide de base B, L° est naturellement muni d’une structure de cogébroide de
base B°. Si ¢ : B — (' est un morphisme d’algebres, et si L est un cogébroide de base
B, alors C @p L ®@p C est naturellement muni d’une structure de cogébroide de base C',
qu’on note ¢,L. Si L et L' sont des cogébroides de bases respectives B et B', L® L' est
naturellement muni d’une structure de cogébroide de base B @ B’. Lorsque B = B’ et B
est commutatif, L @pe L' est muni d'une structure de cogébroide de base B, s’identifiant
au cogébroide pugy (L @ L'), ou p1p désigne la multiplication de B.

Soit L un cogébroide de base B. Un L-comodule a droite est un B-module a droite
V' muni d’une coaction a droite de L. c’est-a-dire un morphisme de B-modules a droite
§:V — V@pL vérifiant les axiomes suivants : (6@p11)0 = (ly @pA)d et (1y @pe)d =
ly. Un morphisme de L-comodules a droite est un morphisme de B-modules a droite

compatible aux coactions. La catégorie des L-comodules & droite est notée Comod(L) .

Notations diverses. — Soit B une algebre commutative. Si P et M sont des
(B, B)-bimodules, et n un entier, on notera C™(P, M) le k-module des applications de
P" dans M qui sont B-linéaires a droite et & gauche en chaque variable, et C*(P, M) la
somme directe @ C™(P, M). Posant P = PR PRpge - -Qpge P (n fois), on identifiera
C™(P,M) & Hompg:(P"™ M). Pour ¢ € C"(P,B) et t» € C™(P,M) (ou ¢ € C"(P, M)
et v € C™(P,B)) on note ¢ -1 1'élément de C"T™(P, M) défini par :

(- )1, T Y1y Ym) = (@1, )01, o Ym) -

On fait ainsi de C*(P, B) une algebre graduée, et de C*(P,M) un C*(P, B)-bimodule
gradué. Pour ¢ € &, et ¢ € C"(P, M), on note v,(1)...o(n) I'élément de C"(P, M) défini
par: (T1,...,%n) = P(Zo()s -+ Lo(n))-

Soit a présent (L, A, e) un cogébroide de base B. Pour tout (B, B)-bimodule M, on
pose C"(M)=C"(L,M).Si M et N sont deux (B, B)-bimodules, on définit un produit
% : C™"(M) x C"(N) — C™"(M ®@p N), appelé produit de convolution, par la formule :

() (x1,...,0n) = Z @(yil,...,y;")®B¢(Zil,...,z,’;") ,
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ou x1, ..., &, sont dans L, et A(a;) = E ylil @B Zlil , pour 1 <[ <n. Le produit * est
associatif, et admet pour élément neutre”asenjl: g-e---e € C"(B). En particulier, C™(B)
est une algebre unitaire. Pour p : {1,...,m} — {1,...,n} injection et » € C™(B) on
note (1), p(m) Vélément @1y s(n) de C*(B), ot p =t "~ et 0 € &, désigne un
prolongement arbitraire de p.

Soient X7 = (V4,01),..., X, = (Vi,d,) des L-comodules a droite, et M un (B, B)-
bimodule. Pour ¢ € C™(M), on définit une application X, X de Vi®@p---®@gV, dans
Viep: - @V, ®@p M par la formule :

Pxrx, (1@ @) = Y wit @p-e-@pwy @p (il
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ou vy est pour 1 <[ < n un élément de Vi, d'image §(v;) = >, w;l @B x;l par la
y €1y
coaction de L. Lorsque M = B, on définit ainsi sur V) ®p --- @p V,; une structure de

C"(B)-module a gauche.

Quasi-bigébroides. — Soit B une algebre commutative. On appelle quasi-bigébroide
de base B la donnée d'un cogébroide L de base B muni d’ éléments p € C*(L), n €

C°(L), et ® € C3(B), vérifiant les axiomes suivants :
( ) p:L@pe L — L est un morphisme de cogébroides de base B
(QB2) n: B° — L est un morphisme de cogébroides de base B;

(QB3) 7 est neutre a droite et & gauche pour p (ona po(n@pely) =1 =po(lp@pen));
(QB4) @ (po(p@pelr)) = (o (ly @pep)) *® dans C3(L);

(QB5)

(®o(lr @pe 1p @pep))*(Po(pu@pely @pe 11)) = (22 ®@)* (Po(ly @pep@pe 1)) *(P-¢)
dans C*(B);

(QB6) ®o(lp@pen@pe 1) =%
(QBT7) @ est inversible dans C?(B) pour le produit de convolution (et son inverse sera noté

o).

REMARQUE. L’application p définit une structure d’algebre non associative sur L pos-

sédant un élément unité égal a n(1 @ 1), et les applications s, b : B — L définies par
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s(a) = n(l®a) et bla) = nla® 1), pour a € B, sont des morphismes d’algebres, cor-
respondant aux morphismes source et but d’un groupoide. Lorsque ® = 3, on retrouve la
notion de bigébroide introduite par G. Maltsiniotis dans [4]; lorsque B = k, on obtient la

notion duale a la notion de quasi-bigebre (“quasibialgebra”) introduite par Drinfeld [3].

Théoréeme. Soit L = (L,u,n,®) un quasi-bigébroide de base B. Alors il existe sur
Comod(L) une structure naturelle de catégorie monoidale, qu’on notera Rep(L); en outre
le foncteur oubli U : Rep(L) — Mod(B) commute auz produits tensoriels et envoie ['objet

unité I sur B.

DEMONSTRATION. — 1) Si Xy = (V1,61) et Xo = (V2,d4) sont des L-comodules & droite,
leur produit tensoriel est, par définition, le L-comodule a droite X7 @ Xo = (V4 @p V3,4),
ou ¢ = X, X, ViegpVe — Vi ®@p Vo ®p L. Que ¢ soit une coaction a droite résulte de
la condition ((QB1) et cette construction est clairement fonctorielle.

2) L’objet-unité est défini par I = (B,s), ou s : B — L = B® L est défini ci dessus. Il
résulte de (QB2) que s est une coaction et de (QB3) que I est neutre & droite et a gauche
pour le produit tensoriel.

3) La contrainte d’associativité a. Soient trois L-comodules a droite X; = (V;,4;) pour
1 = 1,2,3. Considérons ax, Xy Xy = Ox, x,x, Vi@ Vo@p Vs — ViepVe@pVs. Il
résulte de (QB4) que ay, v, x, est un morphisme de comodules de (X7 @ Xp) @ X3 vers
X1 @ (X2 ® X3), et a est clairement fonctoriel. De (QB5) résulte que a rend commutatif
le pentagone de MacLane, de (QB6), que @ est compatible a 'unité, et de (QBT), que a

est un isomorphisme. 0O

Définition. Soit £ = (L,u,n,®) un quasi-bigébroide de base B. On appelle tressage de

L tout élément R de C*(B) vérifiant les conditions suivantes :
(T1) p21 * R= Rx*p dans C*(L) ;

(T2) Ro(p@pe 1) = ®310 % Ryz * B35 * Roz  ® dans C3(B) ;
(T3) Ro(1ly @pep) = B3y * Ry * Boy3 * Rig + 1 dans C3(B) ;

(T4) R est inversible dans CZ(B) )



Théoreme. Soit L un quasi-bigébroide de base B. La donnée d’un tressage de L définit

un tressage dans la catégorie monoidale Rep(L).

DEMONSTRATION. Soit R un tressage de £ = (L, u,n,®). Soient X7 = (V4,61), Xo =
(Va,62) deux objets de Rep(L). On note oy, Vi@ Ve = V2@ Wi I’échange des
facteurs. Soit Rx, x, 'application Ty, v, O Rx, x, de V1 @p V3 dans Vo, @p Vi. Il résulte
de (T1) que Rx, x, est un morphisme de L-comodules a droite de Xy @ X, vers Xo @ X7,
et de (T4), que c’est un isomorphisme. La fonctorialité de R est immédiate. Les hypotheses

(T2) et (T3) assurent la commutativité des deux hexagones de MacLane. O

Définition. Soit £ = (L, u,n, ®) un quasi-bigébroide de base B. On appelle antipode de
L la donnée d'un élément S de C1(L°) et de deux éléments o, 3 de C'(B), vérifiant :

(A1) S:L —> L° est un morphisme de cogébroides;
(A2) soa=jo(S*a*ly);
(A3) bofB=po(ly+B*S);
(Ad) Po(lp+BxSka*l)=c=3"1o(Sxarly+f+S);

(s et b sont définis dans la remarque). On dit qu'un quasi-bigébroide £ est un quasi-

bigébroide de Hopf s’il possede un antipode (S, «, 3), avec S bijectif.

RAPPELS. Soient C une catégorie monoidale de produit tensoriel @, d’objet unité (strict)
I et de contrainte d’associativité a, X et Y des objets de C, et e : X @Y — I,

h:I —Y @X des morphismes de C. On dit que (X,Y,e,h) est une dualité de C si
(e® 1X)a)_(}Y,X(1X @h)=1x et (ly ®e)aY7X7Y(h @ 1y ) = 1y . Le choix pour chaque objet
X de C d’'une dualité (VX, X, ey, hy) détermine un foncteur contravariant “dual & gauche”
¥? de C dans C. En particulier, dans la catégorie proj(B) des B-modules projectifs de
type fini sur une algebre commutative B, on a pour chaque objet V une dualité canonique
(V*,V,ey,hy),ou V¥ =Homp(V,B), e, :V*@pV — B est I"évaluation, et hy : B —
V @p V* la co-évaluation (c’est-a-dire 'application B-linéaire qui envoie 1 sur ’élément
de V. @p V* correspondant a 1y dans isomorphisme canonique V @p V* ~ Endg(V)).

D’ou un foncteur dual a gauche qu’on note 7*.



Théoréeme. Soient L = (L,p,n, ®) un quasi-bigébroide de base B, C la sous-catégorie
monoidale pleine de Rep(L) formée des L-comodules & droite qui sont projectifs de type fini
sur B, et (S,a,B) un antipode de L. Alors la catégorie C est autonome & gauche, et plus
précisément, on peut construire pour chaque objet X de C une dualité (X, X, e, hy),
de sorte que le foncteur oubli commute auz foncteurs “dual ¢ gauche” (autrement dit :

UoY? =7*oU ). De plus, si L est un quasi-bigébroide de Hopf, la catégorie C est autonome.

DEMONSTRATION. Soient V un B-module & droite projectif de type fini, et (V*,V, ey, Iy )
la dualité canonique. Soit ¢ une coaction a droite de L sur V, et X = (V,§). Soit
6" =(lv= @p S)op, y=(ey @B lregve)(lvs @pd @p Ly )(ly= @ hy) : V* — V* @p L.
Il résulte de (Al) que &' est une coaction a droite de L sur V*. Soit YX le comodule
(V*,6"). Posons e = ey, 0(lyx @pay) et h=(8y @plyx)ohy . Ilresulte de (A2) et (A3)
que e est un morphisme de comodules de YX @ X vers I, et h, de I vers X @ VX . Il
résulte de (A4) que (YX,X,e,h) est une dualité de Rep(L). Il résulte aussi de (A4) que
si f est un morphisme de C, U(Yf) = U(f)* (transposé de U(f)).

Si S est un isomorphisme, soit Y = (W, ') un L-comodule & droite, et supposons W
projectif de type fini comme B-module. Posons V = W*, de sorte que W s’identifiea V*.
Soit 6 = (ly @pey @S H(lve, v @popyv)(lv@pd @ply)(hy@ply):V — VaplL.
Alors 4 est une coaction a droite de L sur V', d’ott un comodule X = (V,§), et YV s’identifie

a VX, donc admet X pour dual & droite.O
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