
Alg�ebre/Algebra QUASI-GROUPO�IDES QUANTIQUESAlain Brugui�eres et Georges MaltsiniotisR�esum�e - Le but de cette note est d'introduire une notion g�en�eralisant �a la fois celle de groupo��de quantique,introduite dans [4], et celle de quasi-groupe quantique (quasi-big�ebre de Hopf, quasi-triangulaire), introduitepar Drinfeld [3]. Cette notion, qu'on pourrait appeler quasi-groupo��de quantique, permet de g�en�eraliser certainr�esultats de [1]. QUASI-QUANTUM GROUPOIDSAbstract - The aim of this note is to introduce a notion that generalizes simultaneously the notion ofquantum groupoid [4] and the notion of quasi-quantum group (quasi-triangular quasi-Hopf algebra) introducedby Drinfeld [3]. This new mathematical object may be called a quasi-quantum groupoid. Some results of [1] canbe generalized in this framework.Dans cette note, k d�esigne un anneau commutatif. Par alg�ebre, on entend k -alg�ebreassociative, unitaire. Le produit tensoriel sur k est not�e 
 . Si B est une alg�ebre, on noteBo l'alg�ebre oppos�ee, et Be l'alg�ebre enveloppante Bo
B . La cat�egorie des B -modules �adroite est not�ee Mod(B) . On identi�e la cat�egorie Bimod(B;B) des (B;B)-bimodules �a lacat�egorie Mod(Be) en munissant tout (B;B)-bimodule M de la structure de Be -module�a droite donn�ee par : m � (x
 y) = x �m � y . Un tel bimodule M peut aussi être vu commeun (Bo; Bo)-bimodule ; on le note alors Mo .Rappels sur les cog�ebro��des [2], [1]. | Soit B une alg�ebre. Un cog�ebro��de debase B est un (B;B)-bimodule L muni de morphismes de (B;B)-bimodules � : L �!L
B L et " : L �! B , appel�es respectivement coproduit et co�unit�e, v�eri�ant les axiomessuivants : (1L
B�)� = (�
B 1L)� et (1L
B")� = 1L = ("
B 1L)�. Un morphisme decog�ebro��des de base B est un morphisme de (B;B)-bimodules compatible aux coproduitset aux co�unit�es. 1



Le (B;B)-bimodule Be est muni d'une structure de cog�ebro��de, dont le coproduitest d�e�ni par �(x 
 y) = (x 
 1) 
B (1 
 y) et la co�unit�e par "(x 
 y) = xy . Si L estun cog�ebro��de de base B , Lo est naturellement muni d'une structure de cog�ebro��de debase Bo . Si � : B �! C est un morphisme d'alg�ebres, et si L est un cog�ebro��de de baseB , alors C 
B L
B C est naturellement muni d'une structure de cog�ebro��de de base C ,qu'on note ��L . Si L et L0 sont des cog�ebro��des de bases respectives B et B0 , L
L0 estnaturellement muni d'une structure de cog�ebro��de de base B 
B0 . Lorsque B = B0 et Best commutatif, L
Be L0 est muni d'une structure de cog�ebro��de de base B , s'identi�antau cog�ebro��de �B�(L
 L0) , o�u �B d�esigne la multiplication de B .Soit L un cog�ebro��de de base B . Un L-comodule �a droite est un B -module �a droiteV muni d'une coaction �a droite de L , c'est-�a-dire un morphisme de B -modules �a droite� : V �! V 
BL v�eri�ant les axiomes suivants : (�
B 1L)� = (1V 
B�)� et (1V 
B")� =1V . Un morphisme de L-comodules �a droite est un morphisme de B -modules �a droitecompatible aux coactions. La cat�egorie des L-comodules �a droite est not�ee Comod(L) .Notations diverses. | Soit B une alg�ebre commutative. Si P et M sont des(B;B)-bimodules, et n un entier, on notera Cn(P;M) le k -module des applications dePn dans M qui sont B -lin�eaires �a droite et �a gauche en chaque variable, et C�(P;M) lasomme directe LCn(P;M) . Posant P (n) = P 
Be P 
Be � � �
Be P (n fois), on identi�eraCn(P;M) �a HomBe(P (n);M) . Pour ' 2 Cn(P;B) et  2 Cm(P;M) (ou ' 2 Cn(P;M)et  2 Cm(P;B)) on note ' �  l'�el�ement de Cn+m(P;M) d�e�ni par :(' �  )(x1; . . . ; xn; y1; . . . ; ym) = '(x1; . . . ; xn) (y1; . . . ; ym) :On fait ainsi de C�(P;B) une alg�ebre gradu�ee, et de C�(P;M) un C�(P;B)-bimodulegradu�e. Pour � 2 Sn et ' 2 Cn(P;M) , on note '�(1)...�(n) l'�el�ement de Cn(P;M) d�e�nipar : (x1; . . . ; xn) 7! '(x�(1); . . . ; x�(n)) .Soit �a pr�esent (L;�; ") un cog�ebro��de de base B . Pour tout (B;B)-bimodule M , onpose Cn(M) = Cn(L;M) . Si M et N sont deux (B;B)-bimodules, on d�e�nit un produit� : Cn(M) � Cn(N) �! Cn(M 
B N) , appel�e produit de convolution, par la formule :(' �  )(x1; . . . ; xn) = Xi1;...;in '(yi11 ; . . . ; yinn ) 
B  (zi11 ; . . . ; zinn ) ;2



o�u x1 , . . . , xn sont dans L , et �(xl) = Pil2Il yill 
B zill , pour 1 � l � n . Le produit � estassociatif, et admet pour �el�ement neutre "n = " � " � � � " 2 Cn(B) . En particulier, Cn(B)est une alg�ebre unitaire. Pour � : f1; . . . ;mg ,! f1; . . . ; ng injection et  2 Cm(B) onnote  �(1)...�(m) l'�el�ement '�(1)...�(n) de Cn(B) , o�u ' =  � "n�m et � 2 Sn d�esigne unprolongement arbitraire de � .Soient X1 = (V1; �1); . . . ;Xn = (Vn; �n) des L-comodules �a droite, et M un (B;B)-bimodule. Pour ' 2 Cn(M) , on d�e�nit une application 'X1;...;Xn de V1
B � � �
B Vn dansV1 
B � � � 
B Vn 
B M par la formule :'X1;...;Xn(v1 
B � � � 
B vn) = Xi1;...;in wi11 
B � � � 
B winn 
B '(xi11 ; . . . ; xinn ) ;o�u vl est pour 1 � l � n un �el�ement de Vl , d'image �l(vl) = Pil2Ilwill 
B xill par lacoaction de L . Lorsque M = B , on d�e�nit ainsi sur V1 
B � � � 
B Vn une structure deCn(B)-module �a gauche.Quasi-big�ebro��des.| Soit B une alg�ebre commutative. On appelle quasi-big�ebro��dede base B la donn�ee d'un cog�ebro��de L de base B muni d' �el�ements � 2 C2(L) , � 2C0(L) , et � 2 C3(B) , v�eri�ant les axiomes suivants :(QB1) � : L
Be L �! L est un morphisme de cog�ebro��des de base B ;(QB2) � : Be �! L est un morphisme de cog�ebro��des de base B ;(QB3) � est neutre �a droite et �a gauche pour � (on a �� (�
Be 1L) = 1L = �� (1L
Be �) ) ;(QB4) � � �� � (�
Be 1L)� = �� � (1L
Be�)� � � dans C3(L) ;(QB5) ���(1L
Be 1L
Be�)�����(�
Be1L
Be 1L)� = ("��)����(1L
Be�
Be1L)��(��")dans C4(B) ;(QB6) � � (1L
Be� 
Be 1L) = "2 ;(QB7) � est inversible dans C3(B) pour le produit de convolution (et son inverse sera not�e��1 ).Remarque. L'application � d�e�nit une structure d'alg�ebre non associative sur L pos-s�edant un �el�ement unit�e �egal �a �(1 
 1), et les applications s; b : B �! L d�e�nies par3



s(a) = �(1 
 a) et b(a) = �(a 
 1) , pour a 2 B , sont des morphismes d'alg�ebres, cor-respondant aux morphismes source et but d'un groupo��de. Lorsque � = "3 , on retrouve lanotion de big�ebro��de introduite par G. Maltsiniotis dans [4] ; lorsque B = k , on obtient lanotion duale �a la notion de quasi-big�ebre (\quasibialgebra") introduite par Drinfeld [3].Th�eor�eme. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . Alors il existe surComod(L) une structure naturelle de cat�egorie mono��dale, qu'on notera Rep(L) ; en outrele foncteur oubli U : Rep(L) �!Mod(B) commute aux produits tensoriels et envoie l'objetunit�e I sur B .D�emonstration.| 1) Si X1 = (V1; �1) et X2 = (V2; �2) sont des L-comodules �a droite,leur produit tensoriel est, par d�e�nition, le L-comodule �a droite X1
X2 = (V1
B V2; �) ,o�u � = �X1;X2 : V1 
B V2 �! V1 
B V2 
B L . Que � soit une coaction �a droite r�esulte dela condition (QB1) et cette construction est clairement fonctorielle.2) L'objet-unit�e est d�e�ni par I = (B; s) , o�u s : B ! L = B 
 L est d�e�ni ci dessus. Ilr�esulte de (QB2) que s est une coaction et de (QB3) que I est neutre �a droite et �a gauchepour le produit tensoriel.3) La contrainte d'associativit�e a . Soient trois L-comodules �a droite Xi = (Vi; �i) pouri = 1; 2; 3. Consid�erons aX1;X2;X3 = �X1;X2;X3 : V1 
B V2 
B V3 �! V1 
B V2 
B V3 . Ilr�esulte de (QB4) que aX1;X2;X3 est un morphisme de comodules de (X1 
X2)
X3 versX1 
 (X2 
X3) , et a est clairement fonctoriel. De (QB5) r�esulte que a rend commutatifle pentagone de MacLane, de (QB6), que a est compatible �a l'unit�e, et de (QB7), que aest un isomorphisme. utD�e�nition. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . On appelle tressage deL tout �el�ement R de C2(B) v�eri�ant les conditions suivantes :(T1) �21 �R = R � � dans C2(L) ;(T2) R � (�
Be 1L) = �312 �R13 � ��1132 �R23 � � dans C3(B) ;(T3) R � (1L
Be�) = ��1231 �R13 � �213 �R12 � ��1 dans C3(B) ;(T4) R est inversible dans C2(B) . 4



Th�eor�eme. Soit L un quasi-big�ebro��de de base B . La donn�ee d'un tressage de L d�e�nitun tressage dans la cat�egorie mono��dale Rep(L) .D�emonstration. Soit R un tressage de L = (L;�; �;�). Soient X1 = (V1; �1) , X2 =(V2; �2) deux objets de Rep(L) . On note �V1;V2 : V1 
B V2 ! V2 
B V1 l'�echange desfacteurs. Soit RX1;X2 l'application �V1;V2 �RX1;X2 de V1 
B V2 dans V2 
B V1 . Il r�esultede (T1) que RX1;X2 est un morphisme de L-comodules �a droite de X1
X2 vers X2
X1 ,et de (T4), que c'est un isomorphisme. La fonctorialit�e de R est imm�ediate. Les hypoth�eses(T2) et (T3) assurent la commutativit�e des deux hexagones de MacLane. utD�e�nition. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . On appelle antipode deL la donn�ee d'un �el�ement S de C1(Lo) et de deux �el�ements � , � de C1(B) , v�eri�ant :(A1) S : L �! Lo est un morphisme de cog�ebro��des;(A2) s � � = � � (S � � � 1L) ;(A3) b � � = � � (1L �� � S) ;(A4) � � (1L �� � S � � � 1L) = " = ��1 � (S � � � 1L �� � S) ;(s et b sont d�e�nis dans la remarque). On dit qu'un quasi-big�ebro��de L est un quasi-big�ebro��de de Hopf s'il poss�ede un antipode (S;�; �) , avec S bijectif.Rappels. Soient C une cat�egorie mono��dale de produit tensoriel 
 , d'objet unit�e (strict)I et de contrainte d'associativit�e a , X et Y des objets de C , et e : X 
 Y ! I ,h : I ! Y 
 X des morphismes de C . On dit que (X;Y; e; h) est une dualit�e de C si(e
1X)a�1X;Y;X(1X 
h) = 1X et (1Y 
e)aY;X;Y (h
1Y ) = 1Y . Le choix pour chaque objetX de C d'une dualit�e (_X;X; eX ; hX) d�etermine un foncteur contravariant \dual �a gauche"_? de C dans C . En particulier, dans la cat�egorie proj(B) des B -modules projectifs detype �ni sur une alg�ebre commutative B , on a pour chaque objet V une dualit�e canonique(V �; V; eV ; hV ) , o�u V � = HomB(V;B) , eV : V � 
B V ! B est l'�evaluation, et hV : B !V 
B V � la co-�evaluation (c'est-�a-dire l'application B -lin�eaire qui envoie 1 sur l'�el�ementde V 
B V � correspondant �a 1V dans l'isomorphisme canonique V 
B V � ' EndB(V )).D'o�u un foncteur dual �a gauche qu'on note ?� .5



Th�eor�eme. Soient L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B , C la sous-cat�egoriemono��dale pleine de Rep(L) form�ee des L-comodules �a droite qui sont projectifs de type �nisur B , et (S;�; �) un antipode de L . Alors la cat�egorie C est autonome �a gauche, et pluspr�ecis�ement, on peut construire pour chaque objet X de C une dualit�e (_X;X; eX ; hX) ,de sorte que le foncteur oubli commute aux foncteurs \dual �a gauche" (autrement dit :U�_? =?��U ). De plus, si L est un quasi-big�ebro��de de Hopf, la cat�egorie C est autonome.D�emonstration. Soient V un B -module �a droite projectif de type �ni, et (V �; V; eV ; hV )la dualit�e canonique. Soit � une coaction �a droite de L sur V , et X = (V; �) . Soit�0 = (1V � 
B S)�L;V �(eV 
B 1L
BV � )(1V � 
B � 
B 1V � )(1V � 
B hV ) : V � �! V � 
B L .Il r�esulte de (A1) que �0 est une coaction �a droite de L sur V � . Soit _X le comodule(V �; �0) . Posons e = eV � (1V � 
B�X) et h = (�X 
B 1V �)�hV . Il resulte de (A2) et (A3)que e est un morphisme de comodules de _X 
 X vers I , et h , de I vers X 
 _X . Ilr�esulte de (A4) que (_X;X; e; h) est une dualit�e de Rep(L) . Il r�esulte aussi de (A4) quesi f est un morphisme de C , U(_f) = U(f)� (transpos�e de U(f)).Si S est un isomorphisme, soit Y = (W; �0) un L-comodule �a droite, et supposons Wprojectif de type �ni comme B -module. Posons V =W � , de sorte que W s'identi�e �a V � .Soit � = (1V 
B eV 
BS�1)(1V
BV �
B�L;V )(1V 
B �0
B1V )(hV 
B 1V ) : V �! V 
BL .Alors � est une coaction �a droite de L sur V , d'o�u un comodule X = (V; �) , et Y s'identi�e�a _X , donc admet X pour dual �a droite.utR�ef�erences bibliographiques.[1] A. BRUGUI�ERES, Th�eorie tannakienne non commutative, Preprint Univ. Paris VII,No. 69, 1993 (�a parâ�tre dans Comm. in Algebra).[2] P. DELIGNE, Cat�egories tannakiennes, in The Grothendieck Festschrift, II, Progressin Mathematics, 87, Birkh�auser, 1990, pp. 111{195.[3] V. G. DRINFELD, Quasi-Hopf Algebras, Leningrad Math. J., Vol. 1, No. 6, pp.1419-1457, 1990.[4] G. MALTSINIOTIS, Groupo��des quantiques, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 314, S�erie I,pp. 249{252, 1992. Universit�e Paris VII, UFR de Math�ematiques, URA n� 212,2, Place Jussieu, 75251 Paris CEDEX 05, France.6


