
Tresses et structure enti�ere sur la cat�egoriedes repr�esentations de SLN quantiqueAlain Brugui�eresUniversit�e Paris 7, Institut de math�ematiques de Jussieu2, place Jussieu, case 7012, 75251 Paris Cedex 05, Francee-mail : bruguier@ math.jussieu.frABSTRACT. According to a theorem of Masbaum and Wenzl [11] , the Turaev-Viro invariantof a 3 -manifold associated with the modular categories constructed from UqslN is a cyclotomicinteger when q is of prime order. We extend this result to premodular categories (where theS -matrix need not be invertible) of `type A' of a more general kind.One de�nes premodular categories of type A, rank N and level K over C dependingon two complex parameters s and u , with q=s2 a root of unity of order l=N+K , and u aN -th root of s , in the case SLN , or more generally any root of unity (a variant introduced byBlanchet, [2] ). There are essentially two methods for constructing these premodular categories :through quantum groups, and through Hecke algebras. We carry out both constructions, andcheck that they yield the same result. A `local handle-slide property' for a premodular category(1.6.4.) characterizes those for which the Turaev-Viro invariant TV is de�ned. This applies topremodular categories of type A. It turns out (3.3.6.) that TV is de�ned precisely when thepremodular category is modularizable in the sense of [4] (assuming s is of order 2l).We show that the Turaev-Viro invariant associated with a such a premodular category,when de�ned, is a cyclotomic integer if l=N+K is prime; this holds also for PGL . More precisely,we show that such a category is `de�ned' over k=Z[u;s;1=[l�1]!s] . Extending a criterion of [11]to the premodular case, we conclude that the Turaev-Viro invariant lies in k .Ces derni�eres ann�ees, il est devenu clair que les invariants topologiques `quantiques'sont intimement li�es �a certains types de cat�egories mono��dales (ou plus g�en�eralement, �a desn-cat�egories). Ainsi, les invariants de n�uds d'Alexander, Jones et HOMFLY correspon-dent �a des cat�egories ruban�ees, ou tortils. Un tortil est une cat�egorie mono��dale admettantdes duaux et munie d'un tressage R et d'une structure balanc�ee � compatible �a la dualit�e.L'arch�etype en est la cat�egorie des enchevêtrements (`tangles') orient�es en rubans color�espar un ensemble �, universelle parmi les tortils munis d'une famille d'objets index�ee par� (cf. Shum, [13], Turaev, [14]). Il r�esulte de cette propri�et�e universelle que tout tortil C ,d'objet unit�e I , d�e�nit un invariant d'entrelacs en rubans orient�es color�es par des objetsde C , �a valeurs dans End(I).D'autres exemples peuvent être construits au moyen de `groupes quantiques'. En e�et,si L est une big�ebre de Hopf, la cat�egorie repL de ses repr�esentations de dimension �nie1



est mono��dale et admet des duaux. Pour en faire un tortil, il su�t, grâce au dictionnairetannakien, de munir L de certaines structures additionnelles. Ainsi, pour g alg�ebre de Liesimple sur C et q 2 C� , la cat�egorie des Uqg-modules de dimension �nie admet en g�en�eralplusieurs structures de tortil, d'o�u autant d'invariants d'entrelacs. Le polynôme de Jonescorrespond �a SL2 , et HOMFLY s'obtient en consid�erant la famille des SLN .A�n de d�e�nir des invariants de 3-vari�et�es, V. Turaev [14] a introduit la notion decat�egorie modulaire. Une cat�egorie pr�emodulaire C sur un corps commutatif k est un tortilmuni d'une structure ab�elienne k -lin�eaire semi-simple; en outre les objets simples, parmilesquels �gure l'objet unit�e, sont suppos�es en nombre �ni, et scalaires (End(X) = k ). Ondit que C est modulaire si une certaine matrice associ�ee �a C , la S -matrice, est inversible.�A toute cat�egorie modulaire C , V. Turaev associe une TQFT et partant, des invariants de3-vari�et�es ferm�ees connexes orient�ees : l'invariant de Reshetikhin-Turaev IC , et celui deTuraev-Viro TVC .Encore faut-il construire des cat�egories modulaires. Pour g , alg�ebre de Lie simple surC , et q racine de l'unit�e d'ordre l bien choisi, on sait fabriquer �a partir de la cat�egoriedes repr�esentations de Uqg une cat�egorie tensorielle semi-simple Ctilt(q)(g) sur C ayant unnombre �ni d'objets simples (H. H. Andersen, [1]). En g�en�eral, il existe sur Ctilt(q) (g) plusieursstructures pr�emodulaires, dont certaines sont modulaires.G. Masbaum et J. Roberts ont montr�e que, pour l premier, l'invariant TV associ�e�a ces cat�egories modulaires est un entier alg�ebrique dans les cas SU2 et SO3 ,1 r�esultatque G. Masbaum et H. Wenzl ont ensuite �etendu dans [11] aux types A , `BC '. Ces deuxauteurs ont not�e qu'il su�t d'�etablir l'existence d'une `structure enti�ere' sur une cat�egoriemodulaire C pour d�emontrer l'int�egralit�e de TVC , ce qu'ils ont fait dans les cas `BC '.Il se trouve que l'inversibilit�e de la S -matrice n'est pas n�ecessaire pour d�e�nir uninvariant de Turaev-Viro; les vari�et�es pr�emodulaires C (sur un corps k ) pour lesquelles onpeut d�e�nir un invariant de Turaev-Viro sont caract�eris�ees dans [4]. L'objet principal dupr�esent travail est l'�etude d�etaill�ee des cat�egories pr�emodulaires `de type A', la constructionde `structures enti�eres' pour ces cat�egories, et la d�emonstration de l'int�egralit�e de l'invariantde Turaev-Viro pour l premier dans tous les cas o�u il est d�e�ni.Tout d'abord, il s'agit de construire les cat�egories pr�emodulaires `de type A'. On sedonne deux entiers N;K > 0, le rang et le niveau, et on pose l = K +N . Soient s , u descomplexes tels que q = s2 soit une racine de l'unit�e d'ordre l , et uN = s .�A ces donn�ees est associ�ee une cat�egorie pr�emodulaire Cu , qui se construit essentiel-lement par deux m�ethodes (en d�e�nitive �equivalentes).1) Par les groupes quantiques. La cat�egorie V = rep SLN;s des repr�esentationsde dimension �nie du groupe quantique SLN;s(C) V = rep SLN;s est ab�elienne C-lin�eaire,mais non semi-simple, et admet une unique structure de tortil Vu v�eri�ant :uRX;X � u�1R�1X;X = (s� s�1) 1X
X ; �X = u�1sN 1X ;o�u X d�enote la repr�esentation fondamentale. Le quotient de Vu par l'id�eal des mor-phismes n�egligeables est un tortil semi-simple Vssu . La cat�egorie pr�emodulaire Cu est lasous-cat�egorie pleine de Vssu des facteurs directs de sommes de puissances tensorielles deX ; elle s'identi�e �a Ctilt(q) (slN ) (2.2.1). Cette construction a pour principal avantage de seg�en�eraliser naturellement aux autres alg�ebres de Lie simples.1Murakami l'avait montr�e pour les sph�eres d'homologie.2



2) Par les alg�ebres de Hecke. Soit k un anneau commutatif. Une k -alg�ebre mono��-dale est une k -cat�egorie mono��dale stricte A v�eri�ant Ob(A) = N et Hom([n]; [m]) = 0pour m 6= n . Exemple : la k -alg�ebre mono��dale des tresses kB , d�e�nie par End([n]) =k[Bn] , le produit tensoriel �etant la juxtaposition. Pour s 2 k� , la k -alg�ebre mono��dale deHecke kH(s) est le quotient de kB par le 
-id�eal engendr�e par (g� s)(g + s�1) (o�u g estle g�en�erateur de B2 ).Une construction de Kazhdan-Wenzl [8] permet d'associer �a une alg�ebre mono��daletress�ee A , et un projecteur � 2 AN v�eri�ant certaines conditions (3.2.2), une k -cat�egoriemono��dale tress�ee additive karoubienne r(A; �) contenant A , de telle sorte que l'objetS = Im(�) soit isomorphe �a l'objet unit�e dans r(A; �), et universelle pour cette propri�et�e.L'�etude d�etaill�ee de cette construction, men�ee dans la section 3, permet de d�egager uncrit�ere pour que r(A; �) soit pr�emodulaire.Ceci s'applique �a l'alg�ebre mono��dale A , quotient de CH(s) par l'id�eal des morphismesn�egligeables pour une certaine trace de Markov. On sait d�ecrire un syst�eme d'idempotentsorthogonaux de A , index�es par des tableaux de Young. L'idempotent � 2 AN associ�e autableau 1N a les propri�et�es requises pour former Cu = r(A; �) (A �etant munie du tressageR1;1 = u�1s) et la structure balanc�ee caract�eris�ee par �1 = u�1sN fait de Cu une cat�egoriepr�emodulaire.Cette construction est tr�es voisine de celle de Ch. Blanchet [2], qui a �egalement in-troduit la variante suivante. Soit u une racine de l'unit�e quelconque (on ne suppose plusuN = s). Pour � � 1 bien choisi le projecteur �
� a les propri�et�es requises pour formerC(�)u;s = r(A; �
�), qui est alors pr�emodulaire. Cette variante se construit �egalement entermes de groupes quantiques (3.3.3).�Etudiant en d�etail C = C(�)u;s , on d�etermine dans quels cas TVC est d�e�ni, et on montreque C est d�e�nie sur le sous-anneau k = Z[u; s; 1=[l� 1]!s] de C . (Une k -cat�egorie pr�emo-dulaire C est d�e�nie sur k0 � k s'il existe une k0 -cat�egorie pr�emodulaire C0 telle que Csoit �equivalente �a C0 
k0 k ; cette condition est plus forte que l'existence d'une structureenti�ere sur k0 au sens de [11].) Pour l premier, k est form�e d'entiers cyclotomiques.Or, un th�eor�eme de Masbaum et Wenzl [11] a�rme que si une k -cat�egorie modulaireC admet une structure enti�ere sur un sous-anneau k0 � k , TVC est �a valeurs dans k0 .Ce th�eor�eme s'�etend aux cat�egories pr�emodulaires (sous certaines hypoth�eses : 1.6.7). Onen d�eduit que, pour l premier, l'invariant de Turaev-Viro, s'il est d�e�ni, est un entiercyclotomique pour les cat�egories `de type SL ' (Cu et C(�)u;s ), ainsi que pour les cat�egories`de type PGL' (Du , partie de degr�e z�ero de Cu ).PlanLa section 1 regroupe un certain nombre de rappels, de conventions, et de r�esultatsg�en�eraux. Cat�egories mono��dales souveraines, tortils (ou cat�egories ruban�ees), trace d'unmorphisme sont pr�esent�es au 1.1; on y donne un crit�ere d'existence de duaux (prop. 1.1.5).Au 1.2 sont introduites les k -cat�egories (o�u les Hom sont des k -modules), et quelques cons-tructions �el�ementaires : adjonction de sommes directes �nies et scindage des idempotents(ou `karoubianisation'), changement de scalaires, quotient par un id�eal. On introduit dans1.3 la notion de k -cat�egorie additive karoubienne libre, qui g�en�eralise �a un anneau commu-tatif quelconque la notion de cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire semi-simple lorsque k est uncorps alg�ebriquement clos. En 1.4, on associe �a toute k -cat�egorie C munie d'une trace unecat�egorie Css , quotient de C par l'id�eal des morphismes n�egligeables. Cette constructioncommute �a certains changements de base (1.4.1). Moyennant des hypoth�eses faibles, Css3



est ab�elienne semi-simple lorsque k est un corps (1.4.2). Passant aux k -cat�egories mono��-dales (1.5), on montre que si C est un k -tortil `pur' (o�u End(I) = k ), Css est le plus petitk -tortil pur quotient de C (1.5.1). Dans 1.6, on d�e�nit les k -cat�egories pr�emodulaires,et modulaires (notion introduite par Turaev, [14]). On d�emontre un lemme de glissementd'anse local pour les cat�egories pr�emodulaires (1.6.4), ce qui permet de caract�eriser cellespour lesquelles TV est d�e�ni. Apr�es avoir introduit la notion de cat�egorie pr�emodulaired�e�nie sur un sous-anneau, on �etend un th�eor�eme de [11] au cadre pr�emodulaire (1.6.7).La section 2 est consacr�ee �a la construction de Cu par le biais des groupes quantiques.Dans 2.1, on rappelle comment une big�ebre de Hopf sur un anneau k , munie de structuresadditionnelles, d�e�nit un tortil. Appliquant ceci �a la big�ebre de Hopf SLN;s (construite �ala Reshetikhin-Faddeev-Takhtadjian), on construit un k -tortil Cu(k). Dans 2.2, on montreque Cu = Cu(C) est pr�emodulaire, �equivalente �a Ctilt(q)(slN ); puis que Cu est �equivalente �aCu(k)
kC , pour k = Z[u; s; 1=[l�1]!s] , et que Cu(k) est k -pr�emodulaire. D'o�u l'int�egralit�ede TV pour Cu et Du lorsque l est premier.La section 3 est consacr�ee �a la construction de Kazhdan et Wenzl, pr�esent�ee toutd'abord dans un cadre g�en�eral (3.1), puis appliqu�ee en 3.2. pour �etablir une �equivalence(A; �) 7! r(A; �) entre, d'une part, les k -alg�ebres mono��dales tress�ees A munies d'unprojecteur � 2 AN ayant certaines propri�et�es, et d'autre part, certaines k -cat�egories addi-tives karoubiennes tress�ees (th�eor�eme 3.2.3). On donne des crit�eres pour que r(A; �) soitune cat�egorie ab�elienne semi-simple (3.2.6), un tortil (3.2.7). C'est ainsi qu'en 3.3, onconstruit au moyen de la C-alg�ebre mono��dale de Hecke une cat�egorie pr�emodulaire C(�)s;u(3.2.2), qui est d�e�nie sur k = Z[u; s; 1=[l� 1]!s] (3.3.10), et on en d�eduit l'int�egralit�e deTV pour l premier (3.3.11).L'appendice A regroupe un certain nombre de r�esultats classiques sur les idempotentsdes alg�ebres de Hecke qui sont utilis�es dans ce travail.Je remercie Gregor Masbaum pour m'avoir encourag�e �a entreprendre ce travail, etChristian Blanchet, dont les remarques m'ont incit�e �a explorer les cas non modulaires.1. Conventions et rappels1.1. Cat�egories mono��dales souveraines et tortils1.1.1. Une cat�egorie mono��dale stricte est une donn�ee (C;
; I), o�u C est une cat�egorie,
 : C � C ! C un bifoncteur associatif (le produit tensoriel), et I un objet de C neutre �adroite et �a gauche pour 
 (l'objet unit�e).Soient C , C0 deux cat�egories mono��dales strictes. Un foncteur mono��dal de C vers C0est un foncteur F : C ! C0 muni d'isomorphismes fonctoriels �2X;Y : F (X) 
0 F (Y ) ��!F (X 
 Y ) et d'un isomorphisme �0 : I0 ��! F (I) v�eri�ant certaines conditions ([9],[3]).Si (F;�2;�0) et (G;	2;	0) sont deux foncteurs mono��daux C ! C0 , un morphismefonctoriel � : F ! G est dit mono��dal s'il v�eri�e �X
Y�2X;Y = 	2X;Y (�X 
0 �Y ), et�0�0 = 	0 .1.1.2. Soit C une cat�egorie mono��dale stricte. Une dualit�e de C est une donn�ee (X;Y; e; h),o�u X , Y sont des objets de C , e est un morphisme X 
 Y �! I , l' �evaluation, et h unmorphisme I �! Y 
X , la co�evaluation, avec les conditions :(e 
 1X )(1X 
h) = 1X et (1Y 
 e)(h 
 1Y ) = 1Y :On dit alors que (X; e; h) est un dual �a gauche de Y, et (Y; e; h) un dual �a droite de X .4



Une cat�egorie mono��dale est autonome �a gauche (resp. �a droite) lorsque tout objetadmet un dual �a gauche (resp. �a droite), et autonome si elle est autonome �a gauche et �adroite.Soit C une cat�egorie mono��dale autonome �a droite. Une structure autonome �a droitesur C , c'est-�a-dire le choix pour chaque objet X d'un dual �a droite (X_ ; eX ; hX), d�e�nitun foncteur dual �a droite ?_ : Co �! C admettant une structure naturelle de foncteurmono��dal (Co �etant munie du produit tensoriel oppos�e �a celui de C ). Un tel choix estanodin dans la mesure o�u deux structures autonomes �a droite d�e�nissent des foncteursdual �a droite mono��dalement isomorphes de mani�ere canonique. Pour tout objet X de C ,le foncteur X_
? est adjoint �a droite au foncteur X
?, et le foncteur ?
X_ est adjoint�a gauche au foncteur ?
X . Autrement dit, on a des isomorphismes d'adjonctionHomC(Z;X_ 
 Y ) ' HomC(X 
 Z; Y ) et HomC(Z 
X_; Y ) ' HomC(Z; Y 
X) :Ce qui pr�ec�ede s'applique, mutatis mutandis, aux duaux �a gauche.Une cat�egorie mono��dale souveraine est une cat�egorie mono��dale autonome �a droitemunie d'une structure souveraine, c'est-�a-dire d'un morphisme fonctoriel mono��dal �X :X ! X__ . Un tel morphisme est un isomorphisme [10].2 Dans une cat�egorie mono��-dale souveraine (C; �), le choix d'une structure autonome �a droite (X_; eX ; hX)X2Ob Cd�etermine une structure autonome �a gauche (_X; "X ; �X)X2Ob C , avec _X = X_ , "X =eX_ (1X_ 
�X) : X_ 
X ! I et �X = (��1X 
 1X_ )hX_ : I ! X 
X_ . Le foncteur dual�a gauche est alors �egal au foncteur dual �a droite.Soit X un objet de C , et u un endomorphisme de X . On appelle trace �a gauche deu l'�el�ement trl u de End(I) d�e�ni par :trl u = "X (1X_ 
u)hX :La trace �a gauche a les propri�et�es suivantes :| trl(fg) = trl(gf) pour f 2 Hom(X;Y ) et g 2 Hom(Y;X);| trl(f 
 g) = trl(f) trl(g) pour f 2 End(X), g 2 End(Y );| trl u = u pour u 2 End(I).On d�e�nit de même la trace �a droite de u ; c'est l'�el�ement trr u de End(I) d�e�ni par :trr u = eX (u
 1X_ )�X :Ces deux traces, en g�en�eral distinctes, sont reli�ees par la formule : trr f = trl f_ .1.1.3. Une cat�egorie mono��dale (stricte) tress�ee est une cat�egorie mono��dale C munie d'untressage, c'est-�a-dire un isomorphisme fonctorielRX;Y : X 
 Y ! Y 
X (X;Y 2 Ob C)v�eri�ant :RX;Y
Z = (1Y 
RX;Z)(RX;Y 
 1Z) et RX
Y;Z = (RX;Z 
 1Y )(1X 
RY;Z) :Pour une cat�egorie mono��dale tress�ee, l'existence des duaux �a droite �equivaut �a celledes duaux �a gauche. La notion suivante jouera un rôle important par la suite.2On peut d�e�nir la notion de structure souveraine de mani�ere plus conceptuelle, sans faireintervenir le choix d'une structure autonome �a droite : voir [10].5



D�e�nition. Un objet X d'une cat�egorie mono��dale tress�ee C est dit transparent si pourtout objet Y de C , R�1X;Y = RY;X .Soit C une cat�egorie mono��dale tress�ee. On appelle structure balanc�ee sur C la donn�eed'un isomorphisme fonctoriel �X : X ��! X (X 2 Ob C)v�eri�ant l'axiome suivant3 : �X
Y = RY;X(�Y 
 �X )RX;Y :Supposons �a pr�esent C autonome et tress�ee. La donn�ee d'une structure balanc�ee �sur C �equivaut �a la donn�ee d'une structure souveraine � ([5],[15],[10]). Pr�ecisons cettecorrespondance canonique. Soit (X_; eX ; hX)X2Ob C une structure autonome �a droite, etnotons UX : X__ ��! X et VX : X ��! X__ les isomorphismes fonctoriels d�e�nis parUX = (eX_ 
 1X )(1X_ 
RX;X__)(hX 
 1X__) et VX = (1X__ 
eX )(RX;X__ 
 1X_)(1X 
hX_). Alors � se d�eduit de � par la formule U� = � . La structure autonome �agauche correspondante est donn�ee par : "X = eXRX_;X (1X_ 
�X ) = eXR�1X;X_ (��1X_ 
1X )et �X = (��1X 
 1X_)R�1X;X_hX = (1X 
�X_ )RX_;XhX .Une structure balanc�ee � sur C est compatible �a la dualit�e si elle v�eri�e pour toutobjet X : �X_ = (�X )_ :Cette condition �equivaut �a �2 = UV , et implique l'identit�e de la trace �a droite et de latrace �a gauche relatives �a la structure souveraine canoniquement associ�ee.D�e�nitions. On appelle tortil, ou cat�egorie ruban�ee, une cat�egorie mono��dale tress�eeautonome munie d'une structure balanc�ee compatible �a la dualit�e. Si u est un endomor-phisme d'un objet X de C , on appelle trace de u , et on note tr u , la trace de u (�a droiteou �a gauche, c'est �egal) pour la structure souveraine canonique. En particulier, on appelledimension de X , et on note dimX , la trace de 1X .1.1.4. Crit�ere d'existence d'un dual. Soit C une cat�egorie mono��dale tress�ee, et X unobjet de C . On se propose de formuler un crit�ere d'existence d'un dual (�a droite) pour X .Si X admet un dual �a droite (Y; e; h), on pose �(X) = eRY;Xh 2 End(I).Remarque. Si X admet un dual Y et si �(X) est inversible, I est un r�etracte de Y 
X ;en e�et, posant i = h : I ! Y 
X et p = �(X)�1eRY;X : Y 
X ! I , on a p i = 1I .D�e�nition. Un endomorphisme de X est dit scalaire s'il est de la forme a 
 1X , poura 2 End(I).Rappelons qu'une cat�egorie est dite karoubienne si tous les projecteurs admettent uneimage; autrement dit pour tout objet Z et tout idempotent � 2 End(Z), il existe un objetY et des morphismes i : Y ! Z , p : Z ! Y tels que i p = � et p i = 1Y .3D'o�u il r�esulte : �I = 1I . 6



1.1.5. Proposition. Supposons qu'il existe dans C un objet Z tel que I soit un r�etractede Z 
X ; soient p : Z 
X ! I et i : I ! Z 
X des morphismes de C tels que p i = 1I .Consid�erons l'endomorphisme 
 de X d�e�ni par :
 = (p
 1X )(1Z 
RX;X)(i 
 1X) :Alors :1) si 
 est inversible et si C est karoubienne, X admet un dual Y dans C , qui estun r�etracte de Z ; plus pr�ecis�ement, �0 = (1Z 
 p)(RZ;Z 
 
�1)(1Z 
 i) est un projecteurde Z d'image Y ;2) si 
 est scalaire et si X admet un dual, 
 est inversible, d'inverse �(X) 
 1X .D�emonstration.1) Soit E = pR�1Z;X : X 
 Z ! I et H = (1Z 

�1) i : I ! Z 
 X . On a alors(E 
 1X)(1X 
H) = 1X . On conclut par le lemme suivant, classique.1.1.6. Lemme. Soient C une cat�egorie mono��dale karoubienne, X , Z des objets de C ,E : X 
 Z ! I et H : I ! Z 
X des morphismes tels que (E 
 1X )(1X 
H) = 1X .Alors �0 = (1Z 
E)(H 
 1Z) est un projecteur de Z . Soit Y = Im(�0) , et soientj : Y ! Z , q : Z ! Y tels que j q = �0 et q j = 1Y . Posons e = E(1X 
j) eth = (q 
 1X )H . Alors (X;Y; e; h) est une dualit�e de C . ut2) Soit (Y; e; h) un dual �a droite de X , et soit a 2 End(I) tel que 
 = a 
 1X . Ils'agit de montrer que a est inversible, d'inverse �(X). Par d�e�nition, �(X) = eRY;Xh ,donc : a �(X) = e (
 
 1Y )RY;X h = (p 
 e)(1Z 
RX;X 
 1Y )(i 
 RY;Xh) = p(1Z 
(e 
1X)(1X 
h)) i = p i = 1I . Ainsi �(X) est inverse �a a (le mono��de End(I) �etant commuta-tif). ut1.1.7. Remarque. Avec les notations de la proposition, soit � le projecteur i p de Z
X ;on a par d�e�nition de 
 :(� 
 1X)(1Z 
RX;X )(� 
 1X ) = � 
 
 ;et si 
 est inversible, on a (�0 
 1X )� = � = �(�0 
 1X ).1.2. G�en�eralit�es sur les k -cat�egoriesSoit k un anneau commutatif. Nous appellerons k -cat�egorie une cat�egorie C munie,pour tout couple (X;Y ) d'objets de C , d'une structure de k -module sur Hom(X;Y ) desorte que les compositions soient k -bilin�eaires. Par k -foncteur, on entend foncteur entrek -cat�egories induisant des applications k -lin�eaires sur les 
�eches. On parlera de mêmed'�equivalence de k -cat�egories, ou k -�equivalence. Si C et C0 sont deux (petites) k -cat�egories,les k -foncteurs C ! C0 forment une k -cat�egorie Funk(C; C0).1.2.1. La construction `tilde'. Une k -cat�egorie C est additive si elle admet des sommesdirectes �nies, et en particulier un objet nul.4 L'inclusionfk -cat�egories additives karoubiennesg � fk -cat�egoriesg4C'est ce qu'on appelle `cat�egories k -lin�eaires' dans S. G. A; les k -cat�egories y sont appe-l�ees `cat�egories pr�e-k -lin�eaires' et les k -foncteurs, `foncteurs k -lin�eaires'.7



admet un adjoint �a gauche C 7! eC .Explicitons ce point. D'une part, on peut associer �a toute cat�egorie C une cat�egoriekaroubienne kar C par adjonction formelle des images des projecteurs; les objets de kar Csont les couples (X; p), o�u X est un objet de C et p un projecteur de X ; si E = (X; p)et F = (Y; q), Homkar C(E;F ) = ff 2 HomC(X;Y ) j qf = f = fpg ; la composition estinduite par celle de C (en particulier 1E = p). Si C est une k -cat�egorie, il en va de mêmede kar C .D'autre part, on peut associer �a toute k -cat�egorie C une k -cat�egorie additive add Cpar adjonction formelle des sommes directes �nies d'objets. Concr�etement, add C a pourobjets les suites �nies d'objets de C ; si E = (Xi)1�i�n et F = (Yj)1�j�m sont deux objetsde add C , Homadd C(E;F ) =Li;j HomC(Xi; Yj).On note eC = kar add C ; c'est une k -cat�egorie additive karoubienne, munie d'un k -foncteur canonique pleinement �d�ele C ! eC , et pour toute k -cat�egorie additive karou-bienne A , le foncteur Funk(eC;A)! Funk(C;A) est une k -�equivalence.1.2.2. Changement de scalaires. Si C est une k -cat�egorie et k �! L un morphismed'anneaux commutatifs, on d�e�nit une L-cat�egorie CL = C 
k L par Ob(CL) = Ob(C) etHomCL(X;Y ) = HomC(X;Y )
k L .Si C est additive, il en va de même de CL ; mais il ne su�t pas que C soit karoubiennepour que CL le soit.1.2.3. Quotients.Un id�eal d'une k -cat�egorie C est une classe I de 
�eches de C v�eri�ant :| I(X;Y ) := I \ Hom(X;Y ) est un sous k -module de Hom(X;Y ) (X;Y 2 Ob(C));| si f : X ! Y et g : Y ! Z , f 2 I ou g 2 I =) gf 2 I .La k -cat�egorie quotient de C par l'id�eal I , not�ee C=I , admet les mêmes objets queC , les morphismes �etant donn�es par : HomC=I (X;Y ) = HomC(X;Y )=I(X;Y ).1.3. k -cat�egories additives karoubiennes libresD�e�nition. Un objet X d'une k -cat�egorie est dit scalaire si End(X) = k .1.3.1. D�e�nitions. Soit C une k -cat�egorie additive karoubienne; une famille (V�)�2�d'objets de C est une base de C si elle v�eri�e :| V� est scalaire;| Hom(V�; V�) = 0 si � 6= � ;| tout objet de C est facteur direct d'une somme �nie d'�el�ements de fV� j � 2 �g .On dit que C est une k -cat�egorie additive karoubienne libre si elle admet une base.D�e�nition. Deux objets V , W d'une k -cat�egorie C seront dits localement isomorphes,et on �ecrira V loc' W , s'ils sont isomorphes dans Ckm pour tout id�eal maximal m de k .1.3.3. Remarques.1) Si k est un corps, une k -cat�egorie additive karoubienne libre n'est autre qu'unecat�egorie ab�elienne k -lin�eaire semi-simple o�u les Hom sont de dimension �nie et tout objetsimple est scalaire. Une base est alors une famille de repr�esentants des classes d'isomor-phisme d'objets simples.2) �Etant donn�e un ensemble �, la cat�egorie (proj k)(�) des suites presque nulles dek -modules projectifs de type �ni index�ees par � est une k -cat�egorie additive karoubiennelibre, de base (E�)�2� , o�u E� d�esigne la suite de k -modules ayant k en position � et 08



ailleurs. Cet exemple est essentiellement le seul. En e�et, si C est une k -cat�egorie additivekaroubienne, le k -foncteur � : Funk((proj k)(�); C)! C�;F 7! �(F ) = (F (E�))�2�est une �equivalence; et �(F ) est une base de C si et seulement si F est une �equivalence.3) Soit C une k -cat�egorie additive karoubienne libre, avec Spec k connexe non vide,et (V�)�2� une base de C . Alors tout objet scalaire de C est localement isomorphe �a l'undes V� . Ainsi la base de C est unique �a isomorphisme local et ordre pr�es.4) Soit C une k -cat�egorie additive karoubienne libre, et k ! L un morphisme d'an-neaux commutatifs. Alors fCL est une L-cat�egorie additive karoubienne libre, l'image d'unebase de C par le foncteur C ! fCL �etant une base de fCL . De plus si tout L-module projectifde type �ni est libre, CL est karoubienne donc fCL = CL .Projecteurs isotypiques. Soit C une k -cat�egorie additive karoubienne libre, et (V�)�2�une base de C . Tout objet Y de C s'�ecrit de mani�ere uniqueY =X�2�Y� ;o�u Y� est facteur direct d'une somme �nie de copies de V� . Cette d�ecomposition estfonctorielle en Y . On note �(V�)Y le projecteur de Y sur la composante Y� .D�e�nition. On appelle projecteur isotypique de type V� le projecteur �(V�) 2 End(1C).Couleurs. Si C est une k -cat�egorie additive karoubienne libre, on appelle k -module descouleurs de C , et on note Col(C), le k -module engendr�e par les objets de C avec lesrelations :| [X + Y ] = [X] + [Y ] ;| [X] = [Y ] si X loc' Y ;| p[X] = [pX] pour tout idempotent p de k .Exercice. Le k -module Col(C) est libre, et End(1C) s'identi�e canoniquement �a son dual.Si (V�)�2� est une base de C , les [V�] forment une base de Col(C); les �(V�) sont alors lesformes coordonn�ees.1.4. k -cat�egories �a traceOn appelle k -cat�egorie �a trace une k -cat�egorie C munie d'une trace k -lin�eaire t ,c'est-�a-dire, pour tout objet X , d'une forme k -lin�eaire tX sur EndC(X), de sorte qu'onait tX(gf) = tY (fg) pour f : X ! Y , g : Y ! X .S D�e�nitions. oit (C; t) une k -cat�egorie �a trace. Un morphisme f : X ! Y de C estdit n�egligeable si pour tout g : Y ! X , t(gf) = 0. Un objet X est n�egligeable si 1Xest n�egligeable. La classe des morphismes t-n�egligeables est un id�eal de C ; on note Css lequotient de C par cet id�eal.Si k ! L est un morphisme d'anneaux, CL est naturellement munie d'une structurede L-cat�egorie �a trace, obtenue en prolongeant la trace t par L-lin�earit�e.9



1.4.1. Proposition. Soit C une k -cat�egorie �a trace, et f : k ! L un morphisme d'an-neaux. Le L-foncteur canonique Css 
k L �! CLss est une �equivalence dans les cas sui-vants :1) L est plat sur k et, dans C , les Hom sont des k -modules de type �ni;2) L est un k -module projectif;3) L est un corps et f est injectif.D�emonstration. Soit N (resp. N 0 ) l'id�eal des morphismes n�egligeables de C (resp. CL ),et soit J le noyau du L-foncteur surjectif C
kL �! (C=N )
kL , de sorte que Css = C=N ,CLss = CL=N 0 , et Css 
k L = CL=J . Soient X;Y 2 Ob(C); il r�esulte de la suite exacteN (X;Y )
k L �! HomC(X;Y ) 
k L �! HomC=N (X;Y ) 
k L �! 0que tout �el�ement de J(X;Y ) est somme �nie de 
�eches de la forme f
� avec f 2 N (X;Y )et � 2 L , et donc J � N 0 . Le foncteur canonique �etudi�e n'est autre que la surjectioncanonique CL=J �! CL=N 0 . Reste �a montrer que si l'une des conditions 1), 2), 3) estsatisfaite, ce foncteur est �d�ele, c'est-�a-dire N 0 � J . Dans chacun de ces cas L est plat surk , de sorte que J = N 
k L .Dans le cas 1), soient g1; . . .gr des g�en�erateurs du k -module HomC(Y;X), et  l'ap-plication k -lin�eaire Hom(X;Y ) �! krh 7! (t(gih))1�i�r :Alors N (X;Y ) = Ker , et N 0(X;Y ) = Ker( 
k L) = N (X;Y ) 
k L par platitude.Dans le cas 2), L est facteur direct d'un k -module libre M de base (ei)i2I ; notonsp la projection de M sur L . Soit f 2 N 0(X;Y ). Vu dans HomC(X;Y ) 
k M , f s'�ecritP fi
ei . Puisque f est n�egligeable, on a pour tout g 2 HomC(Y;X) : (t
kL)[(g
kL)f ] =P t(gfi)ei = 0. Les ei �etant ind�ependants sur k , on en d�eduit t(gfi) = 0, donc fi 2 N ,et f =P fi 
k p(ei) 2 N 
k L . D'o�u le cas 2).En particulier, le cas 3) se ram�ene �a L = Frac k , k int�egre; f 2 N 0(X;Y ) s'�ecritalors f0 
k s�1 , avec f0 2 HomC(X;Y ) et s 2 k � f0g . On a donc : 8g 2 HomC(Y;X),s�1t(gf) = 0, d'o�u t(gf) = 0, ce qui entrâ�ne f0 2 N , et donc f 2 N 
k L . ut1.4.2. Proposition. Soit k un corps, et C une k -cat�egorie �a trace ab�elienne o�u les Homsont de dimension �nie. Alors Css est ab�elienne k -lin�eaire semi-simple.D�emonstration. Soit C une k -cat�egorie. Le radical de C (Gabriel, [6]) est l'id�eal Rad Cd�e�ni comme suit : pour f 2 Hom(X;Y ), f 2 Rad C () 8g 2 Hom(Y;X), gf estnilpotent. Si k est un corps et si C est additive karoubienne avec des Hom de dimension�nie, Rad C est le plus petit id�eal I de C tel que la cat�egorie C=I soit ab�elienne semi-simple[6]. Pour d�emontrer la proposition, il su�t donc de v�eri�er que l'id�eal des morphismesn�egligeables de C contient Rad C , ce qui r�esultera imm�ediatement du lemme suivant.1.4.3. Lemme. Dans C la trace d'un endomorphisme nilpotent est nulle.D�emonstration. Soit f 2 End(X), nilpotent de degr�e n , et montrons t(f) = 0 parr�ecurrence sur n . Si f = 0 c'est clair; sinon f s'�ecrit ig , o�u i est l'inclusion Imf ,! X .On a t(f) = t(ig) = t(gi) = 0, car gi = fjIm f est nilpotent de degr�e < n . utut10



Remarque. Sous les hypoth�eses de 1.4.2, le foncteur C ! Css , en g�en�eral non exact,induit une bijection entre, d'une part, les classes d'isomorphisme d'objets ind�ecomposablesnon n�egligeables de C , et d'autre part, les classes d'isomorphisme d'objets simples de Css .1.5. k -cat�egories mono��dalesD�e�nitions. Une k -cat�egorie mono��dale est une cat�egorie mono��dale munie d'une struc-ture de k -cat�egorie de sorte que le produit tensoriel un k -foncteur en chaque variable. Unk -foncteur mono��dal (resp. une k -�equivalence mono��dale) est un foncteur mono��dal (resp.une �equivalence mono��dale) qui est un k -foncteur.Une k -cat�egorie souveraine, tress�ee, un k�tortil . . . est une k -cat�egorie munie d'unestructure souveraine, tress�ee, d'une structure de tortil . . .Si C est une k -cat�egorie mono��dale, A = EndC(I) est une k -alg�ebre commutative, etHomC(X;Y ) poss�ede une structure naturelle de (A;A)-bimodule pour X , Y objets de C .Si les deux structures de A-module co��ncident, cela fait de C une A-cat�egorie mono��dale;c'est en particulier le cas si C est tress�ee. Le cas A = k jouera un rôle particulier dans lasuite, ce qui motive la d�e�nition suivante.D�e�nition. Une k -cat�egorie mono��dale est dite pure si I est scalaire (End(I) = k ).Si C est une k -cat�egorie mono��dale, add C , kar C , eC h�eritent d'une structure de k -cat�egorie mono��dale, ainsi que CL pour tout morphisme d'anneaux commutatifs k ! L .(Par exemple, si C est stricte, add C est mono��dale stricte pour le produit tensoriel d�e�ni,sur les objets, par (Xi)1�i�m 
 (Yj)1�j�n = (Zk)1�k�mn , avec Zk = Xi 
 Yj si k =n(i � 1) + j ).D�e�nitions. Si C est une k -cat�egorie mono��dale, un 
-id�eal �a droite (resp. �a gauche)de C est un id�eal I v�eri�ant, pour f; g 2 Fl(C) : f 
 g 2 I si f 2 I (resp. si g 2 I ). Un
-id�eal est un 
-id�eal �a droite et �a gauche. Un 
-id�eal I , �a droite ou �a gauche, est ditpropre s'il satisfait la condition : I \ End(I) = 0.Si F : C ! E est un k -foncteur mono��dal, Ker(F ) = ff 2 Fl(C) j F (f) = 0g estun 
-id�eal de C . D'autre part, �etant donn�e un 
-id�eal I de C , C=I admet une uniquestructure de k -cat�egorie mono��dale faisant du foncteur canonique � : C ! C=I un foncteurk -mono��dal strict, et I = Ker�. Si C est pure, C=I est pure si et seulement si I est propre.Dans un k -tortil, l'id�eal des morphismes n�eglig�eables est le plus grand 
-id�eal propre(et ne d�epend donc que de la structure mono��dale). Ce fait remarquable r�esulte de laproposition suivante (voir aussi la remarque 1.5.3, 2)).1.5.1. Proposition. Soit C une k -cat�egorie mono��dale souveraine pure. L'id�eal Nl (resp.Nr ) des morphismes n�egligeables pour la trace �a gauche (resp. �a droite) est le plus grand 
-id�eal �a gauche (resp. �a droite) propre de C . S'il existe dans C un isomorphisme fonctorielX 
 Y ��! Y 
X (par exemple, si C est tress�ee) on a Nl = Nr .D�emonstration. Soit I un 
-id�eal �a gauche propre de C , et soit f : X ! Y unmorphisme de C appartenant �a I . Pour g : Y ! X , on a trl(gf) = "X (1X_ 
gf)hX 2I \ End(I) = k donc trl(gf) = 0, ce qui montre que I � Nl .Reste �a montrer que Nl est un 
-id�eal �a gauche propre. Soit f 2 Hom(X;X0),g 2 Hom(Y; Y 0), h 2 Hom(X0 
 Y 0; X 
 Y ). On a alors trl(h(f 
 g)) = trl(Hg), o�uH = ("X 
 1Y )(1X_ 
h)(1X_ 
f 
 1Y )(hX 
 1Y 0). Si g 2 Nl , on a trl(Hg) = 0 doncf
g 2 Nl . Ainsi Nl est bien un 
-id�eal �a gauche, propre car pour u 2 End(I), trl(u) = u .11



De même pour Nr . S'il existe dans C un isomorphisme fonctoriel X 
 Y ��! Y 
X ,les 
-id�eaux �a droite co��ncident avec les 
-id�eaux �a gauche; en ce cas Nl est le plus grand
-id�eal propre, et Nr aussi. ut1.5.2. Proposition. Soit C un k -tortil pur additif karoubien libre. Alors :1) pour tout objet scalaire V de C , dimV est inversible dans k ;2) l'id�eal des morphismes n�egligeables de C est r�eduit �a z�ero.D�emonstration.1) L'inversibilit�e �etant une propri�et�e locale, on peut supposer k local. Alors les objetsscalaires (�a isomorphisme pr�es) forment une base, et tout objet de C est isomorphe �a unesomme directe d'objets scalaires. Si V est scalaire, End(V ) = k ' Hom(V 
V _; I), donc Iest facteur direct de V 
V _ . D'apr�es 1.1.5, �(V ) est inversible, ainsi que dimV = �V �(V ).2) Soit N l'id�eal des morphismes n�egligeables de C , et soit (V�) une base de C .D'apr�es 1), l'intersection de N avec End(V�) est nulle pour tout � , donc N = 0. ut1.5.3. Remarques.1) Mettant ensemble 1.5.1 et 1.5.2, on voit que si C est un k -tortil pur et I un
-id�eal tel que C=I soit un k -tortil pur additif karoubien libre, alors I est l'id�eal desmorphismes n�egligeables de C .2) Soit C une cat�egorie mono��dale arbitraire, et consid�erons sur C les relations d'�equi-valence �0 , �l , �r , et � d�e�nies comme suit. Pour f; g : X ! Y , f �0 g si pour tousmorphismes e : I ! X , h : Y ! I , efh = egh ; f �l g (resp. f �r g ) si pour tout objetZ , 1Z 
f �0 1Z 
g (resp. f 
 1Z �0 g 
 1Z ). En�n, f � g si pour tous objets Z , Z0 ,1Z 
f 
1Z0 �0 1Z 
g
1Z0 . Alors � est une relation d'�equivalence compatible au produittensoriel (autrement dit, C=� est mono��dale et la surjection canonique est un foncteurmonoidal strict); de plus la restriction de � �a End(I) est l'�egalit�e, et � est la relationd'�equivalence la moins �ne sur C ayant ces propri�et�es. S'il existe un isomorphisme foncto-riel X
Y ' Y 
X , �=�l =�r . Dans un tortil, f � g () 8h : Y ! X; tr(hf) = tr(hg).En�n pour un k -tortil, C=� = Css .1.6. Cat�egories pr�emodulaires et modulaires.Soit k un anneau commutatif.1.6.1. D�e�nition. On appelle k -cat�egorie pr�emodulaire un k -tortil pur additif karoubienlibre admettant une base �nie.Soit C une k -cat�egorie pr�emodulaire.Si L est un entrelacs en rubans orient�e �a n composantes num�erot�ees, et si X1; . . . ; Xnsont des objets de C , notons hL(X1; . . . ; Xn)i la valeur de l'invariant d'entrelacs en rubanscolor�es associ�e au tortil C sur l'entrelacs L color�e par les Xi . L'application (X1; . . .Xn) 7!hL(X1; . . . ; Xn)i induit par n-lin�earit�e et passage au quotient une applicationCol(C)n �! k;(�1; . . . ; �n) 7! hL(�1; . . . ; �n)i :Pour X 2 Ob C , on d�e�nit un �el�ement SX de End(1C) en posant :(SX)Y = ("X 
 1Y )(1X_ 
RY;X 
 RX;Y )(hX 
 1Y ) pour Y 2 Ob C :12



Proposition. Le produit tensoriel induit sur Col(C) une structure de k -alg�ebre, et l'ap-plication k -lin�eaire S : Col(C) �! End(1C) d�e�nie par [X] 7! S(X) est un morphisme dek -alg�ebres. ut1.6.2. D�e�nition. On dit que C est modulaire si S est bijectif.Pour X , Y objets scalaires de C , on pose sX;Y = hH([X]; [Y ])i , o�u H est l'entrelacsde Hopf. Autrement dit, sX;Y = tr(RY;XRX;Y ).Remarques.1) Donnons-nous une base (X�)�2� , ce qui identi�e Col(C) et End(1C) au k -modulek� , et posons s�;� = sX�;X� . Alors S a pour matrice (dim(X�)�1s�;�) (dimX� est inver-sible par 1.5.2); de sorte que l'inversiblilit�e de S �equivaut �a celle de la S -matrice (s�;�).2) Cette d�e�nition d'une k -cat�egorie modulaire est celle de Turaev [14], avec deuxnuances. D'une part, nous supposons C additive karoubienne, ce que ne fait pas Turaev;cette hypoth�ese, anodine dans la mesure o�u l'on peut toujours remplacer C par eC , simpli�ela formulation des axiomes. D'autre part, Turaev incorpore �a la d�e�nition la donn�ee d'unebase particuli�ere; mais tout peut se faire ind�ependament d'un tel choix.Crit�ere de modularit�e. Supposons Spec k connexe pour simpli�er. Soit �C l'ensembledes classes d'isomorphisme local d'objets scalaires de C , et posonsMC = fX 2 �C j 9m id�eal maximal de k t. q. 8Y 2 �C; sX;Y � dimX dimY 2 mg :1.6.3. Proposition. Si Spec k est connexe, une k -cat�egorie pr�emodulaire C est modulairesi et seulement si MC = fIg .D�emonstration. La proposition est d�emontr�ee dans [4] (1.1) lorsque k est un corps. Eng�en�eral, la modularit�e de C �equivaut �a celle de tous les Ck=m, pour m id�eal maximal dek . Par ailleurs, si Spec k est connexe, et si X , Y sont deux objets scalaires, X loc' Y ()9m j X ' Y dans Ck=m . On se ram�ene ainsi au cas d'un corps. utInvariants de 3-vari�et�es. Turaev a d�emontr�e dans [14] qu'on peut associer �a toute k -cat�egorie modulaire une TQFT, et en particulier certains invariants de 3-vari�et�es ferm�ees.Ces derniers peuvent être d�e�nis sous des hypoth�eses plus faibles que la modularit�e.Choisissons une base (X)X2� , et consid�erons les couleurs
 = XX2� dimX [X]; 
� = XX2� �X�1 dimX [X] ;qui sont en fait ind�ependantes de la base choisie, et posons � = (S
)I =PX2�(dimX)2 ,�� = (S
�)I =PX2� �X�1(dimX)2 , et en�n e� = �+�� .Notant U (resp. U� ) le n�ud en rubans trivial d'auto-enlacement 0 (resp. �1), ona : � = hU (
)i et �� = hU�(
)i .1.6.4. Lemme. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire. Alors :1) 8X 2 Ob(C) , [X] 
 = dimX 
 ;2) S
+ = �+��1 et S
� = ��� (`propri�et�e de glissement d'anse locale').13



D�emonstration. Les d�emonstrations de [4], 1.4,, valables lorsque k est un corps, s'adap-tent au cas g�en�eral de la mani�ere suivante.1) On peut supposer l'anneau k local, de sorte que deux objets localement isomorphessont isomorphes. Soit � = �C . Pour Y 2 Ob(C) et X 2 �, soit �X;Y le rang du k -module libre Hom(X;Y ). On a : Y ' LX2�X�X;Y . Pour X;Y; Z 2 �, �Z;X
Y =rg Hom(X 
 Y; Z) = rg Hom(Y;X_ 
 Z) (par adjonction) = �Y;X_
Z . Ainsi,[X]
 =XY 2� dimY [X][Y ] = XY;Z2�dimY �Z;X
Y [Z] = XY;Z2�dimY �Y;X_
Z[Z]=XZ2� dim(X_ 
 Z)[Z] =XZ2� dimX_ dimZ [Z] = dimX_ 
 = dimX 
 :2) Montrons par exemple la premi�ere identit�e. Par 1), le scalaire hU+([X]
)i vautdimX �+ . D'autre part il est �egal �a tr[�X (S
+)X ] = �X dimX(S
+)X . utSi L est un entrelacs en rubans orient�e, notons respectivement b+(L), b�(L) et b0(L)le nombre de valeurs propres strictement positives, strictement n�egatives et nulles de lamatrice d'enlacement de L . Si M = S3L , vari�et�e obtenue �a partir de S3 par chirurgie lelong de L , b0(L) n'est autre que le premier nombre de Betti de M , not�e h1(M ).1.6.5. Corollaire. Si C est une k -cat�egorie pr�emodulaire pour laquelle e� 2 k� , on d�e�nitun invariant de 3-vari�et�es ferm�ees connexes orient�ees en posant pour M ' S3L :I0C(M ) = hL(
)i�+b+(L)��b�(L) :D�emonstration. Identique en tout point �a celle de [4] 1.7, compte tenu du lemmepr�ec�edent. utL'invariant de Reshetikhin-Turaev de M estIC(M ) = D�h1(M)I0C(M ) ;o�u D est une racine carr�ee de e� = �+�� . L'invariant de Turaev-Viro de M estTVC(M ) = IC(M #M ) = e��h1(M)I0C(M #M ) :S'il est n�ec�essaire de se donner une racine carr�ee de e� dans k pour d�e�nir IC , ce n'est lecas ni pour I0C , ni pour TVC .Supposons que k soit un corps. Alors �C est l'ensemble des classes d'isomorphismed'objets simples, et MC , l'ensemble des X 2 �C v�eri�ant : 8Y 2 �C; sX;Y = dimX dimY .Notons �C l'�el�ement de End(1C) caract�eris�e par�CY = � 1Y si Y 2MC ,0 si Y 2 �C �MC .Autrement dit, �C =PX2MC �(X) . On a alors :| S
 = �� (lemme d'annulation, cf. [4] 1.4);| e� = ��M , o�u �M =PX2MC �X (dimX)2 ([4], remarque 1.5, 3).14



Supposons de plus que MC soit constitu�e d'objets inversibles.5 Alors tout X 2MC esttransparent (cf. 1.1.3), et v�eri�e : dimX = �1 et �X = �1. En outre le produit tensorielfait de MC un groupe qui op�ere sur �C . On a �M = PX2MC �X ; d'o�u �M = jMC j si�X = 1 pour tout X 2 MC , et �M = 0 sinon. Ainsi, e� 2 k� si et seulement si � 2 k� ,jMC j 2 k� et 8X 2MC ; �X = 1. Dans ce cas, e� = jMC j�.En vertu de la remarque 1.3.3, 4), si C est une k -cat�egorie pr�emodulaire et si k ! Lest un morphisme d'anneaux commutatifs, fCL est L-pr�emodulaire; de plus fCL = CL si toutL-module projectif de type �ni est libre, par ex. si L est local. Ceci inspire la d�e�nitionsuivante.D�e�nition. Une k -cat�egorie pr�emodulaire C est d�e�nie sur k0 , sous-anneau de k , s'ilexiste une k0 -cat�egorie pr�emodulaire C0 telle que C soit �equivalente �a fC0k .1.6.6. Th�eor�eme. Soit k un corps, et C une k -cat�egorie pr�emodulaire telle que TVC soitd�e�ni (autrement dit e� 6= 0) et MC soit constitu�e d'objets inversibles.On suppose C d�e�nie sur un sous-anneau k0 de k tel que pour tout Y 2 �C , l'ordredu stabilisateur de Y sous l'action de MC soit inversible dans k0 .Alors TVC est �a valeurs dans k0 .D�emonstration. On peut supposer C = C0
k0k , o�u C0 est une k0 -cat�egorie pr�emodulaire.Soit (X�)�2� une base de C0 ; c'est aussi une base de C , donc � s'identi�e �a �C . PourY objet de C0 , �CY = P�2MC �(X�)(Y ) est un morphisme de C0 , la d�ecomposition de Yen somme de ses composantes isotypiques �etant la même dans C et dans C0 . On conclutpar la proposition suivante, qui g�en�eralise au cas pr�emodulaire un r�esultat de Masbaum etWenzl ([11]).1.6.7. Proposition. Soit k un corps et C une k -cat�egorie pr�emodulaire telle que MC soitconstitu�e d'objets inversibles et e� 6= 0 . Soit k0 un sous-anneau de k tel que pour toutY 2 �C , l'ordre du stablisateur de Y sous MC soit inversible dans k0 .On suppose que C admet un sous-tortil C0 v�eri�ant :| EndC0 (I) � k0 ;| il existe une base de C constitu�ee d'objets de C0 ;| pour Y objet de C0 , �CY est un morphisme de C0 .Alors TVC est �a valeurs dans k0 .D�emonstration.Soit M une 3-vari�et�e ferm�ee orient�ee connexe. La vari�et�e N =M #M est isomorphe�a S3L pour un certain entrelacs en rubans L �a 2g composantes num�erot�ees, les g derni�eresconstituant un sous-entrelacs trivial (c'est-�a-dire juxtaposition de g copies de U ). On aalors b+(N ) = b�(N ), de sorte queTVC(M ) = hL(
)ie�g = jMCj�g hL(
)i�g :Choisissons une base (X)X2� de C . On ahL(
)i = XX1;...;Xg2� dimX1 . . .dimXghL(X1; . . . ; Xg;
; . . . ;
)i :5Un objet X est inversible s'il existe un objet Y tel que X 
 Y ' I .15



Puisque tout X 2MC est inversible, transparent, et v�eri�e �X = 1 et dimX = �1, lavaleur de l'expression dimX1 . . .dimXghL(X1; . . . ; Xg;
; . . . ;
)i reste inchang�ee lorsqu'onremplace l'un des Xi par un �el�ement de son orbite sous MC . Ainsi, choisissant un sous-ensemble �0 de � contenant un et un seul repr�esentant de chaque orbite, on ahL(
)i = jMCjg XX1;...;Xg2�0 dimX1j Stab(X1)j . . . dimXgj Stab(Xg)j hL(X1; . . . ; Xg;
; . . . ;
)i :Par hypoth�ese, on peut choisir � � Ob(C0), et puisque C0 est un sous-tortil de C , onpeut trouver une structure autonome �a droite sur C telle que pour X 2 �, X_ soit un objetde C0 et eX , hX des morphismes de C0 . Alors dimX 2 EndC0 (I) � k0 , et j Stab(X)j�1 2 k0 ;on se ram�ene donc �a v�eri�er :hL(X1; . . . ; Xg ;
; . . . ;
)i 2 �gk0 :Ce scalaire est la trace d'un morphisme de C0 de la forme H�f(S
)Z1
� � �
(S
)Zrg , o�u Hest un morphisme de C0 d�e�ni par un enchevêtrement color�e par des objets appartenant �a�[�_ , et les Zi sont des produits tensoriels de tels objets. D'apr�es le lemme d'annulation,hL(X1; . . . ; Xg;
; . . . ;
)i = �g tr(H � (�CZ1 
 � � � 
 �CZn )) ;ce scalaire appartient �a �gk0 car H est un morphisme de C0 , ainsi que les �CZi , les Zi�etant des objets de C0 . D'o�u la proposition ut . . . et le th�eor�eme. ut1.6.8. Modularisations. Rappelons quelques r�esultats de [4]. Soit k un corps, et C unek -cat�egorie pr�emodulaire.D�e�nitions. Une modularisation de C est la donn�ee d'une k -cat�egorie modulaire C0 etd'un k -foncteur tortil H : C ! C0 tel que tout objet de C0 soit facteur direct de l'imagepar H d'un objet de C . On dit que C est modularisable si elle admet une modularisation.Supposons k alg�ebriquement clos de caract�eristique nulle. Une k -cat�egorie pr�emodu-laire C est modularisable si et seulement si pour tout X 2MC , X est transparent, �X = 1et dimX est un entier naturel. Si C est modularisable, la modularisation H : C ! C0 estunique �a �equivalence pr�es ([4], 3.5). En outre e�C est inversible, donc TVC est d�e�ni, et ilest �egal �a TVC0 .Si MC est constitu�e d'objets inversibles (qui sont donc transparents), C est modula-risable si et seulement si 8X 2MC ; dimX = 1 et �X = 1. Rappelons que sous les mêmeshypoth�eses, e� 2 k� si et seulement si � 2 k� et 8X 2MC ; �X = 1.1.7. Alg�ebres mono��dales1.7.1. D�e�nition. On appelle k -alg�ebre mono��dale une k -cat�egorie mono��dale stricte Av�eri�ant :| Ob(A) = N comme mono��de (on notera souvent [n] l'objet correspondant �a l'entier npour plus de clart�e);| pour m , n 2 N , m 6= n , HomA([m]; [n]) = 0.Remarque. Concr�etement, une k -alg�ebre mono��dale A est la donn�ee d'une famille An =EndA([n]) de k -alg�ebres index�ee par N et d'une loi de composition interne 
 sur Ln2NAnavec les conditions suivantes :| 
 fait de Ln2NAn une k -alg�ebre associative gradu�ee, d'unit�e 10 ;| 8n;m 2 N; 8f; f 0 2 Am; 8g; g0 2 An; (f 
 g)(f 0 
 g0) = ff 0 
 gg0 et 1m
 1n = 1m+n .16



1.7.2. Exemples.1) La k -alg�ebre mono��dale des tresses kB est la k -alg�ebre mono��dale d�e�nie commesuit : (kB)n = k[Bn] , o�u Bn est le n-i�eme groupe de tresses (engendr�e par des g�en�erateursgi , (1 � i < n) avec les relations gigj = gjgi si jj � ij > 1, gigi+1gi = gi+1gigi+1 si1 � i < n�1); le produit tensoriel k[Bm]�k[Bn]! k[Bm+n] correspond �a la juxtapositiondes tresses. La k -alg�ebre mono��dale des tresses est naturellement munie d'un tressage Ret d'une structure balanc�ee �, d�e�nis par R1;1 = g (le g�en�erateur g1 de B2 ) et �1 = 11 .2) Pour s 2 k� , la k -alg�ebre mono��dale de Hecke kH(s) est la k -cat�egorie mono��dalequotient de kB par le 
-id�eal engendr�e par (g� s)(g+ s�1) 2 k[B2] . Pour n 2 N , kH(s)nn'est autre que l'alg�ebre de Hecke Hn(s), quotient de kBn par l'id�eal engendr�e par les�el�ements (gi � s)(gi + s�1) (1 � i > n).2. Construction de la cat�egorie pr�emodulaire Cu via les groupes quantiques2.1. G�en�eralit�es2.1.1. Rappels sur les groupes quantiques. Soit k un anneau commutatif. On pose
 = 
k , et si V , W sont deux k -modules, on note �V;W l'isomorphisme canoniqueV 
W ��!W 
 V .Soit L une k -big�ebre, de coproduit �, co�unit�e " , produit � , unit�e � . La cat�egorie desL-comodules �a gauche est naturellement munie d'une structure de k -cat�egorie mono��dale,not�ee RepL . On note prepL la sous-cat�egorie mono��dale pleine de RepL des comodulesdont le k -module sous-jacent est projectif de type �ni.Si L admet un antipode S , il existe sur prepL une structure autonome �a droitecanonique, associant �a un objet X = (V; �) de prepL le dual �a droite (X_; eX ; hX) d�e�nicomme suit. Soit V � = Homk(V; k), evV l'�evaluation canonique V 
 V � ! k , et coev V :k ! V � 
 V la co�evaluation correspondante, de sorte que (V �; eV ; hV ) est une dualit�e deMod k . Posons �0 = (S
1V �)(�V �;L
eV )(1V � 
�
1V � )(hV 
1V �). Alors X_ = (V �; �0),eX = evV et hX = coevV .Soit L une big�ebre de Hopf, c'est-�a-dire admettant un antipode bijectif S . Une struc-ture souveraine sur L est un morphisme de k -alg�ebres � : L ! k v�eri�ant : (1L
�)� =(�
 S2)�. Une structure souveraine � sur L d�e�nit une structure souveraine sur prep L ,encore not�ee � ; pour X = (V; �) objet de prepL , �X est la compos�ee deV ��! L
 V �
1�! V ��! V �� :Soit L une big�ebre. Une structure tress�ee sur L est une forme lin�eaire co��nversible rsur L
 L v�eri�ant :| r(1L
�) = (r 
 r)(1L
�L;L 
 1L)(�
 1L
 1L),| r(� 
 1L) = (r 
 r)(1L
�L;L 
 1L)(�L;L 
�),| (r 
 �)(1L
 1L
�L;L)(1L
�L;L 
 1L)(�
�) = (� 
 r)(1L
�L;L 
 1L)(�
�).Une structure tress�ee r sur L d�e�nit un tressage R sur RepL : pour X = (V; �),X0 = (V 0; �0) objets de RepL ,RX;X0 = (r 
 �V;V 0)(1L
�V;L 
 1L)(� 
 �0) :Soit L une big�ebre tress�ee. Une structure balanc�ee sur L est une forme lin�eaire co��n-versible � : L ! k v�eri�ant : 17



| (� 
 1L)� = (1L
�)�;| � � � = (r 
 r)(1L
 1L
�L;L)(1L
�L;L 
 1L)(�
�)(� 
 1L
� 
 1L)(�
�).Une structure balanc�ee � sur L d�e�nit sur RepL une structure balanc�ee, encore not�ee� : pour X = (V; �), �X = (�
1V )� . Si L admet un antipode S et si �S = � , la structurebalanc�ee induite sur prepL est compatible �a la dualit�e, faisant de prepL un tortil.De plus, sur une big�ebre de Hopf tress�ee L , les donn�ees d'une structure balanc�ee � oud'une structure souveraine � sont �equivalentes. On passe de l'une �a l'autre par la formule :� = (� 
 U )�, o�u U = r�L;L(I2 
 1L)�. Cette bijection correspond �a la bijection entrestructures balanc�ees et structures souveraines sur prep L vue au 1.1.3.D�e�nition. Soit L une big�ebre de Hopf, d'antipode S . Une structure tortile sur L estla donn�ee d'une structure tress�ee et d'une structure balanc�ee � telle que �S = � .2.1.2. La construction de Faddeev-Reshetikhin-Takhtadjian. Soit N un entier na-turel, et V le k -module kN rapport�e �a sa base canonique (ei)1�i�N . Soit R un automor-phisme du k -module V 
 V .On associe �a R une k -big�ebre LR , construite comme suit. Soit MN = khai;ji lak -alg�ebre des polynômes non commutatifs en des ind�etermin�ees ai;j , 1 � i; j � N . C'estune k -big�ebre, le coproduit � : MN ! MN 
MN et la co�unit�e " : MN ! k �etant lesmorphismes d'alg�ebres d�e�nis par �(ai;j) =Pai;k 
 ak;j et "(ai;j) = �i;j . De plus V estun MN -comodule �a gauche pour la coaction �0 : V �! MN 
V , ei 7!Pai;j 
 ej .Notons A la matrice ((ai;j))1�i;j�N . L'id�eal IR de MN engendr�e par les coe�cientsde la matrice R(A 
 A) � (A 
 A)R est aussi un co��d�eal, et LR est la k -big�ebre quo-tient MN =IR . Par construction, V est un LR -comodule �a gauche, appel�e repr�esentationfondamentale et not�e X , et R est un automorphisme du comodule X 
X . De plus LRest universelle parmi les k -big�ebres munies d'une coaction �a gauche sur V ayant cettepropri�et�e.Si R v�eri�e l'�equation de Yang-Baxter quantique :(R
 1V )(1V 
R)(R
 1V ) = (1V 
R)(R
 1V )(1V 
R) ;LR admet une structure tress�ee unique r telle que le tressage associ�e R sur RepLR v�eri�eRX;X = R . Cette structure tress�ee est d�e�nie, sur les g�en�erateurs ai;j , par la formule :R(ei 
 ej) =Pk;l r(ai;k 
 aj;l) el 
 ek .2.1.3. Application �a SLN . Soit s 2 k� , et q = s2 . Soit Rs l'endomorphisme de V 
 Vdonn�e par : Rs(ei 
 ej) = ej 
 ei si i < j,Rs(ei 
 ej) = ej 
 ei + (s � s�1) ei 
 ej si i > j,Rs(ei 
 ei) = s ei 
 ei:C'est un automorphisme v�eri�ant l'�equation de Yang-Baxter quantique, ainsi que la relationd'�echeveau : Rs �Rs�1 = (s � s�1) 1V
V :On note MN;s la k -big�ebre LRs , et X sa repr�esentation fondamentale. L'objet T �X =LX
n est une alg�ebre gradu�ee dans RepMN;s . Soit S2s le sous-module libre de V 
 V18



engendr�e par les �el�ements ei 
 ei (1 � i � N ) et ej 
 ei + s�1ei 
 ej (1 � i < j � N ).On v�eri�e que c'est un sous-comodule de X 
X (si s+ s�1 2 k� , S2s = Ker(R s � s 1) =Im(R s+ s�1 1). Soit S�s l'id�eal de T �X engendr�e par S2s , qui est aussi un sous-comodule,et soit �� l'alg�ebre quotient T �X=S�s . Notons �i l'image de ei dans �1s .Le k -module �Ns est libre de rang 1, de base ! = �1 . . .�N . Il existe donc Ds 2 MN;stel qu'on ait : �! = Ds 
 ! . Un simple calcul montre que :Ds =X�2S(�s)�l(�)a1;�(1) . . .aN;�(N) :Par construction, on a : �(Ds) = Ds 
 Ds , et "(Ds) = 1, et on v�eri�e que Ds estcentral. L'id�eal de MN;s engendr�e par Ds � 1 est donc aussi un co��d�eal.Soit SLN;s(k) la k -big�ebre quotient MN;s =(Ds� 1). On montre que c'est une big�ebrede Hopf, dont l'antipode S v�eri�e : S2(ai;j) = s2(j�i)ai;j .Pour n 2 Z , on pose : [n]s = sn�s�ns�s�1 . Si n � 0, [n]s = sn�1 + sn�3 + � � �+ s�n+1 ; onpose alors [n]!s = [1]s[2]s . . . [n]s .2.1.4. Proposition. Soit u 2 k tel que uN = s . Il existe sur SLN;s(k) une structuretortile unique faisant de prep SLN;s(k) un tortil o�u le tressage R et la structure balanc�ee� v�eri�ent : RX;X = u�1Rs et �X = u�1sN 1X :La dimension de X est alors [N ]s .On note Vu(k) le k -tortil ainsi d�e�ni.D�emonstration. �Etant donn�e u 2 k� , il existe sur MN;s(k) un unique tressage ru telque le tressage associ�e R v�eri�e : RX;X = u�1Rs ; on l'obtient en normalisant le tressagecanonique r : ru(a 
 a0) = u�dd0r(a 
 a0) pour a , a0 homog�enes de degr�es respectifs d ,d0 . Or on a r(ai;j 
Ds) = r(Ds 
 ai;j) = �i;js . Il en s'ensuit que si uN = s , ru passe auquotient �a SLN;s , d'o�u l'unique tressage sur SLN;s tel que RX;X = u�1Rs .Soit � : SLN;s ! k le morphisme d'alg�ebres d�e�ni par ai;j 7! �i;js2i�N�1 . Il r�esultede la formule S2(ai;j) = s2(j�i) que � est une structure souveraine; soit � la structurebalanc�ee correspondante (relativement au tressage ru ). On a � = (�
 U )�, et U (ai;j) =�i;ju�1s2N�2i+1 . On en d�eduit �(ai;j) = �i;ju�1sN , de sorte que �X = u�1sN . On v�eri�eque �S = � , et dimX = [N ]s . utSi C est une k -cat�egorie mono��dale et Y un objet de C , on notera hY i � C la sous-cat�egorie mono��dale pleine de C dont les objets sont les facteurs directs de sommes �niesde puissances tensorielles de Y .2.1.5. Proposition. Supposons [N ]!s 2 k� ; alors :1) l'objet unit�e est facteur direct de X
N dans prep SLN;s(k) ;2) pour u 2 k tel que uN = s , la sous-cat�egorie pleine hXi � Vu(k) est un sous-tortil.19



D�emonstration.1) Soit p : X
N ! �Ns . la surjection canonique. D'autre part, on d�e�nit un morphismede MN;s -comodules a : �Ns ! X
N par a(!) = !0 =P�2SN (�s)�l(�)e�(1)
 � � �
 e�(N) .On a p(!0) =P�2SN (�s)�l(�)��(1) . . .��(N) =P�2SN q�l(�)! = s�N(N�1)=2[N ]!s! , doncp a est la multiplication par le scalaire s�N(N�1)=2[N ]!s . Si [N ]!s est inversible, 1=[N ]!sapest un projecteur de X
N d'image isomorphe �a �Ns dans repMN;s . L'objet unit�e deprep SLN;s(k), par construction isomorphe �a �Ns , est donc facteur direct de X
N .2) La sous-cat�egorie hXi �etant mono��dale pleine, reste �a montrer qu'elle est autonome,c'est-�a-dire qu'elle contient X_ ; cela r�esulte de 1.1.5, car X est scalaire et �(X) =��1X dim(X) = us�N [N ]s 2 k� , donc X_ est un facteur direct de Z = XN�1 . utSi [N ]!s 2 k� , on note Cu(k) = hXiss ; c'est un sous-tortil plein de Vu(k)ss .2.1.6. Remarque. Si k est un corps, Vu(k) est ab�elienne, et Vu(k)ss et Cu(k) sont ab�e-liennes semi-simples. Les objets simples de Cu(k) sont les facteurs directs simples des X
ndans Vu(k)ss .2.1.7. Rapport avec les alg�ebres de Hecke. En raison de la relation d'�echeveau, il existeun unique k -foncteur mono��dal strict F : kHs �! prep SLN;s(k) v�eri�ant F ([1]) = X etF (g) = R s . Pour h 2 kHq([n]) , la trace de F (h) dans le tortil Vu(k) s'exprime au moyende la trace de Markov ��N , pour �N = sN=[N ]s , par la formule :trF (h) = [N ]sn��N (h) ;en particulier cette trace ne d�epend pas du choix de u (voir appendice, A.1.2).2.2. On travaille d�esormais sur C . Soit s 2 C� , q = s2 , u 2 C tel que uN = s ; on poseCu = Cu(C). Notons O(q) = inffn > 0 j 1 + q + � � �+ qn�1 = 0g . Si q est une racine del'unit�e autre que 1, O(q) est l'ordre de cette racine; dans le cas contraire, O(q) = +1 .Si O(q) = +1 , Vu(C) est semi-simple et admet une in�nit�e d'objets simples; chacunde ces objets simples est facteur direct d'une puissance tensorielle de X . On a donc alorsCu = Vu(C).Supposons d�esormais N < O(q) < +1 , et posons l = O(q). Alors Vu(C) n'est nisemi-simple, ni engendr�ee par X .2.2.1. Proposition. Si q est d'ordre �ni l > N , Cu est une C-cat�egorie pr�emodulaire,mono��dalement �equivalente �a la cat�egorie Ctilt(q)(slN (C)) .D�emonstration. On sait d�ej�a que Cu = hXiss est une cat�egorie ab�elienne semi-simple.D'autre part, H. H. Andersen construit dans [1], au moyen des `tilting modules', uneC-cat�egorie mono��dale ab�elienne semi-simple Ctilt = Ctilt(q)(slN (C)) ayant un nombre �nid'objets simples. Soit U = UqslN , modU la cat�egorie des U -modules de dimension �nie,et C la premi�ere alcove dominante. Alors Ctilt est la sous-cat�egorie pleine de modU dessommes directes �nies de modules simples de la forme V (�), � 2 C .Or modU s'identi�e �a rep SLN;s , car SLN;s est le dual restreint de U . Via cetteidenti�cation, tout V (�) (� 2 C ) est facteur direct d'un X
n , donc Ctilt � hXi ; d'o�u unC-foncteur plein F : Ctilt ! hXiss = Cu . Pour � 2 C , dimV (�) 6= 0; donc tout morphismen�egligeable de Ctilt est nul. Ainsi, F est �d�ele. En�n, tout objet de hXi s'�ecrit Y � Z ,avec Y 2 Ctilt et Z n�egligeable, donc F est une �equivalence, mono��dale par d�e�nitiondu produit tensoriel `restreint' sur Ctilt . Par cons�equent Cu est pr�emodulaire, ses objetssimples �etant index�es par C , donc en nombre �ni. ut20



Supposons q d'ordre l , N < l < +1 , et soit K = l�N . Alors Cu est modulaire si etseulement si u2l est une racine de l'unit�e d'ordre N ([4]). En g�en�eral, tout �el�ement de MCuest inversible, et MCu op�ere librement sur �Cu (voir 3.3.8). L'invariant de Turaev-ViroTVCu est d�e�ni (i. e. e�Cu 6= 0) sauf dans les cas suivants : N pair, K impair et l'ordre deu est congru �a 2 modulo 4 (resp. impair) si s est d'ordre 2l (resp. l ) ([4] et 3.3.6).D'autre part, Cu est Z=NZ gradu�ee. Notons Du sa partie de degr�e 0, c'est-�a-dire lasous-cat�egorie pleine hX
N i � Cu . C'est une cat�egorie pr�emodulaire `de type PGL '. Elleest modulaire si et seulement si K ^ N = 1. Tout �el�ement de MDu est inversible, maisl'action de ce groupe sur �Du n'est libre que dans le cas modulaire. L'invariant TVDu estd�e�ni sauf lorsque N , K sont pairs de même valuation dyadique (voir [4]).Nous allons montrer que ces cat�egories pr�emodulaires sont d�e�nies sur un certainsous-anneau de C , ce qui entrâ�nera l'int�egralit�e des invariants de Turaev-Viro associ�es(lorsqu'ils existent) pour l premier.Soit J (N) l'id�eal de CH(s) des morphismes n�egligeables pour la trace ��N .2.2.2. Proposition.Le foncteur CH(s) ! Cu se factorise �a travers l'id�eal J (N) , induisantpour tout n 2 N un isomorphismeCH(s)n=J (N)n ��! EndCu(X
n) :D�emonstration.Soit In le noyau du morphisme CH(s)n ! EndCu(X
n). Tout morphisme n�egligeablede Cu est nul, car Cu est pr�emodulaire (1.5.2 et 2.2.1). On en d�eduit par 2.1.7 l'inclusionIn � J (N)n . Soit A = CH(s)=J (N) . D'une part, CH(s)n=In ,! EndCu(X
n), et d'autrepart, CH(s)n=In !! An . Il su�t donc pour conclure de montrer que An et EndCu(X
n)ont même dimension. Or il r�esulte de A.2 (avec les notations de l'appendice) que dans eA ,l'objet [n] admet la d�ecomposition[n] = X�2�n V card(T�)� ;les (V�)�2�n �etant des objets simples deux �a deux non isomorphes. D'autre part, l'objetX
n admet une d�ecomposition semblable dans Ctilt , o�u les facteurs simples apparaissentavec les mêmes multiplicit�es. Ainsi dimAn = dimEndCu(X
n) = P�2�n card(�n)2 , d'o�ula proposition. ut2.2.3. Th�eor�eme. Soit k un sous-anneau de C contenant u . Alors :1) si [N ]!s est inversible dans k , il existe un foncteur �d�ele canonique Cu(k)! Cu(C) ,induisant un foncteur pleinement �d�eleCu(k) 
k C! Cu(C) ;2) si [l � 1]!s est inversible dans k , Cu(k) est une k -cat�egorie pr�emodulaire, et lefoncteur Cu(k)
k C! Cu(C) est une �equivalence.D�emonstration.1) On utilisera le r�esultat suivant. 21



2.2.4. Lemme. Soit k un anneau commutatif, et C une k -cog�ebre. On note V(C; k) lak -cat�egorie des C -comodules �a gauche dont le k -module sous-jacent est projectif de type�ni. Soit L une k -alg�ebre commutative, et CL la L-cog�ebre C 
k L .Si L ou C est plat sur k , le foncteur naturel :H : V(C; k)
k L! V(CL; L)est pleinement �d�ele.D�emonstration. Notons ?L le foncteur mono��dal ? 
k L : Mod(k) ! Mod(L). SoientX = (V; �), Y = (W; �0) deux objets de V(C; k). On a H(X) = (VL; �L), H(Y ) =(WL; �0L), et il s'agit de montrer que l'application L-lin�eaireHomV(C;k)(X;Y )
k L! HomV(CL;L)(H(X);H(Y ))induite par H est bijective. Or, HomV(C;k)(X;Y ) est par d�e�nition le noyau ded : Homk(V;W ) �! Homk(V;C 
k W );u 7! (1C 
ku)� � �0u :Puisque V est projectif de type �ni, HomL(VL;WL) (resp. HomL(VL; CL 
L WL))s'identi�e �a Homk(V;W )L (resp. Homk(V;C 
k W )L ), et HomV(CL;L)(H(X);H(Y )), �aKer(dL). Si L est plat sur k , la 
�eche Ker(d)L ! Ker(dL) est un isomorphisme; de mêmesi C est plat sur k , Homk(V;C 
k W ) �etant alors plat sur k . utPuisque SLN;s(k) 
k C ' SLN;s(C), le foncteur naturel H : Vu(k) 
k C ! Vu(C),pleinement �d�ele d'apr�es le lemme, induit un foncteur pleinement �d�eleHss : (Vu(k)
k C)ss ! Vu(C)ss :Puisque par 1.4.1, (Vu(k) 
k C)ss s'identi�e �a Vu(k)ss 
k C , on peut voir Hss commeun foncteur pleinement �d�ele Vu(k)ss 
k C ! Vu(C)ss , d'o�u par restriction un foncteurpleinement �d�ele Cu(k) 
k C! Cu(C) :Le foncteur Cu(k)! Cu(C) qui s'en d�eduit est �d�ele, car son noyau est un 
-id�eal propre,donc nul par 1.5.1.2) Tout objet simple de Cu est facteur direct de X
n pour un certain n 2 N . Ilr�esulte de 2.2.2 et de l'appendice (A.4.1) que X
n = Lt2Tn Vt , o�u Vt est l'image d'unprojecteur �t 2 An ; de plus �t est combinaison lin�eaire de tresses �a coe�cients dans k ,et appartient donc �a Cu(k). Soit Wt l'image de �t dans Cu(k); Vt est l'image de Wt parle foncteur Cu(k) ,! Cu(C). Le foncteur Cu(k) 
k C ! Cu(C) est donc essentiellementsurjectif, et puisqu'il est pleinement �d�ele, c'est une �equivalence.Reste �a montrer que Cu(k) est libre en tant que k -cat�egorie additive karoubienne.Dans Cu(k), tout objet est facteur direct d'une somme de puissances tensorielles de X , etX
n =LWt , t 2 Tn . Il su�t donc de montrer(i) End(Wt) = k ,(ii) Hom(Ws;Wt) = 0 si Vs 6' Vt ;(iii) Ws ' Wt si Vs ' Vt . 22



L'assertion (ii) r�esulte de la �d�elit�e de Cu(k) ! Cu(C). L'assertion (i) repose sur lefait que dimVt 2 k� (voir 3.3.4). Soit � 2 End(Wt); l'image de � dans End(Vt) est uncomplexe z . On a tr(�) = z dimVt 2 k , donc z 2 k , et � = z par �d�elit�e. L'assertion(iii) r�esulte de A.4.1. Supposons Vs ' Vt , et regardons d'abord le cas o�u jsj = jtj = n .Il existe alors un isomorphisme Vs ��! Vt donn�e par une combinaison lin�eaire de tresses�a coe�cients dans k , ainsi que son inverse. Ces morphismes appartiennent �a Cu(k), doncWs 'Wt . En g�en�eral, jsj � jtj mod. N . Or pour s 2 Tn , il existe un tableau s(1) 2 Tn+Ntel que �s(1) = �1N
�s (remarque A.2.1). Alors Ws(1) ' Ws , ce qui permet de se ramenerau cas jsj = jtj . ut2.2.5. Corollaire. Les cat�egories pr�emodulaires Cu et Du sont d�e�nies sur le sous-anneauk = Z[u; 1=[l� 1]!s] � C . Si l'invariant TVCu est d�e�ni, il prend ses valeurs dans k . Il enva de même de TVDu si K ^N = 1 .En particulier pour l premier, TVCu et TVDu prennent leurs valeurs dans les entierscyclotomiques (plus pr�ecis�ement, dans Z[u]).D�emonstration. Il r�esulte du th�eor�eme 2.2.3 que Cu et Du sont d�e�nis sur k . D'autrepart, MCu est form�e d'objets inversibles et son action sur l'ensemble des classes d'isomor-phisme d'objets simples est libre (voir 3.3.8); il en va de même de Du si K ^N = 1, MDu�etant alors trivial. On conclut par le th�eor�eme 1.6.6. ut3. Sur une construction de Kazhdan-Wenzl3.1. Le cadre g�en�eralSoit C une cat�egorie mono��dale, qu'on supposera stricte pour �xer les id�ees, et S unobjet de C . �A partir de ces donn�ees, on se propose de construire une cat�egorie mono��daleD et un foncteur mono��dal C ! D , de sorte que l'image de S soit isomorphe �a l'objetunit�e. On utilise pour cela un proc�ed�e dû �a Kazhdan et Wenzl (cf. [8]).On d�e�nit tout d'abord une cat�egorie D comme suit. Les objets de D sont ceux deC . Pour X objet de C et n 2 N , posons :X(n) = X 
 S
n :Soient X , Y 2 Ob(C). Pour m;n 2 N , notons Homm;n(X;Y ) = HomC(X(m); Y (n)).Alors : HomD(X;Y ) = lim�!m an Homm;n(X;Y ) ;les 
�eches du syst�eme inductif �etant d�e�nies par les applications � 7! �(1) = � 
 1S deHomm;n(X;Y ) vers Homm+1;n+1(X;Y ). Pour � 2 Homm;n(X;Y ), on note � l'image de� dans HomD(X;Y ). La composition des 
�eches de D est donn�ee par  � � =  � pour� 2 Homn;m(X;Y ) et  2 Homm;l(Y; Z).Soit F0 : C �! D le foncteur donn�e, sur les objets, par l'identit�e, et sur les 
�eches, parl'application canonique HomC(X;Y ) �! HomD(X;Y ). Pour tout objet X , l'identit�e deX
S , vue comme �el�ement de Hom1;0(X;X
S) (resp. de Hom0;1(X
S;X)), d�e�nit dansD un morphisme �X : X �! X
S (resp. �X : X 
S �! X ); les morphismes �X et �Xsont inverses l'un de l'autre. En particulier, a = �I est un isomorphisme F0(I) ��! F0(S).En outre, tout morphisme de D est compos�e d'un nombre �ni de morphismes de la formeF0(f) (pour f morphisme de C ) ou de la forme ��1X (pour X objet de C ).On ne sait pas, en toute g�en�eralit�e, munir D d'une structure mono��dale; mais celadevient possible dans un cadre tress�e, moyennant des hypoth�eses raisonnables sur S .23



3.1.1. Proposition. Supposons C munie d'un tressage R tel que S soit transparent, etRS;S = 1S
S .Alors il existe sur D une structure mono��dale tress�ee unique (D;
0; I; R0) telle queF0 soit un foncteur mono��dal strict tress�e, et qu'on ait : 1X 
0a = �X pour X 2 ObD .D�emonstration. Pour all�eger les notations, posons �X = RS;X : S 
X ! X 
 S , etplus g�en�eralement, pour n 2 N , �(n)X = RS
n;X : S
n 
X ! X 
 S
n .1) Unicit�e. Supposons donn�ee une telle structure. Puisque F0 est tress�e, on a pourX , Y 2 Ob C : R0X;Y = F0(RX;Y ); et ceci caract�erise R0 . Par ailleurs, 
0 co��ncide avec 
sur les objets. Pour f , g 
�eches de C , on a : F0(f) 
0 F0(g) = F0(f 
 g). D'autre part,1X 
0a = �X par hypoth�ese; et par fonctorialit�e de R0 , R0S;X(a
0 1X) = (1X 
0a)R0I;X =1X 
0a . Ainsi, a
0 1X = F0(RS;X)�1(1X 
0a) = F0(��1X )�X . Ceci caract�erise 
0 sur les
�eches, car les F0(f) (f 2 Fl C ) et a�1 engendrent mono��dalement D .2) Existence. On d�e�nit un produit tensoriel 
0 sur D : sur les objets, c'est celui de C ;sur les 
�eches, on proc�ede comme suit. Pour � 2 Homm;n(X;Y ) et �0 2 Homm0;n0(X0; Y 0) ,on d�e�nit �
0 �0 2 Homm+m0 ;n+n0(X 
X0; Y 
 Y 0) par la formule :�
0 �0 = (1Y 
�(n)Y 0 
 1S
n0 )(� 
 �0)(1X 
�(m)X0 
 1S
m0 )�1 :Il est clair que, R �etant un tressage, le produit 
0 ainsi d�e�ni est associatif; il est compatibleaux compositions, et 1I 2 Hom0;0(I; I) est neutre pour 
0 . Reste �a montrer la compatibilit�ede 
0 aux 
�eches Homm;n �! Homm+1;n+1 , � 7! �(1) = � 
 1S . Cette compatibilit�es'exprime par les relations suivantes :�(1)
0 �0 = �
0 �0(1) = (�
0 �0)(1) :3.1.2. Lemme. Si � 2 Homm;n(X;Y ) , �(1) = �
0 � = � 
0 � , o�u � = (1I)(1) .D�emonstration. La premi�ere �egalit�e est �evidente; pour la seconde, on remarque quela condition �S = RS;S = 1S
S entrâ�ne : �X(n) = �X 
 1S
n . On a donc : � 
0 � =�Y (n)(1S 
�)��1X(m) = �
 1S par fonctorialit�e de � . utLes relations de compatibilit�e r�esultent imm�ediatement du lemme et de l'associativit�ede 
0 . Ainsi, 
0 induit par passage �a la limite un foncteur D
D �! D , qu'on note encore
0 ; par construction, (D;
0; I) est une cat�egorie mono��dale stricte et F0 un foncteurmono��dal strict; de plus, on a bien 1X 
0a = �X . utOn notera KW(C; S) la cat�egorie mono��dale tress�ee D ainsi d�e�nie; elle est munie d'unfoncteur mono��dal strict F0 : C �! KW(C; S) et d'un isomorphisme a : I ��! F0(S). Deplus, elle v�eri�e la propri�et�e universelle suivante.3.1.3. Th�eor�eme. �Etant donn�es une cat�egorie mono��dale (stricte) tress�ee E , un foncteurmono��dal tress�e G : C �! E et un isomorphisme c : G(I) ��! G(S) dans E , il existe ununique foncteur mono��dal G : KW(C; S) �! E tel que G = G � F0 et G(a) = c . De plus,G est tress�e. 24



D�emonstration. Notons �2 (resp. �0 ) la contrainte de compatibilit�e de G aux produitstensoriels (resp. aux unit�es).1) Unicit�e. Supposons donn�e un tel foncteur G , et soit �2 (resp. �0 ) la contrainte decompatibilit�e de G aux produits tensoriels (resp. aux unit�es). Par hypoth�ese, GF0 = G .Ainsi pour X , Y 2 Ob(D) = Ob(C), on a G(X) = G(X), �2X;Y = �2X;Y donc �2 = �2 ;et d'autre part �0 = �0 . En�n, pour f 
�eche de C , G(F0(f)) = G(f), et G(a) = c . PourX 2 Ob(C), posons 
X = �2X;S(1G(X) 
c)�2�1X;I : G(X) �! G(X(1)) :Par fonctorialit�e de �2 , on a : G(�X) = G(1X 
 a) = 
X . Pour n 2 N , posons :�(n)X = �X(n�1) . . .�X(1)�X : X �! X(n) ;
(n)X = 
X(n�1) . . .
X(1)
X : G(X) �! G(X(n)) :Alors G(�(n)X ) = 
(n)X . Or tout f 2 HomD(X;Y ) s'�ecrit � , pour � 2 HomC(X;Y )m;n .Autrement dit, f = �(n)Y �1F0(�)�(m)X ;on a donc G(f) = 
(n)Y �1G(�)
(m)X ;ce qui caract�erise G sur les 
�eches.2) Existence. Posons G(X) = G(X) pour X 2 Ob(C), �2 = �2 et �0 = �0 . Sif 2 HomD(X;Y ) s'�ecrit f = � , avec � 2 Homm;n(X;Y ), on poseG(f) = 
(n)Y �1G(�)
(m)X :Pour s'assurer de la coh�erence de cette d�e�nition, il su�t de v�eri�er que la valeur ainsiassign�ee �a G(f) ne change pas lorsqu'on remplace � par �(1) = � 
 1S . Ceci revient �amontrer que pour g 2 HomC(X;Y ),G(g 
 1S) = 
YG(g 
 1S)
X�1 ;formule qui r�esulte de la fonctorialit�e de �2 .On a donc construit un foncteur G, et il reste �a d�emontrer la fonctorialit�e de �2 .a) En la seconde variable : en raison de la fonctorialit�e de �2 et du fait que les morphismesF0(f) (f 2 Fl(C)) et 1X 
a� engendrent D , cela se ram�ene �a v�eri�er :�2X;Y 
S(1G(X)
G(1Y 
a)) = G(1X 
 1Y 
a)�2X;Y :Pour Y = I , c'est vrai parce qu'on a pr�ecis�ement pos�e G(1X 
a) = 
X , et G(a) = c .25



Dans le cas g�en�eral, il s'agit de montrer la commutativit�e du carr�e central du diagramme :G(X) 
 G(Y )
 G(I) w�2X;Y 
1G(I)
u1G(X)
G(Y ) 
c [[[]1G(X) 
�2Y;I G(X 
 Y ) 
G(I)�����2X
Y;I u 1G(X
Y )
cG(X)
 G(Y ) w�2X;Yu1G(X) 

Y G(X 
 Y )u 
X
YG(X) 
 G(Y 
 S) w�2X;Y
SG(X 
 Y 
 S)G(X) 
 G(Y )
 G(S) w�2X;Y 
1G(S)NNNP1G(X) 
�2Y;S G(X 
 Y ) 
G(S)�����2X
Y;Squi r�esulte de celle du carr�e ext�erieur, du carr�e de droite et de gauche (d�e�nition de 
 ),du haut et du bas (G est mono��dal).b) En la premi�ere variable, on se ram�ene par un raisonnement similaire �a celui de a) �av�eri�er : G(a
 1X )�2I;X = �2S;X (c
 1G(X)) :Dans le diagramme :G(X) 
G(I) w�2X;I

u1G(X) 
c [[[]R00X;I G(X)NNNNNQG(RX;I)=1G(X) u G(1X 
a)=
XG(I)
 G(X) w�2I;Xuc
1G(X) G(X)u G(a
1X )G(S) 
G(X) w�2S;X G(S 
X)G(X)
 G(S) w�2X;S



�R00G(X);G(S) G(X 
 S)NNNNQG(RX;S)(o�u R00 est le tressage de E ) les carr�es du haut et du bas sont commutatifs (G est tress�e),ainsi que celui de gauche (R00 est fonctoriel) et de droite (car a 
 1X = R�1S;X (1X 
a)).Puisque le carr�e ext�erieur commute (d�e�nition de 
X ), il en va de même du carr�e int�erieur.Le fait que G soit mono��dal tress�e s'exprime par des conditions sur �2 , �0 et R quisont les mêmes que pour G . ut3.1.4. Remarques. Il est clair que, pour construire la structure mono��dale sur D , on n'apas v�eritablement besoin du tressage R : seul intervient RS;X . A�n de pr�eciser ce point,appelons S -tressage de C tout isomorphisme fonctoriel �X : S 
X ��! X 
 S v�eri�ant :(a) �X
Y = (1X 
�Y )(�X 
 1Y ),(b) �I = 1I .La donn�ee d'un S -tressage � tel que �S = 1S
S permet de munir D d'une structuremono��dale stricte KW(C; S), de mani�ere en tout point analogue �a ce nous avons fait avecun tressage. Dans ce cadre, le th�eor�eme 3.1.3 prend la forme suivante.26



Soit E une cat�egorie mono��dale (stricte), G un foncteur mono��dal C �! E , et c unisomorphisme G(I) ��! G(S) dans E . On dira que c est compatible �a G si pour tout objetX de C , l'isomorphisme G(S 
X) ��! G(X 
 S) obtenu par composition des 
�echesG(S
X)'G(S)
G(X)c�1
1���!G(I)
G(X)'G(X)'G(X)
G(I) 1
c���!G(X)
G(S)'G(X
S)co��ncide avec G(�X).Avec ces donn�ees, il existe un foncteur mono��dal G : KW(C; S) ! E tel que GF0 = Get G(a) = c si et seulement si c est compatible �a G , et un tel G , s'il existe, est unique.Tous les r�esultats de ce paragraphe s'adaptent imm�ediatement aux k -cat�egories; c'estd'ailleurs dans ce cadre que nous les utiliserons.Ainsi, soit C est une k -cat�egorie mono��dale tress�ee stricte, et S un objet transparentde C v�eri�ant RS;S = 1S
S .On construit comme ci-dessus une cat�egorie k -mono��dale tress�ee stricte KW(C; S), unk -foncteur mono��dal strict F0 : C ! D , et un isomorphisme a : F0(I) ��! F0(S). Lesobjets de KW(C; S) sont ceux de C , et pour X , Y objets de C ,HomKW(C;S)(X;Y ) = lim�!m Mn Hom(X(m); Y (n)) :En particulier, il ne su�t pas que C soit une k -cat�egorie mono��dale pure pour que KW(C; S)le soit.3.2. Applications�A toute k -cat�egorie mono��dale stricte C et tout objet X de C , on peut associer une k -alg�ebre mono��dale A d�e�nie par An = EndC(X
n), le produit tensoriel An�Am ! An+m�etant celui de C . Le foncteur �d�ele F : A �! Cd�e�ni, sur les objets, par [n] 7! X
n , et sur les 
�eches, par l'identit�e, est un k -foncteurmono��dal strict. De plus la donn�ee d'un tressage sur C d�e�nit un tressage sur A faisant deF un foncteur mono��dal tress�e.Dans quelle mesure peut-on reconstruire C �a partir de la k -alg�ebre mono��dale ainsid�e�nie? Ce n'est possible que moyennant certaines hypoth�eses.3.2.1. D�e�nitions. Soit C une k -cat�egorie mono��dale. Un objet X de C est un g�en�erateurde C si tout objet de C est facteur direct d'une sommedirecte �nie de puissances tensoriellesde X , i. e. hXi = C (cette terminologie n'est pas standard). On dit que X est de type N ,N entier > 0, s'il v�eri�e :| Hom(X
m ; X
n) = 0 pour m non congru �a n modulo N ;| I est facteur direct de X
N .3.2.2. D�e�nition. Soit A une k -alg�ebre mono��dale tress�ee. On appellera projecteur detype N de A tout projecteur � 2 AN v�eri�ant :| RN;1(� 
 11) = R�11;N(� 
 11) et RN;N (� 
 �) = � 
 � ;| pour tout n 2 N , l'application An ! An+N , f 7! f 
 � , est injective, d'imagefg 2 An+N j (1n
�)g = g = g(1n
�)g .Ces deux conditions se lisent plus ais�ement dans eA : posant S = Im(�), la premi�eresigni�e que S est transparent et RS;S = 1S
S ; la seconde, que le foncteur ?
 S : eA! eAest pleinement �d�ele. 27



Nous allons maintenant montrer que la donn�ee d'une k -alg�ebre mono��dale tress�eeA munie d'un projecteur � de type N est �equivalente �a la donn�ee d'une k -cat�egoriemono��dale stricte additive karoubienne tress�ee C munie d'un g�en�erateur X de type N , etd'un projecteur � de X
N d'image isomorphe �a l'objet unit�e.Si A est une k -alg�ebre mono��dale tress�ee et � un projecteur de type N de A , notonsr(A; �) la k -cat�egorie mono��dale tress�ee KW( eA; Im(�)).Si C est une k -cat�egorie mono��dale stricte tress�ee et X un objet de C , notons �(C; X)la k -alg�ebre mono��dale associ�ee.3.2.3 Th�eor�eme.1) Soit A une k -alg�ebre mono��dale tress�ee et � un projecteur de type N de A . SoitC = r(A; �) . Alors :a) C est une k -cat�egorie mono��dale stricte additive karoubienne tress�ee, et l'image Xde [1] par le foncteur canonique A! C est un g�en�erateur de type N de C ;b) On a un isomorphisme canonique de k -alg�ebres mono��dales A ��! �(C; X) .2) Soit C une k -cat�egorie mono��dale stricte tress�ee, X un g�en�erateur de C de typeN , et � un projecteur de X
N d'image isomorphe �a I . Soit A = �(C; X) . Alors :a) A est une k -alg�ebre mono��dale tress�ee, et � un projecteur de type N de A ;b) la donn�ee d'un isomorphisme c : I ��! Im(�) dans C d�e�nit une k -�equivalencemono��dale r(A; �) �! C .D�emonstration.1) Notons S l'image de � dans eA , et F0 : eA ! C le k -foncteur mono��dal tress�ecanonique. Par construction :EndC(X
n) = lim�!k Ml HomeA([n](k); [n](l)) :Or, [n](k) = [n]
 S
k �etant facteur direct de [n+ kN ] , HomeA([n](k); [n](l)) = 0 si k 6= l(car HomA([m]; [m0]) = 0 si m 6= m0 ); d'autre part le foncteur ? 
 S , pleinement �d�ele,induit un isomorphisme An ! EndeA([n](k)). Ainsi An ��! EndC(X
n), ce qui d�emontre1) b).Il est clair que C est une k -cat�egorie mono��dale, et hXi = C . De plus, par constructionde KW , HomC(X
m; X
n) = 0 si m 6� n mod. N , et F0(S) est un facteur direct de X
Nisomorphe �a I , donc X est un g�en�erateur de type N . En outre, A s'identi�e �a �(C; X).Reste �a montrer que C est additive karoubienne, c'est-�a-dire que le foncteur pleinement�d�ele C ,! eC est essentiellement surjectif.D�e�nition. Si A est une k -alg�ebre mono��dale, nous dirons qu'un objet de eA est N -minces'il est facteur direct d'un objet de la forme Emn = ([n]� [n+ 1]� � � � � [n+N � 1])m .3.2.4. Lemme. Soit C une k -cat�egorie mono��dale, et X un g�en�erateur de type N deC . Soit d'autre part A une k -alg�ebre mono��dale, et F : eA ! C un k -foncteur mono��dalv�eri�ant F ([1]) = X et induisant pour tout n 2 N un isomorphismeAn ��! EndC(X
n) :Alors :1) si E est un objet N -mince de eA , F induit un isomorphisme EndeA(E)! EndC(F (E)) ;2) tout objet de C est isomorphe �a l'image par F d'un objet N -mince de eA .28



D�emonstration.1) Soit E = Emn . Pour n � k; k0 < n + N , le foncteur F induit un isomorphismeHomeA([k]; [k0]) ��! HomeC(F ([k]); F ([k0])), par hypoth�ese si k = k0 , et parce que ces deuxespaces sont nuls si k 6= k0 ; de sorte que EndeA(E) ! EndC(F (E)) est un isomorphisme.C'est encore vrai pour E facteur direct de Emn .2) Puisque C = hXi et X
n est facteur direct de X
n+N pour n 2 N , tout objetde C est facteur direct d'un objet de la forme [X
n � � � � � X
n+N�1]m , c'est-�a-direF (Emn ). Soit q un projecteur de F (Emn ) d'image Y , et p l'ant�ec�edent de q par l'applicationEnd(Emn )! End(F (Emn )) induite par F , qui est bijective. Alors E0 = Im(p) est un objetN -mince de eA , et F (E0) ' Y . utLe lemme s'applique �a la compos�ee eA! C ! eC , qui est donc essentiellement surjective,ainsi que C ! eC . D'o�u 1) a).2) L'assertion 2) a) est �evidente. Montrons 2) b). Soit S = Im(�), et c : I ��! Sun isomorphisme dans C . Par construction de A , on a un k -foncteur mono��dal tress�ecanonique G : eA! C . Soit C0 = r(A; �) = KW( eA; S), F0 le foncteur canonique eA! C0 ,et a l'isomorphisme canonique I ��! S dans C0 . Par la propri�et�e universelle de KW , ilexiste un unique foncteur mono��dal tress�e strict H : r(A; �) ! C v�eri�ant HF0 = G etH(a) = c . Reste �a montrer que H est une �equivalence, ce qui r�esultera du lemme suivant.3.2.5. Lemme. Soient C , D deux k -cat�egories mono��dales additives karoubiennes, etH : C ! D un k -foncteur mono��dal. Soit X un g�en�erateur de type N de C , Y = H(X) ,et pour n 2 N notons Hn le morphismeEndC(X
n)! EndD(Y 
n)induit par H . Alors1) H est �d�ele () 8n , Hn est injectif;2) H est une �equivalence () Y est un g�en�erateur de type N de D et 8n , Hn est bijectif.D�emonstration.On peut supposer C et D strictes. Soit A la k -alg�ebre mono��dale associ�ee �a (C; X),et F : eA! C le k -foncteur mono��dal canonique. Les implications `=) ' sont �evidentes.Supposons les Hn injectifs, et montrons que H est �d�ele. Puisque C est additive,il su�t de montrer que pour Z 2 Ob(C), EndC(Z) ! EndD(H(Z)) est injectif. D'apr�esle lemme 3.2.4, Z est isomorphe �a F (E) pour un certain objet N -mince E de eA , etEndeA(E)! EndC(F (E)) est un isomorphisme. Par ailleurs, l'injectivit�e de Hn entrâ�ne la�d�elit�e de H � F : eA!D , d'o�u l'injectivit�e de EndC(Z)! EndD(H(Z)).Supposons maintenant que les Hn sont bijectifs, et Y est un g�en�erateur de type Nde D . Pour montrer que H est une �equivalence, il su�t de v�eri�er qu'il est pleinement�d�ele, donc que EndC(Z) ! EndD(H(Z)) est un isomorphisme pour Z 2 Ob(C). Commeci-dessus, on peut supposer Z = F (E), avec E N -mince; alors EndeA(E) ��! EndC(F (E)) ,et d'autre part 3.2.4 s'applique aussi �a HF : eA ! D , donc EndeA(E) ��! EndD(G(E)) .Ainsi EndC(Z) ��! EndD(H(Z)) . utPar 1) a), Hn est bijectif; l'assertion 2) du lemme s'applique donc �a H , ce qui d�emontre2) b) et ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme. ut29



3.2.6. Proposition.Soit k une corps, A une k -alg�ebre mono��dale tress�ee, � un projecteurde type N de A , et C = r(A; �) .Les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) pour tout n , An est une k -alg�ebre semi-simple de dimension �nie;(ii) eA est une k -cat�egorie ab�elienne semi-simple o�u les Hom sont de dimension �nie;(iii) C est une k -cat�egorie ab�elienne semi-simple o�u les Hom sont de dimension �nie.De plus, si tel est le cas, l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets simples de Cest en bijection naturelle avec l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets simples de eAqui ne sont pas de la forme S 
X , pour X simple et S = Im(�) .D�emonstration. Il est facile de voir que (iii) =) (i) =) (ii). Montrons (ii) =) (iii).Soit X un objet de C ; d'apr�es 3.2.4, c'est l'image d'un objet N -mince E de eA . On a alorsEndeA Y ' EndC(X), donc EndC(X) est une k -alg�ebre semi-simple de dimension �nie. Lacat�egorie C , k -lin�eaire et karoubienne, est donc ab�elienne semi-simple. ut3.2.7. Proposition. Soit A une k -alg�ebre mono��dale tress�ee telle que A0 = A1 = k , �un projecteur de type N de A , et C = r(A; �) . Soit 
 2 k le scalaire d�e�ni par(� 
 11)(1N�1
R1;1)(� 
 11) = 
(� 
 11) :Alors :1) C est autonome si et seulement si 
 est inversible;2) si C est autonome, la donn�ee d'une structure de tortil sur C �equivaut �a la donn�eed'une structure balanc�ee � sur A v�eri�anta) �N � = � ;b) (�1)�2� = R1;N�1RN�1;1 � .Dans le tortil ainsi d�e�ni, dimX = 
�1�1 .D�emonstration. Soit S l'image de � , et X l'objet [1], vus dans eA . Alors End(S
X) 'End(X) = A1 ' k , ce qui justi�e la d�e�nition du scalaire 
 . Posons Z = X
N�1 . PuisqueS est facteur direct de Z 
 X , le crit�ere de la proposition 1.1.5 s'applique : X admetun dual dans C si et seulement si 
 est inversible, et ce dual Y est alors l'image d'unprojecteur explicite �0 de Z .Une structure balanc�ee � sur A s'�etend de mani�ere unique �a eA , et induit une structurebalanc�ee sur C si et seulement si �S = 1 : c'est la condition a). Supposons-la remplie, etnotons encore � la structure balanc�ee ainsi d�e�nie sur C . On a alors �Z�0 = �Y �0 , donc�Z
X (�0
 1X ) = RX;ZRZ;X(�Z�0
 �X ) = �Y �XRX;ZRZ;X(�0
 1X). Composant �a droitepar � , il vient : �N� = � = �Y �XR1;N�1RN�1;1� (car (�0 
 1X )� = � , remarque 1.1.6).La condition b) signi�e donc que les scalaires �X et �Y sont �egaux, ce qui �equivaut �a lacompatibilit�e de � aux duaux (car X est un g�en�erateur de C ). Sous les hypoth�eses a) etb), on a dimX = �X�(X) = �X
�1 . ut3.3. La variante de BlanchetSoient N et K deux entiers > 0, q une racine complexe de l'unit�e d'ordre l = N+K ,et s 2 C tel que s2 = q . Soit A la C-alg�ebre mono��dale CH(s)=J (N) d�ecrite dansl'appendice (cf. A.2). On note � le projecteur de AN correspondant au tableau 1N .Pour u 2 C� , on note Au la C-alg�ebre mono��dale A munie du tressage R et de lastructure balanc�ee � d�e�nis par R1;1 = u�1g et �1 = u�1sN .30



3.3.1. Proposition. Supposons uN = s . Alors � est un projecteur de type N de Au , etr(Au; �) est un tortil qui s'identi�e �a Cu .D�emonstration. L'objet X est un g�en�erateur de type N de Cu . Le foncteur mono��dal F :Au ! Cu d�e�ni en 2.1.7 est tress�e, balanc�e, induit des isomorphismes An ��! EndCu(X
n)(2.2.2) et F (�) est le projecteur de X
N d'image I . Il en r�esulte (3.2.3) que � est unprojecteur de type N de Au , et F induit une �equivalence r(Au; �)! Cu . ut�A pr�esent, soit � un entier � 1, et posons �� = �
� . Soit d'autre part v = u�Ns etw = �u�Ks�1 . Il r�esulte de la proposition A.3.1 de l'appendice que �� est un projecteurde type �N de Au si et seulement si v2� = vN�2 = 1.On fait d�esormais l'hypoth�ese que v2� = vN�2 = 1. On peut alors former la cat�egorieC(�)u;s = r(Au; ��). Pour � 2 � (voir A.1), on note V� l'objet correspondant de C(�)u;s . Enparticulier, on pose X = V1 , S = V1N et � = VK . Soit �(�) = f� 2 � j �N < �g .3.3.2. Proposition. La cat�egorie C(�)u;s est pr�emodulaire, et ses objets simples sont �aisomorphisme pr�es les V� , pour � 2 �(�) .D�emonstration.De 3.2.6 r�esulte que C(�)u;s est ab�elienne semi-simple, avec pour objets simples (�aisomorphisme pr�es) les V� , � 2 �(�) . Pour montrer que c'est un tortil, appliquons 3.2.7. Oncalcule 
 au moyen de la trace de Markov (cf. appendice, A.1) : ��N (��
11)(1�N�1
R1;1)(�� 
 11) = u�1�N ��N (�� 
 11), donc 
 = u�1�N = u�1sN=[N ]s 2 k� . La cat�egorie estdonc autonome. D'autre part, ��N�� = �S
� = vN�2� (par A.3.1) = �� . D'autre part, ilr�esulte de A.2.1 que R1;�N�1R�N�1;1�� = u2s�2N�� = �1�2�� . Les conditions a) et b)�etant remplies, on obtient bien un tortil. Notons que pour �N pair, le choix �1 = �u�1sNest �egalement possible : cf. la remarque 3.3.12. ut3.3.3. Exercice. Montrer que SL(�)N;s = MN;s =(Ds� � 1) est une big�ebre de Hopf, et quela donn�ee de u 2 C� tel que uN� = s� permet de d�e�ni une structure tortile V(�)u;s surrep SL(�)N;s . Montrer que la sous-cat�egorie pleine hXi � V(�)u;s ss est un C-tortil �equivalent �ar(Au; ��).3.3.4. Proposition. Dans C(�)u;s , on a pour � 2 �(�) :�V� = u�j�j2sNj�jqcn(�) et dimV� = d� :D�emonstration.La formule donnant � est celle de A.3.1. On a dim(X) = 
�1�X = [N ]s , et il r�esultede A.1.1 que dimV� = [N ]sj�j��N (pt) = d� par A.2.3. utRemarque. En particulier, �C�u = �P�2�(0) d�2 est un r�eel > 0. D'autre part, dimS =1, et dim� = (�"s)K , o�u "s = sl . Autrement dit, dim� = 1 sauf lorsque N est pair, Kimpair et s d'ordre l : en ce cas dim� = �1.3.3.5. Proposition.1) Le groupe des objets inversibles de C(�)u;s est d'ordre �N , engendr�e par S et � , avecles relations : S� = 1 et �N = SK .2) On a MC(�)u;s = fSa�b j v2aw2b = 1g .31



D�emonstration.Soit V = V� un objet inversible de C(�)u;s ; alors V 
X est simple. Il r�esulte de A.2.2que � = (�1; . . . ; �N ), avec �i = a + K pour 1 � i � b , �i = a pour i > b . AlorsV ' S
a�
b . Par ailleurs, S est d'ordre � dans C(�)u;s , et �N ' SK , d'o�u l'assertion 1).Soit M =MC(�)u;s , et V 2 M . On d�emontre que V est inversible exactement commedans le cas v = 1, voir [4], 5.3. Or pour V inversible, V 2 M () V est transparent() RX;VRV;X = 1. Pour V = Sa�b , on a RX;VRV;X = v2aw2b d'apr�es A.3.1, d'o�ul'assertion 2). utPosons M = MC(�)u;s . La cat�egorie C(�)u;s est modulaire si et seulement si M = fIg ,condition qui �equivaut ici �a : O(v2) = � , O(w2) = N ��^K , et �^N ^K = 1. On retrouvela condition `usuelle' pour v = 1 : O(u2l) = N .3.3.6. Th�eor�eme.La cat�egorie pr�emodulaire C(�)u;s v�eri�e e� 6= 0 , et donc d�e�nit un invariant de Turaev-Viro, sauf dans les cas suivants :1) N est impair et l'ordre de v est congru �a 2 mod. 4 ;2) N est pair, K impair, et l'ordre de w congru �a 2 mod. 4 (resp. impair) si O(s) = 2l(resp. O(s) = l);3) K et N sont pairs, et les ordres de v2 et de w2 ont même valuation dyadique.6D�emonstration. L'invariant de Turaev-Viro est d�e�ni si et seulement si �F = 1 pourtout F 2 M . Pour � racine de l'unit�e d'ordre m , posons "� = (�1)m+1 . En particulier,"s = sl . Soit F = Sa�b . On a alors par A.3.1 :�F = "s(a+K)bvNa2+Kab(�w)Kb2+Nab :Soit "a;b = va(�w)b , de sorte que F est transparent si et seulement si "a;b = �1. Alors :(1) �F = "s(a+K)b"a;bNa+Kb :Calculons maintenant des g�en�erateurs de M . Posons V = v2 , W = w2 , � = O(V ),� = O(W ), 
 = �^ � , �0 = �
 et �0 = �
 . Puisque V �0 et W �0 sont tous deux d'ordre 
 ,il existe un entier H , inversible modulo 
 , tel que V H�0 = W �0 ; et on a :M = hS�; S�H�0��0 i :Reste �a d�eterminer la valeur de � sur ces deux g�en�erateurs. Pour F = S� , �F =vN�2 = "vN� . Ceci vaut 1 sauf pour N impair et O(v) � 2 mod. 4. D'autre part, pourF = S�H�0��0 , �F = "s(H�0+K)�0"0�NH�0+K�0 , avec "0 = v�H�0 (�w)�0 = �1.Posons h = N ^K , n = N=h et k = K=h . On a :(2) vk(�w)�n = sl=h :Par cons�equent, V K = WN . Identi�ant les ordres de ces �el�ements, il vient : ��^K = ��^N ,donc �0(� ^ N ) = �0(� ^K). En particulier, �0 j K et �0 j N . Si �0 (resp. �0 ) est pair,K (resp. N ) est pair donc �F = 1. Ainsi, � ne peut valoir �1 sur F que si �0 et �0 sontimpairs, c'est-�a-dire si �2(�) = �2(�) (o�u �2 d�esigne la valuation dyadique).6voir 3.3.7 pour une formulation plus explicite de cette condition32



3.3.7. Lemme.a) Si N et K sont impairs, �2(�) = �2(�) ;b) si n et k sont impairs et h pair, �2(�) = �2(�)() �2(�) > �2(h)() �2(�) > �2(h) ;c) si n est impair et k pair, �2(�) = �2(�) () �2(�) = �2(h) ;d) si n est pair et k impair, �2(�) = �2(�) () �2(�) = �2(h) .D�emonstration. Si � et � sont des racines de l'unit�e d'ordres respectifs x et y , et si zest l'ordre de ���1 , on a :�2(z) = sup(�2(x); �2(y)) si �2(x) 6= �2(y) ou �2(x) = �2(y) = 0,�2(z) < �2(x) si �2(x) = �2(y) 6= 0.Or il r�esulte de (2) que V kW�n = ql=h , avec O(ql=h) = h , O(V k) = �k^� et O(Wn) = �n^
 .Supposons n impair. Alors �2(O(Wn)) = �2(�), et puisque Wn = ql=hV �k , on a :1) �2(�) = �2(h) si �2(�) < �2(h) + �2(k);2) �2(�) = �2(�)� �2(k) si �2(�) > �2(h) + �2(k);3) �2(�) = 0 si �2(h) = 0 et �2(�) � �2(k);4) �2(�) < �2(h) si �2(h) = �2(�)� �2(k) > 0.Pour k pair, on a donc �2(�) = �2(�)() �2(�) = �2(h); et pour k impair, �2(�) =�2(�)() �2(�) > �2(h) ou �2(�) = 0 = �2(h). Pour n pair, on �echange V et W . utOn suppose donc d�esormais �0 et �0 impairs, de sorte que �F = "sH+K"0NH+K .Observons que H �etant d�e�ni et inversible modulo 
 , on peut toujours le choisir impair,et on peut le choisir pair si 
 est impair.Supposons l = N +K pair; on a "s = �1, et pour H impair, il vient �F = (�1)K+1 .Par cons�equent si N et K sont pairs, �F = �1, et s'ils sont impairs, �F = 1.Si l est impair, il en va de même de h , et de 
 d'apr�es le lemme. On peut donc choisirH pair, H = 2H0 . Alors �F = ("s"0)K . Si K est pair et N impair, on a donc �F = 1.En�n, si K est impair et N pair, �F = "s"0 . Or (�w)�0 = "0vH�0 = "0V H0�0 ; �elevant cette�equation �a la puissance 
 , il vient : "0 = "�w , et donc �F = "s"�w . utRemarques.1) La cat�egorie C(�)u;s est modularisable si et seulement si TV est d�e�ni et tout �el�ementde M est de dimension 1 (cf. 1.6.8). Le seul cas o�u l'invariant de Turaev-Viro est d�e�nisans que la cat�egorie soit modularisable est : N pair, K impair, O(s) = l , et O(u) impair.2) Supposons uN = s , c'est-�a-dire v = 1. Les seuls cas o�u TV n'est pas d�e�ni sontN pair, K impair, et O(w) � 2mod :4 (resp. impair) si O(s) = 2l (resp. l ). La premi�erecondition sur w �equivaut �a O(u) � 2 mod. 4 (on retrouve donc le r�esultat de [4]); laseconde, �a O(u) impair.3.3.8. Proposition. Le groupe M , d'ordre �N�_� , op�ere librement sur l'ensemble �(�) desclasses d'isomorphisme d'objets simples de C(�)u;s .D�emonstration. On a vu : �0 j K et �0 j N . Posons k0 = K�0 , n0 = N�0 . D'autre part,V �0H = W �0 par d�e�nition de H . Ainsi V �0(k0�Hn0) = V �0k0W��0n0 = V KW�N = 1, etcomme V �0 est d'ordre 
 , on en d�eduit 
 j k0 �Hn0 . Posons � = k0�Hn0
 .La cat�egorie C(�)s;u est Z=�NZ-gradu�ee par le degr�e modulo �N . Soit X 2M ; il existedes entiers m et m0 tels que X ' (��0S�H�0 )mSm0� . Supposons qu'il existe un objetsimple F tel que X 
 F ' X . Il s'agit de montrer qu'alors X ' I .33



Or jXj+ jF j = jF j , donc jXj est nul. Autrement dit,(a) m(K�0 �H�0N ) +m0�N � 0 mod. �N :En particulier, N j mK�0 . On en d�eduit que N j m�0h , d'o�u : n0 j mh . D'autre partjXj = m(K�0 �H�0N ) +m0�N = ��0(m�+m0n0). Puisque ��0n0 = �N j �N , il r�esultede (a) : n0 j m�. Ainsi, n0 j m(h ^ �) :Supposons que n0 soit premier �a h ^ � : alors n0 j m , donc �0m , exposant de ��gurant dans l'expression de X , est multiple de N . Puisque �N ' SK , il existe un entiera tel que X ' Sa . Alors jXj = aN et jXj = 0 =) � j a =) X ' I , d'o�u la proposition.Reste donc �a v�eri�er : n0 ^ h ^ � = 1. On sait que Q = V kW�n est �egal �a q lh , doncd'ordre h . De W �0 = V H�0 r�esulte : Q �0n^�0 = V k�0�nH�0n^�0 . Comparant les ordres de ces�el�ements, il vient : h(� ^ k�0 � nH�0n ^ �0 ) = �(h ^ �0n ^ �0 ) :On a donc �N ^ ��0h ^ h(k�0 � nH�0) = �N ^ ��0h ^ ��0 . Or �N = ��0n0 , et h(k�0 �nH�0) = K�0 �HN�0 = �0�0(k0 �Hn0) = ��0�, d'o�u n0 ^ h ^ � = 1. utRemarque. Lorsque C(�)u;s est modularisable, l'ensemble des classes d'isomorphisme d'ob-jets simples de sa modularis�ee s'identi�e �a �(�)=M . Son cardinal est (�_ �) (K+N�1)!K!N ! . Ona h j � _ � , et C. Blanchet s'est particuli�erement int�eress�e au cas o�u �_ � = h .3.3.9. Proposition. �A N , K et s donn�es, on peut trouver u tel que Cu;s d�e�nisse uninvariant de Turaev-Viro, et � _ � = h .D�emonstration. On a �_� = h() � j h et � j h() V h = W h = 1. Posons U = u2hde sorte que V = U�nq et W = U�kq�1 . Alors V h = W h = 1() UN = qh et U l = 1.Ainsi � _ � = h() U est de la forme q� , avec n� � 1 mod. l=h .Supposons u ainsi choisi. Obtient-on un invariant TV ? Posons n� = 1 + �l=h . AlorsV = q��l=h et W = q(���)l=h , donc � = hh^� et � = hh^(���) , avec �^(���) = �^� = 1.En particulier, pour h pair, �2(�) = �2(�) () � est pair. Or � , inverse de n modulo l=h ,peut être choisi impair; l'invariant TV est alors d�e�ni.Supposons h impair. Si N (resp. K ) est impair, on doit choisir u de sorte que�2O(v) 6= 1 (resp. �2O(w) 6= 0 ou 6= 1 selon la parit�e de O(s)), ce qui est toujours possiblequitte �a remplacer u par �u , puisque cette transformation change v en �v (resp. w en�w ) sans changer U .Notons que la cat�egorie ainsi obtenue est modularisable, sauf dans un cas : N pair,K impair, et s d'ordre l . ut3.3.10. Th�eor�eme. La cat�egorie pr�emodulaire C(�)u;s est d�e�nie sur k = Z[u; s; 1=[l� 1]!s] .D�emonstration. Soit A(k) la k -alg�ebre mono��dale image du foncteur kH(s)! A . Pourt 2 Tn , le projecteur �t appartient �a A(k)n . Soit Wt l'image de ce projecteur, vue commeun objet de gA(k). Par A.4.1, on a [n] = Lt2Tn Wt , et les Wt sont scalaires. De plusWs 'Wt si s et t sont de même forme, Hom(Ws;Wt) = 0 sinon. Puisque Wt
S ' Wt(1)par A.2, 2), le foncteur ? 
 S : gA(k) ! gA(k) est pleinement �d�ele. Soit A(k)u la k -alg�ebre A(k) munie du tressage R et de la structure balanc�ee � d�e�nis par R1;1 = u�1g34



et �1 = u�1sN , de sorte que l'�equivalence A(k)u 
k C ! Au soit tress�ee, balanc�ee. Alors�� est un projecteur de type N de A(k)u . Posons C(�)u;s(k) = r(Au; ��). C'est un k -tortilpar 3.2.7, et il r�esulte de A.4.1 que c'est une k -cat�egorie pr�emodulaire ayant pour base lesW� , � 2 �(�) (par une d�emonstration identique �a celle de la seconde assertion de 2.2.3).Le foncteur canonique C(�)u;s(k)
k C! C(�)u;s est donc une �equivalence. ut3.3.11. Corollaire. Dans tous les cas o�u l'invariant de Turaev-Viro associ�e �a C(�)u;s estd�e�ni, il est �a valeurs dans k = Z[u; s; 1=[l� 1]!s] . En particulier si l est premier, c'est unentier cyclotomique (car alors k = Z[u; s]).D�emonstration. Grâce �a 3.3.8 et 3.3.10, on peut appliquer le th�eor�eme 1.6.6. ut3.3.12. Remarque. Si �N est pair, on peut modi�er la structure tortile de C(�)u;s de sorteque �V� soit multipli�e par (�1)j�j , le tressage restant inchang�e, de même que le groupeM . La dimension de V� devient (�1)j�jd� . La discussion ci-dessus s'adapte sans di�cult�e,et 3.3.11 reste vrai.A. Appendice : idempotents des alg�ebres de HeckeA.1. Trace de Markov. Soit k un anneau commutatif, s 2 k� . On note kH(s) la k -alg�ebre mono��dale de Hecke (cf. 1.7.2). Soit Hn = kHn(s). Lorsqu'on identi�e Hn �a unesous-alg�ebre de Hn+1 via le morphisme h 7! h
 11 , l'applicationHn�1 �Hn�1 
Hn�2 Hn�1 ! Hnh� (h0 
 h00) 7! h + h0g(n)n�1h00est un isomorphisme de (Hn�1;Hn�1)-bimodules. Pour � 2 k , il existe donc une uniqueapplication (Hn�1;Hn�1)-lin�eaire ��n�1;n : Hn ! Hn�1 v�eri�ant ��n�1;n(1) = 1 (n � 1)et ��n�1;n(gn�1) = � (n � 2).Pour h 2 Hn , la trace de Markov d'indice � de h est le scalaire ��0;1��1;2 . . .��n�1;nh .Ceci d�e�nit une trace �� sur kH(s).A.1.1. Proposition. Soient C un k -tortil, F : kH(s) ! C un k -foncteur mono��dal, etX = F ([1]) . On suppose que dimX , �X sont des scalaires inversibles et qu'il existe u 2 k�tel que F (g) = uRX;X :Soit � = u �X= dimX . Alors :1) (s � s�1) dimX = u �X � u�1��1X ;2) pour h 2 Hn(s) , trF (h) = dim(X)n��(h) .D�emonstration.1) R�esulte de la relation d'�echeveauuRX;X � u�1R�1X;X = (s � s�1) 1X
X ;elle-même cons�equence de la relation (g � s)(g + s�1) = 0.2) Posons Bn = EndC(X
n), et consid�erons la trace partielle trn�1;n : Bn ! Bn�1d�e�nie par f 7! (1X
n�1 
 eX )(F (g) 
 1X)(1X
n�1 
 �X). Pour f 2 Bn , on a tr(f) =tr0;1 tr1;2 . . . trn�1;n(f), de sorte qu'on se ram�ene �a d�emontrer :8h 2 kHn(s); trn�1;nF (h) = dim(X)F (��n�1;nh) :35



L'application trn�1;n : Bn ! Bn�1 �etant (Bn�1; Bn�1)-lin�eaire, il su�t de v�eri�er cetteidentit�e pour h = 1 (c'est alors �evident) et pour h = gn�1 2 Hn . Or F (gn�1) = u 1X
n�2
RX;X donc trn�1;nF (gn�1) = u �X 1X
n�1 ; et d'autre part dim(X)F (��n�1;n gn�1) =� dim(X)1X
n�1 = u �X 1X
n�1 . utA.1.2. Exemple. Ceci s'applique au foncteur naturel kH(s) ! Cu(k) (2.1.6); on a alorsu �X = sN , dimX = [N ]s , et donc � = �N = sN[N ]s .A.2. On travaille maintenant sur C . Soit N un entier � 1 (le rang), K 2 f1; 2; . . .;+1g(le niveau), et posons l = K + N . Soit s 2 C� tel que q = s2 v�eri�e O(q) = l , autrementdit : si l est �ni, q est une racine de l'unit�e d'ordre l , et si l = +1 , q = 1 ou q n'est pasune racine de l'unit�e.On note A la C-alg�ebre mono��dale CH(s)=J (N) , o�u J (N) est le 
-id�eal de CH(s)des morphismes n�egligeables pour la trace de Markov ��N (o�u �N = sN=[N ]s).La cat�egorie eA est une C-cat�egorie mono��dale, non autonome, semi-simple. De plus,on peut expliciter un jeu d'idempotents minimaux des An en termes de tableaux de Young,ce qui permet de d�ecrire les objets simples de eA au moyen de diagrammes de Young.Un diagramme de Young est une partie �nie � � N2 , r�eunion de rectangles de la forme[1;m1]�[1;m2] . Les �el�ement du diagramme � sont appel�es cellules. Le degr�e du diagrammede Young � , not�e j�j , est le nombre de cellules qui y �gurent : j�j = �1 + � � �+ �m .Traditionnellement, on dessine les cellules comme des cases, la cellule (i; j + 1) (resp.(i + 1; j)) �etant dispos�ee �a droite (resp. au-dessous) de la cellule (i; j). Le diagramme �sera g�en�eralement rpr�esent�e par la suite d�ecroissante (�1; . . . ; �i . . . ) , des longueurs de seslignes. On a (i; j) 2 �() 1 � j � �i .Un diagramme de Young � est dit (N;K)-admissible s'il v�eri�e les conditions :�N+1 = 0 et �1 � �N � K . Notons � l'ensemble des diagrammes de Young (N;K)-admissibles. Cet ensemble est en bijection avec l'ensemble des classes d'isomorphisme d'ob-jets simples de eA . Une telle bijection peut être explicit�ee en termes de tableaux.Un tableau de Young t est une suite croissante de diagrammes de Young t1 � � � � � tn(�eventuellement vide) telle que pour tout i , jtij = i . Le nombre n est le degr�e de t , not�ejtj , et le diagramme tn est appel�e la forme de t . La donn�ee de t �equivaut �a la donn�ee dudiagramme tn , et d'une num�erotation des cellules de tn de 1 �a n de sorte que les num�eroscroissent le long de chaque ligne et de chaque colonne.Un tableau t est dit (N;K)-admissible si chacun des ti est (N;K)-admissible. Onnote Tn (resp. T� ) l'ensemble des tableaux de Young (N;K)-admissibles de degr�e n (resp.de forme �).Pour t 2 Tn , on pose �t = j� i , o�u (i; j) est la n-i�eme cellule de t . Si t = (t1; . . . tn),avec n > 0, on note t0 le tableau (t1; . . . tn�1). En�n, on note an la tresse �a n brins :an = gn�1gn�2 . . .g1g1g2 . . .gn�1 2 Bn ;et ks l'anneau Z[s�1; (1=[n]s)0�n<l] .�A tout t 2 Tn , on associ�e un �el�ement pt 2 ksHn(s) d�e�ni par r�ecurrence comme suit :p; = 1; et pour n > 0,pt = (pt0 
 11) Ys2Tns6=t;s0=t0 an � q�tq�s � q�t :L'appartenance de pt �a ksHn(s) r�esulte du fait que pour s , t 2 Tn t. q. s0 = t0 , on aj�s � �tj < l , et an � 1 2 (s � s�1)Z[s�1]Hn(s).36



Notant X l'objet [1] de eA , et �t l'image de pt dans An , on a pour s; t 2 Tn :�s�t = �s;t�s , et Pt2Tn �t = 1. Ainsi �t est un projecteur de X
n , et posant Vt = Im�t ,on a dans eA : X
n =Mt2Tn Vt :De plus, pour t 2 T , Vt est simple, scalaire, et sa classe d'isomorphisme ne d�ependque de la forme de t . Pour � 2 �, on note V� un repr�esentant de la classe d'isomorphismedes Vt , t 2 T� , ce qui �etablit la bijection annonc�ee.A.2.1. Remarques.1) La formule de r�ecurrence d�e�nissant Vt s'interpr�ete de la mani�ere suivante. Pourr 2 Tn�1 , on a Vr 
X = Mt2Tnt0=r Vt ;l'endomorphisme an de X
n laisse stable Vr
X ; sa restriction �a Vr
X est diagonalisable,et ses valeurs propres sont les q�t , pour t 2 Tn; t0 = r ; Vt est l'espace propre associ�e.2) Soit � = �1N , le projecteur de AN correspondant �a l'unique tableau �a une colonnede longueur N , et posons S = V1N . Alors pour s 2 T , S 
 Vs = Vs(1) , o�u s(1) est letableau obtenu en accollant �a gauche de s une colonne de longueur N , num�erot�ee 1; . . . ; N ,et en incr�ementant de N les num�eros des cellules de s .3) Soit � un diagramme de Young (N;K)-admissible de degr�e n ; alors le projecteurcentral de X
n sur sa composante isotypique de type V� estZ� = Xt2T� �t :Notons � l'objet simple VK , correspondant au diagramme r�eduit �a une ligne de lon-gueur K (si K = +1 , on pose � = I ).A.2.2. Proposition. Tout objet simple V de eA tel que V 
X soit simple est de la formeS
a�
b (a , b 2 N).D�emonstration. Ceci r�esulte de la premi�ere remarque : si V = Vt , V 
X est simplesi et seulement si fs 2 T j s0 = tg est r�eduit �a un seul �el�ement. Ceci n'arrive que si t apour forme (�1; . . . ; �N ) avec �i = a + K pour 1 � i � b , �i = a pour i > b . AlorsVt ' S
a�
b . utPour c = (i; j) cellule de � , on note hl�(c) la `longueur du crochet' �i+�j � i� j+1(o�u �j est la longueur de la colonne j dans �), et cn(c) le `contenu de c ', �egal �a j � i .On pose cn(�) =Pc2� cn(c).Pour � = (�i)1�i�N 2 �, posons �0 = (�i � �N )1�i�N , etd� = Yc2�0 [N + cn(c)]s[hl�(c)]s :A.2.3. Lemme. Pour t 2 T� , ��N (pt) = [N ]s�j�jd� .37



D�emonstration. C'est une formule bien connue de la th�eorie des alg�ebres de Hecke;on peut aussi la d�eduire de la formule donnant la dimension d'un objet simple de Cu(avec uN = s) : consid�erant le foncteur A ! Cu , on a ��N (pt) = dimX�j�j dimCu V� ; ordimCu V� = d� , et dimX = [N ]s . utA.3. Tressages et structures balanc�ees sur eA .La donn�ee de deux param�etres u , " 2 C� d�e�nit sur eA un tressage R et une structurebalanc�ee � caract�eris�es par R1;1 = u�1g et �1 = "u�1sN :.Remarque. Si uN = s et " = 1, le C-foncteur mono��dal canonique eA! Cu est tress�e etbalanc�e.A.3.1. Proposition. On a :1) �V� = "j�jsNj�ju�j�j2qcn(�) ;2) posant v = u�Ns : RX;SRS;X = v2 1X;S et RS;S = vN ;3) si K < +1 , posant w = �u�Ks�1 : RX;�R�;X = w2 1X;� et R�;� = wK .D�emonstration. Soit t 2 T un tableau de forme � , r = t0 , n = jrj . D'apr�es la remarqueA.2.1, la restriction de RX;VrRVr;X �a Vt est le scalaire u�2nq�(t) , d'o�u en particulier lesformules pour RX;SRS;X et RX;�R�;X . Puisque �Vr
X = �X�VrRX;VrRVr;X , il vient�Vt = �X�Vru�2nq�(t) , d'o�u la formule 1) par r�ecurrence sur le degr�e.Les formules donnant RS;S et R�;� se d�eduisent par homog�en�eit�e du cas v = 1," = 1 : elles se v�eri�ent alors dans Cu . L�a, S ' I , donc RS;S = 1S
S . D'autre part �est inversible de dimension (�"s)K (o�u "s = sl ) et �� = sNKu�K2qK(K�1)=2 = (�"sw)Kdonc R�;� = wK . ut .A.4. Soit k un sous-anneau de C contenant ks = Z[s�1; (1=[n]s)0�n<l] . Soit A(k) lak -alg�ebre mono��dale image du foncteur canonique kH(s) �! A .Pour t 2 Tn , on a �t 2 A(k)n ; soit Wt l'objet de gA(k), image du projecteur �t .A.4.1. Proposition.1) Dans gA(k) , [n] =Lt2Tn Wt .2) Pour tout t 2 T , End(Wt) = k .3) Pour s , t 2 T , Ws ' Wt si s et t sont de même forme, Hom(Ws;Wt) = 0 sinon.4) Le foncteur naturel A(k)
k C! A est une �equivalence.D�emonstration.L'assertion 1) est �evidente.La trace de Markov de 1Vt , qui est aussi celle de 1Wt , est un �el�ement de k� (A.2.3).Soit � un endomorphisme de Wt . Vu comme endomorphisme de Vt , c'est un scalairez 2 C . On a ��N (�) = z��N (1Vt) 2 k , donc z 2 k et � = z , d'o�u 2).3) De l'inclusion Hom(Ws;Wt) � Hom(Vs; Vt) r�esulte que si s et t sont de formedi��erente, Hom(Ws;Wt) = 0. Supposons s et t de même forme � et de degr�e n . Nousallons montrer que Ws et Wt sont isomorphes en imitant de pr�es une construction de`matrix units' due �a Ram et Wenzl [12] (voir aussi [2]). On proc�ede par r�ecurrence sur n ,le cas n = 0 �etant �evident. 38



a) Si s0 et t0 sont de même forme, on a par hypoth�ese de r�ecurrence un isomorphisme� : Ws0 ��! Wt0 . Alors �
 1X est un isomorphisme Ws0 
X ��! Wt0 
X qui commute�a � et donc induit un isomorphisme Ws ��! Wt .b) Si s0 et t0 ne sont pas de même forme, mais s00 = t00 , on utilise le lemme suivant.Lemme. Soient s; t 2 T� , avec j�j = n � 2 , et supposons s0 6= t0 et s00 = t00 . Alors�sgn�1�tgn�1�s = [d+ 1]s[d� 1]s[d]2s �s; o�u d = �s � �t :D�emonstration.Soit r = s00 = t00 . L'image de gn�1 dans An , vue comme endomorphisme de X
n ,laisse stable l'objet Vs �Vt , qui n'est autre que la composante �-isotypique de Vr 
X
2 .Soit G = � a bc d� ;la matrice de l'endomorphisme de Vs � Vt ainsi d�e�ni.Il s'agit de calculer bc 2 End(Vt). Puisque g2 = (s� s�1)g + 1, on a bc = �a2 + (s �s�1)a+1, de sorte qu'il su�t de calculer a . Or a est un scalaire caract�eris�e par : �sgn�1�s =a�s . On a an�s = q�s�s , et comme �s = (�s0 
 1X)�s , an�1�s = q�s0�s = q�t�s . Parailleurs, angn�1 = (s � s�1)an + gn�1an�1 . Ainsi, a�s = �sgn�1�s = q��s�sangn�1�s =q��s [(s � s�1)�san�s + �sgn�1an�1�s] = (s � s�1)�s + q�t��s�sgn�1�s = q�t��sa � (s �s�1)�s , de sorte que : a = s � s�1q�t��s � 1 ;d'o�u par un simple calcul :bc = 1� 1[d]2s = [d+ 1]s[d� 1]s[d]2s : utAvec les notations du lemme, on a jdj + 1 < l , donc [d+1]s [d�1]s[d]2s 2 k� . Ainsi, lemorphisme � :Ws !Wt correspondant �a �tgn�1�s est un isomorphisme.c) Soient s; t 2 T� quelconques. On peut trouver s1 , t1 2 T� tels que s100 = t100et tels que s et s10 (resp. t et t10 ) soient de même forme. On a donc Ws ��! Ws1 (a),Ws1 ��!Wt1 (b), et Wt1 ��! Wt (a), d'o�u l'assertion 3).Soit H le foncteur canonique gA(k) 
k C ! eA . Par 1), tout objet de gA(k) 
k C estfacteur direct d'une somme d'objets de la forme Wt ; le foncteur H est pleinement �d�elepar 3), et essentiellement surjectif car son image contient les Vt , d'o�u 4). ut39
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