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ABSTRACT. According to a theorem of Masbaum and Wenzl [11], the Turaev-Viro invariant
of a 3-manifold associated with the modular categories constructed from Ugsly is a cyclotomic
integer when ¢ is of prime order. We extend this result to premodular categories (where the
S-matrix need not be invertible) of ‘type A’ of a more general kind.

One defines premodular categories of type A, rank N and level K over € depending
on two complex parameters s and u, with ¢g=s? a root of unity of order I=N+K , and u a
N-th root of s, in the case SLy, or more generally any root of unity (a variant introduced by
Blanchet, [2]). There are essentially two methods for constructing these premodular categories :
through quantum groups, and through Hecke algebras. We carry out both constructions, and
check that they yield the same result. A ‘local handle-slide property’ for a premodular category
(1.6.4.) characterizes those for which the Turaev-Viro invariant TV is defined. This applies to
premodular categories of type A. It turns out (3.3.6.) that TV is defined precisely when the
premodular category is modularizable in the sense of [4] (assuming s is of order 27).

We show that the Turaev-Viro invariant associated with a such a premodular category,
when defined, is a cyclotomicinteger if I=N+K is prime; this holds also for PGL. More precisely,
we show that such a category is ‘defined’ over k=Z[u,s,1/[I—1]']. Extending a criterion of [11]
to the premodular case, we conclude that the Turaev-Viro invariant lies in k.

Ces derniéres années, il est devenu clair que les invariants topologiques ‘quantiques’
sont intimement liés & certains types de catégories monoidales (ou plus généralement, & des
n-catégories). Ainsi, les invariants de noeuds d’Alexander, Jones et HOMFLY correspon-
dent a des catégories rubanées, ou tortils. Un tortil est une catégorie monoidale admettant
des duaux et munie d’un tressage R et d’une structure balancée § compatible a la dualité.
L’archétype en est la catégorie des enchevétrements (‘tangles’) orientés en rubans colorés
par un ensemble A, universelle parmi les tortils munis d’une famille d’objets indexée par
A (c¢f. Shum, [13], Turaev, [14]). Tl résulte de cette propriété universelle que tout tortil C,
d’objet unité I, définit un invariant d’entrelacs en rubans orientés colorés par des objets
de C, & valeurs dans End(]).

D’autres exemples peuvent étre construits au moyen de ‘groupes quantiques’. En effet,
si L est une bigebre de Hopf, la catégorie rep £ de ses représentations de dimension finie



est monoidale et admet des duaux. Pour en faire un tortil, il suffit, grace au dictionnaire
tannakien, de munir £ de certaines structures additionnelles. Ainsi, pour g algebre de Lie
simple sur C et ¢ € C*, la catégorie des U,g-modules de dimension finie admet en général
plusieurs structures de tortil, d’oti autant d’invariants d’entrelacs. Le polynome de Jones
correspond a Sls, et HOMFLY s’obtient en considérant la famille des SLyy .

Afin de définir des invariants de 3-variétés, V. Turaev [14] a introduit la notion de
catégorie modulaire. Une catégorie prémodulaire C sur un corps commutatif & est un tortil
muni d’une structure abélienne k-linéaire semi-simple; en outre les objets simples, parmi
lesquels figure I’objet unité, sont supposés en nombre fini, et scalaires (End(X) = k). On
dit que C est modulaire si une certaine matrice associée a C, la S-matrice, est inversible.
A toute catégorie modulaire C, V. Turaev associe une TQFT et partant, des invariants de
3-variétés fermées connexes orientées : I'invariant de Reshetikhin-Turaev 1o, et celui de
Turaev-Viro TV .

Encore faut-il construire des catégories modulaires. Pour g, algébre de Lie simple sur
C, et g racine de 'unité d’ordre I bien choisi, on sait fabriquer a partir de la catégorie
des représentations de U,g une catégorie tensorielle semi-simple C(t"t(g) sur C ayant un
nombre fini d’objets simples (H. H. Andersen, [1]). En général, il existe sur C(t(';)t(g) plusieurs
structures prémodulaires, dont certaines sont modulaires.

G. Masbaum et J. Roberts ont montré que, pour { premier, 'invariant 7'V associé
a ces catégories modulaires est un entier algébrique dans les cas SUs et SOs,' résultat
que G. Masbaum et H. Wenzl ont ensuite étendu dans [11] aux types A, ‘BC’. Ces deux
auteurs ont noté qu’il suffit d’établir ’existence d’une ‘structure entiére’ sur une catégorie
modulaire C pour démontrer 'intégralité de T'V¢ | ce qu’ils ont fait dans les cas ‘ BC".

Il se trouve que l'inversibilité de la S-matrice n’est pas nécessaire pour définir un
invariant de Turaev-Viro; les variétés prémodulaires C (sur un corps k) pour lesquelles on
peut définir un invariant de Turaev-Viro sont caractérisées dans [4]. L’objet principal du
présent travail est 1’étude détaillée des catégories prémodulaires ‘de type A’ la construction
de ‘structures entiéres’ pour ces catégories, et la démonstration de I'intégralité de 'invariant
de Turaev-Viro pour ! premier dans tous les cas ou il est défini.

Tout d’abord, il s’agit de construire les catégories prémodulaires ‘de type A’. On se
donne deux entiers N, K > 0, le rang et le niweau, et on pose [ = K 4+ N . Soient s, u des
complexes tels que ¢ = s* soit une racine de l'unité d’ordre {, et v = s.

A ces données est associée une catégorie prémodulaire C,, qui se construit essentiel-
lement par deux méthodes (en définitive équivalentes).

1) Par les groupes quantiques. La catégorie V = repSLy , des représentations
de dimension finie du groupe quantique SLy ;(C) V = repSLy ; est abélienne C-linéaire,
mais non semi-simple, et admet une unique structure de tortil V, vérifiant :

N]-Xa

uRx x — u_lR}}X =(s— 5_1) Ixgx, Ox = u s
ou X dénote la représentation fondamentale. Le quotient de V, par I'idéal des mor-
phismes négligeables est un tortil semi-simple V:°. La catégorie prémodulaire C, est la
sous-catégorie pleine de V3° des facteurs directs de sommes de puissances tensorielles de
X ; elle s’identifie a C(t(';)t (slv) (2.2.1). Cette construction a pour principal avantage de se
généraliser naturellement aux autres algebres de Lie simples.

! Murakami 1’avait montré pour les sphéres d’homologie.
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2) Par les algébres de Hecke. Soit k& un anneau commutatif. Une k-algébre monoi-
dale est une k-catégorie monoidale stricte A vérifiant Ob(A) = N et Hom([n],[m]) = 0
pour m # n. Exemple : la k-algébre monoidale des tresses kB, définie par End([n]) =
k[B,], le produit tensoriel étant la juxtaposition. Pour s € k*, la k-algébre monoidale de
Hecke kH(s) est le quotient de kB par le ©-idéal engendré par (g —s)(g +s~1) (ol g est
le générateur de Bs).

Une construction de Kazhdan-Wenzl [8] permet d’associer & une algébre monoidale
tressée A, et un projecteur m € Ay vérifiant certaines conditions (3.2.2), une k-catégorie
monoidale tressée additive karoubienne V(A,m) contenant A, de telle sorte que I'objet
S = Im(m) soit isomorphe & I’objet unité dans V(A, 7), et universelle pour cette propriété.
L’étude détaillée de cette construction, menée dans la section 3, permet de dégager un
critére pour que V(A, ) soit prémodulaire.

Ceci s’applique & I’algebre monoidale A, quotient de CH(s) par I’idéal des morphismes
négligeables pour une certaine trace de Markov. On sait décrire un systéme d’idempotents
orthogonaux de A, indexés par des tableaux de Young. L’idempotent m € Ay associé au
tableau 1%V a les propriétés requises pour former C, = V(A, 7) (A étant munie du tressage
R = u_ls) et la structure balancée caractérisée par 6, = u~'s" fait de C, une catégorie
prémodulaire.

Cette construction est trés voisine de celle de Ch. Blanchet [2], qui a également in-
troduit la variante suivante. Soit « une racine de 'unité quelconque (on ne suppose plus
u" = s). Pour & > 1 bien choisi le projecteur 7®% a les propriétés requises pour former
Cz(ffs) = V(A, 7®%), qui est alors prémodulaire. Cette variante se construit également en
termes de groupes quantiques (3.3.3).

Etudiant en détail ¢ = Cz(ffs) , on détermine dans quels cas TV est défini, et on montre
que C est définie sur le sous-anneau k = Z[u,s, 1/[l — 1]}] de C. (Une k-catégorie prémo-
dulaire C est définie sur k' C k s’il existe une k’-catégorie prémodulaire C’ telle que C
soit, équivalente a C' Qg k; cette condition est plus forte que I’existence d’une structure
entiere sur k' au sens de [11].) Pour ! premier, k est formé d’entiers cyclotomiques.

Or, un théoreme de Masbaum et Wenzl [11] affirme que si une k-catégorie modulaire
C admet une structure entiére sur un sous-anneau k' C k, TV est a valeurs dans k'.
Ce théoreme s’étend aux catégories prémodulaires (sous certaines hypotheses : 1.6.7). On
en déduit que, pour [ premier, I'invariant de Turaev-Viro, s’il est défini, est un entier
cyclotomique pour les catégories ‘de type SL’ (Cy et C&"fﬁ), ainsi que pour les catégories
‘de type PGL’ (D, partie de degré zéro de Cy ).

Plan

La section 1 regroupe un certain nombre de rappels, de conventions, et de résultats
généraux. Catégories monoidales souveraines, tortils (ou catégories rubanées), trace d’un
morphisme sont présentés au 1.1; on y donne un critére d’existence de duaux (prop. 1.1.5).
Au 1.2 sont introduites les k-catégories (ol les Hom sont des k-modules), et quelques cons-
tructions élémentaires : adjonction de sommes directes finies et scindage des idempotents
(ou ‘karoubianisation’), changement de scalaires, quotient par un idéal. On introduit dans
1.3 la notion de k-catégorie additive karoubienne libre, qui généralise & un anneau commu-
tatif quelconque la notion de catégorie abélienne k-linéaire semi-simple lorsque & est un
corps algébriquement clos. En 1.4, on associe a toute k-catégorie C munie d’une trace une
catégorie C**, quotient de C par I'idéal des morphismes négligeables. Cette construction
commute & certains changements de base (1.4.1). Moyennant des hypothéses faibles, €%
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est abélienne semi-simple lorsque % est un corps (1.4.2). Passant aux k-catégories monoi-
dales (1.5), on montre que si C est un k-tortil ‘pur’ (ot End(7) = k), C3° est le plus petit
k-tortil pur quotient de C (1.5.1). Dans 1.6, on définit les k-catégories prémodulaires,
et modulaires (notion introduite par Turaev, [14]). On démontre un lemme de glissement
d’anse local pour les catégories prémodulaires (1.6.4), ce qui permet de caractériser celles
pour lesquelles TV est défini. Apres avoir introduit la notion de catégorie prémodulaire
définie sur un sous-anneau, on étend un théoréme de [11] au cadre prémodulaire (1.6.7).

La section 2 est consacrée a la construction de C, par le biais des groupes quantiques.
Dans 2.1, on rappelle comment une bigébre de Hopf sur un anneau &, munie de structures
additionnelles, définit un tortil. Appliquant ceci & la bigebre de Hopf SLy  (construite &
la Reshetikhin-Faddeev-Takhtadjian), on construit un k-tortil C, (k). Dans 2.2, on montre
que Cy = Cy(C) est prémodulaire, équivalente & C(t(';)t(ﬁlN); puis que C, est équivalente a
Cu(k) @k C, pour k = Z[u, s, 1/[l—1]\], et que Cy(k) est k-prémodulaire. D’oti 'intégralité
de TV pour C, et D, lorsque [ est premier.

La section 3 est consacrée a la construction de Kazhdan et Wenzl, présentée tout
d’abord dans un cadre général (3.1), puis appliquée en 3.2. pour établir une équivalence
(A,m) — V(A, ) entre, d’une part, les k-algebres monoidales tressées A munies d’un
projecteur m € Ay ayant certaines propriétés, et d’autre part, certaines k-catégories addi-
tives karoubiennes tressées (théoréme 3.2.3). On donne des critéres pour que V(A, 7) soit
une catégorie abélienne semi-simple (3.2.6), un tortil (3.2.7). C’est ainsi qu’en 3.3, on
construit au moyen de la C-algebre monoidale de Hecke une catégorie prémodulaire Cgﬁg
(3.2.2), qui est définie sur k = Z[u, s, 1/[{ — 1]}] (3.3.10), et on en déduit P'intégralité de
TV pour ! premier (3.3.11).

L’appendice A regroupe un certain nombre de résultats classiques sur les idempotents
des algebres de Hecke qui sont utilisés dans ce travail.

Je remercie Gregor Masbaum pour m’avoir encouragé a entreprendre ce travail, et
Christian Blanchet, dont les remarques m’ont incité a explorer les cas non modulaires.

1. Conventions et rappels
1.1. Catégories monoidales souveraines et tortils

1.1.1. Une catégorie monoidale stricte est une donnée (C,®,7), ot C est une catégorie,
® : € x C = C un bifoncteur associatif (le produit tensoriel), et I un objet de C neutre &
droite et & gauche pour @ (I’objet unité).

Soient C, €' deux catégories monoidales strictes. Un foncteur monoidal de C vers (’

est un foncteur /' : ¢ — €’ muni d’isomorphismes fonctoriels ®2x y : F/(X) @ F(Y) =

F(X ®Y) et d’un isomorphisme &y : I’ — F(I) vérifiant certaines conditions ([9],[3]).

Si (F, @2, ®q) et (G, ¥q, ¥y) sont deux foncteurs monoidaux € — €', un morphisme
fonctoriel o @ F' = G est dit monoidal sl vérifie axgy®axy = Waxy(ax @ ay), et
Oéoq)o = \Ifo .

1.1.2. Soit € une catégorie monoidale stricte. Une dualité de C est une donnée (X,Y,e, h),
ou X, Y sont des objets de C, e est un morphisme X @ Y — I, I’ évaluation, et h un
morphisme I — Y ® X, la coévaluation, avec les conditions :

(6®1x)(1x®h):1)( et (1y®6)(h®1y):1y .

On dit alors que (X, e, h) est un dual ¢ gauche de Y, et (Y,e, h) un dual & droite de X .
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Une catégorie monoidale est autonome ¢ gauche (resp. & droite) lorsque tout objet
admet un dual & gauche (resp. & droite), et autonome si elle est autonome a gauche et a
droite.

Soit C une catégorie monoidale autonome a droite. Une structure autonome a droile
sur C, c’est-a-dire le choix pour chaque objet X d’un dual & droite (X, ex,hx), définit
un foncteur dual a droite 7Y : C° — C admettant une structure naturelle de foncteur
monoidal (C° étant munie du produit tensoriel opposé & celui de C). Un tel choix est
anodin dans la mesure ou deux structures autonomes a droite définissent des foncteurs
dual & droite monoidalement isomorphes de maniére canonique. Pour tout objet X de C,
le foncteur XV ®? est adjoint & droite au foncteur X®7, et le foncteur 7® XV est adjoint
a gauche au foncteur 7 ® X . Autrement dit, on a des isomorphismes d’adjonction

Home(Z, XY @ Y) ~ Home(X @ Z,Y) et Home(Z @ XY,Y)~Home(Z,Y @ X).

Ce qui précede s’applique, mutatis mutandis, aux duaux a gauche.

Une catégorie monoidale souveraine est une catégorie monoidale autonome a droite
munie d’une structure souveraine, c’est-a-dire d’un morphisme fonctoriel monoidal ¢x :
X — XYY, Un tel morphisme est un isomorphisme [10].? Dans une catégorie monoi-
dale souveraine (C,¢), le choix d’une structure autonome & droite (X", ex,hx)xcobc
détermine une structure autonome & gauche (VX,ex,nx)xecobe, avec VX = XV, ex =
exv(lxv®@¢x) : XV @ X — I et nx = ((;S)_(l @ 1xv)hxv : I — X @ XV. Le foncteur dual
a gauche est alors égal au foncteur dual a droite.

Soit X un objet de C, et v un endomorphisme de X . On appelle trace a gauche de
u ’élément tr; u de End(]) défini par :

trpu :6)((1)(\/ ®u)hx

La trace & gauche a les propriétés suivantes :
— tri(fg) = tr(gf) pour f € Hom(X,Y) et ¢ € Hom(Y, X);
— tr(f®g) = tri(f)tri(g) pour f € End(X), ¢ € End(Y);
— trpu=wu pour u € End(]).
On définit de méme la trace a droite de u; c’est I’élément tr, u de End(7) défini par :
trru=ex(u® lxv)nx .
Ces deux traces, en général distinctes, sont relides par la formule : tr, f = tr; fV.

1.1.3. Une catégorie monoidale (stricte) tressée est une catégorie monoidale ¢ munie d’un
tressage, c’est-a-dire un isomorphisme fonctoriel

Rxy:X®Y5Y®X (XY €0bC)
vérifiant :
Rxvez = (ly @Rx z)(Rxy ©@1z) et Rxgvz=(Rxz®ly)(lx @Ry z).

Pour une catégorie monoidale tressée, 'existence des duaux a droite équivaut a celle
des duaux a gauche. La notion suivante jouera un réle important par la suite.

20n peut définir la notion de structure souveraine de maniére plus conceptuelle, sans faire
intervenir le choix d’une structure autonome & droite : voir [10].
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Définition. Un objet X d’une catégorie monoidale tressée C est dit transparent si pour
tout objet Y de C, R)_(ly =Ry x.

Soit C une catégorie monoidale tressée. On appelle structure balancée sur C la donnée
d’un isomorphisme fonctoriel

0x - X = X (X € 0b0)
vérifiant I’axiome suivant? :
fxgy = Ry x(fy ©® 0x)Rxy .

Supposons a présent C autonome et tressée. La donnée d’une structure balancée 6
sur C équivaut a la donnée d’une structure souveraine ¢ ([5],[15],[10]). Précisons cette
correspondance canonique. Soit (XY, ex,hx)xcope une structure autonome a droite, et
notons Ux : XVV =5 X et Vx : X =5 XYV les isomorphismes fonctoriels définis par
Ux = (er ® 1x)(1xv ®RX7X\/\/)(hX ® 1xvv) et Vx = (1xvv ®ex)(nyxvv [029] ]-XV)
(1x ®hxv). Alors 6 se déduit de ¢ par la formule U¢ = . La structure autonome a
gauche correspondante est donnée par : ex = ex Rxv x (1xv @8x) = eXR;(}XV (9)_(1v ®1x)

et nx = (9)_(1 ® 1XV)R)_(71thX = (]—X ®9XV)RXV,XhX~

Une structure balancée 6 sur C est compatible a la dualité si elle vérifie pour tout
objet X :

HX\/ = (Hx)v .

Cette condition équivaut & 07 = UV, et implique I'identité de la trace & droite et de la
trace a gauche relatives & la structure souveraine canoniquement associée.

Définitions. On appelle tortil, ou catégorie rubanée, une catégorie monoidale tressée
autonome munie d’une structure balancée compatible & la dualité. Si u est un endomor-
phisme d’un objet X de C, on appelle trace de u, et on note tru, la trace de u (& droite
ou & gauche, c’est égal) pour la structure souveraine canonique. En particulier, on appelle
dimension de X , et on note dim X, la trace de 1x.

1.1.4. Critére d’existence d'un dual. Soit C une catégorie monoidale tressée, et X un
objet de C. On se propose de formuler un critére d’existence d’un dual (& droite) pour X .
Si X admet un dual & droite (Y, e, h), on pose §(X) = eRy xh € End(I).

REMARQUE. Si X admet un dual Y et si §(X) est inversible, I est un rétracte de Y @ X ;
en effet, posant i =h: I - Y @ X et p:é(X)_leRYVX Y®X -5 1,onapi=1;.

Définition. Un endomorphisme de X est dit scalaire s’il est de la forme a ® 1x, pour
a € End(]).
Rappelons qu’une catégorie est dite karoubienne si tous les projecteurs admettent une
image; autrement dit pour tout objet 7 et tout idempotent = € End(7), il existe un objet
Y et des morphismes ¢: Y — 7, p:Z =Y telsque ip=m et pt =1y.

3D’on il résulte : 0y = 1;.



1.1.5. Proposition. Supposons qu’il existe dans C un objet Z tel que I soit un rétracte
de Z@ X ;sotent p: 7@ X =1 et i:1 = Z®X des morphismes de C tels que pt = 11.
Considérons l'endomorphisme v de X défini par :

T=(Polx)(lz@Rx x)(I® 1x).

Alors :

1) si v est inversible et si C est karoubienne, X admet un dual Y dans C, qui est
un rétracte de 7 ; plus précisément, 7’ = (17 @p)(Rz,z @ v ')(lz @) est un projecteur
de 7 d’itmage Y ;

2) si v est scalaire et si X admet un dual, v est inversible, d’inverse §(X) ® 1x .

DEMONSTRATION.
1) Soit £ =pRy% : X®@Z - Tet H= (1707 ")i: I = Z®X.On a alors
(E®1x)(1x ®H) = 1x . On conclut par le lemme suivant, classique.

1.1.6. Lemme. Soient C une catégorie monoidale karoubienne, X , Z des objets de C,
E:X®@Z—>Te H:I—-7Z®X des morphismes tels que (E® 1x)(1x @H) =1x .
Alors ' = (1z @E)(H @ 1z) est un projecteur de 7. Soit Y = Im(n’), et soient
J:Y =5 Z,q:7 > Y tels que jq = 7' et qj = ly. Posons e = E(lx ®j) et
h=(q®1x)H. Alors (X,Y,e, h) est une dualité de C. O
2) Soit (Y,e,h) un dual & droite de X, et soit a € End(I) tel que vy = a® 1x. 1l
s’agit de montrer que a est inversible, d’inverse (X ). Par définition, 6(X) = e Ry xh,
donc : ad(X) =e(y@1ly)Ryxh = (p® ¢)(120Rx x @ 1y)(! @ Ry, xh) = p(1z3(e ®
1x)(1x ®h))i=pi=1;. Ainsi §(X) est inverse & a (le monoide End(]) étant commuta-
tif). O
1.1.7. REMARQUE. Avec les notations de la proposition, soit 7 le projecteur ip de Z® X ;
on a par définition de ~ :

(r®lx)(1z0Rxx)(r@lx)=71Q 7,

et si v est inversible, on a (7' @ lx)r=nr=m(r" ® 1x).
1.2. Généralités sur les k-catégories

Soit k& un anneau commutatif. Nous appellerons k-catégorie une catégorie C munie,
pour tout couple (X,Y) d’objets de C, d’une structure de k-module sur Hom(X,Y) de
sorte que les compositions soient k-bilinéaires. Par k-foncteur, on entend foncteur entre
k-catégories induisant des applications k-linéaires sur les fleches. On parlera de méme
d’équivalence de k -catégories, ou k-équivalence. Si C et C' sont deux (petites) k-catégories,
les k-foncteurs C — €’ forment une k-catégorie Fung(C,C").

1.2.1. La construction ‘tilde’. Une k-catégorie C est additive si elle admet des sommes
directes finies, et en particulier un objet nul.* L’inclusion

{ k-catégories additives karoubiennes} C {k-catégories}

4 (est ce qu’on appelle ‘catégories k-linéaires’ dans S. G. A; les k-catégories y sont appe-
lées ‘catégories pré-k-linéaires’ et les k-foncteurs, ‘foncteurs k-linéaires’.
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admet un adjoint a gauche C +— C.

Explicitons ce point. D’une part, on peut associer a toute catégorie C une catégorie
karoubienne kar C par adjonction formelle des images des projecteurs; les objets de karC
sont les couples (X,p), ol X est un objet de C et p un projecteur de X; si F = (X,p)
et F'=(Y,q), Homgarc(E, F) = {f € Home(X,Y) | ¢f = f = fp}; la composition est
induite par celle de C (en particulier 1g = p). Si C est une k-catégorie, il en va de méme
de karC.

D’autre part, on peut associer a toute k-catégorie C une k-catégorie additive addC
par adjonction formelle des sommes directes finies d’objets. Concrétement, add C a pour
objets les suites finies d’objets de C;s1 E = (X;)1<i<n et F = (Y;)1<j<m sont deux objets
de addC, Homagqc(E, F) = €P; ; Home (X;,Y). o o

On note C = kar add C; c’est une k-catégorie additive karoubienne, munie d’un k-
foncteur canonique pleinement fidele C — C, et pour toute k-catégorie additive karou-
bienne A, le foncteur Fung(C, . A) — Funi(C,.A) est une k-équivalence.

1.2.2. Changement de scalaires. Si C est une k-catégorie et & — L un morphisme
d’anneaux commutatifs, on définit une L-catégorie Cp = C ®; L par Ob(Cr) = Ob(C) et
Home, (X,Y) = Home (X,Y) @k L.

Si C est additive, il en va de méme de Cg ; mais il ne suffit pas que C soit karoubienne
pour que Cy, le soit.

1.2.3. Quotients. Un idéal d'une k-catégorie C est une classe Z de fleches de C vérifiant :
— Z(X,Y) :=ZNHom(X,Y) est un sous k-module de Hom(X,Y) (X,Y € Ob(C));
—sif: X>3Yetg: Y7, feElTougel —=gfel.

La k-catégorie quotient de C par l’idéal T, notée C/I, admet les mémes objets que

C, les morphismes étant donnés par : Home,z(X,Y) = Home(X,Y)/Z(X,Y).

1.3. k-catégories additives karoubiennes libres
Définition. Un objet X d’une k-catégorie est dit scalaire si End(X) = k.

1.3.1. Définitions. Soit C une k-catégorie additive karoubienne; une famille (V))xea
d’objets de C est une base de C si elle vérifie :
— Vi est scalaire;
— Hom(Vy,V,) =0 si A# p;
— tout objet de C est facteur direct d’une somme finie d’éléments de {V) | A € A}.
On dit que C est une k-catégorie additive karoubienne libre si elle admet une base.

Définition. Dleux objets V', W d’une k-catégorie C seront dits localement isomorphes,
et on écrira V ~ W, ¢’ils sont isomorphes dans Ck,, pour tout idéal maximal m de k.

1.3.3. REMARQUES.

1) Si k est un corps, une k-catégorie additive karoubienne libre n’est autre qu’une
catégorie abélienne k-linéaire semi-simple ou les Hom sont de dimension finie et tout objet
simple est scalaire. Une base est alors une famille de représentants des classes d’isomor-
phisme d’objets simples.

2) Etant donné un ensemble A, la catégorie (proj k)(A) des suites presque nulles de
k-modules projectifs de type fini indexées par A est une k-catégorie additive karoubienne
libre, de base (Ex)aca, ot Ey désigne la suite de k-modules ayant k& en position A et 0
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ailleurs. Cet exemple est essentiellement le seul. En effet, si C est une k-catégorie additive
karoubienne, le k-foncteur

® : Fung((proj k)™, ¢) — A,
F = ®(F) = (F(E)))xea

est une équivalence; et ®(F) est une base de C si et seulement si F' est une équivalence.

3) Soit C une k-catégorie additive karoubienne libre, avec Spec k connexe non vide,
et (Vi)xea une base de C. Alors tout objet scalaire de C est localement isomorphe & I'un
des V) . Ainsi la base de C est unique a isomorphisme local et ordre pres.

4) Soit C une k-catégorie additive karoubienne libre, et & — L un morphisme d’an-
neaux commutatifs. Alors Cy, est une L-catégorie additive karoubienne libre, I'image d"une
base de C par le foncteur C — Cr, étant une base de Cr,. De plus si tout L-module projectif
de type fini est libre, Cp est karoubienne donc Cp = Cy, .

Projecteurs isotypiques. Soit C une k-catégorie additive karoubienne libre, et (V3)xea
une base de C. Tout objet Y de C s’écrit de maniére unique

V=37,

AEA

ou Y, est facteur direct d’une somme finie de copies de V). Cette décomposition est

fonctorielle en Y. On note 7T§,V*) le projecteur de Y sur la composante Y .

Définition. On appelle projecteur isotypique de type Vs le projecteur 7(V») € End(1c).

Couleurs. Si C est une k-catégorie additive karoubienne libre, on appelle k-module des
couleurs de C, et on note Col(C), le k-module engendré par les objets de C avec les
relations :

X +Y] = [X] 4 Y

— [X]=[Y]si X ~V;

— p[X] = [pX] pour tout idempotent p de k.

EXERCICE. Le k-module Col(C) est libre, et End(1¢) s’identifie canoniquement & son dual.
Si (Va)aea est une base de C, les [V] forment une base de Col(C); les 7(V2) sont alors les
formes coordonnées.

1.4. k-catégories a trace

On appelle k-catégorie a trace une k-catégorie C munie d’une trace k-linéaire ¢,
c’est-a-dire, pour tout objet X | d’une forme k-linéaire tx sur Ende(X), de sorte qu’on
ait tx(gf) =ty (fg) pour f: X =Y, ¢:YV = X.

S Définitions. oit (C,t) une k-catégorie a trace. Un morphisme f : X — Y de C est
dit négligeable si pour tout ¢ : Y — X, t(¢f) = 0. Un objet X est négligeable si 1x
est négligeable. La classe des morphismes ¢-négligeables est un idéal de C; on note C*° le
quotient de C par cet idéal.

Si k — L est un morphisme d’anneaux, C; est naturellement munie d’une structure
de L-catégorie a trace, obtenue en prolongeant la trace ¢ par L-linéarité.



1.4.1. Proposition. Soit C une k-catégorie a trace, et f : k — L un morphisme d’an-
neaur. Le L-foncteur canonique C*° @i L — C1®° est une équivalence dans les cas sui-
vants :

1) L est plat sur k et, dans C, les Hom sont des k-modules de type fini;

2) L est un k-module projectif;

3) L est un corps et f est injectif.

DEMONSTRATION. Soit N (resp. N’) I'idéal des morphismes négligeables de C (resp. Cp ),
et soit J le noyau du L-foncteur surjectif C®, L — (C/N)®y L, de sorte que C* = C/N,
Cr>® =Cr/N' et C* @, L=Cr/J. Soient X,Y € Ob(C); il résulte de la suite exacte

N(X,Y) @y L — Home(X,Y) @ L — Home/n (X, Y) @ L — 0

que tout élément de J(X,Y) est somme finie de fleches de la forme f®a avec f € N(X,Y)
et @« € L, et donc J C N’. Le foncteur canonique étudié n’est autre que la surjection
canonique Cr/J — Cr/N'. Reste & montrer que si I'une des conditions 1), 2), 3) est
satisfaite, ce foncteur est fidele, c’est-a-dire N’ C J. Dans chacun de ces cas L est plat sur
k, de sorte que J =N ®g L.

Dans le cas 1), soient g1, ...¢, des générateurs du k-module Hom¢ (Y, X), et ¢ 'ap-
plication k-linéaire

Hom(X,Y) — k"
h— (t(gih))i1<i<r -

Alors N(X,Y) =Ker¢p, et N'(X,Y) =Ker(¢ @ L) = N(X,Y) ®; L par platitude.

Dans le cas 2), L est facteur direct d’un k-module libre M de base (e;);er; notons
p la projection de M sur L. Soit f € N/(X,Y). Vu dans Hom¢(X,Y) @ M, f s’écrit
>~ fi®e; . Puisque f est négligeable, on a pour tout g € Home(Y, X)) @ (t@x L)[(9@k L) f] =
S t(gfi)es = 0. Les e; étant indépendants sur k, on en déduit t(gf;) =0, donc f; € N,
et f=>fi®sple;) € N@g L. Dol le cas 2).

En particulier, le cas 3) se rameéne & L = Frack, k intégre; f € N/(X,Y) s’écrit
alors fo @x s71, avec fo € Home(X,Y) et s € k— {0}. On a donc : Vg € Hom¢ (Y, X),
s~ (gf) =0, d’ol t(gf) = 0, ce qui entraine fo € N, et donc f € N @y L. O

1.4.2. Proposition. Soit k un corps, et C une k-catégorie a trace abélienne ot les Hom
sont de dimension finte. Alors C% est abélienne k-linéaire semi-simple.

DEMONSTRATION. Soit C une k-catégorie. Le radical de C (Gabriel, [6]) est 'idéal Rad C
défini comme suit : pour f € Hom(X,Y), f € RadC <= V¢ € Hom(Y,X), g¢f est
nilpotent. S1 k& est un corps et si C est additive karoubienne avec des Hom de dimension
finie, Rad C est le plus petit idéal Z de C tel que la catégorie C/Z soit abélienne semi-simple
[6]. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de vérifier que I'idéal des morphismes
négligeables de C contient Rad C, ce qui résultera immédiatement du lemme suivant.

1.4.3. Lemme. Dans C la trace d’un endomorphisme nilpotent est nulle.

DEMONSTRATION. Soit f € End(X), nilpotent de degré n, et montrons ¢{(f) = 0 par
récurrence sur n. Si f = 0 c’est clair; sinon f sécrit ig, ou ¢ est I'inclusion Im f — X .
On a t(f) = t(ig) = t(gi) = 0, car gi = fjjm est nilpotent de degré < n. OO
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REMARQUE. Sous les hypotheses de 1.4.2, le foncteur ¢ — €%, en général non exact,
induit une bijection entre, d’une part, les classes d’isomorphisme d’objets indécomposables
non négligeables de C, et d’autre part, les classes d’isomorphisme d’objets simples de C%%.

1.5. k-catégories monoidales

Définitions. Une k-catégorie monoidale est une catégorie monoidale munie d’une struc-
ture de k-catégorie de sorte que le produit tensoriel un k-foncteur en chaque variable. Un
k -foncteur monoidal (resp. une k-équivalence monoidale) est un foncteur monoidal (resp.
une équivalence monoidale) qui est un k-foncteur.

Une k-catégorie souveraine, tressée, un k—tortil ... est une k-catégorie munie d’une
structure souveraine, tressée, d’une structure de tortil ...

Si C est une k-catégorie monoidale, A = End¢(7) est une k-algébre commutative, et
Hom¢ (X,Y) posséde une structure naturelle de (A, A)-bimodule pour X, Y objets de C.
Si les deux structures de A-module coincident, cela fait de C une A-catégorie monoidale;
c’est en particulier le cas si C est tressée. Le cas A = k jouera un role particulier dans la
suite, ce qui motive la définition suivante.

Définition. Une k-catégorie monoidale est dite pure si I est scalaire (End(]) = k).

Si C est une k-catégorie monoidale, add C, karC, C héritent d’une structure de k-
catégorie monoidale, ainsi que C; pour tout morphisme d’anneaux commutatifs & — L.
(Par exemple, si C est stricte, add C est monoidale stricte pour le produit tensoriel défini,
sur les objets, par (X;)i<i<m @ (Yj)i<j<n = (Zk)i<k<mn, avec Z = X; @ Y; si k =
n(i—1)+7).

Définitions. Si C est une k-catégorie monoidale, un ®-idéal a droite (resp. & gauche)
de C est un idéal T vérifiant, pour f,g e FI(C) : f@ g€ T si f €T (resp.si g €7Z). Un
®-1déal est un ®-idéal a droite et a gauche. Un ®-idéal 7, a droite ou a gauche, est dit
propre ¢l satisfait la condition : Z N End(]) = 0.

Si F:C — & est un k-foncteur monoidal, Ker(F) = {f € FI(C) | F(f) = 0} est
un ®-idéal de €. D’autre part, étant donné un ®-idéal Z de C, C/Z admet une unique
structure de k-catégorie monoidale faisant du foncteur canonique IT : C — C/Z un foncteur
k-monoidal strict, et Z = Ker IT. Si C est pure, C/Z est pure si et seulement si T est propre.

Dans un k-tortil, I'idéal des morphismes négligéables est le plus grand ®-idéal propre
(et ne dépend donc que de la structure monoidale). Ce fait remarquable résulte de la
proposition suivante (voir aussi la remarque 1.5.3, 2)).

1.5.1. Proposition. Soit C une k-catégorie monoidale souveraine pure. L’idéal Ny (resp.
N, ) des morphismes négligeables pour la trace a gauche (resp. a droite) est le plus grand & -
idéal a gauche (resp. a droite) propre de C. S’il existe dans C un isomorphisme fonctoriel
X®Y Y ®X (par exemple, si C est tressée) on a Ny = N, .

DEMONSTRATION. Soit Z un ®-idéal & gauche propre de C, et soit f : X — Y un
morphisme de C appartenant & Z. Pour ¢ : Y — X, on a tr(¢9f) = ex(1lxv ®gf)hx €
ZNEnd(I) =k donc tri(gf) =0, ce qui montre que Z C Nj.

Reste & montrer que N; est un ®-idéal & gauche propre. Soit f € Hom(X, X'),
g € Hom(Y,Y"), h € Hom(X' @ Y, X ® Y). On a alors trn(h(f @ g)) = tri(Hg), ou
H = (EX ® ].y)(].XV ®h)(1XV Qf ® ].y)(hX ® ].yl). Sig € Nj,on a trl(Hg) = 0 donc
f®g € Ni. Ainsi Nj est bien un ®-idéal & gauche, propre car pour u € End([]), tr;(u) = u.
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De méme pour N, . S’il existe dans € un isomorphisme fonctoriel X @ Y =5V ® X |
les ®-idéaux a droite coincident avec les ®-idéaux a gauche; en ce cas N; est le plus grand
®-1déal propre, et N, aussi. O

1.5.2. Proposition. Soit C un k-torti pur additif karoubien libre. Alors :
1) pour tout objet scalaire V de C, dimV' est inversible dans k;
2) lidéal des morphismes négligeables de C est réduit & zéro.

DEMONSTRATION.

1) L’inversibilité étant une propriété locale, on peut supposer k local. Alors les objets
scalaires (& isomorphisme prés) forment une base, et tout objet de C est isomorphe & une
somme directe d’objets scalaires. Si V' est scalaire, End(V) = k ~ Hom(V @ V"V, I), donc I
est facteur direct de V@V . D’apres 1.1.5, §(V) est inversible, ainsi que dim V = 6y §(V).

2) Soit N I’idéal des morphismes négligeables de C, et soit (V) une base de C.
D’aprés 1), I'intersection de N avec End(Vy) est nulle pour tout A, donc N =0. O

1.5.3. REMARQUES.

1) Mettant ensemble 1.5.1 et 1.5.2, on voit que si C est un k-tortil pur et Z un
®-idéal tel que C/T soit un k-tortil pur additif karoubien libre, alors Z est I'idéal des
morphismes négligeables de C.

2) Soit C une catégorie monoidale arbitraire, et considérons sur C les relations d’équi-
valence ~g, ~;, ~,, et ~ définies comme suit. Pour f, g : X = Y f ~¢ g si pour tous
morphismes e : I = X, h:Y = I, efh =egh; f ~; g (resp. f ~, g) si pour tout objet
Z,1z@f ~y 1z ®g (resp. f@ 1z ~g g©@ 1z). Enfin, f ~ ¢ si pour tous objets 7, 7',
170fR1z: ~9 17Q9R1z:. Alors ~ est une relation d’équivalence compatible au produit
tensoriel (autrement dit, C/. est monoidale et la surjection canonique est un foncteur
monoidal strict); de plus la restriction de ~ & End(]) est ’égalité, et ~ est la relation
d’équivalence la moins fine sur C ayant ces propriétés. S’il existe un isomorphisme foncto-
riel X@Y ~Y®@X, ~=~;=~,.Dansun tortil, f ~ g <= Vh:Y = X, tr(hf) = tr(hg).
Enfin pour un k-tortil, C/. = C**.

1.6. Catégories prémodulaires et modulaires.
Soit k£ un anneau commutatif.

1.6.1. Définition. On appelle k-catégorie prémodulaire un k-tortil pur additif karoubien
libre admettant une base finie.

Soit C une k-catégorie prémodulaire.

Si L est un entrelacs en rubans orienté 4 n composantes numérotées, et si Xq,..., X,
sont des objets de C, notons (L(X1,..., X)) la valeur de I'invariant d’entrelacs en rubans
colorés associé au tortil C sur I'entrelacs L coloré par les X;. L’application (X1,...X,) —
(L(X7,...,Xp)) induit par n-linéarité et passage au quotient une application

Col(C)* — k&,
(ar,...,an) = (Llag, ..., ap)).

Pour X € Ob(, on définit un élément SX de End(1l¢) en posant :

(8X)y = (ex ® 1ly)(1xv ®Ry x ® Rxv)(hx @ ly) pour Y €ObC(.
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Proposition. Le produit tensoriel induit sur Col(C) une structure de k-algébre, et lap-
plication k-linéaire S : Col(C) — End(1¢) définie par [X]— S(X) est un morphisme de
k-algébres. O

1.6.2. Définition. On dit que C est modulaire si S est bijectif.

Pour X, Y objets scalaires de C, on pose sxy = (H([X],[Y])), ot H est l'entrelacs
de Hopf. Autrement dit, sxy = tr(Ry xRxyv).

REMARQUES.

1) Donnons-nous une base (Xx)xaea, ce qui identifie Col(C) et End(1l¢) au k-module
k™ | et posons S\,u = 5X, X, - Alors § a pour matrice (dim(X,)"tsx ) (dim X, est inver-
sible par 1.5.2); de sorte que l'inversiblilité de S équivaut & celle de la S-matrice (s ).

2) Cette définition d’une k-catégorie modulaire est celle de Turaev [14], avec deux
nuances. D’une part, nous supposons C additive karoubienne, ce que ne fait pas Turaev;
cette hypotheése, anodine dans la mesure ot ’on peut toujours remplacer C par C, simplifie
la formulation des axiomes. D’autre part, Turaev incorpore & la définition la donnée d’une
base particuliere; mais tout peut se faire indépendament d’un tel choix.

Critéere de modularité. Supposons Spec k connexe pour simplifier. Soit A¢ ’ensemble
des classes d’isomorphisme local d’objets scalaires de C, et posons

Me ={X € A¢ | Im idéal maximalde k t. q. VY € A¢, sxy —dimXdimY € m}.

1.6.3. Proposition. Si Spec k est connexe, une k-catégorie prémodulaire C est modulaire
st et seulement st Me = {I}.

DEMONSTRATION. La proposition est démontrée dans [4] (1.1) lorsque k est un corps. En
général, la modularité de C équivaut a celle de tous les Cy/m, pour m idéal max1mal de
k. Par ailleurs, si Spec k est connexe, et si X, Y sont deux objets scalaires, X XY
Im| X~V dans Ch/m- On se ramene ainsi au cas d’un corps. O

Invariants de 3-variétés. Turaev a démontré dans [14] qu’on peut associer & toute k-

catégorie modulaire une TQFT, et en particulier certains invariants de 3-variétés fermées.

Ces derniers peuvent étre définis sous des hypotheéses plus faibles que la modularité.
Choisissons une base (X)xea , et considérons les couleurs

Q=> dimX[X], Qf=> 0xTdimX[X],

XeA XEeA

qui sont en fait indépendantes de la base choisie, et posons A = (§Q)r = > x4 (dim X)?,
AF = (8QF)r = T cn OxFH(dim X)?, et enfin A = ATA~.

Notant U (resp. U*) le nceud en rubans trivial d’auto-enlacement 0 (resp. £1), on
a: A= (U(Q)) et AT = (U(Q)).

1.6.4. Lemme. Soit C une catégorie prémodulaire. Alors :
1) VX € 0b(C), [X]Q2=dmX Q;
2) SQt = AT~ et SQ™ = A=0 (‘propriété de glissement d’anse locale’).
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DEMONSTRATION. Les démonstrations de [4], 1.4,, valables lorsque k est un corps, s’adap-
tent au cas général de la maniére suivante.

1) On peut supposer I'anneau k local, de sorte que deux objets localement isomorphes
sont isomorphes. Soit A = A¢. Pour Y € Ob(C) et X € A, soit pxy le rang du k-
module libre Hom(X,Y). On a : Y ~ @y X#XY. Pour X,Y, 7 € A, pzxey =
rg Hom(X ® Y, Z) = rgHom(Y, XV @ Z) (par adjonction) = py xvgz. Ainsi,

[X]Q = dmY[X][Y]= Y dimYuzxev[Z]= D dimYpuyxvgz[Z]

YeEA Y, ZeA Y, ZeA
= dim(X¥© 2)[Z] = ) dimX" dimZ[Z] = dim XV Q = dim X Q.
ZeA ZeA

2) Montrons par exemple la premiére identité. Par 1), le scalaire (UT([X]Q)) vaut
dim X AT . D’autre part il est égal & tr[fx (SQT)x] = Ox dim X (SQ1)x. O

Si L est un entrelacs en rubans orienté, notons respectivement by (L), b_(L) et bo(L)
le nombre de valeurs propres strictement positives, strictement négatives et nulles de la
matrice d’enlacement de L. Si M = S? | variété obtenue & partir de S® par chirurgie le
long de L, bg(L) n’est autre que le premier nombre de Betti de M, noté hy(M).

1.6.5. Corollaire. Si C est une k-catégorie prémodulaire pour laquelle Ace k*, on définit
un invariant de 3-variétés fermées connerwes orientées en posant pour M ~ S3 :

, _ (L(2))
Fe(M) = AP+ A b- (L)

DEMONSTRATION. Identique en tout point & celle de [4] 1.7, compte tenu du lemme
précédent. O

L’invariant de Reshetikhin-Turaev de M est
le(M) = D™D (1),
oll D est une racine carrée de A = A*A~ . L’invariant de Turaev-Viro de M est
TVe(M)=Ic(M#M)=A""ONpo(M#M).
S’il est nécéssaire de se donner une racine carrée de A dans k pour définir Iz, ce n’est le

cas ni pour [I’¢, ni pour TV¢.

Supposons que k soit un corps. Alors A¢ est ’ensemble des classes d’isomorphisme
d’objets simples, et Mc, ’ensemble des X € A¢ vérifiant : VY € A¢,sxy =dimXdimY .

Notons u¢ 1’élément de End(1l¢) caractérisé par
c { ly s1Y € Mg,
Hy = .

0 siYy € Ac — M.

Autrement dit, u¢ = Yo XeMe 7(X) On a alors :
— 80 = Ap (lemme d’annulation, cf. [4] 1.4);

— A=AAy, o0 Ay = > xeM. 0x (dim X)? ([4], remarque 1.5, 3).
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Supposons de plus que M soit constitué d’objets inversibles.® Alors tout X € M est
transparent (ef. 1.1.3), et vérifie : dim X = +1 et x = +1. En outre le produit tensoriel
fait de M¢ un groupe qui opére sur A¢. On a Ay :~ZXEMC Ox ; d’ou Ay = |Mc| si
0x =1 pour tout X € Mc, et Ay =0 sinon. Ainsi, A € k™ si et seulement si A € k™,
|Mc| € k* et YX € Me,6x = 1. Dans ce cas, A = |M¢|A.

En vertu de la remarque 1.3.3, 4), si C est une k-catégorie prémodulaire et si k — L
est un morphisme d’anneaux commutatifs, C; est L-prémodulaire; de plus Cr = Cr, si tout
L-module projectif de type fini est libre, par ex. si L est local. Ceci inspire la définition
suivante.

Définition. Une k-catégorie prémodulaire C est définie sur k', sous-anneau de k, s’il
existe une k’-catégorie prémodulaire C’ telle que C soit équivalente & C’} .

1.6.6. Théoréme. Soil k un corps, et C une k-catégorie prémodulaire telle que TVe soit
défini (autrement dit A #0) et Mc soit constitué d’objets inversibles.

On suppose C définie sur un sous-anneau k' de k tel que pour tout Y € Ac, lordre
du stabilisateur de Y sous Uaction de Mc soit inversible dans k' .

Alors T'Ve est a valeurs dans k'.

DEMONSTRATION. On peut supposer € = '@k, ot C' est une k'-catégorie prémodulaire.

Soit (X)rea une base de C'; c’est aussi une base de C, donc A s’identifie & A¢ . Pour
Y objet de €', u§, = Y xeMe 7X2)(Y) est un morphisme de €', la décomposition de Y
en somme de ses composantes isotypiques étant la méme dans C et dans C’. On conclut
par la proposition suivante, qui généralise au cas prémodulaire un résultat de Masbaum et

Wenzl ([11]).

1.6.7. Proposition. Soit k un corps et C une k-catégorie prémodulaire telle que Mc sout
constitué d’objets inversibles et A # 0. Soit k' un sous-anneau de k tel que pour tout
Y € Ac, Uordre du stablisateur de Y sous Mc soit inversible dans k'.
On suppose que C admet un sous-tortil C' vérifiant :
— Endc/(f) Ck;
— il existe une base de C constituée d’objets de C';
— pour Y objet de C', (i est un morphisme de C'.
Alors T'Ve est a valeurs dans k'.

DEMONSTRATION.
Soit M une 3-variété fermée orientée connexe. La variété N = M #£ M est isomorphe
& S? pour un certain entrelacs en rubans L & 2g composantes numérotées, les g derniéres

constituant un sous-entrelacs trivial (c’est-a-dire juxtaposition de g copies de U). On a
alors b4 (N) = b_(N), de sorte que

Ve = D) o (L@

Choisissons une base (X)xea de C.On a

(LQ)y=" > dimX;.. . dimX(L(X1,..., X, Q,...,Q)).
X1, , Xg€EA

>Un objet X est inversible 8’1l existe un objet Y tel que X @ Y ~ I.
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Puisque tout X € M est inversible, transparent, et vérifie 0x = 1 et dim X = 41 la
valeur de expression dim Xy ...dim Xo(L(X1,...,X,,Q,...,Q)) reste inchangée lorsqu’on
remplace I'un des X; par un élément de son orbite sous Mc . Ainsi, choisissant un sous-
ensemble Ay de A contenant un et un seul représentant de chaque orbite, on a

Z dim X, dim X,

(L(Q)) = | Mcl? [Stab(X1)] " TStab(X,)|

(L(X1,..., Xy, ..., Q).
X1,..,Xg€A0

Par hypothése, on peut choisir A C Ob(C’), et puisque C’ est un sous-tortil de C, on
peut trouver une structure autonome & droite sur C telle que pour X € A, XV soit un objet
de C" et ex, hx des morphismesde C'. Alors dim X € Endc/(I) C k', et |Stab(X)|7t € &';
on se rameéne donc a vérifier :

(L(X1,..., X, Q,...,Q)) € A%K'.

Ce scalaire est la trace d’un morphisme de €’ de laforme Ho{(8Q)z, ®---@(SQ)z, },ou H
est un morphisme de €’ défini par un enchevétrement coloré par des objets appartenant a
AUAY et les Z; sont des produits tensoriels de tels objets. D’aprés le lemme d’annulation,

(L(X1, .., X0, Q, Q) = A tr(H o (4G, @0 4% )

ce scalaire appartient & A9k’ car H est un morphisme de C’, ainsi que les /,LCZl, les Z;
étant des objets de C’. D’ou la proposition O... et le théoreme. O

1.6.8. Modularisations. Rappelons quelques résultats de [4]. Soit & un corps, et C une
k-catégorie prémodulaire.

Définitions. Une modularisation de C est la donnée d’une k-catégorie modulaire C’ et
d’un k-foncteur tortil H : C — C’ tel que tout objet de C’ soit facteur direct de I'image
par H d’un objet de C. On dit que C est modularisable si elle admet une modularisation.

Supposons k algébriquement clos de caractéristique nulle. Une k-catégorie prémodu-
laire C est modularisable si et seulement si pour tout X € Mg, X est transparent, x =1
et dim X est un entier naturel. Si C est modularisable, la modularisation H : C — C' est
unique & équivalence prés ([4], 3.5). En outre A¢ est inversible, donc TV est défini, et il
est égal & T'Vgr.

Si Mc est constitué d’objets inversibles (qui sont donc transparents), C est modula-
risable si et seulement si VX € M¢, dim X =1 et fx = 1. Rappelons que sous les mémes
hypothéses, A € k* si et seulement s1 A € k* et VX € Mg, 0x = 1.

1.7. Algébres monoidales

1.7.1. Définition. On appelle k-algébre monoidale une k-catégorie monoidale stricte A
vérifiant :
— Ob(A4) =N comme monoide (on notera souvent [n] 'objet correspondant & I’entier n
pour plus de clarté);
— pour m, n € N, m #n, Homy([m],[n]) = 0.

REMARQUE. Concrétement, une k-algebre monoidale A est la donnée d’une famille A, =
End 4 ([n]) de k-algébres indexée par N et d’une loi de composition interne @ sur €, .y An
avec les conditions suivantes :

— @ fait de €D,y An une k-algebre associative graduée, d'unité 1o;

— Yn,meN,Vf, f € Ap, V9,0 € Ap, (fOO(f@9)=FF @399 et 1 @1y = Lingn.
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1.7.2. EXEMPLES.

1) La k-algébre monoidale des tresses kB est la k-algébre monoidale définie comme
suit : (kB), = k[Bn], oll By, est le n-iéme groupe de tresses (engendré par des générateurs
gi, (I <@ < n) avec les relations gig; = g;g; si |j — i > 1, gigiv19i = gi+19igi+1 si
1 < i < n—1);le produit tensoriel k[Bp,]x k[By] = k[Bm4n] correspond & la juxtaposition
des tresses. La k-algébre monoidale des tresses est naturellement munie d’un tressage R
et d’une structure balancée ©, définis par R1 1 = ¢ (le générateur g1 de Bs) et ©1 = 1;.

2) Pour s € k*, la k-algébre monoidale de Hecke kH(s) est la k-catégorie monoidale
quotient de kB par le ®-idéal engendré par (g —s)(g +s~1) € k[B2]. Pour n € N, kH(s),
n’est autre que 'algébre de Hecke H,(s), quotient de kB, par I'idéal engendré par les
&léments (g; — s)(g; +s71) (1 <i>n).

2. Construction de la catégorie prémodulaire C, via les groupes quantiques
2.1. Généralités

2.1.1. Rappels sur les groupes quantiques. Soit k un anneau commutatif. On pose
® = @, et si V, W sont deux k-modules, on note oy l'isomorphisme canonique
Vow S WwoeVv.

Soit £ une k-bigebre, de coproduit A, counité ¢, produit p, unité n. La catégorie des
L-comodules a gauche est naturellement munie d’une structure de k-catégorie monoidale,
notée Rep L. On note prep £ la sous-catégorie monoidale pleine de Rep £ des comodules
dont le k-module sous-jacent est projectif de type fini.

Si £ admet un antipode S, il existe sur prep L une structure autonome & droite
canonique, associant & un objet X = (V,§) de prep £ le dual & droite (XY, ex,hx) défini
comme suit. Soit V* = Homy (V) k), evy [’évaluation canonique V @ V* — k| et coevV :
k= V*®V la coévaluation correspondante, de sorte que (V* ey, hy) est une dualité de
Mod k. Posons ¢’ = (S@1y+)(ovs £ @ev)(lys @@ 1y« )(hy @1y+). Alors XV = (V*,¢'),
ex —evy et hxy = coevy .

Soit £ une bigebre de Hopf, c’est-a-dire admettant un antipode bijectif .S. Une struc-
ture souveraine sur L est un morphisme de k-algebres ¢ : £ — k vérifiant : (1, ®¢)A =
(¢ © S?)A. Une structure souveraine ¢ sur £ définit une structure souveraine sur prep L,
encore notée ¢; pour X = (V,4) objet de prep L, ¢x est la composée de

v coviy Sy

Soit £ une bigebre. Une structure tressée sur L est une forme linéaire coinversible r
sur L ® L vérifiant :
— r(lgop) = (ror)(le@oce @ 1) (Al @1,
— r(pely)=or)(leeoee®le)(os s @A),
— (rop)(leele®@oc)(le@or e @1 )(ADA) = (per)(l@oc e @ 1) (A®A).
Une structure tressée r sur £ définit un tressage R sur Rep L : pour X = (V,4),
X" = (V',d") objets de Rep L,

Rxx =(r@ovyv)(ls @y @1:)(6 ).

Soit £ une bigebre tressée. Une structure balancée sur L est une forme linéaire coin-
versible 6 : £ — k vérifiant :
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— (0@ 1)A = (1, 00A;
— Oopu=(ror(lele@oc)(le @ @1 )(A2A) (0@ 1 @0 @ 1) (A®A).

Une structure balancée 8 sur £ définit sur Rep £ une structure balancée, encore notée
0 :pour X = (V,4), 0x = (#®1y)d. Si L admet un antipode S et si 6.5 = @, la structure
balancée induite sur prep £ est compatible 4 la dualité, faisant de prep £ un tortil.

De plus, sur une bigebre de Hopf tressée L, les données d’une structure balancée 6 ou
d’une structure souveraine ¢ sont équivalentes. On passe de I'une a ’autre par la formule :
0=(¢p2U)A, ot U=rog(I*>@1z)A. Cette bijection correspond & la bijection entre
structures balancées et structures souveraines sur prep £ vue au 1.1.3.

Définition. Soit £ une bigebre de Hopf, d’antipode S. Une structure tortile sur L est
la donnée d’une structure tressée et d’une structure balancée 6 telle que 85 = 6.

2.1.2. La construction de Faddeev-Reshetikhin-Takhtadjian. Soit N un entier na-
turel, et V' le k-module BN rapporté a sa base canonique (e;)1<i<n . Soit R un automor-
phisme du k-module V& V. o

On associe a R une k-bigebre Lz, construite comme suit. Soit I\/IN = k{a; ;) la
k-algebre des polynémes non commutatifs en des indéterminées a;;, 1 <1¢,j < N. Clest
une k-bigebre, le coproduit A : M, — M @M, et la counité ¢ : M, — k étant les
morphismes d’algebres définis par A(a; ;) = > aix @ ak; et £(a; ;) = d; ;. De plus V est
un I\/IN—comodule a gauche pour la coaction &y : V — I\/IN OV, es—= > a;; De;.

Notons A la matrice ((a;;))1<ij<n. L'idéal Zr de M, engendré par les coefficients
de la matrice R(A ® A) — (A ® A)R est aussi un coidéal, et Lg est la k-bigébre quo-
tient M, /Zr . Par construction, V est un Lg-comodule & gauche, appelé représentation
fondamentale et noté X, et R est un automorphisme du comodule X ® X . De plus Lr
est universelle parmi les k-bigébres munies d’une coaction & gauche sur V' ayant cette
propriété.

Si R vérifie ’équation de Yang-Baxter quantique :

R@1y)(lv @R) R @ 1v) = (Iv @R)(R @ 1y )(ly @R),

Lr admet une structure tressée unique r telle que le tressage associé R sur Rep Li vérifie
Rx,x = R. Cette structure tressée est définie, sur les générateurs a; ;, par la formule :

Rlei @ej) =2y r(aik @aji)er @ e

2.1.3. Application & SLy. Soit s € k*, et ¢ = s2. Soit R, ’endomorphisme de V @ V
donné par :

Rslei@ej)=€; Qe sii<jy,
Ri(e;@ej)=e;@ei+(s—s e @e; sii>j,
Rs(ei@e) =se; @ e;.

(’est un automorphisme vérifiant I’équation de Yang-Baxter quantique, ainsi que la relation
d’écheveau :
Rs — Rs_l = (8 — 8_1) lygv .

Onnote M ~la k-bigebre Lz, , et X sareprésentation fondamentale. L’objet T*.X =
P X" est une algébre graduée dans Rep M, - Soit S? le sous-module libre de V @ V
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engendré par les éléments e; @ e; (1 <i< N)et e;@e; +s5 e, @e; (1<i<j<N).
On vérifie que c’est un sous-comodule de X @ X (si s+s71 € k*, S? = Ker(R;—sl) =
Im(R s+s~11). Soit S* I'idéal de T* X engendré par S?, qui est aussi un sous-comodule,
et soit A* I’algébre quotient 7T*X/S?. Notons & I'image de e; dans Al.

Le k-module AY est libre de rang 1, de base w = ¢ ...&y . Il existe donc Dy € My,
tel qu’on ait : dw = D; ® w. Un simple calcul montre que : 7

D, = Z(—S)_l(g)alyg(l) < QN o(N) -

ceS

Par construction, on a : A(D;) = D; @ Dy, et e(D;s) = 1, et on vérifie que D; est
central. L’idéal de MN,s engendré par Dy — 1 est donc aussi un coidéal.

Soit SLy s (k) la k-bigébre quotient MN,s /(D;s; —1). On montre que c’est une bigébre
de Hopf, dont I'antipode S vérifie : S*(a; ;) = sz(j_i)aiyj

Pour n € Z, on pose : [n]; = % Sin>0,[n;=s""14+s"34... 45" 0on
pose alors [n]} = [1][2]s .. .[n]s.

2.1.4. Proposition. Soit u € k tel que u™N = s. Il emiste sur SLy ;(k) une structure
tortile unique faisant de prep SLy (k) un tortil ot le tressage R et la structure balancée
0 vérifient :

Ry x = uIR, et Ox =u sV 1x .
La dimension de X est alors [N];.
On note V, (k) le k-tortil ainsi défini.

DEMONSTRATION. Etant donné u € k*, 1l existe sur I\/INs(k) un unique tressage " tel

que le tressage associé R vérifie : Rx x = u~ 'R, ; on l'obtient en normalisant le tressage
canonique r : r¥(a® a') = u_ddlr(a ® a') pour a, a’ homogenes de degrés respectifs d,
d'.Oronar(a;D,)=7r(Ds; ®a;;) =d;;s. Il en s’ensuit que si uV = s, 7" passe au
quotient & SLy s, d’ott I'unique tressage sur SLy, tel que Rx x = TR,

Soit ¢ : SLy s — k le morphisme d’algebres défini par a; ; — (52'7]'522'_]\7_1. Il résulte
de la formule S%(a; ;) = s2U=7) que ¢ est une structure souveraine; soit @ la structure
balancée correspondante (relativement au tressage r*). On a 0 = (¢ @ U)A, et Ula; ;) =
5i7ju_152N_2i+1. On en déduit 0(a; ;) = (5i7ju_1sN, de sorte que 0x = u~'s" . On vérifie
que S =0, et dimX =[N],. O

Si C est une k-catégorie monoidale et Y un objet de C, on notera (Y) C C la sous-
catégorie monoidale pleine de C dont les objets sont les facteurs directs de sommes finies
de puissances tensorielles de Y .

2.1.5. Proposition. Supposons [N], € k*; alors :

1) Uobjet unité est facteur direct de X®N dans prep SLy 5(k);

N

2) pour u € k tel que v = s, la sous-catégorie pleine {X) C Vi (k) est un sous-tortil.
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DEMONSTRATION.
1) Soit p : XON — AY la surjection canonique. D’autre part, on définit un morphisme
de I\/INys—comodules a: AN — XN par q(w) =wy = ZO‘EGN(_S)_l(U)eO’(l) @@ eq(n) -

On a p(wy) = ZUEGN(—s)—’W)gg(l) oy = 2066N gy = S_N(N_l)/Z[N]lsw, donc
pa est la multiplication par le scalaire s=VWN=D/2[NT. . Si [N]} est inversible, 1/[N].ap
est un projecteur de X®V d’image isomorphe & AY dans rep My - L'objet unité de
prep SLx s (k), par construction isomorphe & AN | est donc facteur direct de X® .

2) La sous-catégorie (X) étant monoidale pleine, reste & montrer qu’elle est autonome,
c’est-a-dire qu’elle contient XV ; cela résulte de 1.1.5, car X est scalaire et §(X) =

0% dim(X) = us~N[N], € k*, donc XV est un facteur direct de Z = XN-1. O
Si [N]. € k*, on note Cy(k) = (X)*%; c’est un sous-tortil plein de V, (k).

2.1.6. REMARQUE. Si k est un corps, V, (k) est abélienne, et V, (k)% et Cy,(k) sont abé-
liennes semi-simples. Les objets simples de C, (k) sont les facteurs directs simples des X ©"

dans V, (k).

2.1.7. Rapport avec les algébres de Hecke. En raison de la relation d’écheveau, il existe
un unique k-foncteur monoidal strict F : kH; — prep SLu (k) vérifiant F([1]) = X et
F(g) = R,.Pour h € kHy([n]), la trace de F'(h) dans le tortil V, (k) s’exprime au moyen
de la trace de Markov 7#¥ | pour uy = sV /[N];, par la formule :

tr F'(h) = [N]," 7% (h) ;
en particulier cette trace ne dépend pas du choix de u (voir appendice, A.1.2).

2.2. On travaille désormais sur C. Soit s € C*, ¢ = 5%, u € C tel que v’ = s; on pose
Cy = Cu(C). Notons O(¢) =inf{n >0 |14+¢g+---+¢""1 =0}.Si ¢ est une racine de
I'unité autre que 1, O(q) est ordre de cette racine; dans le cas contraire, O(q) = +o.

Si O(q) = 400, Vu(C) est semi-simple et admet une infinité d’objets simples; chacun
de ces objets simples est facteur direct d’une puissance tensorielle de X. On a donc alors
C. = Vu(C).

Supposons désormais N < O(g) < 400, et posons { = O(q). Alors V,(C) n’est ni
semi-simple, n1 engendrée par X .

2.2.1. Proposition. St q est d’ordre fini | > N, C, est une C-catégorie prémodulaire,
monoidalement équivalente a la catégorie C(t(';)t(slN(C)).

DEMONSTRATION. On sait déja que C, = (X)*® est une catégorie abélienne semi-simple.

D’autre part, H. H. Andersen construit dans [1], au moyen des ‘tilting modules’, une
C-catégorie monoidale abélienne semi-simple Ctlt = C(t(';)t(slN(C)) ayant un nombre fini
d’objets simples. Soit U = Uysly, modU la catégorie des U-modules de dimension finie,
et C' la premiere alcove dominante. Alors CHIt st la sous-catégorie pleine de mod U des
sommes directes finies de modules simples de la forme V(A), A € C.

Or modU s’identifie & repSLy s, car SLy, est le dual restreint de U. Via cette
identification, tout V()\) (A € C') est facteur direct d’un X®"  donc CH'* € (X); d’oli un
C-foncteur plein F : Ctlt — (X)) =Cy. Pour A € C', dimV(A) # 0; donc tout morphisme
négligeable de CHt est nul. Ainsi, F est fidéle. Enfin, tout objet de (X) gécrit Y & 7,
avec Y € CHIt ot Z négligeable, donc F' est une équivalence, monoidale par définition
du produit tensoriel ‘restreint’ sur ctlt . par conséquent C, est prémodulaire, ses objets
simples étant indexés par C', donc en nombre fini. O
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Supposons ¢ d’ordre I, N <1 < +o0, et soit K =1— N . Alors C, est modulaire si et
seulement si u? est une racine de 'unité d’ordre N ([4]). En général, tout élément de M,
est inversible, et M, opére librement sur A¢, (voir 3.3.8). L’invariant de Turaev-Viro
TVe, est défini (1. e. ﬁcu # 0) sauf dans les cas suivants : N pair, K impair et ordre de
u est congru & 2 modulo 4 (resp. impair) si s est d’ordre 2/ (resp. [) ([4] et 3.3.6).

D’autre part, C, est Z/NZ graduée. Notons D, sa partie de degré 0, c’est-a-dire la
sous-catégorie pleine (X®V) C C,. Cest une catégorie prémodulaire ‘de type PGL’. Elle
est modulaire si et seulement si K AN = 1. Tout élément de Mp, est inversible, mais
I’action de ce groupe sur Ap, n’est libre que dans le cas modulaire. L’invariant T'Vp, est
défini sauf lorsque N, K sont pairs de méme valuation dyadique (voir [4]).

Nous allons montrer que ces catégories prémodulaires sont définies sur un certain
sous-anneau de C, ce qui entrainera l'intégralité des invariants de Turaev-Viro associés
(lorsqu’ils existent) pour [ premier.

Soit JWM) T'idéal de CH(s) des morphismes négligeables pour la trace 7#v .

2.2.2. Proposition. Le foncteur CH(s) — Cy se factorise a travers lidéal TN induisant
pour tout n € N un isomorphisme

CH(s)n /TN =5 Ende, (XO7) .

DEMONSTRATION.

Soit Z,, le noyau du morphisme CH(s),, — End¢,, (X ®™). Tout morphisme négligeable
de Cy est nul, car C, est prémodulaire (1.5.2 et 2.2.1). On en déduit par 2.1.7 I'inclusion
I, C j,EN). Soit A = C[H](s)/j(N). D’une part, CH(s), /Z, < End¢, (X®"), et d’autre
part, CH(s),,/Z, — A, . 1l suffit donc pour conclure de montrer que A, et Endc, (X©")
ont méme dimension. Or il résulte de A.2 (avec les notations de I’appendice) que dans E’
I’objet [n] admet la décomposition

[n] — Z V)f:ard(TA)

AEA,

les (Vi)aea, étant des objets simples deux & deux non isomorphes. D’autre part, ['objet
X®" admet une décomposition semblable dans Ct”t, ou les facteurs simples apparaissent
avec les mémes multiplicités. Ainsi dim A,, = dim End¢, (X®") = ZAeAn card(A,)?, d’olt
la proposition. O

2.2.3. Théoréme. Soit k un sous-anneau de C contenant u. Alors :
1) si [N} est inversible dans k, il existe un foncteur fidéle canonique Cy(k) — Cy(C),

s
induisant un foncteur pleinement fidéle

Cu(k) @, C— Cy(C);

2) si [l — 1], est inversible dans k, C,(k) est une k-catégorie prémodulaire, et le
foncteur Cy(k) @1 C — Cy(C) est une équivalence.

DEMONSTRATION.
1) On utilisera le résultat suivant.
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2.2.4. Lemme. Soit k un anneau commutatif, et C' une k-cogébre. On note V(C k) la
k -catégorie des (' -comodules a gauche dont le k-module sous-jacent est projectif de type
fini. Soit L une k-algébre commutative, et Cp la L-cogébre C' @y L.

St L ou C est plat sur k, le foncteur naturel :

H:V(C, k)@ L — V(CL, L)

est pletnement fidéle.

DEMONSTRATION. Notons 7 le foncteur monoidal 7 @ L : Mod(k) — Mod(L). Soient
X = (V,0), Y = (W,§) deux objets de V(C, k). On a H(X) = (V,0r), HY) =
(Wr,d7), et il s’agit de montrer que I"application L-linéaire

Homv(cyk)(X, Y) Rk L — Homv(cLyL) (H(X), H(Y))
induite par H est bijective. Or, Homy ¢ 1) (X,Y) est par définition le noyau de

d : Homy, (V, W) — Homy (V, C @ W),
u — (10 ®ku)(5 —du.

Puisque V' est projectif de type fini, Hompg (Vr, W) (resp. Homg(Vr,Cr @ Wi))
s'identifie & Homy (V, W) (resp. Homy(V,C @ W)L ), et Homy(c, 1)(H(X), H(Y)), &
Ker(dr). Si L est plat sur k, la fleche Ker(d)r — Ker(dp) est un isomorphisme; de méme
si C' est plat sur &, Homy (V,C @ W) étant alors plat sur k. O

Puisque SLy (k) @x C ~ SLy s(C), le foncteur naturel H : V,(k) @ C = V,(C),

pleinement fidele d’aprés le lemme, induit un foncteur pleinement fidéle
B (Vu(k) @5 C)° =V, (C)®.

Puisque par 1.4.1, (V,(k) ® C)% s’identifie & V), (k)% @5 C, on peut voir H comme
un foncteur pleinement fidele V,, (k)% @5 C — V, (€)%, d’oli par restriction un foncteur
pleinement fidele

Cu(k) @ C = Cy(C).

Le foncteur Cy (k) = Cy(C) qui s’en déduit est fidéle, car son noyau est un ®-idéal propre,
donc nul par 1.5.1.

2) Tout objet simple de C, est facteur direct de X®" pour un certain n € N. Il
résulte de 2.2.2 et de ’appendice (A.4.1) que X®" = Dicr, Vi, ot Vi est I'image d'un
projecteur m € A, ; de plus m; est combinaison linéaire de tresses & coefficients dans k,
et appartient donc & Cy, (k). Soit W; I'image de m; dans Cy(k); Vi est 'image de W; par
le foncteur Cy(k) — Cy(C). Le foncteur Cy(k) @x C — Cyu(C) est donc essentiellement
surjectif, et puisqu’il est pleinement fidele, c’est une équivalence.

Reste & montrer que Cy(k) est libre en tant que k-catégorie additive karoubienne.
Dans Cy(k), tout objet est facteur direct d’une somme de puissances tensorielles de X | et
Xon = @PW,, t €T,. 1l suffit donc de montrer

(i) End(W:) =k,
(i1) Hom(W,,Wy) =0 si Vi 2 V;;
(i) W, ~ Wy si Vy =~ V.
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L’assertion (ii) résulte de la fidélité de Cy,(k) — Cy(C). L’assertion (i) repose sur le
fait que dimV; € k* (voir 3.3.4). Soit ¢ € End(W;); I'image de ¢ dans End(V;) est un
complexe z. On a tr(¢) = zdimV; € k, donc z € k, et ¢ = z par fidélité. L’assertion
(iii) résulte de A.4.1. Supposons V; ~ V;, et regardons d’abord le cas ou |s| = [t| = n.
Il existe alors un isomorphisme V, —~ V; donné par une combinaison linéaire de tresses
a coefficients dans k, ainsi que son inverse. Ces morphismes appartiennent & C,(k), donc
W, ~ W;. En général, |s| = |t| mod. N. Or pour s € T, il existe un tableau s(1) € Ty,4n
tel que my(1) = mv @7 (remarque A.2.1). Alors W1y > Wy, ce qui permet de se ramener
au cas |s| = |t|. O

2.2.5. Corollaire. Les catégories prémodulaires C, et D, sont définies sur le sous-anneau
k=72Z[u,1/[l - 1]}] C C. Si Uinvariant TVe, est défini, il prend ses valeurs dans k. Il en
va de méme de TVp, st K AN =1.

En particulier pour | premier, TV, et TVp, prennent leurs valeurs dans les entiers
cyclotomiques (plus précisément, dans Z[u] ).

DEMONSTRATION. Il résulte du théoreme 2.2.3 que C, et D, sont définis sur k. D’autre
part, M¢, est formé d’objets inversibles et son action sur I’ensemble des classes d’isomor-
phisme d’objets simples est libre (voir 3.3.8); il en va de mémede D, si KAN =1, Mp,
étant alors trivial. On conclut par le théoréeme 1.6.6. O

3. Sur une construction de Kazhdan-Wenzl
3.1. Le cadre général

Soit C une catégorie monoidale, qu’on supposera stricte pour fixer les idées, et S un
objet de C. A partir de ces données, on se propose de construire une catégorie monoidale
D et un foncteur monoidal € — D, de sorte que 'image de S soit isomorphe a I'objet
unité. On utilise pour cela un procédé dit & Kazhdan et Wenzl (cf. [8]).

On définit tout d’abord une catégorie D comme suit. Les objets de D sont ceux de
C. Pour X objet de C et n € N, posons :

X(n):X®S®".

Soient X, Y € Ob(C). Pour m,n € N, notons Hom™"(X,Y) = Hom¢(X(m),Y (n)).
Alors :

Homp(X,Y) ZHQH Hom™ " (X,Y),
les fleches du systéme inductif étant définies par les applications ¢ — ¢(1) = ¢ @ 15 de
Hom™"™(X,Y) vers Hom™t "X V). Pour ¢ € Hom™"(X,Y), on note ¢ I'image de
¢ dans Homp(X,Y). La composition des fleches de D est donnée par W od =g pour
¢ € Hom™™(X,Y) et 4 € Hom™! (Y, Z).

Soit Fyy : C — D le foncteur donné, sur les objets, par I'identité, et sur les fleches, par
I’application canonique Homg(X,Y) — Homp(X,Y). Pour tout objet X, I'identité de
X ®5, vue comme élément de Hom™ (X, X@S) (resp. de Hom”' (X ® S, X)), définit dans
D un morphisme ax : X — X @5 (resp. fx : X ®5 — X ); les morphismes ax et Sx
sont inverses 1’un de 'autre. En particulier, @ = oy est un isomorphisme Fy(I) — Fo(5).
En outre, tout morphisme de D est composé d’un nombre fini de morphismes de la forme
Fo(f) (pour f morphisme de C) ou de la forme oz)i(l (pour X objet de C).

On ne sait pas, en toute généralité, munir D d’une structure monoidale; mais cela
devient possible dans un cadre tressé, moyennant des hypotheéses raisonnables sur 5.
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3.1.1. Proposition. Supposons C munie d’un tressage R tel que S soit transparent, et
Rss =1sgs.

Alors il existe sur D une structure monoidale tressée unique (D,®', I, R') telle que
Fo soit un foncteur monoidal strict tress€, et qu'on ait : 1x ®'a = ax pour X € ObD.

DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, posons px = Rgx : S@X =5 X @5, et
plus généralement, pour n € N, p()?) = Rgan x : S X X @ S%",

1) Unicité. Supposons donnée une telle structure. Puisque Fy est tressé, on a pour
X,Y eObC: Ry, = Fo(Rx,y); et ceci caractérise R'. Par ailleurs, ® colncide avec ®
sur les objets. Pour f, g fleches de C, on a : Fy(f) @ Fo(g) = Fo(f ® g). D’autre part,
lx ®@a = ax par hypothese; et par fonctorialité de R', Ry x(a®'1x) = (1x ®@'a)R} x =
1x @a. Ainsi, e ®' 1x = Fy(Rs x) ' (lx ©@a) = Fo(p)_(l)ax. Cecl caractérise @' sur les
fleches, car les Fy(f) (f € FIC) et a*! engendrent monoidalement D .

2) Existence. On définit un produit tensoriel @ sur D : sur les objets, c’est celui de C;
sur les fleches, on procéde comme suit. Pour ¢ € Hom™"™(X,Y) et ¢' € Hom™ " (X', V"),
on définit ¢ @' ¢’ € Hom™ " "t (X & X' 'Y @ Y') par la formule :

6@ ¢ = (1y 9p\") @ Lgen ) (¢ © ¢")(1x @pT @ 1gom)

Il est clair que, R étant un tressage, le produit &’ ainsi défini est associatif; il est compatible
aux compositions, et 17 € HomO’O(I, I) est neutre pour ®’. Reste & montrer la compatibilité
de @ aux fleches Hom™™ — Hom™+1"*1 ¢y 4(1) = ¢ @ 15. Cette compatibilité
s’exprime par les relations suivantes :

p(1) @' ¢ =90 ¢'(1) = (¢ @ ¢")(1).

3.1.2. Lemme. Si ¢ € Hom™"(X,Y), ¢(1) = ¢ @' 0 =0 @' ¢, ot o = (17)(1).

DEMONSTRATION. La premiere égalité est évidente; pour la seconde, on remarque que
la condition ps = Rss = lggs entraine : Px(n) = Px @ lgon. On a donc : ¢ @ ¢ =
py (n)(Ls ®¢>)p}%m) = ¢ ® 15 par fonctorialité de p. O

Les relations de compatibilité résultent immédiatement du lemme et de ’associativité
de @ . Ainsi, @' induit par passage a la limite un foncteur D@D — D, qu’on note encore
®'; par construction, (D,®’,I) est une catégorie monoidale stricte et Fy un foncteur
monoldal strict; de plus, on a bien 1x ®'a=ax. O

On notera KW(C, S) la catégorie monoidale tressée D ainsi définie; elle est munie d’un
foncteur monoidal strict Fy : C — KW(C, S) et d’un isomorphisme a : I = Fy(S). De
plus, elle vérifie la propriété universelle suivante.

3.1.3. Théoréme. Etant donnés une catégorie monoidale (stricte) tressée £, un foncteur
monoidal tressé G : C — & et un isomorphisme ¢ : G(I) — G(S) dans &, il existe un
unique foncteur monoidal G : KW(C,S) — & tel que G = G o Fy et G(a) = c. De plus,
G est tressé.
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DEMONSTRATION. Notons @5 (resp. @q) la contrainte de compatibilité de G aux produits
tensoriels (resp. aux unités).

1) Unicité. Supposons donné un tel foncteur G, et soit @5 (resp. @) la contrainte de
compatibilité de G aux produits tensoriels (resp. aux unités). Par hypotheése, GFy = G.
Ainsi pour X, Y € Ob(D) = Ob(C), on a G(X) = G(X), 62){7}/ = ®yxy donc By = Dy
et d’autre part ®y = ®;. Enfin, pour f fleche de C, G(Fu(f)) = G(f), et G(a) = c. Pour
X € 0b(C), posons

vx = Pox s(lax) ®C)<I>2)_(,11 FG(X) — G(X(1)).

Par fonctorialité de @5, on a : G(ax) = G(1x ®a) = yx . Pour n € N, posons :

(n)

ax

'Yg?) =YX(n—-1) - - VXW)IX : G(X) — G(X(n)) .

= ax(n-1).--ax@ax X — X(n),

Alors @(a()?)) = 'yg?). Or tout f € Homp(X,Y) s’écrit ¢, pour ¢ € Home(X,Y)™n.
Autrement dit,

n)~1 m
J =y Fo(g)ak”;

on a donc

ce qui caractérise G sur les fleches.
2) Existence. Posons 6(2() = G(X) pour X € Ob((C), Py = Dy et Dy = Dy, Si
f € Homp(X,Y) s’écrit f = ¢, avec ¢ € Hom™" (X,Y), on pose

Pour s’assurer de la cohérence de cette définition, il suffit de vérifier que la valeur ainsi
assignée & G/(f) ne change pas lorsqu’on remplace ¢ par ¢(1) = ¢ ® 1g. Ceci revient a
montrer que pour g € Hom¢ (X,Y),

Glg®ls) =wG(g@ ls)yx 1,
formule qui résulte de la fonctorialité de @ .
On a donc construit un foncteur G, et il reste & démontrer la fonctorialité de ®.

a) En la seconde variable : en raison de la fonctorialité de @4 et du fait que les morphismes
Fo(f) (f €FIC)) et 1x @aT engendrent D, cela se rameéne & vérifier :

Prx vos(lax) @G(ly ®a)) = G(lx @ ly ©a)Paxy -

Pour Y = I, c’est vrai parce qu’on a précisément posé G(lx ®a) = vx, et G(a) = c.
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Dans le cas général, il s’agit de montrer la commutativité du carré central du diagramme :

P2x,v®la)

GX) o GY) o G(I) G oY)oG)

lox)®@Pay,r Poxgy,r
[
GX)oGY) =5 G(X oY)
lax)ygay) ®c 1G(X)®’YYJ J’YX®Y lexgy) ®c

G(X)®G(Y®S)¢—>XY®Q(®Y®S)

2 k]
/;}(X)®‘1>2Y,S ‘I>2X®Y,’x

GXeY)eG(9)

G(X)oG(Y) o G(s) Pax,yOlos)

qui résulte de celle du carré extérieur, du carré de droite et de gauche (définition de v),
du haut et du bas (G est monoidal).

b) En la premiére variable, on se raméne par un raisonnement similaire & celui de a) &
vérifier :

Gla® 1x)Par x = Pos x(c @ lax)) -

Dans le diagramme :

G(X) © G(I) Dext G(X)

Y«x,] G(RX’I):V

G(I) © G(X) —221%, G(X)

lax) ®c C®1G(X)J JE(a@lX) G(lx ®a)=vx
A(X),G(S) G(R:%

G(X) @ G(S) G(X®S)

P2x s
(ot R est le tressage de &) les carrés du haut et du bas sont commutatifs (G est tressé),
ainsi que celui de gauche (R" est fonctoriel) et de droite (car a ® 1x = Rng(lx ®a)).
Puisque le carré extérieur commute (définition de vx ), il en va de méme du carré intérieur.

Le fait que G soit monoidal tressé s’exprime par des conditions sur ®5, ®y et R qui
sont les mémes que pour G'. O

3.1.4. REMARQUES. Il est clair que, pour construire la structure monoidale sur D, on n’a
pas véritablement besoin du tressage R : seul intervient Rg x . Afin de préciser ce point,
appelons S -tressage de C tout isomorphisme fonctoriel px : .S ®@ X = X ® S vérifiant :
(a) pxeoy = (1x @py)(px @ ly),
(b) pPr = 1].

La donnée d’un S-tressage p tel que ps = lggs permet de munir P d’une structure
monoidale stricte KW(C, S), de maniére en tout point analogue & ce nous avons fait avec
un tressage. Dans ce cadre, le théoréeme 3.1.3 prend la forme suivante.
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Soit £ une catégorie monoidale (stricte), GG un foncteur monoidal C — &, et ¢ un
isomorphisme G(I) — G(S) dans £. On dira que ¢ est compatible ¢ G si pour tout objet
X de C, l'isomorphisme G(S @ X) — G(X @ S) obtenu par composition des flaches

c—lg1 1®c
G(5®X)~G(S)QG(X)——G(NRG(X)~G(X)~G(X)®G(I)——G(X)®G(S)~G(X®5)
coincide avec G(px). . .
_ Avec ces données, 1l existe un foncteur monoidal G : KW(C,_S) — & tel que GFy =G
et G(a) = ¢ si et seulement si ¢ est compatible & G, et un tel G, 8’il existe, est unique.

Tous les résultats de ce paragraphe s’adaptent immédiatement aux k-catégories; c’est
d’ailleurs dans ce cadre que nous les utiliserons.

Ainsi, soit C est une k-catégorie monoidale tressée stricte, et S un objet transparent
de C vérifiant Rg s = lsgs.

On construit comme ci-dessus une catégorie k-monoidale tressée stricte KW(C, S), un
k-foncteur monoidal strict Fy : C — D, et un isomorphisme a : Fo(I) — Fy(S). Les
objets de KW(C,S) sont ceux de C, et pour X, Y objets de C,

Homkw ¢ 5)(X, V) :n_m)@ Hom(X (m),Y (n)).

En particulier, il ne suffit pas que C soit une k-catégorie monoidale pure pour que KW(C, S)
le soit.

3.2. Applications

A toute k-catégorie monoidale stricte C et tout objet X de C, on peut associer une k-
algebre monoidale A définie par A, = Endc(X®”), le produit tensoriel A, X Ay = Apym
étant celul de C. Le foncteur fidele

F:A—¢C

défini, sur les objets, par [n] — X®" et sur les flaches, par I'identité, est un k-foncteur
monoidal strict. De plus la donnée d’un tressage sur C définit un tressage sur A faisant de
F un foncteur monoidal tressé.

Dans quelle mesure peut-on reconstruire C & partir de la k-algebre monoidale ainsi
définie? Ce n’est possible que moyennant certaines hypotheses.

3.2.1. Définitions. Soit C une k-catégorie monoidale. Un objet X de C est un générateur
de C sitout objet de C est facteur direct d’une somme directe finie de puissances tensorielles
de X, i e. {X) = C (cette terminologie n’est pas standard). On dit que X est de type N,
N entier > 0, 8’1l vérifie :

— Hom(X®™ X®") = ( pour m non congru a n modulo N;

— I est facteur direct de X®N

3.2.2. Définition. Soit A une k-algebre monoidale tressée. On appellera projecteur de
type N de A tout projecteur m € Ay vérifiant :
— Rni(mr®@ 1) = Rl_}\,(ﬂ' ®11) et Ryn(nom) =1m@m;
— pour tout n € N,y I’application A4, — Apyn, [ — [ ® 7, est injective, d’image
{9 € v [ (L omg=g=yg(l,0m)}. N
Ces deux conditions se lisent plus aisément dans A : posant S = Im(n7), la premiére
signifie que S est transparent et Rs g = lggs; la seconde, que le foncteur 7@ S : A A
est pleinement fidéle.
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Nous allons maintenant montrer que la donnée d’une k-algébre monoidale tressée
A munie d’un projecteur 7m de type N est équivalente & la donnée d’une k-catégorie
monoidale stricte additive karoubienne tressée C munie d’un générateur X de type N | et
d’un projecteur 7 de X®V d’image isomorphe & I'objet unité.

Si A est une k-algebre monoidale tressée et 7 un projecteur de type N de A, notons
V(A, m) la k-catégorie monoidale tressée KW (A, Im(n)).

Si C est une k-catégorie monoidale stricte tressée et X un objet de C, notons A(C, X)
la k-algébre monoidale associée.

3.2.3 Théoréme.

1) Soit A une k-algébre monoidale tressée et m un projecteur de type N de A. Soit
C=V(A,r). Alors :

a) C est une k-catégorie monoidale stricte additive karoubienne tressée, et l'image X
de [1] par le foncteur canonique A — C est un générateur de type N de C;

b) On a un isomorphisme canonique de k-algébres monoidales A "+ A(C, X).

2) Soit C une k-catégorie monoidale stricte tressée, X un générateur de C de type
N, et © un projecteur de X®N d’image isomorphe & I. Soit A = A(C,X). Alors :

a) A est une k-algébre monoidale tressée, et m un projecteur de type N de A;

b) la donnée d’un isomorphisme ¢ : I = Im(n) dans C définit une k-équivalence
monoidale V(A, 1) — C.

DEMONSTRATION. N N
1) Notons S l'image de m dans A, et Fy : A — C le k-foncteur monoidal tressé
canonique. Par construction :

Ende (X" = lim @) Hom 3 ([n] (k) [n](1)) -

Or, [n](k) = [n] @ S®* étant facteur direct de [n+ kN], Homz([n](k), [n](1)) = 0 si k #1
(car Hom4([m], [m]) = 0 si m # m’); d’autre part le foncteur 7 ® S, pleinement fidéle,
induit un isomorphisme A,, — Endz([n](k)). Ainsi A, 5 Endc(X®"), ce qui démontre
1) b).

Tl est clair que C est une k-catégorie monoidale, et {X) = C. De plus, par construction
de KW, Home (X®™ X®) =0 si m # n mod. N, et Fy(S) est un facteur direct de XV
isomorphe & I, donc X est un générateur de type N . En outre, A s’identifie & A(C, X).

Reste a montrer que C est additive karoubienne, c’est-a-dire que le foncteur pleinement
fidele C < C est essentiellement surjectif.

Définition. Si A est une k-algebre monoidale, nous dirons qu’un objet de A est N -mince
8’il est facteur direct d’un objet de la forme E' = ([n]®[n+ 1] - & [n+ N —1])™.

3.2.4. Lemme. Soit C une k-catégorie monoidale, et X un générateur de type N de
C. Soit d’autre part A une k-algébre monoidale, et F': A — C un k-foncteur monoidal
vérifiant F([1]) = X et induisant pour tout n € N un isomorphisme

Ay 5 Ende (XO7) .

Alors :
1) si E est un objet N -mince de A, F induit un isomorphisme EndX(E) — Ende(F(F));

2) tout objet de C est isomorphe a l'image par F' d’un objet N -mince de A.
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DEMONSTRATION.

1) Soit E = EI". Pour n < k, k' < n+ N, le foncteur I induit un isomorphisme
HomX([k’], (k) = HomE(F([k’]), F([k)), par hypothése si k = k’, et parce que ces deux
espaces sont nuls si k # k’; de sorte que End+(E) — Endc¢(F'(E)) est un isomorphisme.
(C’est encore vrai pour E facteur direct de EJ°.

2) Puisque C = (X) et X" est facteur direct de X®"+Y pour n € N, tout objet
de C est facteur direct d’un objet de la forme [X®" @ ... @ XOn+N-11m " est-a-dire
F(E™). Soit ¢ un projecteur de F'(ET) d’image YV, et p I'antécédent de ¢ par I’application
End(E™) — End(F(ED")) induite par F', qui est bijective. Alors Ey = Im(p) est un objet
N-mince de A, et F(Ey))~Y.O

Le lemme s’applique & la composée A-C— 5, qui est donc essentiellement surjective,
ainsi que € — C. D’or 1) a).

2) L’assertion 2) a) est évidente. Montrons 2) b). Soit S = Im(7), et ¢ : [ — S
un isomorphisme dans C. Par construction de A, on a un k-foncteur monoidal tressé
canonique G : A = C. Soit Cp = V(A4, 1) = KW(A, S), Fy le foncteur canonique A — Cy,
et a l'isomorphisme canonique I =3 S dans Cy. Par la propriété universelle de KW, il
existe un unique foncteur monoidal tressé strict I : V(A, n) — C vérifiant HFy = G et
H(a) = c. Reste & montrer que H est une équivalence, ce qui résultera du lemme suivant.

3.2.5. Lemme. Soient C, D deux k-catégories monoidales additives karoubiennes, et
H :C =D un k-foncteur monoidal. Soit X un générateur de type N de C, Y = H(X),
et pour n € N notons H, le morphisme

Endc (X®n) — EndD(Y®”)

induit par H. Alors
1) H est fidéle <= Vn, H, est injectif;
2) H est une équivalence <=Y est un générateur de type N de D et ¥Yn, H, est bijectif.

DEMONSTRATION.

On peut supposer C et D strictes. Soit A la k-algébre monoidale associée & (C, X),
et F: A— C le k-foncteur monoidal canonique. Les implications ‘=’ sont évidentes.

Supposons les H, injectifs, et montrons que H est fidele. Puisque C est additive,
il suffit de montrer que pour Z € Ob(C), End¢(Z) — Endp(H(Z)) est injectif. D’aprés
le lemme 3.2.4, 7 est isomorphe & F(F) pour un certain objet N-mince E de E’ et
EndX(E) — End¢ (F(E)) est un isomorphisme. Par ailleurs, Iinjectivité de H, entraine la
fidélité de Ho F : A — D, d’on 'injectivité de End¢(Z) — Endp(H(Z)).

Supposons maintenant que les H, sont bijectifs; et Y est un générateur de type N
de D. Pour montrer que H est une équivalence, il suffit de vérifier qu’il est pleinement
fidele, donc que End¢(Z) — Endp(H (7)) est un isomorphisme pour Z € Ob(C). Comme
ci-dessus, on peut supposer Z = F(FE), avec E N -mince; alors EndX(E) 5 Endc(F(E)),
et d’autre part 3.2.4 s’applique aussi a HIF' : A— D, donc EndX(E) 5 Endp(G(E)).
Ainsi Ende(Z) = Endp(H(Z)). O

Par 1) a), H, est bijectif; I’assertion 2) du lemme s’applique donc & H , ce qui démontre
2) b) et achéve la démonstration du théoreme. O
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3.2.6. Proposition. Soit k une corps, A une k-algébre monoidale tressée, m un projecteur
de type N de A, et C=V(A, 7).
Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(i) pour tout n, A, est une k-algébre semi-simple de dimension finie;
(ii) A est une k-catégorie abélienne semi-simple ou les Hom sont de dimension finie;
(iii) C est une k-catégorie abélienne semi-simple ot les Hom sont de dimension finie.
De plus, si tel est le cas, 'ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de C
est en bijection naturelle avec l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de A
qui ne sont pas de la forme S @ X, pour X simple et S = Im(n).

DEMONSTRATION. Il est facile de voir que (iii) = (i) == (ii). Montrons (i) = (iii).
Soit X un objet de C; d’aprées 3.2.4, c’est 'image d’un objet N-mince £ de A. On a alors
End;Y ~ Endc (X)), donc Ende(X) est une k-algebre semi-simple de dimension finie. La
catégorie C, k-linéaire et karoubienne, est donc abélienne semi-simple. O

3.2.7. Proposition. Soit A une k-algébre monoidale tressée telle que Ay = A1 =k, «
un projecteur de type N de A, et C =V (A, 7). Soit v € k le scalaire défini par

(r@L)(AN-1 @R ) (m@ 1) =y(m @ 1y).

Alors :
1) C est autonome si et seulement si v est inversible;
2) si C est autonome, la donnée d’une structure de tortil sur C équivaut a la donnée
d’une structure balancée 0 sur A vérifiant
a) Onm=rm;
b) (01)?*mr=Rin_1RN-117T.
Dans le tortil ainsi défini, dim X =714,

DEMONSTRATION. Soit S I'imagede 7, et X 1’objet [1], vus dans A. Alors End(S®X) ~
End(X) = Ay ~ k, ce qui justifie la définition du scalaire 7. Posons Z = X®V~1 Puisque
S est facteur direct de Z @ X, le critére de la proposition 1.1.5 s’applique : X admet
un dual dans C si et seulement si v est inversible, et ce dual Y est alors I'image d’un
projecteur explicite 7' de Z. B

Une structure balancée 8 sur A s’étend de maniére unique a A, et induit une structure
balancée sur C si et seulement si fg = 1 : c’est la condition a). Supposons-la remplie, et
notons encore # la structure balancée ainsi définie sur C. On a alors 8z 7’ = 6y «’, donc
HZ®X(7T/ ® 1x) = nyszyx(gzﬂ'/ ® 9)() = Hyngxyszyx(ﬂ'/ ® 1x). Composant a droite
par 7, il vient : Oym =7 = Oy bOx R y_1Rny_1,17 (car (7' ® 1x)7m = 7, remarque 1.1.6).
La condition b) signifie donc que les scalaires fx et fy sont égaux, ce qui équivaut a la
compatibilité de # aux duaux (car X est un générateur de C). Sous les hypothéses a) et
b), on a dimX = 0x8(X) =0xy~'. O

3.3. La variante de Blanchet

Soient N et K deux entiers > 0, ¢ une racine complexe de 'unité d’ordre [ = N4+ K |
et 5 € C tel que s> = ¢. Soit A la C-algebre monoidale CH(s)/J®™) décrite dans
I’appendice (cf. A.2). On note 7 le projecteur de Ay correspondant au tableau 1.

Pour v € C* | on note A" la C-algébre monoidale A munie du tressage R et de la
structure balancée @ définis par Ry 1 = ulg et § =utsN.
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3.3.1. Proposition. Supposons uN = s. Alors m est un projecteur de type N de A", et

V(A% ) est un tortil qui s’identifie ¢ C, .

DEMONSTRATION. L’objet X est un générateur de type N de C, . Le foncteur monoidal F :
AY — C, défini en 2.1.7 est tressé, balancé, induit des isomorphismes A,, — Endc, (X®")
(2.2.2) et F(7) est le projecteur de X®¥ d’image I. Il en résulte (3.2.3) que 7 est un
projecteur de type N de A% et F induit une équivalence V(A% w) = C,. O

A présent soit & un entier > 1, et posons % = 7®% . Soit d’autre part v = u" Vs et
w=—u"Ks 1 1l résulte de la pI'OpOSlthIl A.3.1 de Pappendice que 7% est un projecteur
de type kN de AY siet seulement si v2% = vV =1,

On fait désormais ’hypothese que v?* = V&' =1.0n peut alors former la catégorie

CI(H,) = V(A% 7"). Pour A € A (voir A.1), on note V) lobjet correspondant de Cz(fs) En
particulier, on pose X = Vi, S=Vi~ et ¥ = Vg. Soit AW ={Xe A |y < &}.

(%)

3.3.2. Proposition. La catégorie Cy; est prémodulaire, et ses objets simples sont a
isomorphisme prés les Vy, pour A € AW

DEMONSTRATION.

De 3.2.6 résulte que Cz(ffs) est abélienne semi-simple, avec pour objets simples (&
isomorphisme prés) les V3, A € A)  Pour montrer que c’est un tortil, appliquons 3.2.7. On
calcule vy au moyen de la trace de Markov (cf. appendice, A.1) : 7~ (7°®11)(lxn—1 @R1,1)
(7* @ 1)) = uluy ¥ (7% @ 11), donc v = u™tuy = u sV /[N], € k*. La catégorie est
donc autonome. D’autre part, 0,7 = Ogor = oNE (par A.3.1) = n*. D’autre part, il
résulte de A.2.1 que Ry xn—1Ren—117" = = u2s 2N gr = 9, 7275  Les conditions a) et b)
étant remplies, on obtient bien un tortil. Notons que pour «N pair, le choix 8; = —u~'s"
est également possible : ¢f. la remarque 3.3.12. O

3.3.3. EXERCICE. Montrer que SLN = I\/IN /(D;" — 1) est une bigébre de Hopf, et que
la donnee de u € C* tel que ulNE = gk permet de défini une structure tortile Vfw,) sur
rep SL Montrer que la sous-catégorie pleine (X) C VIS s,) ** est un C-tortil équivalent a

V(A“ ’n)
3.3.4. Proposition. Dans Cz(ffs), on a pour A € A¥)

Oy, = u= PPN op dim Vi = d,

DEMONSTRATION.
La formule donnant @ est celle de A.3.1. On a dim(X) =y~ 10x = [N];, et il résulte

de A.1.1 que dimV, = [N]slAlruN(pt) =d, par A.2.3. O

REMARQUE. En particulier, Acx = & Z)\EA(D) dy? est un réel > 0. D’autre part, dim S =
1, et dimX = (—&4)% ot g, = s'. Autrement dit, dimX = 1 sauf lorsque N est pair, K
impair et s d’ordre [ : en ce cas dimX = —1.

3.3.5. Proposition.
1) Le groupe des objets inversibles de Cz(fs) est d’ordre kN, engendré par S et X, avec
les relations : S* =1 et ¥N = 5K |

2) On a My = {S°%b | v2w? = 1}.
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DEMONSTRATION.

Soit V = V) un objet inversible de Cz(fs) ; alors V' @ X est simple. Il résulte de A.2.2
que A = (A1,...,An), avec \; = a+ K pour 1 < i < b, Ay = a pour ¢ > b. Alors
V ~ §9a90b Par ailleurs, S est d’ordre & dans Cz(fs) et BN ~ 5K d’olt 'assertion 1).

Soit M = M), et V€ M. On démontre que V' est inversible exactement comme
dans le cas v = 1, voir [4], 5.3. Or pour V inversible, V € M <= V est transparent
< RxvRyx =1. Pour V = SaEb, on a RxyvRyx = v20q2b d’apres A.3.1, d’ou
I’assertion 2). O

Posons M =M () . La catégorie CI(H,) est modulaire si et seulement si M = {I},
condition qui equlvaut icia: O(v?) =&, O(wz) =N, et kKANAK =1.0On retrouve
la condition ‘usuelle’ pour v =1 : O(u?) = N.
3.3.6. Théoréme.

La catégorie prémodulaire Cz(fs) vérifie A # 0, et donc définit un invariant de Turaev-
Viro, sauf dans les cas suivants :

1) N est impair et lordre de v est congru @ 2 mod. 4;
2) N est pair, K impair, et ordre de w congru a 2 mod. 4 (resp. impair) si O(s) = 2l
(resp. O(s) =1);

3) K et N sont pairs, et les ordres de v*

et de w? ont méme valuation dyadique.®

DEMONSTRATION. L’invariant de Turaev-Viro est défini si et seulement si 0§ = 1 pour
tout £ € M. Pour ¢ racine de I'unité d’ordre m, posons g = (—1)™*!. En particulier,
g, = st. Soit F' = S*%?. On a alors par A.3.1 :

0p = 68(a+K)bvNa2+Kab(_w)K62+Nab.

Soit €45 = v4(—w)®, de sorte que F est transparent si et seulement si €ap = E1. Alors :

(1) HF — 5s(a+K)b5a bNa+Kb )

)

Calculons maintenant des générateurs de M . Posons V=2v W=uw? a=0(V),
B=0W), y=aAf, o = % et 3 = ﬁ . Puisque V' et W# sont tous deux d’ordre 7,
il existe un entier H , inversible modulo v, tel que yvH — e ;et on a:

M = (5% §~Ha'nf"y

Reste & déterminer la valeur de @ sur ces deux générateurs. Pour F = S, fp =
2 . . .
vV = g, N (Ceci vaut 1 sauf pour N impair et O(v) = 2 mod. 4. D’autre part, pour
F=5"H58 gp = 65(H“I+K)516’_NHQI+KﬁI, avec &' = v HY (—w)? = 41,

Posons h=NAK, n=N/het k=K/h.On a:
(2) oF(—w) ™ = sh

Par conséquent, V¥ = W/ Identifiant les ordres de ces éléments, il vient : AR = WLN,
donc o'(B A N) = (e A K). En particulier, o/ | K et f/ | N.Si o (resp. §) est pair,
K (resp. N) est pair donc fp = 1. Ainsi, # ne peut valoir —1 sur I que si o’ et 8’ sont
impairs, c’est-a-dire si v,(«) = v,(F) (ol v, désigne la valuation dyadique).

6 voir 3.3.7 pour une formulation plus explicite de cette condition
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3.3.7. Lemme.

a) St N et K sont impairs, vy(a) = v,(5);

b) si n et k sont impairs et h pair, vi(a) = v,(8) <= va(@) > v2(h) <= 1,(8) > va(h);
¢} si n est impair et k pair, v,(a) = v,(B) <= v.(a) = vy(h);

d) si n est pair et k impair, vy(a) = v,(8) <= v.(8) = v.(h).

DEMONSTRATION. Si & et ¢ sont des racines de ’'unité d’ordres respectifs x et y, et si z
est Pordre de €¢~1, on a :

vy(z) = sup(va(x), va(y)) sl va(z) # va(y) ou va(x) = va(y) = 0,

V() < wle) s mae) = (o) £ 0.

Or il résulte de (2) que VEW =" = ¢!/* "avec O(¢"/") = h, O(VF) = e et O(W") = %
Supposons n impair. Alors v,(O(W")) = v,(8), et puisque W? = ¢"/*V=% on a :

1) va(B) = va(h) si va(a) <wa(h) + va(k);
2) va(f) = vo(a) — va(k) si vaa) > va(h) +va(k);
3) () =0 si 1/2(/1) =0 et vy(a) <wv,(k);
4) v,(B3) < va(h) si vy(h) = va(a) — va(k) > 0.

Pour k pair, on a donc v,(8) = v.(a) <= vy(a) = vo(h); et pour k impair, v,(3) =
vy(@) <= vy() > vy(h) ou vy(e) = 0 = vy(h). Pour n pair, on échange V et W. O

) . . . NH+K
On suppose donc désormais o' et @ impairs, de sorte que 0p = g, HTENHTR

Observons que H étant défini et inversible modulo ~, on peut toujours le choisir impair,
et on peut le choisir pair si v est impair.

Supposons [ = N + K pair;on a g, = —1, et pour H impair, il vient 8p = (—1)K+1.
Par conséquent si N et K sont pairs, 0p = —1, et §’ils sont impairs, 0p = 1.

Si [ est impair, il en va de méme de h, et de v d’aprés le lemme. On peut donc choisir
H pair, H = 2H'. Alors 0p = (g,¢')%. Si K est pair et N impair, on a donc fp = 1.
Enfin, si K est impair et N pair, §p = g;¢’. Or (—w )ﬁ = ¢/vHe = VH' e devant cette
équation a la puissance v, il vient : &’ =¢_,, , et donc Op = e,e_,, . O

REMARQUES.

1) La catégorie Cz(ffs) est modularisable si et seulement s1 TV est défini et tout élément
de M est de dimension 1 (¢f. 1.6.8). Le seul cas ou 'invariant de Turaev-Viro est défini
sans que la catégorie soit modularisable est : N pair, K impair, O(s) ={, et O(u) impair.

2) Supposons ul¥ = s, c’est-a-dire v = 1. Les seuls cas out TV n’est pas défini sont
N pair, K impair, et O(w) = 2mod .4 (resp. impair) si O(s) = 2 (resp. [). La premiére
condition sur w équivaut & O(u) = 2 mod. 4 (on retrouve donc le résultat de [4]); la
seconde, & O(u) impair.

AN
R
(%)

classes d’isomorphisme d’objets simples de Cy"; .

3.3.8. Proposition. Le groupe M, d’ordre opére librement sur Uensemble A%) des

DEMONSTRATION. On a vu : o | K et 3/ | N. Posons k' = & n/ = ﬁﬂ D’autre part,
ye'H — Wﬁ par définition de H. Ainsi V¢ (k'=Hn') — o'kl —pn' — Ky N — 1, et
comme V' est d’ordre 5, on en déduit v | k' — Hn'. Posons = = &=fn_

La catégorie Cg u) est Z/kNZ- graduee par le degre modulo kN . Soit X € M ; il existe

des entiers m et m’' tels que X ~ (Eﬁ G He! )mSm “. Supposons qu’il existe un objet
simple F' tel que X ® F'~ X .1l s’agit de montrer qu alors X~1.
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Or |X|+|F|=|F|, donc |X| est nul. Autrement dit,
(a) m(Kp' — Ha'N)+m'aN =0 mod. kN.

En particulier, N | mK3 . On en déduit que N | mpB'h, d’oli : n’ | mh. D’autre part
| X|=m(Kp — Ha'N)+m'aN = af'(m=Z+ m'n’). Puisque af'n’ = aN | kN, il résulte
de (a) : n’ | mE. Ainsi,

n | mhAE).

Supposons que n’ soit premier & h A Z : alors n’ | m, donc #m, exposant de X
figurant dans I’expression de X , est multiple de N . Puisque XV ~ S& il existe un entier
a tel que X ~ S%. Alors |X|=aN et |X|=0= £ |a = X ~ I, d’on la proposition.

Reste donc a vérifier : n”’ AhAZ = 1. On sait que Q =VFW™" est égal a qu, donc

kg —nHa!

d’ordre h. De WP = VHY résulte - Qnﬁﬂ’ = V7 »a8" . Comparant les ordres de ces
éléments, il vient :
kB —nHao' o4 )

nAgZ nAg’’

On adonc aN Aaf'h Ah(kf —nHo') =aN Aaf'hAaf'. Or aN =af'n’, et h(k3' —
nHa')=Kp' —HNo' =o'f/ (K — Hn') = af/Z, dou ”y ARLAE=1.0

REMARQUE. Lorsque Cz(fs) est modularisable, ’ensemble des classes d’isomorphisme d’ob-
jets simples de sa modularisée s’identifie & Al /M Son cardinal est («V ) %}\;1)' . On
a h|aVpg, et C. Blanchet s’est particulierement intéressé au cas ot aV g = h.

):a(h/\

h{o A

3.3.9. Proposition. A N, K et s donnés, on peut trouver u tel que Cy , définisse un
wnvariant de Turaev-Viro, et oV 3 =h.

DEMONSTRATION. Ona aVB=h <> a|het §|h <= V" =W" =1. Posons U = u?
de sorte que V =U""qg et W =U"%¢g=1. Alors V! = W' =1 < UN = ¢" etUlzl.
Ainsi aV = h <= U est de la forme ¢¥, avec nv =1 mod. I/h.

Supposons u ainsi choisi. Obtient-on un invariant TV? Posons nv =1+ pl/h. Alors
V=gl et W= ¢ done a = W et B = m avec puA(p—v)=pAv=1.
En particulier, pour h pair, v,(«) = v,(8) <= v est pair. Or v, inverse de n modulo {/h,
peut étre choisi impair; I'invariant 7'V est alors défini.

Supposons h impair. Si N (resp. K ) est impair, on doit choisir u de sorte que

O(v) # 1 (resp. 1,0(w) # 0 ou # 1 selon la parité de O(s)), ce qui est toujours possible
quitte & remplacer u par —u, puisque cette transformation change v en —v (resp. w en
—w) sans changer U.

Notons que la catégorie ainsi obtenue est modularisable, sauf dans un cas : N pair,

K impair, et s d’ordre [. O

3.3.10. Théoréme. La catégorie prémodulaire Cz(fs) est définie sur k= Z[u,s, 1/[l - 1]\].

DEMONSTRATION. Soit A(k) la k-algébre monoidale image du foncteur kH(s) — A. Pour
t € T,, le projecteur m; appartient & A(k), . Soit W; I'image de ce projecteur, vue comme
un objet de A(k). Par A4.1, on a [n] = @,cp, Wi, et les W, sont scalaires. De plus
W, ~ W, si s et t sont de meéme forme, Hom (W, W;) = 0 sinon. Puisque W, ® S o~ Wy (1)

par A.2, 2), le foncteur 7 ® S : f?(z) — A,(E) est pleinement fidéle. Soit A(k)" la k-

algebre A(k) munie du tressage R et de la structure balancée @ définis par Ry = u™'g
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et 0, = u~tsY | de sorte que I’équivalence A(k)* @5 C — A¥ soit tressée, balancée. Alors
7 est un projecteur de type N de A(k)". Posons Cz(fs)(k) = V(A*, 7). C’est un k-tortil
par 3.2.7, et il résulte de A.4.1 que c’est une k-catégorie prémodulaire ayant pour base les
Wi, A€ A (par une démonstration identique & celle de la seconde assertion de 2.2.3).

Le foncteur canonique Cz(fs) (k) @, C — Cz(fs) est donc une équivalence. O
3.3.11. Corollaire. Dans tous les cas ou Uinvariant de Turaev-Viro associé a Cz(ffs) est
défini, il est a valeurs dans k = Z[u,s,1/[l —1]']. En particulier si | est premier, c’est un
entier cyclotomique (car alors k = Z[u, s] ).

DEMONSTRATION. Grace & 3.3.8 et 3.3.10, on peut appliquer le théoréme 1.6.6. O
3.3.12. REMARQUE. Si kN est pair, on peut modifier la structure tortile de Cz(ffs) de sorte
que @y, soit multiplié par (—1)|>‘|, le tressage restant inchangé, de méme que le groupe
M . La dimension de V), devient (—1)|>‘|d>\. La discussion ci-dessus s’adapte sans difficulté,
et 3.3.11 reste vrai.

A. Appendice : idempotents des algébres de Hecke

A.1. Trace de Markov. Soit k& un anneau commutatif, s € k*. On note kH(s) la k-
algébre monoidale de Hecke (ef. 1.7.2). Soit H,, = kH, (s). Lorsqu’on identifie H, & une
sous-algebre de H, 41 via le morphisme h — h ® 11, I’application

Hn—l S Hn—l ®Hn_2 Hn—l — Hn
ha (B @Ry e h+h'g"

n—1

est un isomorphisme de (Hy_1, H,,—1)-bimodules. Pour u € k, il existe donc une unique
application (H,,_1, H,_1)-linéaire 7' | =+ H, — H,_y vérifiant 7/ (I)=1(n>1)
et Ty (gat) = p (n > 2).

Pour h € H,, la trace de Markov d’indice p de h est le scalaire T&lTﬂz R e

Ceci définit une trace 7 sur kH(s).

A.1.1. Proposition. Soient C un k-tortil, F : kH(s) — C un k-foncteur monoidal, et
X = F([1]). On suppose que dim X, 0x sont des scalaires inversibles et qu’il existe u € k*
tel que

—-1,n

h.

—-1,n

F(g) =uRxx .

Soit = ullx/dim X . Alors :
1) (s—sHdimX =ufx — u_19)_(1 R
2) pour h € Hp(s), tr F(h) =dim(X)"r#(h).

DEMONSTRATION.
1) Résulte de la relation d’écheveau

—1p-1 -1
Unyx—u RX,X:(S_S )]—X®X,

elle-méme conséquence de la relation (g —s)(g +s71) = 0.

2) Posons B, = Endc(X®"), et considérons la trace partielle tr,_1, : By — B,_1
définie par f— (1x®" '@ ex)(F(g9) © 1x)(1x®" "t @ nx). Pour f € By, on a tr(f) =
troatri,e .. trp_1 (f), de sorte qu'on se rameéne & démontrer :

Vh € kHp(s), trp_1 o F(h) = dim(X)F (7} h).
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L’application tr,_1, : By, — Bp_1 étant (B,_1, B,_1)-linéaire, il suffit de vérifier cette
identité pour h = 1 (c’est alors évident) et pour h = g1 € H, . Or F(gn—1) = ¢t lyxern-2®
Rx x donc trp_q1, F(gn-1) = ufx lyxen-1; et d’autre part dim(X)F(Tf;_lyn gn-1) =
/,Ldim(X)lX®n—1 =ulx 1xgn—1. 0O

A.1.2. EXEMPLE. Ceci s’applique au foncteur naturel kH(s) — Cy(k) (2.1.6); on a alors

ulx = sV, dim X = [N],, et donc y = puy = %

A.2. On travaille maintenant sur C. Soit N un entier > 1 (le rang), K € {1,2,..., 400}
(le niveau), et posons [ = K + N . Soit s € C* tel que ¢ = s? vérifie O(q) = [, autrement
dit : si [ est fini, ¢ est une racine de 'unité d’ordre [, et s1 [ = +o0, ¢ = 1 ou ¢ n’est pas
une racine de I'unité.

On note A la C-algébre monoidale C[H](s)/j(N), ot JW) est le ®-idéal de CH(s)
des morphismes négligeables pour la trace de Markov 7~ (ot pux = sV /[N]s).

La catégorie A est une C-catégorie monoidale, non autonome, semi-simple. De plus,
on peut expliciter un jeu d’idempotents minimaux des A, en termes de tableaux de Young,
ce qui permet de décrire les objets simples de A au moyen de diagrammes de Young.

Un diagramme de Young est une partie finie A C N? | réunion de rectangles de la forme
[1,m1] x [1, m2]. Les élément du diagramme A sont appelés cellules. Le degré du diagramme
de Young A, noté |A|, est le nombre de cellules qui y figurent : |A] =Xy + -+ Ay .

Traditionnellement, on dessine les cellules comme des cases, la cellule (4,7 + 1) (resp.
(i 4 1,7)) étant disposée & droite (resp. au-dessous) de la cellule (7, ;). Le diagramme A
sera généralement rprésenté par la suite décroissante (Aq,...,A;...), des longueurs de ses
lignes. On a (i,j) E A<= 1< j < A

Un diagramme de Young A est dit (N, K)-admissible §’il vérifie les conditions :
Ant1 = 0 et Ay — Ay < K. Notons A Densemble des diagrammes de Young (N, K)-
admissibles. Cet ensemble est en bijection avec I’ensemble des classes d’isomorphisme d’ob-
jets simples de A. Une telle bijection peut étre explicitée en termes de tableaux.

Un tableau de Young t est une suite croissante de diagrammes de Young t; C --- C
(éventuellement vide) telle que pour tout 4, [t;| = i. Le nombre n est le degré de ¢, noté
[t], et le diagramme ¢, est appelé la forme de t. La donnée de t équivaut & la donnée du
diagramme %, , et d’une numérotation des cellules de ¢,, de 1 & n de sorte que les numéros
croissent le long de chaque ligne et de chaque colonne.

Un tableau t est dit (N, K)-admissible si chacun des ¢; est (N, K)-admissible. On
note T, (resp. Ty ) 'ensemble des tableaux de Young (N, K')-admissibles de degré n (resp.
de forme A).

Pour ¢t € T,,, on pose By = j—i, ol (¢,5) est la n-ieme cellule de t. Si ¢t = (¢1,...1,),
avec n > 0, on note t’ le tableau (¢1,...t,-1). Enfin, on note a, la tresse & n brins :

Un = gn-19n-2---919192 - - -gn-1 € By,
et k, Panneau Z[sil, (1/[n]s)o<n<t] -
A tout t € T,,, on associé un élément p; € k; Hy(s) défini par récurrence comme suit :
pp =1, et pour n >0,

pe = (pr @ 11) H

s€Tn
s#t,s! =t/

Ap — qﬁt
qPs — ¢P

L’appartenance de p; & ksH,(s) résulte du fait que pour s, t €7, t.q. s =1, on a
B = Be| <1, et an —1€ (s — s )Z[s*'1H,(s).
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Notant X 1D’objet [1] de ﬁ, et m l'image de p; dans A,, on a pour s, € T,
ey = 0 4Ty, €t ZteTn m = 1. Ainsi m; est un projecteur de X®" et posant V; = Imm,

xn=gv.

teETn

on a dans A :

De plus, pour t € T', V; est simple, scalaire, et sa classe d’isomorphisme ne dépend
que de la forme de ¢. Pour A € A, on note V) un représentant de la classe d’isomorphisme
des Vi, t € T, ce qui établit la bijection annoncée.

A.2.1. REMARQUES.
1) La formule de récurrence définissant V; s’interpréte de la maniére suivante. Pour
rel,_1,ona

V.o X = vi;

€T

ti=r
I’endomorphisme a,, de X®" laisse stable V, ®X ; sa restriction & V,®X est diagonalisable,
et ses valeurs propres sont les ¢°t, pour t € T},,t' = r:; V; est I’espace propre associé.

2) Soit m = my~, le projecteur de Ay correspondant & I'unique tableau & une colonne
de longueur N, et posons S = Vi~ . Alors pour s € T', S ® Vs = V1), ot s(1) est le
tableau obtenu en accollant a gauche de s une colonne de longueur N, numérotée 1,... N
et en incrémentant de N les numéros des cellules de s.

3) Soit A un diagramme de Young (N, K)-admissible de degré n; alors le projecteur
central de X®" sur sa composante isotypique de type Vy est

Z)\:Zﬂ't.

teT>

Notons X ’objet simple Vi |, correspondant au diagramme réduit & une ligne de lon-
gueur K (si K = 400, on pose ¥ =1T).

A.2.2. Proposition. Tout objet simple V de A tel que V @ X soit simple est de la forme
S5®ax® (g beN).

DEMONSTRATION. Ceci résulte de la premiére remarque : si V = Vi, V ® X est simple
si et seulement si {s € T'| & =t} est réduit & un seul élément. Ceci n’arrive que si ¢ a
pour forme (Ay,...,An) avec A; = a+ K pour 1 < i < b, \; = a pour ¢ > b. Alors
Vi o~ S®ey0b O

Pour ¢ = (4,7) cellule de A, on note hly(¢) la ‘longueur du crochet’ A\; + M —i—j+1

(ot M est la longueur de la colonne j dans A), et cn(c) le ‘contenu de ¢’, égal & j —i.
On pose en(A) =3 .y en(c).

Pour A = (/\i)lfiSN € A, posons AV = (/\z — /\N)lfiSN’ et

B [N + en(c)]s
o= 11 e

cEND
A.2.3. Lemme. Pour t € Ty, ™V (p) = [N]s_lAldA.
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DEMONSTRATION. C’est une formule bien connue de la théorie des algébres de Hecke;
on peut aussi la déduire de la formule donnant la dimension d’un objet simple de C,
(avec u” = s) : considérant le foncteur A — C,, on a T4V (p;) = dim X dime, Vi ; or
dimcu Vi =dy, et dmX = [N]s O

A.3. Tressages et structures balancées sur A.

La donnée de deux parameétres u, ¢ € C* définit sur A un tressage R et une structure
balancée 6 caractérisés par

R = u_lg et 0 =cu"tsV.

REMARQUE. Si u" = s et ¢ = 1, le C-foncteur monoidal canonique A Cy est tressé et
balancé.

A.3.1. Proposition. On a :
2

1) HVA = 5|>‘|5N|>‘|u—|>\| an(A) ;

2) posant v =u"

3) si K < +oo, posant w = —

s 7 RX,SRS,X = v2 ]-X,S et ngg = UN s

u K1 RX,ERE,X = w? 1X72 et RE,E = wk .
DEMONSTRATION. Soit ¢ € T un tableau de forme A, r = ¢, n = |r|. D’apreés la remarque
A.2.1, la restriction de Rx v, Ry, x & V; est le scalaire u_znqﬁ(t), d’ou en particulier les
formules pour Rx sRgx et Rx xRx x. Puisque Oy, gx = O0x0v, Rx v, Ry, x, il vient
by, = HXHVTU_Z”(]@(”, d’otr la formule 1) par récurrence sur le degré.

Les formules donnant Rg s et Ry y se déduisent par homogénéité du cas v = 1,
e = 1 : elles se vérifient alors dans C,. L&, S ~ I, donc Rg g = lggs. D’autre part X
K SNKU—K2qK(K—1)/2 — (_Esw)K

est inversible de dimension (—¢&,)% (olt g5 = 5') et Ox =

donc Ry y = wk . O.

A.4. Soit k un sous-anneau de C contenant k, = Z[s*', (1/[n]s)o<n<i]. Soit A(k) la
k-algebre monoidale image du foncteur canonique kH(s) — A.

Pour t € T),, on a m € A(k),; soit Wy lobjet de A(k), image du projecteur ;.

A.4.1. Proposition.
1) Dans A(k), [n] = @,ep, We-
2) Pour tout t € T, End(Wy) = k.
3) Pour s, t €T, Wy ~W,; si s et t sont de méme forme, Hom(W, W) = 0 sinon.
4) Le foncteur naturel A(k) @5 C — A est une équivalence.

DEMONSTRATION.

L’assertion 1) est évidente.

La trace de Markov de 1y, , qui est aussi celle de 1y, , est un élément de &* (A.2.3).
Soit ¢ un endomorphisme de W;. Vu comme endomorphisme de V;, c’est un scalaire
z€C.Ona 7V (¢) = z#V(1ly,) € k,donc z € k et ¢ = z, d’on 2).

3) De linclusion Hom (W, W;) C Hom(V;, V;) résulte que si s et ¢t sont de forme
différente, Hom(W,, ;) = 0. Supposons s et ¢ de méme forme A et de degré n. Nous
allons montrer que W, et W, sont isomorphes en imitant de prés une construction de
‘matrix units’ due & Ram et Wenzl [12] (voir aussi [2]). On procéde par récurrence sur n,
le cas n = 0 étant évident.
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a) Si s’ et ¢ sont de méme forme, on a par hypothése de récurrence un isomorphisme
¢ W = Wy . Alors ¢ @ 1x est un isomorphisme W, @ X = Wy © X qui commute
4 0 et donc induit un isomorphisme W, = W,.

b) Si s' et ¢’ ne sont pas de méme forme, mais s =", on utilise le lemme suivant.

Lemme. Soient s,t € Ty, avec |A| =n > 2, el supposons s' #1' et s =1". Alors

[d+ l]s[d — 1]5
[d]3

5

s, oud=0 — 5

Tsn—-1Ttdn-1Ts =

DEMONSTRATION.
Soit r = s"” = t”. L’image de g,_; dans A, , vue comme endomorphisme de X%"
laisse stable 'objet V, @ V;, qui n’est autre que la composante A-isotypique de V, @ X®2.

Soit
a b
o=( ).

la matrice de 'endomorphisme de V; ® V; ainsi défini.

1l s’agit de calculer be € End(V;). Puisque g% = (s —s71)g+ 1, 0on a be = —a’? + (s —
s~Ha+1, de sorte qu’il suffit de calculer a. Or a est un scalaire caractérisé par : msg,_17s =
ams. On a a,ms = ¢’ 7y, et comme 7, = (7y @ 1x)7Ts, @n_17s = ¢°'ms = ¢’tm,. Par
ailleurs, angn—1 = (5 — 5™ Han + gn_1an_1. Ainsi, amy = 7gn_17s = ¢ P meangn_17s =
q_ﬁs [(5 - 5_1)7Tsan7rs + Fsgn—lan—lﬂ-s] = (5 - 8_1)71'5 + qﬁt_ﬁsﬂ-sgn—lﬂ-s = qﬁt_ﬁsa - (5 -
s~ s, de sorte que :

s—s !
a=——-",
qﬁt_ﬁs —1

d’ou par un simple calcul :

Avec les notations du lemme, on a |d|+ 1 < [, donc % € k*. Ainsi, le

morphisme ¢ : W, — W, correspondant a m;g,_1ms est un isomorphisme.
c) Soient s,t € Ty quelconques. On peut trouver sy, t; € Ty tels que 5" = #;”
et tels que s et s1’ (resp. ¢ et ¢;’) soient de méme forme. On a donc W, — W, (a),

Ws, — Wy, (b), et Wy, =5 W, (a), d’ou lassertion 3).
Soit H le foncteur canonique A(k) @ C — A. Par 1), tout objet de A(k) @i C est
facteur direct d’une somme d’objets de la forme W;; le foncteur H est pleinement fidéle

par 3), et essentiellement surjectif car son image contient les V3, d’ot 4). O
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