
Cat�egories pr�emodulaires, modularisationset invariants des vari�et�es de dimension 3Alain Brugui�eresUniversit�e Paris 7, Institut de math�ematiques de Jussieu2, place Jussieu, case 7012, 75251 Paris Cedex 05, Francee-mail : bruguier@ math.jussieu.frABSTRACT. An abelian k -linear semisimple category having a �nite number of simple objects,and endowedwith a ribbon structure, is called premodular. It is modular (in the sense of Turaev)if the so-called S -matrix is invertible. A modular category de�nes invariants of 3 -manifolds anda TQFT ([T]).When is it possible to construct a modularisation of a given premodular category, i. e. afunctor to a modular category preserving the structures and `dominant' in a certain sense? Itturns out (2.3) that this amounts essentially to making `transparent' objects trivial.We give a full answer to this problem in the case when k is a �eld of char. 0 (as well aspartial answers in char. p ) : under a few obvious hypotheses, a premodular category admitsa modularisation, which is unique (th. 3.1, and cor. 3.5 in char. 0 ) The proof relies on twomain ingredients : a new and very simple criterion for the S -matrix to be invertible (1.1) andDeligne's internal characterization of tannakian categories in char. 0 [D].When simple transparent objects are invertible, the criterion is simpler (4.2) and themodularisation can be described more explicitly (prop. 4.4). We conclude with two examples :the premodular categories associated with quantum SLN and PGLN at roots of unity; in the�rst case, we obtain modular categories which were built independently by C. Blanchet [B];in the second case, we obtain modularizations in all the cases where Y. Yokota [Y] foundReshetikhin-Turaev invariants of 3 -manifolds, thereby improving as well as explaining Yokota'sresults.0. IntroductionMotivation. On sait que l'on peut associer �a certains types de cat�egories mono��dales (voire�a des n-cat�egories) des invariants topologiques en petite dimension. Ainsi, V. G. Turaev aintroduit dans [T] la notion de cat�egorie modulaire, et montr�e comment l'on peut associer�a une telle cat�egorie une TQFT (Topological Quantum Field Theory), et en particulier lesinvariants de 3-vari�et�es de Reshetikhin-Turaev et Turaev-Viro.1Une cat�egorie pr�emodulaire C sur un corps k est une `cat�egorie ruban�ee', ou `tortil',admettant une structure ab�elienne k -lin�eaire semi-simple avec un nombre �ni d'objets`simples'; elle est dite modulaire si une certaine matrice associ�ee, la S -matrice, est inver-sible. L'inversibilit�e de la S -matrice est cruciale dans les travaux de Turaev : elle assurequ'une certaine couleur 
C (i. e. une combinaison lin�eaire formelle d'objets simples) a la`propri�et�e de glissement d'anse locale' et satisfait un certain lemme d'annulation. Une tellecouleur d�e�nit un invariant d'entrelacs qui permet de construire la TQFT.Si, dans la pratique, on sait comment construire des cat�egories pr�emodulaires �a partirde cat�egories de repr�esentations de groupes quantiques aux racines de l'unit�e, l'inversibilit�ede la S -matrice est plus di�cile �a v�eri�er. Dans bien des cas, on rencontre des cat�egories1La TQFT pour SL2 a �et�e construite dans [B-H-M-V] au moyen du crochet de Kau�man.1



pr�emodulaires non modulaires, et on a pu constater de mani�ere `exp�erimentale' que cescat�egories d�e�nissent souvent des invariants de Reshetikhin-Turaev, voire une TQFT. Parexemple, on sait construire pour N > 0 et q racine de l'unit�e d'ordre l > N une famillede cat�egories pr�emodulaires Cu `de type SLN ' d�ependant du choix d'une racine 2N -i�emeu de q ; Cu n'est modulaire que lorsque u2l est d'ordre N , mais pour d'autres choix deu , C. Blanchet ([B]) a montr�e que Cu d�e�nit un invariant de Reshetikhin-Turaev, et qu'ilest possible de lui associer une cat�egorie modulaire, et donc une TQFT. Pour PGLN ,Y. Yokota a obtenu un r�esultat similaire, sans toutefois construire de TQFT ([Y]).Cette constatation appelle naturellement les questions suivantes. Quand peut-on asso-cier �a une cat�egorie pr�emodulaire C un invariant de Reshetikhin-Turaev? Peut-on plongerC dans une cat�egorie modulaire C0 qui d�e�nisse le même invariant?Apr�es avoir formalis�e le probl�eme de fa�con ad�equate, nous obtiendrons (au moins encaract�eristique nulle) une r�eponse simple �a ces questions.Plan. Dans la section 1, on rappelle ce qu'est une cat�egorie pr�emodulaire, et on formuleun crit�ere simple, �a ma connaissance nouveau, pour l'inversibilit�e de la S -matrice (1.1).On montre que, même lorsque C n'est pas modulaire, la couleur 
C = P dimX [X] ala propri�et�e de glissement d'anse locale, et satisfait un lemme d'annulation qui g�en�eralisecelui de Turaev (1.4). On en d�eduit (1.7) l'existence de l'invariant de Reshetikhin-Turaevmoyennant une hypoth�ese plus faible que l'inversibilit�e de la S -matrice.Dans la section 2 sont introduites les notions de modularisation d'une cat�egorie pr�emo-dulaire, et de cat�egorie pr�emodulaire modularisable, qui constituent le cadre formel de cetravail, et, utilisant le crit�ere 1.1, on donne une caract�erisation des modularisations (2.3);on en d�eduit quelques conditions n�ecessaires, assez naturelles, pour qu'une cat�egorie pr�emo-dulaire C soit modularisable.La section 3 est d�edi�ee au th�eor�eme principal de ce travail (3.1), dont le corollaire encaract�eristique nulle (3.6) est que les conditions rencontr�ees au 2 sont su�santes, et quela modularisation de C , si elle existe, est unique. De plus, la modularis�ee d�e�nit le mêmeinvariant de Reshetikhin-Turaev que C (3.7, 3.8).Au 4, on traite un cas particulier, incluant les cas SLN et PGLN , o�u l'on peut explicitercompl�etement la modularisation. On sait alors d�ecrire comment un objet simple de C se`casse' dans la modularisation.Le 5 est consacr�e �a SLN et PGLN . Dans ces exemples, les cat�egories modularisablessont exactement celles qui d�e�nissent un invariant de Reshetikhin-Turaev.Je tiens �a remercier C. Blanchet pour les longues discussions que nous avons eues; sesremarques sur les versions pr�eliminaires de ce travail m'ont incit�e �a en am�eliorer signi�ca-tivement certains r�esultats.Dans une pr�epublication [M�u] di�us�ee apr�es que le pr�esent article ait �et�e soumis,M. M�uger d�emontre de mani�ere ind�ependante l'analogue du th�eor�eme 3.1. pour les �-cat�e-gories tensorielles tress�ees. Ce cadre est plus restreint : k = C , et les dimensions des objetssont r�eelles positives (dans les exemples de la section 5, il y a en g�en�eral des objets dedimension n�egative). Dans ce cadre, M. M�uger d�eveloppe une th�eorie de Galois qui existe�egalement dans le cadre des cat�egories pr�emodulaires ([Br2], article en pr�eparation).2



1. Cat�egories pr�emodulaires et modulairesTortils. Un tortil, ou cat�egorie ruban�ee, est une cat�egorie mono��dale (a) tress�ee (b), balan-c�ee (c), autonome (i), o�u la structure balanc�ee est compatible �a la dualit�e (ii). Autrementdit, c'est la donn�ee :a) d'une cat�egorie C munie d'un bifoncteur associatif 2 
 : C � C ! C (le produit tenso-riel), d'un objet I neutre pour 
 (l'objet unit�e);b) d'un isomorphisme fonctoriel RX;Y : X 
 Y ��! Y 
X (le tressage) v�eri�ant :RX;Y
Z = (1Y 
RX;Z)(RX;Y 
 1Z) et RX
Y;Z = (RX;Z 
 1Y )(1X 
RY;Z) ;c) d'un isomorphisme fonctoriel �X : X ��! X (la structure balanc�ee) v�eri�ant :�X
Y = RY;X(�Y 
 �X)RX;Y ;avec les conditions suivantes :(i) pour tout objet X , il existe une dualit�e (X;Y; e; h) , autrement dit un objet Y et desmorphismes e : X
Y ! I (l'�evaluation), h : I ! Y 
X (la co�evaluation), v�eri�ant :(e
 1X)(1X 
h) = 1X et (1Y 
 e)(h
 1Y ) = 1Y ;(ii) pour toute dualit�e (X;Y; e; h) , on a : e(�X 
 1Y ) = e(1X 
�Y ) , ou (de fa�con �equiva-lente) (�Y 
 1X)h = (1Y 
�X)h .Trace. Soit C un tortil, et supposons choisi pour tout X une dualit�e (X;X_; eX ; hX) .Cette donn�ee d�e�nit un foncteur dual �a droite ?_ : Co ! C; X 7! X_ (qui ne d�epend duchoix de duaux qu'�a un isomorphisme canonique pr�es). La compatibilit�e de � aux duauxse traduit par : �X_ = (�X )_ . Posons "X = eXRX_;X(1X_ 
�X) = eXR�1X;X_(��1X_ 
 1X)et �X = (��1X 
 1X_)R�1X;X_hX = (1X 
�X_)RX_;XhX .Pour X objet de C et f 2 End(X) , la trace de f est l'�el�ement de End(I) d�e�ni par :tr(f) = "X(1X_ 
f)hX = eX(f 
 1X_)�X :La trace v�eri�e :| tr(fg) = tr(gf) pour f 2 Hom(X;Y ) et g 2 Hom(Y;X) ;| tr(f 
 g) = tr(f) tr(g) pour f 2 End(X) , g 2 End(Y ) ;| tr(u) = u pour u 2 End(I) ;| tr(f_) = tr(f) .En particulier, on appelle dimension de X , et on note dimX , la trace de 1X .La notion de tortil a �et�e introduite par Joyal et Street [J-S]. L'exemple fondamental enest la cat�egorie des enchevêtrements (tangles) orient�es en rubans color�es par un ensemble� : c'est le tortil libre sur �; autrement dit, il est universel parmi les tortils munis d'unefamille d'objets index�ee par � (cf. Shum [Sh], et Turaev [T]).2Les cat�egories mono��dales seront suppos�ees strictes pour simpli�er les notations.3



Cat�egories pr�emodulaires. D�esormais, on se donne un corps commutatif k .3D�e�nition. Une cat�egorie pr�emodulaire (sur k ) est un tortil muni d'une structure decat�egorie ab�elienne k -lin�eaire, avec les conditions suivantes :a) le produit tensoriel est k -lin�eaire en chaque variable, et End(I) = k ;b) tout objet est somme directe �nie d'objets simples;c) les classes d'isomorphisme d'objets simples forment un ensemble �ni, et tout objetsimple X est absolument simple (i. e. End(X) = k ).Remarques.1) Il r�esulte de la condition b) que C est semi-simple, autrement dit tout objet X deC est projectif (le foncteur Hom(X; ?) est exact).2) Dans une cat�egorie pr�emodulaire, la dimension d'un objet simple est un scalaireinversible. En e�et, si X est simple, Hom(X 
X_; I) ' End(X) est de dimension 1, debase eX ; de même, �X est une base de Hom(I;X 
X_) . L'objet I �etant facteur directde X 
X_ , dimX = eX�X est inversible.Soit C une cat�egorie pr�emodulaire. On note �C l'ensemble des classes d'isomorphismed'objets simples de C .On note Col(C) la k -alg�ebre Gr(C) 
Z k , o�u Gr(C) est l'anneau de Grothendieck deC . C'est un k -espace vectoriel de base �C , dont les �el�ements sont appel�es les couleurs deC .Remarque. �Etant donn�ee une cat�egorie pr�emodulaire C , il r�esulte de la propri�et�e uni-verselle de la cat�egorie des enchevêtrements color�es qu'on peut associer �a tout entrelacsL (en rubans, orient�e) �a composantes num�erot�ees 1; . . . ; n , une application n-lin�eaireCol(C)n �! k , (!1; . . . ; !n) 7! hL(!1; . . . ; !n)i . Pour ! 2 Col(C) , on d�e�nit un invariantd'entrelacs en rubans orient�es hL(!)i = hL(!; . . . ; !)i .Par ailleurs, la k -alg�ebre des endomorphismes du foncteur identit�e de C s'identi�e �ak�C via l'isomorphisme canonique End(1C) ��! k�C , � 7! (�X)X2�C .Pour X 2 �C , on notera �(X) le projecteur isotypique de type X , c'est-�a-dire l'�el�e-ment de End(1C) d�e�ni, sur Y objet simple de C , par :�(X)Y = � 1Y si Y ' X,0 si Y 6' X.Si X , Y sont des objets de C , on note (SX)Y l'endomorphisme de Y d�e�ni par :(SX)Y = ("X 
 1Y )(1X_ 
RY;XRX;Y )(hX 
 1Y ) :Ceci d�e�nit pour X 2 Ob(C) un �el�ement SX de End(1C) .Lemme. L'application k -lin�eaire S : Col(C) ! End(1C) , d�e�nie sur les classes d'objetssimples par [X] 7! SX , est un morphisme de k -alg�ebres.3Les r�esultats de cette section restent valablesmutatis mutandis sur un anneau commutatif,cf. [Br1]. 4



D�emonstration. On v�eri�e ais�ement que pour X , Y 2 Ob(C) , on a dans End(1C) :S(X � Y ) = SX + SY , et S(X 
 Y ) = SX � SY . De plus SI est l'identit�e. utD�e�nition. On dit que C est modulaire si S est bijectif.Remarque. Pour X , Y objets de C , on atr[(SX)Y ] = tr[(SY )X ] = tr(RY;XRX;Y ) :Pour X , Y 2 �C , ce scalaire n'est autre que le coe�cient de la `S -matrice' sX;Y , de sorteque S a pour matrice (dim(Y )�1sX;Y )X;Y 2�C dans les bases canoniques. En particulier,la bijectivit�e de S �equivaut �a l'inversibilit�e de la S -matrice.Crit�ere d'inversibilit�e de la S -matrice.Si C est une cat�egorie pr�emodulaire, posonsMC = fX 2 �C j 8Y 2 �C; sX;Y = dimX dimY g :Les �el�ements de MC sont les objets simples dont la colonne dans la S -matrice est colin�eaire�a celle de l'objet unit�e.1.1. Proposition.Une cat�egorie pr�emodulaire C est modulaire si et seulement si MC = fIg .Autrement dit, une S -matrice est inversible si et seulement si le vecteur colonne del'objet unit�e n'est colin�eaire �a aucun autre vecteur colonne.D�emonstration. Si C est modulaire, MC est r�eduit �a fIg , deux vecteurs colonne d'unematrice inversible n'�etant jamais proportionnels. La r�eciproque r�esulte des deux lemmessuivants, dont le premier est dû �a Turaev.1.2. Lemme. Soit C pr�emodulaire. Si �(I) appartient �a l'image de S , C est modulaire.D�emonstration. Soit ! = PW2�C !W [W ] une couleur telle que S! = �(I) . SoientX;Y deux objets simples de C , et calculons de deux fa�cons di��erentes le scalaire tX;Y =tr[(S!)X
Y ] .Il r�esulte du choix de ! quetX;Y = � 1 si Y ' X_,0 sinon.En e�et, tX;Y = tr(�(I)X
Y ) . Si Y 6' X_ , I n'est pas facteur direct de X 
 Y donc�(I)X
Y = 0; si par contre Y = X_ , I �gure dans X 
 Y avec multiplicit�e 1, donctr(�(I)X
Y ) = dim I = 1.D'autre part, tX;Y = PW !W tr[(SW )X
Y ] ; or tr[(SW )X
Y ] = tr[S(X 
 Y )W ] =tr[(SX)W �(SY )W ] = (dimW )�1sX;W sY;W ; d'o�u tX;Y =PW2�C !W (dimW )�1sW;XsW;Y .Posant !(X) =XW !W (dimW )�1sW;X [W ] ;il vient tX;Y = tr[(S!(X))Y ] .Ainsi dimX S!(X) = �(X_) , ce qui montre que S est surjectif, donc bijectif. ut5



Notons �C l'�el�ement de End(1C) d�e�ni par :�C = XX2MC �(X) :1.3. Lemme. Soit C pr�emodulaire. Alors �C appartient �a l'image de S .D�emonstration.Rappelons que End(1C) s'identi�e comme k -alg�ebre �a k�C . Notons A l'image dumorphisme S , vue comme sous-alg�ebre de k�C .Observons tout d'abord que pour X 2 �C , on a :X 2MC () 8a 2 A; aX = aI :En e�et, soient X 2MC , ! une couleur de C , et a = S! . Alors tr(aX ) = tr[S(!)X ] =PY 2�C !Y sY;X =PY !Y dimX dimY = (S!)I dimX = aI dimX , d'o�u aX = aI (commescalaires). D'autre part, si X =2 MC , il existe Y 2 �C tel que sX;Y 6= dimX dimY , doncposant a = S(dimX [Y ]) , aX = sX;Y 6= dimX dimY = aI .Cette observation signi�e que les �el�ements de MC sont exactement les �el�ements de �Cqui ne sont pas distingu�es de l'�el�ement I par l'alg�ebre A . Il existe donc a 2 A tel queaX = � 1 si X 2MC,0 sinon.Autrement dit, a = �C 2 A . utEn particulier, si MC = fIg , �C = �(I) appartient �a l'image de S , et C est modulairepar 1.2. utLa couleur 
C .Soit C une cat�egorie pr�emodulaire. Consid�erons les couleurs
C = XX2�C dimX [X]; 
�C = XX2�C �X�1 dimX [X] ;et posons �C = (S
C)I =PX2�C (dimX)2 , ��C = (S
�C )I =PX2�C �X�1(dimX)2 .On omettra l'indice C dans ces notations lorsqu'il n'y a pas d'ambig�uit�e sur la cat�egoriepr�emodulaire consid�er�ee.Notant respectivement U , U� les n�uds triviaux d'auto-enlacements respectifs 0 et�1, on a � = hU(
)i et �� = hU�(
)i .1.4. Lemme. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire. On a :1) pour tout X 2 �C , [X]
 = dimX 
 ;2) S
 = ��C (`lemme d'annulation g�en�eralis�e');3) S
+ = �+ ��1 et S
� = �� � (`propri�et�e de glissement d'anse locale').6



D�emonstration.1) Pour X 2 �C et Y 2 Ob C , notons �X;Y la multiplicit�e de X dans Y . SiX , Y , Z sont simples, �Z;X
Y = dimHom(X 
 Y;Z) = dimHom(Y;X_ 
 Z) (paradjonction) = �Y;X_
Z . On a [X]
 = PY dimY [X][Y ] = PY;Z dimY �Z;X
Y [Z] =PY;Z dimY �Y;X_
Z [Z] =PZ dim(X_ 
 Z) [Z] = dimX_ 
 = dimX 
.2) Soit X 2 �C . Alors (S
)X = � si X 2 MC . D'autre part, pour tout Y 2 �Con a dimY (S
)X = S([Y ]
)X = S[Y ]X (S
)X . Si X =2 MC , on peut trouver Y tel queS[Y ]X 6= dimY , donc (S
)X = 0.3) Montrons par exemple la premi�ere identit�e. Le scalaire hU+([X]
)i est �egal �atr[�X(S
+)X ] = �X dimX (S
+)X , et, par (1), il vaut aussi dimX �+ . ut1.5. Remarques. Les faits suivants r�esultent du lemme.1) Si � est inversible, S(��1
) = �C ; toutefois, il existe des cat�egories pr�emodulairespour lesquelles � est nul.2) On a toujours �+�� = � XX2MC �X(dimX)2 ;En e�et, calculons H =PX;Y2�C dimX dimY �Y sX;Y de deux fa�cons. D'une part,H =XY �Y dimY tr[(S
)Y ] = � XY 2MC(dimY )2�Yd'apr�es l'assertion (2) du lemme, et d'autre part,H =XX dimX tr[(S
+)X ] = �+��d'apr�es l'assertion (3).3) Si C est modulaire, � est inversible d'apr�es l'assertion (2) du lemme (car 
 6= 0 etS est injectif), et, MC �etant r�eduit �a fIg , �+�� = � donc �+ et �� sont inversibles.Invariants associ�es �a certaines cat�egories pr�emodulaires.On sait que toute 3-vari�et�eorient�ee compacte connexe sans bord M est isomorphe �a la vari�et�e S3L obtenue �a partirde la sph�ere S3 par chirurgie le long d'un entrelacs en rubans L � S3 . Deux tels entrelacsd�e�nissent des vari�et�es isomorphes si et seulement si on peut passer de l'un �a l'autre parun nombre �ni de mouvements de Kirby de type K� ou leurs inverses. Un mouvement deKirby de type K� est une transformation locale consistant, lorsqu'un entrelacs en rubanspr�esente un faisceau de n brins parall�eles formant une torsade de signe � , �a remplacercette partie de l'entrelacs par un faisceau de n brins parall�eles non torsad�es traversant unecomposante U� .Si L est un entrelacs en rubans, et " un signe (0,+,�), on note b"(L) le nombre devaleurs propres de signe " de la matrice d'enlacement de L . Si M = S3L , b0(L) n'est autreque le premier nombre de Betti de M , qu'on notera h1(M) .7



1.6. Proposition. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire telle que �+ et �� soient inver-sibles. Alors l'invariant d'entrelacs en rubans :L 7! hL(
)i�+b+(L)��b�(L)est invariant par les mouvements de Kirby.D�emonstration. L'invariant d'entrelacs en rubans L 7! hL(
C)i ne d�epend pas del'orientation car dimX_ = dimX pour X 2 Ob C . Un mouvement de Kirby de type K�augmente b� de 1 en laissant b� inchang�e. En e�et, il se d�ecompose en l'adjonction d'unecomposante U� , suivie d'un glissement d'anses qui ne change pas la signature de la matriced'enlacement. La proposition r�esulte alors imm�ediatement de l'assertion (3) du lemme 1.4.ut1.7. Corollaire. Si C est une cat�egorie pr�emodulaire pour laquelle �+ et �� sont inver-sibles, on d�e�nit un invariant de vari�et�es de dimension 3 en posant pour M ' S3L :I 0C(M) = hL(
C)i�+b+(L)��b�(L) : ut1.8. Remarque. L'invariant de Reshetikhin-Turaev proprement dit, IC , correspond �a unenormalisation l�eg�erement di��erente : IC(M) = D�h1(M)I 0C(M) , o�u D est une racine carr�eede e� = �+�� ( e� = � si C est modulaire.) En�n, l'invariant de Turaev-Viro de M est :TVC(M) = IC(M#M ) = e��h1(M)I 0C(M#M ) :Observons que s'il est n�ecessaire de se donner une racine carr�ee de e� dans k pour d�e�nirIC , ce n'est le cas ni pour I 0C , ni pour TVC .2. Foncteurs entre cat�egories pr�emodulaires et modularisationsSoit C une cat�egorie pr�emodulaire; une modularisation de C sera un foncteur de Cvers une cat�egorie modulaire C0 ayant des propri�et�es `raisonnables'. D'une part, F doitêtre compatible aux structures : c'est un k -foncteur tortil. D'autre part, C0 ne doit pasêtre beaucoup plus grande que C : F est dominant. Pr�ecisons ces notions.D�e�nition. Soient C , C0 deux cat�egories pr�emodulaires. Un k -foncteur tortil F : C ! C0est un foncteur mono��dal k -lin�eaire compatible aux tressages et aux structures balanc�ees.Un k -foncteur tortil F : C �! C0 est �d�ele et exact. (Tout objet de C est somme di-recte �nie d'objets simples, et pour X objet simple de C , F (X) est non nul car dimF (X) =dimX 6= 0.)D'autre part, F induit un morphisme de k -alg�ebres F! : Col(C) �! Col(C0) d�e�nicomme suit : pour X 2 �C , F (X) s'�ecrit LY 2�C0 Y �Y;X , les �Y;X �etant des entiersnaturels; et on pose F![X] =PY �Y;X [Y ] . 8



2.1. Remarques.1) Si L est un entrelacs �a composantes num�erot�ees 1; . . . ; n , et !1; . . . ; !n sont descouleurs de C , alors hL(F!!1; . . . ; F!!n)i = hL(!1; . . . ; !n)i .2) Pour tout ! 2 Col(C) et tout X objet de C , on a : F (S(!)X ) = S(F!!)F (X) .D�e�nitions. Soient X , Y deux objets d'une cat�egorie. On dit que X est un r�etracte deY s'il existe des morphismes i : X ! Y , p : Y ! X tels que p i = 1X . On dit qu'unfoncteur F est dominant si tout objet de la cat�egorie but est un r�etracte de l'image par Fd'un objet de la cat�egorie source.D�e�nitions. Soit C pr�emodulaire. Nous appellerons modularisation de C un k -foncteurtortil dominant F : C �! C0 , avec C0 modulaire. Nous dirons que C est modularisable sielle admet une modularisation.A�n de caract�eriser les cat�egories pr�emodulaires modularisables, il convient d'abordde caract�eriser les modularisations. Nous aurons pour cela besoin de la notion d'objettransparent.D�e�nition. Un objet X d'une cat�egorie mono��dale tress�ee C est transparent si pour toutobjet Y de C , RY;X = R�1X;Y .Dans une cat�egorie pr�emodulaire C , une somme �nie d'objets transparents, un facteurdirect d'un objet transparent, sont encore transparents. On note TC l'ensemble des classesd'isomorphisme d'objets simples transparents de C . Si X 2 TC , on a X 2 MC , et �X =� 1X .2.2. Lemme. Soient C , C0 deux cat�egories pr�emodulaires et F : C ! C0 un k -foncteurtortil dominant.Soit X un objet simple de C , et Y un facteur direct simple de F (X) . Alors :1) si X 2 TC , Y 2 TC0 ;2) si Y 2MC0 , X 2MC .En particulier, si MC = TC , MC0 = TC0 .D�emonstration.1) Supposons X transparent. Puisque F est tress�e, on a dans C0 : R0F (X);Z =R0�1Z;F (X) pour Z 2 Im(F ) , donc pour Z quelconque puisque F est dominant; autrementdit, F (X) est transparent, ainsi que ses facteurs directs.2) Soit X 0 un objet simple quelconque de C ; on a d'apr�es 2.1 (2) : F (S[X 0]X) =(S F![X 0])F (X) , donc les scalaires (S[X 0])X et (SF![X 0])Y co��ncident; si Y 2 MC0 , on a(SF![X 0])Y = (SF![X 0])I0 = dimX 0 . Ainsi, S[X 0]X = dimX 0 , d'o�u sX;X0 = dimX dimX 0 ,ce qui montre que X 2MC .En particulier, si MC = TC , tout Y 2MC0 est facteur direct de l'image de F (X) pourun certain X 2 �C , qui appartient �a MC par (2); X est donc transparent par hypoth�ese,et il en va de même de Y par (1). Ainsi, MC0 = TC0 . utD�e�nition. Un objet d'une cat�egorie pr�emodulaire est dit trivial s'il est isomorphe �a unesomme de copies de l'objet unit�e. 9



2.3. Proposition. Soient C , C0 deux cat�egories pr�emodulaires, et F : C ! C0 un k -foncteur tortil dominant. Consid�erons les assertions suivantes :(i) F est une modularisation;(ii) pour tout X 2 TC , F (X) est trivial;(ii') pour tout X 2MC , F (X) est trivial.Alors :1) (i) implique (ii);2) (ii') implique (i);3) si car k = 0 , (i) implique MC = TC , donc (i) �equivaut �a (ii').2.4. Remarque. En particulier si C est modularisable, alors pour tout objet transparentX de C , �X = 1X , et dimX est l'image dans k d'un entier naturel.D�emonstration.Supposons que F soit une modularisation. Si X 2 TC , tous les facteurs simples deF (X) sont transparents, donc isomorphes �a I 0 puisque C0 est modulaire; d'o�u (1).Supposons : X 2 MC implique F (X) trivial; montrons que C0 est alors modulaire.Soit Y 2 MC0 . D'apr�es le lemme 2.2, tout X 2 �C tel que Y soit facteur direct de F (X)appartient �a MC . Pour un tel X , F (X) est trivial donc Y = I 0 , et C0 est modulaire par1.1. D'o�u (2).Reste �a v�eri�er qu'en caract�eristique nulle, (i) implique MC = TC . Soit X 2 MC ,et posons ! = [X] � dimX[I] 2 Col(C) . Alors pour Y 2 �C , (S!)Y = (dimY )�1sX;Y �dimX = 0. Il s'ensuit (SF!!)F (Y ) = 0, donc, F �etant dominant, SF!! = 0 dans End(1C0) .Si C0 est modulaire, ceci implique F!! = 0, soit F![X] = dimX F![I] = dimX [I 0] . Pourtout Y 2 �C0 , on a alors dans k : �Y;X = 0 si Y 6' I 0 et �I0;X = dimX . En caract�eristiquenulle, ceci implique que F (X) est trivial; il est donc transparent, ainsi que X . D'o�u (3).utD�e�nitions. Une cat�egorie pr�emodulaire C est dite tannakienne neutre s'il existe unemodularisation de C �a valeurs dans la cat�egorie vect k des k -espaces vectoriels de dimen-sion �nie. Elle est dite tannakienne s'il existe une extension alg�ebrique L de k telle queC 
k L soit tannakienne neutre sur L .2.5. Remarques.1) Supposons car k = 0, et soit G un groupe �ni. Soit repG la cat�egorie des repr�esen-tations k -lin�eaires de dimension �nie de G , munie de sa structure mono��dale sym�etriquestandard, et de la structure balanc�ee triviale (� = 1) : repG est une cat�egorie pr�emodulairetannakienne neutre, admettant pour modularisation le foncteur oubli.Ceci reste encore vrai en caract�eristique p > 0 si l'ordre de G est premier �a p .2) Si car k = 0, toute cat�egorie pr�emodulaire tannakienne neutre est de ce type. Ene�et, soit C une cat�egorie pr�emodulaire admettant une modularisation F : C ! vect k .Alors C est sym�etrique, � est l'identit�e, et F est un foncteur �bre. On sait qu'alors Cest �equivalente �a la cat�egorie des repr�esentations de dimension �nie du groupe G desautomorphismes du foncteur �bre, qui est a priori un groupe alg�ebrique a�ne sur k (voir[D-M], [D]). Puisque C est semi-simple avec un nombre �ni d'objets simples, la k -alg�ebredes fonctions sur G est de dimension �nie �egale �a la somme des carr�es des dimensions des10



objets simples de C , c'est-�a-dire �C . Le groupe G est donc un groupe �ni discret (d'ordre�C ) si car k = 0; c'est vrai plus g�en�eralement chaque fois que �C est inversible dans k .3) Si car k = 0, C est tannakienne si et seulement si pour tout X 2 �C; �X =1 et dimX 2 N . C'est un cas particulier de la caract�erisation interne des cat�egoriestannakiennes due �a Deligne ([D], th�eor�eme 7.1). (La condition � = 1 entraine que C estsym�etrique).4) Si tout X 2 �C est inversible,4 �C est un groupe pour le produit tensoriel. En cecas, C est tannakienne si et seulement si 8X 2 �C; �X = 1 et dimX = 1 (cf. 4.3).3. Le th�eor�eme principal : crit�ere de modularisabilit�eSi C est une cat�egorie pr�emodulaire, notons CT la sous-cat�egorie pleine de C desobjets transparents, qui ne sont autres que les sommes directes �nies d'�el�ements de TC .C'est une sous-cat�egorie pr�emodulaire sym�etrique de C .3.1. Th�eor�eme. Supposons k alg�ebriquement clos. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire, etfaisons les hypoth�eses suivantes :1) tout X 2MC est transparent;2) CT est tannakienne;3) �CT est inversible dans k .Alors on peut construire une modularisation H : C ! eC , minimale en ce sens quetoute modularisation de C se factorise �a travers H .Remarque. Si car k = 0, la condition (3) est cons�equence de (2) puisque �CT =PX2TC(dimX)2 est alors un entier > 0.D�emonstration. Compte tenu de la proposition 2.3, le th�eor�eme r�esultera imm�ediate-ment de la proposition suivante (prenant eC = CA pour A = CT ).3.2. Proposition. Supposons k alg�ebriquement clos. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire,et A � CT une sous-cat�egorie pr�emodulaire pleine tannakienne telle que �A soit inversibledans k .Il existe une cat�egorie pr�emodulaire CA munie d'un k -foncteur tortil F : C ! CA telque, pour tout X 2 ObA , F (X) soit trivial, et minimale en ce sens que tout k -foncteurtortil F 0 : C ! C0 ayant la même propri�et�e se factorise �a travers F .De plus, le foncteur F est dominant.D�emonstration. La cat�egorie pr�emodulaire A admet par hypoth�ese une modularisation(ou foncteur �bre) ! : A ! vect k , qu'il s'agit en quelque sorte d'�epaissir en un k -foncteurtortil C ! CA . Notons qu'on a �X = 1X pour X objet de A .D'apr�es la remarque 2.5 (2), A est �equivalente �a repG pour un certain groupe �niG . L'image dans k de l'ordre de G est le scalaire inversible �A .Il existe dans A une alg�ebre A , de produit � : A 
 A ! A et d'unit�e � : I ! A ,ayant les propri�et�es suivantes :| A est commutative (�RA;A = �);4Un objet X est dit inversible s'il existe un objet Y tel que X 
 Y ' I .11



| A est trivialisante : pour tout objet X de A , il existe un isomorphisme de A-modulesA
X ��! An pour un certain n 2 N ;| Hom(I;A) est un k -espace vectoriel de dimension 1 engendr�e par � .Dans l'�equivalence repG ' A , A correspond �a l'alg�ebre kG , munie de l'action de Gd�e�nie par g � � = � �Rg (o�u Rg est la translation �a droite).De plus, il existe un morphisme 
 : I ! A 
A v�eri�ant :(�
 1A)(1A

) = (1A
�)(
 
 1A) et �
 = � :Dans repG , 
 correspond �a l'application G-�equivariante k! kG�G qui envoie 1 surla fonction caract�eristique de la diagonale.Soit A � modC la cat�egorie des objets de C munis d'une structure de A-module �agauche. On notera Hom (resp. HomA ) les espaces de morphismes dans C (resp. A�modC ).3.3. Lemme. La cat�egorie A�modC est pr�emodulaire, et le foncteur F : C ! A�modC ,X 7! A
X , est un k -foncteur tortil dominant.D�emonstration. Rappelons que C est ab�elienne k -lin�eaire semi-simple. La cat�egorieA �modC est ab�elienne k -lin�eaire, et le foncteur oubli U : A �modC ! C est exact. Lefoncteur F est k -lin�eaire exact, adjoint �a gauche �a U : si X 2 Ob(C) , HomA(A
X; ?) 'Hom(X;U(?)). Il en r�esulte que F (X) est un objet projectif de A �modC .Par ailleurs, le fait que A soit commutative et transparente permet (exactementcomme en alg�ebre commutative) de munir la cat�egorie A�modC et le foncteur F de struc-tures mono��dales tress�ees (produit tensoriel 
A , objet unit�e A ; le tressage N 
A N 0 'N 0 
A N provient du tressage N 
 N 0 ��! N 0 
 N par passage au quotient). L'anneaudes endomorphismes de l'objet unit�e est HomA(A;A) ' Hom(I;A) = k .De plus, le fait que �A = 1A permet de munir A �modC d'une structure balanc�ee,d�e�nie sur un module N par �N = �N0 , N0 �etant l'objet de C sous-jacent �a N . Lefoncteur F est compatible aux structures balanc�ees.Supposons d�emontr�e que F est dominant. Soit N un objet de A�modC ; il existe unobjet X de C et un projecteur � de F (X) tel que N ' Im(�) .Alors, F �etant mono��dal, F (X_) est un dual de F (X) , donc N admet pour dualIm(�_) . De plus, �N_ = (�N )_ (car c'est vrai pour N = F (X)). Ceci montre que A�modCest un tortil. D'autre part, N est projectif, ce qui montre que A�modC est semi-simple.Puisque les HomA sont de dimension �nie, tout objet est somme directe �nie d'objetssimples. Les objets simples de A�modC sont absolument simples car k est alg�ebriquementclos, et en nombre �ni (�a isomorphisme pr�es) car ce sont les facteurs simples des imagespar F des objets simples de C , eux-mêmes en nombre �ni.Ainsi, A �modC est pr�emodulaire et F est un k -foncteur tortil. Reste �a d�emontrerque F est dominant, ce qui r�esultera imm�ediatement du lemme suivant appliqu�e �a B = Aet T = C .3.4. Lemme. Soient T une cat�egorie mono��dale, et (B;�; �) une alg�ebre de T .On suppose qu'il existe un morphisme 
 : I �! B 
B v�eri�ant :1) (�
 1B)(1B 

) = (1B 
�)(
 
 1B) ;2) �
 = � .Alors tout B -module �a gauche N est un r�etracte du module B 
 N0 (o�u N0 estl'objet de T sous-jacent �a N ). 12



D�emonstration.Soit �N la multiplication B 
 N0 ! N , qui est B -lin�eaire, et iN le morphisme(1B 
�N)(

1N0) : N0 ! B
N , dont l'hypoth�ese (1) assure la B -lin�earit�e. L'hypoth�ese(2) implique : �N iN = 1N . ut utOn pose donc CA = A�modC , et seule la propri�et�e de minimalit�e reste �a d�emontrer.Soit H : C ! C0 un k -foncteur tortil tel que H(X) soit trivial pour X 2 ObA . Le foncteurH induit un foncteur mono��dal tress�e H1 : CA = A �modC �! H(A) �modC0 .Or H(A) est une alg�ebre commutative de C0 d'objet sous-jacent trivial. La sous-cat�egorie pleine de C0 des objets triviaux s'identi�e �a vect k via le foncteur HomC0(I 0; ?),et dans cette identi�cation H(A) correspond �a une k -alg�ebre commutative non nulle. Ilexiste donc un morphisme d'alg�ebres H(A) ! I 0 . Un tel morphisme induit un foncteurmono��dal tress�e H2 = I 0
H(A)? : H(A) �modC0 ! C0 .D'o�u un foncteur k -lin�eaire mono��dal tress�e eH = H2 � H1 : CA �! C0 . On v�e-ri�e ais�ement que H2 est compatible aux structures balanc�ees et pour X objet de C ,eH(F (X)) = I 0 
H(A) H(A) 
H(X) est canoniquement isomorphe �a H(X) . Ceci ach�evela d�emonstration de 3.2, et donc de 3.1. ut ut3.5. Corollaire. Supposons k alg�ebriquement clos, de caract�eristique nulle.Une cat�egorie pr�emodulaire C est modularisable si et seulement si tout X 2MC v�eri�eX 2 TC , �X = 1X et dimX 2 N .De plus, si C est modularisable, sa modularisation est unique �a �equivalence pr�es.D�emonstration. Compte tenu de 3.1, de 2.3, et de la remarque 2.5 (3), seule l'unicit�ereste �a d�emontrer. D'apr�es 3.1, C admet une modularisation minimale H : C ! eC . Si H 0 :C ! C0 est une autre modularisation, il existe un k -foncteur tortil dominant H 00 : eC ! C0tel que H 00H ' H 0 ; H 00 est une �equivalence en vertu de la proposition suivante.3.6. Proposition. Supposons car k = 0 , et soit F : C ! C0 un k -foncteur tortil dominant.Si C est modulaire, F est une �equivalence.D�emonstration. Nous utiliserons la proposition suivante.3.7. Proposition. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire admettant une modularisation H :C �! C0 . Supposons MC = TC (c'est toujours le cas si car k = 0). Alors :1) �C = �CT�C0 et H!
C = �CT
C0 ;2) pour Y objet simple de C0 , on a : �CT dimY = XX2�C �Y;X dimX .3.8. Remarque. Il r�esulte de 1.5 (2) que, sous les hypoth�eses de la proposition, on a :�+C��C = (�CT )2�C0 ;de sorte que �+C et ��C sont inversibles si et seulement si �CT est inversible (c'est donctoujours le cas en caract�eristique nulle). On peut alors d�e�nir les invariants de 3-vari�et�esassoci�es �a C , et on a :I 0C(M) = �h1(M)CT I 0C0(M); TVC = TVC0 et IC = IC0 ;la derni�ere identit�e suppose des choix compatibles de racines carr�ees (p�0 = ��1CTpe�).13



D�emonstration.A�n d'all�eger les notations, posons � = �C , �0 = �C0 , 
 = 
C et 
0 = 
C0 .D'apr�es 1.4, on a S
 = ��C . Il en r�esulte :SH!
 = ��(I0) :En e�et, soit Y 2 �C0 , et soit X 2 �C tel que Y soit facteur direct de H(X) . On a alors(SH!
)Y = (S
)X par 2.1 (2). Si Y = I 0 , X = I convient, donc (SH!
)Y = �; sinon,H(X) n'est pas trivial, donc X =2 MC et (SH!
)Y = 0.Par ailleurs, C0 est modulaire, donc S
0 = �0�(I0) ; il en r�esulte : H!
 = ��0�1
0 .Autrement dit, on a pour Y 2 �C0 : PX2�C �Y;X dimX = ��0�1 dimY . Appliquant ceci �aY = I 0 , il vient : ��0�1 =PX �I0;X dimX =PX2TC(dimX)2 = �CT , d'o�u les assertions(1) et (2). utRevenons �a la d�emonstration de 3.6. La cat�egorie C0 est modulaire. En e�et, soitY 2MC0 , et soit X 2 �C tel que Y soit facteur direct de F (X) . Alors X 2 MC par 2.2,donc X = I et Y = I 0 . On peut donc appliquer 3.7. Puisque TC = fIg , �CT = 1 doncH!
 = 
0 , et pour Y 2 �C0 , on a :dimY = XX2�C �Y;X dimX :Soit X 2 �C tel que Hom(I 0; F (X)) 6= 0. Alors (S
0)F (X) 6= 0, donc (S
)X 6= 0, d'o�uX = I . Soient maintenant X;X 0 2 �C . Si Hom(F (X); F (X 0)) 6= 0, alors X 0 = X . (Ene�et, Hom(I 0; F (X 0 
X_)) 6= 0, donc I est facteur direct de X 0 
X_ , d'o�u X 0 = X .)Pour montrer que F est une �equivalence, il su�t donc de v�eri�er que pour X simple,F (X) est simple. Or, pour Y 2 �C0 , il existe X 2 �C unique tel que �Y;X 6= 0. Ona donc dimY = �Y;X dimX , d'o�u dimX = PY �Y;X dimY = PY �Y;X2 dimX . Ainsi,PY �Y;X2 = 1 dans k ; en caract�eristique nulle, il en r�esulte que F (X) est simple. utCeci ach�eve la d�emonstration de 3.5. ut4. Un cas particulier�A pr�esent, nous allons nous int�eresser au cas particulier o�u tous les �el�ements de MCsont inversibles. Pour X 2MC , on a alors dimX = �1 et �X = �1.De plus, le produit tensoriel fait de MC un groupe qui op�ere sur l'ensemble �C .4.1. Remarques.1) Si X 2MC est inversible, il est transparent. En e�et, soit X inversible et Y simple ;X 
 Y est simple donc RY;XRX;Y = 1X;Y () sX;Y = tr(RY;XRX;Y ) = dimX dimY .J'ignore si MC = TC en g�en�eral.2) Si tout �el�ement de MC est inversible, �+�� = �jMCj si �X = 1 pour toutX 2MC , et �+�� = 0 sinon (remarque 1.5 (2). Ainsi, l'invariant I 0C est bien d�e�ni si etseulement si jMCj et � sont inversibles dans k , et �X = 1 pour tout X 2MC .14



4.2. Proposition. Supposons k alg�ebriquement clos. Soit C une cat�egorie pr�emodulairetelle que tout X 2MC soit inversible. Supposons en outre jMCj inversible dans k .Alors les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) C est modularisable;(ii) C admet une modularisation minimale;(iii) pour tout X 2MC , �X = 1 et dimX = 1 .D�emonstration.Soit F : C ! C0 une modularisation. Pour X 2 MC , X est transparent par 4.1 (1),et F (X) est inversible et trivial (2.3), donc isomorphe �a I 0 . Ainsi, dimX = 1 et �X = 1.D'o�u (i) =) (iii). Puisque (ii) =) (i) est �evident, il reste �a d�emontrer (iii) =) (ii); celar�esultera imm�ediatement du lemme suivant (appliqu�e �a � = MC ). Ce lemme am�eliore etpr�ecise la proposition 3.2 dans le type de situation qui nous int�eresse.4.3. Lemme. Supposons k alg�ebriquement clos. Soit C une cat�egorie pr�emodulaire, et� un ensemble de classes d'objets inversibles de C formant un groupe pour le produittensoriel, tel que j�j soit inversible dans k , et pour tout X 2 � , dimX = 1 et �X = 1 .Alors il existe une cat�egorie pr�emodulaire C=� munie d'un k -foncteur tortil F : C !C=� tel que pour tout X 2 � , F (X) soit isomorphe �a l'objet unit�e, et minimale pour cettepropri�et�e. De plus :1) pour X , X 0 2 �C , F (X) ' F (X 0) si X 0 2 � � X , et HomC=�(F (X); F (X 0)) = 0sinon;2) pour X 2 �C , EndC=�(F (X)) est une k -alg�ebre de dimension d = jStab�Xj , etsi Stab�X cyclique, F (X) est somme de d objets simples de C=� deux �a deux nonisomorphes.D�emonstration.Soit A� la sous-cat�egorie pr�emodulaire pleine de CT ayant pour objets les sommesd'�el�ements de �. Nous allons montrer que A� est tannakienne en construisant l'alg�ebretrivialisante A de mani�ere explicite. Le foncteur F : C �! CA� = C=� de la proposition3.2 sera alors solution minimale du probl�eme pos�e, puisque �A� = j�j dans k .Soit X un �el�ement de � d'ordre � , et � un isomorphisme 
�X ��! I . On a :(F) RX;X = 1X
X et �
 1X = 1X 
� :En e�et, tr(RX;X) = �X dimX = 1, et X
X est simple de dimension 1, d'o�u la premi�ereidentit�e. La seconde en r�esulte : �
 1X = (1X 
�)R
�X;X = 1X 
� .On dâ�nit dans A� une alg�ebre commutative Z=�Z-gradu�ee AX;� . Comme objetgradu�e, AX;� =P��1l=0 
lX . Pour l;m; n 2 f0; . . . ; ��1g avec n � l+mmod � , le produit(
lX)
(
mX)! 
nX est l'identit�e si l+m = n , et �
1
nX si l+m = n+� . Il r�esultede (F) que ce produit est associatif et commutatif, avec pour unit�e l'inclusion I ,! AX;� .En outre, AX;� 
X est isomorphe �a AX;� comme AX;� -module.Choisissons un syst�eme minimal X1; . . .Xr de g�en�erateurs de �, d'ordres respec-tifs �1; . . . ; �r , ainsi que des isomorphismes �i : 
�iXi ' I , 1 � i � r . Alors A� =N1�i�r AXi;�i est une alg�ebre commutative �-gradu�ee de A� , d'objet sous-jacentPX2�X .15



Pour tout X 2 �, A 
 X ' A comme A-module, et Hom(I;A�) = k . Le foncteurF : A� ! vect k , X 7! Hom(I;A� 
 X) est un foncteur �bre pour A� , qui est donctannakienne neutre.L'assertion (1) r�esulte du fait que, pour X , X 0 objets de C , HomC=�(F (X); F (Y )) =Hom(X;A 
 Y ) 'PW2� Hom(X;W 
X 0) .Soient X 2 �C , �X = Stab�(X) , et d = j�X j . Soit E = EndC=�(F (X)) =PW2� EW ,o�u EW = Hom(X;W 
 X) . C'est une k -alg�ebre semi-simple �X -gradu�ee, de dimensiond car dimEW = 1. Il r�esulte de la semi-simplicit�e de E que tout u 2 EW non nul estinversible. Supposons �X cyclique, engendr�e par W 2 �X . Alors tout u 2 EW non nulengendre E comme k -alg�ebre, donc E est commutative, isomorphe �a kd , d'o�u (2). ut ut4.4. Proposition. On suppose k alg�ebriquement clos. Soit C une cat�egorie pr�emodulairemodularisable, telle que tout �el�ement de MC soit inversible, et supposons jMCj inversibledans k . Soit H : C ! eC la modularisation minimale. Alors :1) pour X , X 0 2 �C , on a H(X) ' H(X 0) si X 0 2 MC �X , et HomeC(H(X);H(X 0 )) = 0sinon;2) pour X 2 �C , EndeC(H(X)) est une k -alg�ebre de dimension jStabMC Xj , et pour toutZ 2 �eC �gurant dans la d�ecomposition de H(X) avec multiplicit�e �Z;X > 0 , on a :dimZ = �Z;XjStabMC Xj dimX ;de plus si StabMC (X) est cyclique d'ordre d , H(X) est somme de d objets simples de eC ,deux �a deux non isomorphes, de dimension d�1 dim(X) .D�emonstration.Cet �enonc�e r�esulte imm�ediatement de 3.7 et du lemme 4.3. ut4.5. Remarques.1) En particulier, si MC est un groupe cyclique, pour tout X 2 �C , H(X) estsomme de d = jStabMC j objets simples de eC de dimension d�1 dimX , deux �a deux nonisomorphes.2) Dans un travail en pr�eparation ([Br2]), nous montrerons (car k = 0) que si C est unecat�egorie pr�emodulaire modularisable, de modularisation H : C ! eC , un certain groupe�ni G (le groupe de Galois de H ) op�ere sur eC en �xant C . Pour X objet simple de C , Gpermute transitivement les facteurs simples de H(X) (�a isomorphisme pr�es); en particulierces facteurs ont même dimension et même multiplicit�e dans H(X) .5. ExemplesLe cas SLNOn suppose k = C . Soient N , K deux entiers � 1, appel�es respectivement rang etniveau. Soit l = N + K , q une racine de l'unit�e d'ordre l , et s une racine carr�ee de qd'ordre 2l . On sait d�e�nir une cat�egorie mono��dale ab�elienne C-lin�eaire C(s) dont les objetssimples �a isomorphisme pr�es sont en bijection naturelle avec l'ensemble � des diagrammes16



de Young contenus dans le rectangle �a N � 1 lignes et K colonnes; pour � 2 �, on noteV� l'objet simple de C(s) correspondant.Il est utile d'introduire l'ensemble �0 des `diagrammes �elargis', c'est-�a-dire les dia-grammes de Young �a N lignes � = (�1; . . . ; �N ) v�eri�ant �1��N � K . �A tout diagramme�elargi � 2 �0 , on associe le diagramme e� = (�1 � �N ; . . . ; �N�1 � �N) 2 �, et on poseV� = Ve� .Le nombre de cellules d'un diagramme � (�eventuellement �elargi) est appel�e degr�e de� , et not�e j�j ; le contenu de � est l'entier relatif cn(�) =Pc2� cn(c) , o�u pour une cellulec = (i; j) , cn(c) = j � i .On a pour tout � 2 �0 :(E) V� 
 V1 = X�2�0���;j�j=j�j+1 V� :Par ailleurs, notons � l'objet simple VK correspondant au diagramme r�eduit �a uneligne `pleine' (de longueur K ).5.1. Lemme. Le groupe des objets inversibles de C(s) est cyclique d'ordre N , engendr�epar � .D�emonstration.On peut d�ecrire simplement la tensorisation par �. La donn�ee de � 2 � �equivaut�a la donn�ee d'une suite d'entiers naturels a1; a2; . . . ; aN , de somme K , d�e�nie par ai =�i�1 � �i (en convenant que �0 = K et �N = 0). Posant � = ha1; . . . ; aN i , on a :Vha1;...;aN i 
� = VhaN ;a1;...;aN�1iEn particulier, � est inversible d'ordre N . Si X est un objet inversible, X
V1 est simple.Il en r�esulte que X est une puissance de �, car d'apr�es (E) , V� 
 V1 n'est simple quepour � 2 � rectangulaire de largeur K . utPour tout complexe u tel que uN = s , on sait munir C(s) d'une structure de tortilqui en fait une cat�egorie pr�emodulaire not�ee Cu (cf. [Br1], par exemple).Dans Cu , la valeur de � sur V� (� 2 �0 ) est donn�ee par la formule :�V� = uj�j(N2�j�j)qcn(�) :La dimension de V� s'exprime par une formule faisant intervenir les s-entiers [n] = sn�s�ns�s�1(n 2 Z). Pour c = (i; j) cellule de � , on note hl�(c) la `longueur du crochet' �i+�j�i�j+1(o�u �j est la longueur de la colonne j dans �); on a alors pour � 2 � :dimV� =Yc2� [N + cn(c)][hl�(c)] :En particulier, dimV1 = [N ] , �V1 = uN2�1 , et dim� = 1.17



5.2. Remarque. Pour � 2 �0 , �V� est un complexe de module 1 qui ne d�epend que deu , j�j et de la classe de cn(�) modulo l . D'autre part, dimV� est un r�eel non nul (positifsi s = ei�=l ); vu comme fonction de s , c'est une fraction rationnelle �a coe�cients dans Q ,impaire si j�j est impair et N pair, paire sinon.5.3. Lemme. Soient X , Y deux objets simples de Cu . Les conditions suivantes sont�equivalentes :(i) �X
Y est un scalaire;(ii) jsX;Y j = j dimXjj dimY j .D�emonstration.(i) =) (ii). On a sX;Y = ��1X ��1Y tr(�X
Y ) . Si �X
Y est un scalaire, il est de module1 (remarque 5.2), donc jsX;Y j = j dimXjj dimY j .(ii) =) (i). Soit X = V� et Y = V�0 ; le scalaire sX;YdimX dimY d�ependant de la structurede tortil, donc de u , on le note Q(u) . L'objet X
Y se d�ecompose sous la forme X
Y =Lni=1 V�i , les �i �etant des diagrammes �elargis que l'on peut choisir de degr�e d = j�j+ j�0j .Puisque �V�i = ud(N2�d)qcn(�i) ,jQ(u)j2 = jPi qcn(�i) dimV�i j2jPi dimV�i j2 :Or les dimensions des V�i sont des fractions rationnelles en s = uN �a coe�cientsdans Q , et toutes de même parit�e (remarque 5.2), de sorte que jQ(u)j2 est une fractionrationnelle en q = s2 = u2N �a coe�cients dans Q ; notons-la R(q) .Si R(q) = 1 pour une racine primitive l -i�eme de 1, c'est vrai pour toutes, et doncpour q0 = e2i�=l , s = ei�=l . Pour cette valeur de s , les dimensions des objets simples deCu sont des r�eels positifs; la condition jQ(u)j = 1 (uN = s) implique alors que les qcn(�i)sont �egaux, donc les �V�i aussi. utIl r�esulte du lemme que les �el�ements de MCu sont inversibles. En e�et, si X 2 MCu ,�X
V1 est scalaire. Ceci entraine que X
V1 est simple, car les V� �gurant dans la formule(E) sont de contenus di��erents modulo l ; et si X 
 V1 est simple, X est inversible (cf.d�emonstration de 5.1).Pour � 2 �0 , on a : RV�;�R�;V� = u2lj�j 1�
V� :Ainsi, MCu est le groupe engendr�e par 
n�, o�u n est l'ordre de u2l . En particulier, Cuest modulaire si et seulement si u2l est une racine de l'unit�e d'ordre N .5.3. Proposition. La cat�egorie pr�emodulaire Cu est modularisable sauf dans le cas sui-vant : N pair, K impair, et l'ordre de u est congru �a 2 mod. 4 .D�emonstration. La cat�egorie Cu est modularisable si et seulement si �
n� = 1. Orce scalaire vaut ulKn(N�n) = "K(N�n) , o�u " = uln = �1. Ainsi pour que Cu ne soit pasmodularisable, il faut et il su�t que N soit pair et n impair (car N � n doit être impair,et n j N ) l impair (car K = l�N doit être impair), et l'ordre de u divise 2ln , mais pasln ; il est donc de la forme 2� , � impair. ut18



Remarques.1) Si Cu n'est pas modularisable, C�u est modularisable.2) L'action de MCu sur � est toujours libre (car N=n est toujours premier �a N ^K([Br1]). Nous allons voir qu'il en va di��eremment dans le cas PGL .Le cas PGLNPour X objet simple de Cu , on appelle degr�e de X , et on note jXj , la classe moduloN du degr�e du diagramme correspondant. Pour X , Y simples, les facteurs simples deX 
 Y sont de degr�e jXj+ jY j .Soit Du la sous-cat�egorie pleine de Cu des sommes d'objets simples de Cu de degr�enul. C'est une cat�egorie pr�emodulaire `de type PGLN '.Les �el�ements de MDu sont inversibles. En e�et, soit X 2 MDu . Notons � l'objetsimple V2;1N�2 ; puisque j�j = 0, on a sX;� = dimX dim�, donc �X
� est scalaire (5.2).D'apr�es (E) , V1 
 V1N�1 = I � �, d'o�u V1_ = V1N�1 . Supposons X 
 V1 non simple,et soit Z un facteur simple de X 
 V1 . Soit Y un facteur simple de Z 
 V1_ . On aHom(Y;X)�Hom(Y;X 
�) = Hom(Y;X 
 V1 
 V1_) ' Hom(Y 
 V1;X 
 V1) , qui est dedimension � 1 (et � 2 si Y ' X ). Ainsi Y �gure dans X 
 �; � est donc scalaire surZ 
 V1_ , donc aussi sur Z_ 
 V1 ; par cons�equent Z_ est inversible. D'o�u X ' Z 
 V1_ ;mais alors X 
 V1 ' Z � (Z 
�) admet un facteur non inversible, ce qu'on a exclu. DoncX 
 V1 est simple, et X est inversible.Par ailleurs, R�;X = R�1X;� si jXj = 0. Ainsi MDu est le groupe cyclique d'ordreK ^N engendr�e par 
 NK^N�. En particulier, on retrouve un r�esultat de Masbaum-Wenzl([M-W]) : Du est modulaire si et seulement si K et N sont premiers entre eux (ind�epen-damment de u). Toutefois, ce n'est pas le seul cas o�u l'on peut d�e�nir une TQFT de typePGLN .5.4. Proposition. La cat�egorie pr�emodulaire Du est toujours modularisable sauf dans lecas suivant : h = N ^K est pair, et N=h , K=h sont impairs.Remarque. Ce sont pr�ecis�ement les cas o�u Yokota [Y] a d�emontr�e que l'on peut d�e�nirdes invariants de 3-vari�et�es (mais l'existence d'une modularisation, et donc d'une TQFTdans ces cas est un r�esultat nouveau).D�emonstration.Posons n = N=h , k = K=h . Alors Du est non modularisable si et seulement si�
n� = �1; ce scalaire vaut ulKn(N�n) = ulNk(N�n) = (�1)(N�n)k . La condition �equivautdonc �a : N�n et k impairs. Puisque n j N , ceci implique : N pair, n impair, donc h = N=npair. Inversement si n , k sont impairs et N pair, N � n est impair donc �
n� = �1, etDu n'est pas modularisable. utRemarque. Lorsque Du est modularisable, l'action de MDu sur �Du admet un point�xe. En e�et, soit � le diagramme de Young ha0; . . . ; aN�1i , les ai �etant d�e�nis commesuit. Soit r = k� 1 si h est impair ou k pair, r = n=2 sinon (n est alors pair). On pose :ai = 8><>: k � 1 si i � 0modn,1 si i � rmodn,0 dans les autres cas.19



L'objet simple V� est de degr�e z�ero, et son stabilisateur est engendr�e par 
n�.5.5. Exemple. Soit N = 2, K = 4. Alors s est une racine de l'unit�e d'ordre 12, etD = Du est modularisable; soit H : D ! eD la modularisation.Les objets simples de D sont I , V2 et V4 = �, et MD = fI;�g . L'objet V2 est dedimension 2, et �V2 = s4 = j .On a � 
 V2 ' V2 , donc H(V2) est somme de deux objets simples, V 0 et V 00 , dedimension 1. De la d�ecomposition V2
V2 ' I�V2�� r�esulte : V 0
V 00 ' eI , V 0
V 0 ' V 00 ,V 00 
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