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ABSTRACT. An abelian k-linear semisimple category having a finite number of simple objects,
and endowed with a ribbon structure, is called premodular. It is modular (in the sense of Turaev)
if the so-called S-matrix is invertible. A modular category defines invariants of 3-manifolds and
a TQFT ([T]).

When is it possible to construct a modularisation of a given premodular category, 1. e. a
functor to a modular category preserving the structures and ‘dominant’ in a certain sense? It
turns out (2.3) that this amounts essentially to making ‘transparent’ objects trivial.

We give a full answer to this problem in the case when & is a field of char. 0 (as well as
partial answers in char. p) : under a few obvious hypotheses, a premodular category admits
a modularisation, which is unique (th. 3.1, and cor. 3.5 in char. 0) The proof relies on two
main ingredients : a new and very simple criterion for the S-matrix to be invertible (1.1) and
Deligne’s internal characterization of tannakian categories in char. 0 [D].

When simple transparent objects are invertible, the criterion is simpler (4.2) and the
modularisation can be described more explicitly (prop. 4.4). We conclude with two examples :
the premodular categories associated with quantum SLy and PGLy at roots of unity; in the
first case, we obtain modular categories which were built independently by C. Blanchet [B];
in the second case, we obtain modularizations in all the cases where Y. Yokota [Y] found
Reshetikhin-Turaev invariants of 3-manifolds, thereby improving as well as explaining Yokota’s
results.

0. Introduction

Motivation. On sait que I’on peut associer a certains types de catégories monoidales (voire
a des n-catégories) des invariants topologiques en petite dimension. Ainsi, V. G. Turaev a
introduit dans [T] la notion de catégorie modulaire, et montré comment ’on peut associer
a une telle catégorie une TQFT (Topological Quantum Field Theory), et en particulier les
invariants de 3-variétés de Reshetikhin-Turaev et Turaev-Viro.!

Une catégorie prémodulaire C sur un corps k est une ‘catégorie rubanée’, ou ‘tortil’,
admettant une structure abélienne k-linéaire semi-simple avec un nombre fini d’objets
‘simples’; elle est dite modulaire si une certaine matrice associée, la S -matrice, est inver-
sible. L’inversibilité de la S-matrice est cruciale dans les travaux de Turaev : elle assure
qu'une certaine couleur ¢ (7. e. une combinaison linéaire formelle d’objets simples) a la
‘propriété de glissement d’anse locale’ et satisfait un certain lemme d’annulation. Une telle
couleur définit un invariant d’entrelacs qui permet de construire la TQFT.

Si, dans la pratique, on sait comment construire des catégories prémodulaires a partir
de catégories de représentations de groupes quantiques aux racines de 'unité, l'inversibilité
de la S-matrice est plus difficile a vérifier. Dans bien des cas, on rencontre des catégories

'La TQFT pour SLy a été construite dans [B-H-M-V] au moyen du crochet de Kauffman.



prémodulaires non modulaires, et on a pu constater de maniere ‘expérimentale’ que ces
catégories définissent souvent des invariants de Reshetikhin-Turaev, voire une TQFT. Par
exemple, on sait construire pour N > 0 et ¢ racine de l'unité d’ordre [ > N une famille
de catégories prémodulaires C, ‘de type SLy’~ dépendant du choix d’une racine 2N -ieme
u de q; C, n’est modulaire que lorsque u?! est d’ordre NN, mais pour d’autres choix de
u, C. Blanchet ([B]) a montré que C, définit un invariant de Reshetikhin-Turaev, et qu’il
est possible de lui associer une catégorie modulaire, et donc une TQFT. Pour PGLy,
Y. Yokota a obtenu un résultat similaire, sans toutefois construire de TQFT ([Y]).

Cette constatation appelle naturellement les questions suivantes. Quand peut-on asso-
cier a une catégorie prémodulaire C un invariant de Reshetikhin-Turaev? Peut-on plonger
C dans une catégorie modulaire C' qui définisse le méme invariant?

Apres avoir formalisé le probleme de fagon adéquate, nous obtiendrons (au moins en
caractéristique nulle) une réponse simple a ces questions.

Plan. Dans la section 1, on rappelle ce qu’est une catégorie prémodulaire, et on formule
un critére simple, & ma connaissance nouveau, pour U'inversibilité de la S-matrice (1.1).
On montre que, méme lorsque C n’est pas modulaire, la couleur Q¢ = > dim X [X] a
la propriété de glissement d’anse locale, et satisfait un lemme d’annulation qui généralise
celui de Turaev (1.4). On en déduit (1.7) lexistence de I'invariant de Reshetikhin-Turaev
moyennant une hypothese plus faible que l'inversibilité de la S-matrice.

Dans la section 2 sont introduites les notions de modularisation d’une catégorie prémo-
dulaire, et de catégorie prémodulaire modularisable, qui constituent le cadre formel de ce
travail, et, utilisant le critére 1.1, on donne une caractérisation des modularisations (2.3);
on en déduit quelques conditions nécessaires, assez naturelles, pour qu'une catégorie prémo-
dulaire C soit modularisable.

La section 3 est dédiée au théoreme principal de ce travail (3.1), dont le corollaire en
caractéristique nulle (3.6) est que les conditions rencontrées au 2 sont suffisantes, et que
la modularisation de C, si elle existe, est unique. De plus, la modularisée définit le méme
invariant de Reshetikhin-Turaev que C (3.7, 3.8).

Au 4, on traite un cas particulier, incluant les cas SLy et PGLy , ot l’on peut expliciter
completement la modularisation. On sait alors décrire comment un objet simple de C se
‘casse’ dans la modularisation.

Le 5 est consacré a SLy et PGLy. Dans ces exemples, les catégories modularisables
sont exactement celles qui définissent un invariant de Reshetikhin-Turaev.

Je tiens a remercier C. Blanchet pour les longues discussions que nous avons eues; ses
remarques sur les versions préliminaires de ce travail m’ont incité a en améliorer significa-
tivement certains résultats.

Dans une prépublication [Mi] diffusée apres que le présent article ait été soumis,
M. Miger démontre de maniere indépendante ’analogue du théoreme 3.1. pour les *-caté-
gories tensorielles tressées. Ce cadre est plus restreint : £ = C, et les dimensions des objets
sont réelles positives (dans les exemples de la section 5, il y a en général des objets de
dimension négative). Dans ce cadre, M. Miiger développe une théorie de Galois qui existe
également dans le cadre des catégories prémodulaires ([Br2], article en préparation).



1. Catégories prémodulaires et modulaires

Tortils. Un tortil, ou catégorie rubanée, est une catégorie monoidale (a) tressée (b), balan-
cée (c), autonome (i), out la structure balancée est compatible & la dualité (ii). Autrement
dit, c’est la donnée :
a) d'une catégorie C munie d’un bifoncteur associatif? @ :CxC —=C (le produit tenso-
riel), d'un objet I neutre pour @ (I’objet unité);
b) d’un isomorphisme fonctoriel Ryy : X @Y Y eX (le tressage) vérifiant :

Rxvyeoz =(ly @Rx z)(Rxy @ 1z) et Rxevz=(Rxz®1ly)(lx ®Ry z);
¢) d’un isomorphisme fonctoriel 8x : X — X (la structure balancée) vérifiant :
Oxoy = Ry x(0y @8x)Rx vy

avec les conditions suivantes :

(i) pour tout objet X, il existe une dualité (X,Y, e, h), autrement dit un objet Y et des
morphismes ¢ : X @Y — I (I'évaluation), h: I - Y @ X (la coévaluation), vérifiant :

(€®1x)(1x®h):].x et (1y®€)(h®].y):].y;

(ii) pour toute dualité (X,Y,e,h), ona: e(fx @ ly) = e(lx @by ), ou (de fagon équiva-
lente) (ey & 1x)h = (]-Y ®9)()h

Trace. Soit C un tortil, et supposons choisi pour tout X une dualité (X, X", ex,hx).
Cette donnée définit un foncteur dual a droite 7" : C° — C, X + XV (qui ne dépend du
choix de duaux qu’a un isomorphisme canonique pres). La compatibilité de 6 aux duaux
se traduit par : Oxv = (GX)V. Posons ex = exRxv x(lxv @0x) = eXR;(%XV(G;(lv @ 1x)
et nx = (9)_(1 & ].XV)R;(}X\/]’LX = (]-X ®exv)RXv7xhx.

Pour X objet de C et f € End(X), la trace de f est I’élément de End(I) défini par :

tr(f) =ex(Ixv @f)hx = ex(f @ 1xv)nx .

La trace vérifie :

— tr(fg) =tr(gf) pour f € Hom(X,Y) et g € Hom(Y, X);
— tr(f@g) =tr(f)tr(g) pour f € End(X), g € End(Y');
— tr(u) = u pour u € End(I);

— () = u(f).

En particulier, on appelle dimension de X, et on note dim X, la trace de 1x.

La notion de tortil a été introduite par Joyal et Street [J-S]. L’exemple fondamental en
est la catégorie des enchevétrements (tangles) orientés en rubans colorés par un ensemble
A : cest le tortil libre sur A; autrement dit, il est universel parmi les tortils munis d’'une

famille d’objets indexée par A (¢f. Shum [Sh], et Turaev [T]).

2 Les catégories monoidales seront supposées strictes pour simplifier les notations.
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Catégories prémodulaires. Désormais, on se donne un corps commutatif k.3

Définition. Une catégorie prémodulaire (sur k) est un tortil muni d’une structure de
catégorie abélienne k-linéaire, avec les conditions suivantes :
a) le produit tensoriel est k-linéaire en chaque variable, et End(I) = k;
b) tout objet est somme directe finie d’objets simples;
c¢) les classes d’isomorphisme d’objets simples forment un ensemble fini, et tout objet
simple X est absolument simple (¢. e. End(X) = k).

REMARQUES.

1) Il résulte de la condition b) que C est semi-simple, autrement dit tout objet X de
C est projectif (le foncteur Hom(X,?7) est exact).

2) Dans une catégorie prémodulaire, la dimension d'un objet simple est un scalaire
inversible. En effet, si X est simple, Hom(X @ XV, I) ~ End(X) est de dimension 1, de
base ex; de méme, nx est une base de Hom(I, X @ XV). L'objet I étant facteur direct
de X @ XV, dimX = exnx est inversible.

Soit C une catégorie prémodulaire. On note A¢ 'ensemble des classes d’isomorphisme
d’objets simples de C.
On note Col(C) la k-algebre Gr(C) @z k, ou Gr(C) est 'anneau de Grothendieck de

C. C’est un k-espace vectoriel de base A¢, dont les éléments sont appelés les couleurs de

C.

REMARQUE. Etant donnée une catégorie prémodulaire C, il résulte de la propriété uni-
verselle de la catégorie des enchevétrements colorés qu’on peut associer a tout entrelacs

L (en rubans, orienté) a composantes numérotées 1,...,n, une application n-linéaire
Col(C)" — K, (w1,... wn) = (L(wi,...,wy)). Pour w € Col(C), on définit un invariant
d’entrelacs en rubans orientés (L(w)) = (L(w,...,w)).

Par ailleurs, la k-algebre des endomorphismes du foncteur identité de C s’identifie a
kAe via Iisomorphisme canonique End(1¢) — k¢ ¢ (dx)xen. -

Pour X € A¢, on notera 7% le projecteur isotypique de type X, c’est-a-dire 1’élé-
ment de End(1l¢) défini, sur Y objet simple de C, par :

W(X): ].Y SiYﬁX,
Y 0 siY#X.

Si X, Y sont des objets de C, on note (§X)y l'endomorphisme de Y défini par :

(SX)y = (ex @ 1y)(1xv @Ry xRx v)(hx @ 1y).

Ceci définit pour X € Ob(C) un élément SX de End(1¢).

Lemme. L’application k-linéaire S : Col(C) — End(1l¢), définie sur les classes d’objets
simples par [X]— SX, est un morphisme de k-algébres.

3 Les résultats de cette section restent valables mutatis mutandis sur un anneau commutatif,

cf. [Brl].



DEMONSTRATION. On vérifie aisément que pour X, Y € Ob(C), on a dans End(1¢) :
S(XBY)=8SX+SY,et S(X@Y)=8X0S8Y. De plus SI est 'identité. O

Définition. On dit que C est modulaire si S est bijectif.
REMARQUE. Pour X, Y objets de C, on a

tr[(SX)y] = tr[(SY)X] = tr(Ry7xRX7y) .

Pour X, Y € A¢, ce scalaire n’est autre que le coefficient de la *S-matrice’ sx vy, de sorte
que S a pour matrice (dim(Y ) !'sx y)x yvea, dans les bases canoniques. En particulier,
la bijectivité de S équivaut a l'inversibilité de la S-matrice.

Critere d’inversibilité de la S-matrice.

Si C est une catégorie prémodulaire, posons
Me = {X € Ac | VY € Ae, SX)Yy = dldeImY}

Les éléments de M sont les objets simples dont la colonne dans la S -matrice est colinéaire
a celle de 'objet unité.

1.1. Proposition.
Une catégorie prémodulaire C est modulaire si et seulement si Me¢ = {I}.

Autrement dit, une S-matrice est inversible si et seulement si le vecteur colonne de
I’objet unité n’est colinéaire a aucun autre vecteur colonne.

DEMONSTRATION. Si C est modulaire, M¢ est réduit a {I}, deux vecteurs colonne d'une
maftrice inversible n’étant jamais proportionnels. La réciproque résulte des deux lemmes
suivants, dont le premier est da a Turaev.

1.2. Lemme. Soit C prémodulaire. Si #'1) appartient & Uimage de S, C est modulaire.

DEMONSTRATION. Soit w = 3 ycx, ww[W] une couleur telle que Sw = 7 Soient
X,Y deux objets simples de C, et calculons de deux facons différentes le scalaire tx y =

tr[(Sw)X®y].
Il résulte du choix de w que
1 siY ~XV,
X,y =

0 sinon.

En effet, txy = tr(ﬂ'g(jéy). Si Y % XV, I nest pas facteur direct de X @ Y donc
WE(I%@Y = 0; si par contre ¥ = XV, I figure dans X @ Y avec multiplicité 1, donc
tr(wg(%y) =dim/l=1.

D’autre part, txy = >y ww tr[(SW)xey]; or tr[(SW)xey] = tr[S(X @ Y)w] =

tr[(SX)WO(SY)W] = (dlm W)_ISXJ/VSYJ/V; d’ou txy = EWEAC ww(dim W)_18W7Xsw7y.
Posant

W=D o (dim W) s x W],
14

il vient txy = tr[(Sw(X))y].
Ainsi dim X Sw¥) = W(XV), ce qui montre que § est surjectif, donc bijectif. O
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Notons p€ 1’élément de End(1¢) défini par :

/,LC = Z TS

XEMe

1.3. Lemme. Soit C prémodulaire. Alors pu° appartient & limage de S .

DEMONSTRATION.

Rappelons que End(1l¢) s’identifie comme k-algebre & k*¢. Notons A I'image du
morphisme S, vue comme sous-algebre de k¢ .

Observons tout d’abord que pour X € A¢, on a :

XEMc<:>Va€A,aX:a].

En effet, soient X € M, w une couleur de C, et a = Sw. Alors tr(ax) = tr[S(w)x] =
ZYGAC wysy,x =y ywydimX dimY = (Sw); dmX = a7y dm X, d’otu ax = as (comme
scalaires). D’autre part, si X ¢ M, il existe ¥ € A¢ tel que sxy # dimX dimY , donc
posant a = S(dmX [Y]), ax = sy y #dimX dmY =ay.

Cette observation signifie que les éléments de M¢ sont exactement les éléments de A¢
qui ne sont pas distingués de ’élément I par 'algebre A. Il existe donc a € A tel que

{1 st X € Me,
ax =

0 sinon.

Autrement dit, a = u¢ € A. O
En particulier, si M¢ = {I}, u€ = 70 appartient a I'image de S, et C est modulaire
par 1.2. O

La couleur €.
Soit C une catégorie prémodulaire. Considérons les couleurs

Qc= > dmX[X], Qr= ) 6x"dimX[X],
XeAc XeAc

et posons A¢ = (SQe)r = 3 ver, (dimX)?, AF = (SQF); = Y ven, Ox T (dim X)2.

On omettra l'indice C dans ces notations lorsqu’il n’y a pas d’ambigtiité sur la catégorie
prémodulaire considérée.

Notant respectivement U, UT les nceuds triviaux d’auto-enlacements respectifs 0 et

+1,0na A= (U(Q)) et AT =(UT(Q)).

1.4. Lemme. Soit C une catégorie prémodulaire. On a :
1) pour tout X € A¢, [X]Q2=dmXQ;
2) SO = Au€ (lemme d’annulation généralisé’);
§) SOt = AT 071 et SQ™ = A~ 0 (‘propriété de glissement d’anse locale’).



DEMONSTRATION.

1) Pour X € A¢ et ¥ € ObC, notons px,y la multiplicité de X dans Y. Si
X, Y, Z sont simples, puzxgy = dimHom(X @ Y,Z) = dimHom(Y, X"V @ Z) (par
adjonction) = py,xvegz. On a [X|Q = > dmY [X][Y] = >y ,dimY uz xev [Z] =
Sy dimY py xvez[Z2] = ¥, dim(XY ® Z)[Z] = dim XV Q = dim X Q.

72) Soit X € A¢. Alors (8Q)x = A si X € M¢. D’autre part, pour tout Y € A¢
onadimY (SQ)x =S(Y]Q)x =S[Y]x (SQ)x.Si X ¢ M¢, on peut trouver Y tel que
S[Y]x #dimY | donc (SQ)x =0.

3) Montrons par exemple la premiére identité. Le scalaire (UT([X]Q)) est égal &
tr[fx (SQT)x] = Ox dim X (SQ)x, et, par (1), il vaut aussi dimX A*. O

1.5. REMARQUES. Les faits suivants résultent du lemme.

1) Si A est inversible, S(A™Q) = u¢; toutefois, il existe des catégories prémodulaires
pour lesquelles A est nul.

2) On a toujours
ATAT=A D fx(dimX)*;
XEMe

En effet, calculons H =) ver, dIMX dimY 8y sx y de deux fagons. D’une part,

H= ZGydletr[SQ =A ) (dimY)?
YeMe

d’apres l'assertion (2) du lemme, et d’autre part,

H=>) dimX tr[(SQ%)x] = ATA~
X

d’apres lassertion (3).

3) Si C est modulaire, A est inversible d’apres l'assertion (2) du lemme (car £ # 0 et
S est injectif), et, M étant réduit & {I}, ATA™ = A donc AT et A~ sont inversibles.

Invariants associés a certaines catégories prémodulaires. On sait que toute 3-variété
orientée compacte connexe sans bord M est isomorphe & la variété S? obtenue & partir
de la sphere S® par chirurgie le long d’un entrelacs en rubans L C 5. Deux tels entrelacs
définissent des variétés isomorphes si et seulement si on peut passer de 'un a 'autre par
un nombre fini de mouvements de Kirby de type K* ou leurs inverses. Un mouvement de
Kirby de type K* est une transformation locale consistant, lorsqu’un entrelacs en rubans
présente un faisceau de n brins paralleles formant une torsade de signe F, a remplacer
cette partie de U'entrelacs par un faisceau de n brins paralleles non torsadés traversant une
composante U¥.

Si L est un entrelacs en rubans, et ¢ un signe (0,+,—), on note b.(L) le nombre de
valeurs propres de signe ¢ de la matrice d’enlacement de L. Si M = S, by(L) n’est autre
que le premier nombre de Betti de M, qu’on notera hq(M).



1.6. Proposition. Soit C une catégorie prémodulaire telle que AT et A~ soient inver-
sibles. Alors 'mvariant d’entrelacs en rubans :

(L(£2))
AL A =b-(L)

est invariant par les mouvements de Kirby.

DEMONSTRATION. L’invariant d’entrelacs en rubans L + (L(£2¢)) ne dépend pas de
lorientation car dim XV = dim X pour X € ObC. Un mouvement de Kirby de type K7
augmente by de 1 en laissant bz inchangé. En effet, il se décompose en I'adjonction d'une
composante U | suivie d'un glissement d’anses qui ne change pas la signature de la matrice
d’enlacement. La proposition résulte alors immédiatement de ’assertion (3) du lemme 1.4.
O

1.7. Corollaire. Si C est une catégorie prémodulaire pour laquelle AT et A~ sont inver-
sibles, on définit un invariant de variétés de dimension 3 en posant pour M ~ S3 :

(L(S2c))

A (DA - C

I'e(M) =

1.8. REMARQUE. L'invariant de Reshetikhin-Turaev proprement dit, I¢, correspond a une
normalisation légérement différente : Ie(M) = D™D (M) ot D est une racine carrée

de A = ATA- (& = A si C est modulaire.) Enfin, 'invariant de Turaev-Viro de M est :
TVe(M) = Ie(M#M) = A= OD [/ (M#M) .

Observons que s’il est nécessaire de se donner une racine carrée de A dans k pour définir
Ic, ce n'est le cas ni pour I'¢, ni pour TV..

2. Foncteurs entre catégories prémodulaires et modularisations

Soit C une catégorie prémodulaire; une modularisation de C sera un foncteur de C
vers une catégorie modulaire C' ayant des propriétés ‘raisonnables’. D’une part, F doit
étre compatible aux structures : c¢’est un k-foncteur tortil. D’autre part, C' ne doit pas
étre beaucoup plus grande que C : F' est dominant. Précisons ces notions.

Définition. Soient C, C' deux catégories prémodulaires. Un k -foncteur tortil F : C — C’
est un foncteur monoidal k-linéaire compatible aux tressages et aux structures balancées.

Un k-foncteur tortil F: C — C' est fidele et exact. (Tout objet de C est somme di-
recte finie d’objets simples, et pour X objet simplede C, F(X) est non nul car dim F(X) =
dmX #0.)

D’autre part, F' induit un morphisme de k-algebres Fy : Col(C) — Col(C’) défini
comme suit : pour X € A¢, F(X) s’écrit @YEAcl Y"x o les vy x étant des entiers
naturels; et on pose Fi[X] = >y vy x[Y].



2.1. REMARQUES.

1) Si L est un entrelacs a composantes numérotées 1,...,n, et wy,...,w, sont des
couleurs de C, alors (L(Fiwy, ..., Flw,)) = (L(wy,...,wy)).

2) Pour tout w € Col(C) et tout X objet de C, on a: F(S(w)x) = S(Fw)px)-

Définitions. Soient X, Y deux objets d'une catégorie. On dit que X est un rétracte de
Y 'l existe des morphismes 1 : X — Y, p: Y — X tels que pi: = 1x. On dit qu'un
foncteur F' est dominant si tout objet de la catégorie but est un rétracte de 'image par F
d’un objet de la catégorie source.

Définitions. Soit C prémodulaire. Nous appellerons modularisation de C un k-foncteur
tortil dominant F : C — C’, avec C' modulaire. Nous dirons que C est modularisable si
elle admet une modularisation.

Afin de caractériser les catégories prémodulaires modularisables, il convient d’abord
de caractériser les modularisations. Nous aurons pour cela besoin de la notion d’objet
transparent.

Définition. Un objet X d’une catégorie monoidale tressée C est transparent si pour tout

objet Y de C, Ry,x = Rxy .

Dans une catégorie prémodulaire C, une somme finie d’objets transparents, un facteur
direct d’un objet transparent, sont encore transparents. On note T¢ ’ensemble des classes
d’isomorphisme d’objets simples transparents de C. S1 X € Te, ona X € Me, et 0x =
+1yx.

2.2. Lemme. Soient C, C' deux catégories prémodulaires et F : C — C' un k-foncteur
tortil dominant.

Soit X un objet simple de C, et Y un facteur direct simple de F(X). Alors :

1) st Xele, Yele;

2) st Y € Mg, X € M.

En particulier, s1 Me =Te, Mer = Ter.

DEMONSTRATION.
1) Supposons X transparent. Puisque F est tressé, on a dans C' : R'p(x)z =

RIE,IF(X) pour Z € Im(F), donc pour Z quelconque puisque F est dominant; autrement
dit, F(X) est transparent, ainsi que ses facteurs directs.

2) Soit X' un objet simple quelconque de C; on a d’apres 2.1 (2) : F(S[X']x) =
(S Fi[X'])p(x), donc les scalaires (S[X'])x et (SF[X'])y coincident; si Y € Mc/, on a
(SE[X/])Y = (SE[X/])I/ = dimX’. Ainsi, S[X/]X = dimX’, d’ou SX, X' = dideimX’,
ce qui montre que X € Me.

En particulier, si M¢ = T¢, tout Y € M est facteur direct de I'image de F(X) pour
un certain X € A¢, qui appartient a Me par (2); X est donc transparent par hypothese,
et il en va de méme de Y par (1). Ainsi, Mer = Ter. O

Définition. Un objet d'une catégorie prémodulaire est dit trivial sl est isomorphe a une
somme de copies de 'objet unité.



2.3. Proposition. Soient C, C' deuz catégories prémodulaires, et F : C — C" un k-
foncteur tortil dominant. Considérons les assertions suivantes :

(1) F est une modularisation;

(11) pour tout X € Te, F(X) est trivial;

(11°) pour tout X € M¢, F(X) est trivial.

Alors :

1) (i) implique (11);

2) (1) implique (1);

3) si cark =0, (i) implique Me = T¢, donc (i) équivaut a (i)

2.4. REMARQUE. En particulier si C est modularisable, alors pour tout objet transparent
X de C, 0x =1x, et dimX est 'image dans k& d’un entier naturel.

DEMONSTRATION.

Supposons que F' soit une modularisation. Si X € T¢, tous les facteurs simples de
F(X) sont transparents, donc isomorphes a I’ puisque C’ est modulaire; d’ou (1).

Supposons : X € M implique F(X) trivial; montrons que C’ est alors modulaire.
Soit Y € Me:. D’apres le lemme 2.2, tout X € A¢ tel que Y soit facteur direct de F(X)
appartient & M. Pour un tel X, F(X) est trivial donc Y = I’ et C' est modulaire par
1.1. D’ou (2).

Reste a vérifier qu’en caractéristique nulle, (i) implique M¢ = T¢. Soit X € Mc,
et posons w = [X] —dim X[I] € Col(C). Alors pour Y € A¢, (Sw)y = (dimY) tsxy —
dim X = 0. Il s’ensuit (SFw)pyy = 0, donc, F étant dominant, SFiw = 0 dans End(1¢/).
Si C' est modulaire, ceci implique Fiw = 0, soit Fi[X] = dim X F[I] = dim X [I']. Pour
tout ¥ € Agr,onaalorsdans k : vy x =081 Y % I’ et vp x = dim X . En caractéristique
nulle, ceci implique que F(X) est trivial; il est donc transparent, ainsi que X . D’ou (3).
O

Définitions. Une catégorie prémodulaire C est dite tannakienne neutre s’il existe une
modularisation de C a valeurs dans la catégorie vectk des k-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. Elle est dite tannakienne s’il existe une extension algébrique L de k telle que
C @1 L soit tannakienne neutre sur L.

2.5. REMARQUES.

1) Supposons cark = 0, et soit G un groupe fini. Soit rep G la catégorie des représen-
tations k-linéaires de dimension finie de G, munie de sa structure monoidale symétrique
standard, et de la structure balancée triviale (6§ = 1) : rep G est une catégorie prémodulaire
tannakienne neutre, admettant pour modularisation le foncteur oubli.

Ceci reste encore vrai en caractéristique p > 0 si l'ordre de G est premier a p.

2) Si cark = 0, toute catégorie prémodulaire tannakienne neutre est de ce type. En
effet, soit C une catégorie prémodulaire admettant une modularisation F' : C — vectk.
Alors C est symétrique, € est l'identité, et F est un foncteur fibre. On sait qu’alors C
est équivalente a la catégorie des représentations de dimension finie du groupe G des
automorphismes du foncteur fibre, qui est a prior: un groupe algébrique affine sur k (voir
[D-M], [D]). Puisque C est semi-simple avec un nombre fini d’objets simples, la k-algebre
des fonctions sur G est de dimension finie égale a la somme des carrés des dimensions des
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objets simples de C, c’est-a-dire A¢. Le groupe G est donc un groupe fini discret (d’ordre
Ac) si cark = 0; c’est vrai plus généralement chaque fois que A¢ est inversible dans k.

3) Si cark = 0, C est tannakienne si et seulement si pour tout X € A¢, 0x =
1 et dmX € N. C’est un cas particulier de la caractérisation interne des catégories
tannakiennes due a Deligne ([D], théoreme 7.1). (La condition 6 = 1 entraine que C est
symétrique).

4) Si tout X € A¢ est inversible,* A¢ est un groupe pour le produit tensoriel. En ce
cas, C est tannakienne si et seulement si VX € A¢, x =1 et dimX =1 (¢f. 4.3).

3. Le théoréme principal : critere de modularisabilité

Si C est une catégorie prémodulaire, notons Cr la sous-catégorie pleine de C des
objets transparents, qui ne sont autres que les sommes directes finies d’éléments de T¢.
C’est une sous-catégorie prémodulaire symétrique de C.

3.1. Théoreme. Supposons k algébriquement clos. Soit C une catégorie prémodulaire, et
faisons les hypothéses suivantes :

1) tout X € Mc est transparent;

2) Cr est tannakienne;

3) Acy est inversible dans k.

Alors on peut construire une modularisation H : C — C, munimale en ce sens que
toute modularisation de C se factorise a travers H .

REMARQUE. Si cark = 0, la condition (3) est conséquence de (2) puisque A¢, =
> xer.(dim X)? est alors un entier > 0.

DEMONSTRATION. Compte tenu de la proposition 2.3, le théoréme résultera immédiate-
ment de la proposition suivante (prenant C = C* pour A = Cr).

3.2. Proposition. Supposons k algébriquement clos. Soit C une catégorie prémodulaire,
et A C Cp une sous-catégorie prémodulaire pleine tannakienne telle que A 4 soit inversible
dans k.

Il eziste une catégorie prémodulaire C* munie d’un k-foncteur tortil F :C — CA tel
que, pour tout X € Ob A, F(X) soit trivial, et minimale en ce sens que tout k-foncteur
tortil F': C — C' ayant la méme propriété se factorise a travers F'.

De plus, le foncteur F est dominant.

DEMONSTRATION. La catégorie prémodulaire A admet par hypothése une modularisation
(ou foncteur fibre) w : A — vectk, qu’il s’agit en quelque sorte d’épaissir en un k-foncteur
tortil C — C. Notons qu'on a 6y = 1x pour X objet de A.

D’apres la remarque 2.5 (2), A est équivalente & rep G pour un certain groupe fini
G. L'image dans k de 'ordre de G est le scalaire inversible A 4.

Il existe dans A une algebre A, de produit gt : A @ A — A et d'unité n: I — A,
ayant les propriétés suivantes :
— A est commutative (pRa 4 = pt);

4Un objet X est dit snversible s’il existe un objet Y tel que X @ Y ~ I.
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— A est trivialisante : pour tout objet X de A, il existe un isomorphisme de A-modules
A®X =5 A" pour un certain n € N;
— Hom(1, A) est un k-espace vectoriel de dimension 1 engendré par 7.
Dans 1'équivalence rep G ~ A, A correspond & l'algébre k¢, munie de 'action de G
définie par g- ¢ = ¢ o Ry, (ou Ry est la translation a droite).
De plus, il existe un morphisme ~v: I — A ® A vérifiant :

(H©1)(1a@y) = (Qa@u)(y@1a) et py=n.

EG*G qui envoie 1 sur

Dans rep GG, ~ correspond a ’application G-équivariante k —
la fonction caractéristique de la diagonale.
Soit A — mod¢ la catégorie des objets de C munis d’une structure de A-module a

gauche. On notera Hom (resp. Hom 4 ) les espaces de morphismes dans C (resp. A—modc¢).

3.3. Lemme. La catégorie A— mod¢ est prémodulaire, et le foncteur F :C — A —modc,
X — A® X, est un k-foncteur tortil dominant.

DEMONSTRATION. Rappelons que C est abélienne k-lindaire semi-simple. La catégorie
A — mod¢ est abélienne k-linéaire, et le foncteur oubli U : A — mode — C est exact. Le
foncteur F' est k-linéaire exact, adjoint & gauche a U :si X € Ob(C), Hom4(A® X,?) ~
Hom(X,U(?)). Il en résulte que F(X) est un objet projectif de A — mode.

Par ailleurs, le fait que A soit commutative et transparente permet (exactement
comme en algebre commutative) de munir la catégorie A —modc et le foncteur F' de struc-
tures monoidales tressées (produit tensoriel @4, objet unité A; le tressage N @4 N’ ~
N’ @4 N provient du tressage N @ N’ — N’ @ N par passage au quotient). L’anneau
des endomorphismes de l'objet unité est Hom4(A, A) ~ Hom(I, A) = k.

De plus, le fait que €4 = 14 permet de munir A — mode d’une structure balancée,
définie sur un module N par Oy = Oyo, NO étant 'objet de C sous-jacent & N. Le
foncteur F' est compatible aux structures balancées.

Supposons démontré que F' est dominant. Soit N un objet de A — mod¢; il existe un
objet X de C et un projecteur = de F(X) tel que N ~ Im(n).

Alors, F étant monoidal, F(XV) est un dual de F(X), donc N admet pour dual
Im(7¥). De plus, fxv = (By)" (car ¢’est vrai pour N = F(X)). Ceci montre que A—modc
est un tortil. D’autre part, N est projectif, ce qui montre que A — mod¢ est semi-simple.
Puisque les Hom,4 sont de dimension finie, tout objet est somme directe finie d’objets
simples. Les objets simples de A —mod¢ sont absolument simples car k est algébriquement
clos, et en nombre fini (& isomorphisme pres) car ce sont les facteurs simples des images
par F' des objets simples de C, eux-mémes en nombre fini.

Ainsi, A — mod¢ est prémodulaire et F' est un k-foncteur tortil. Reste a démontrer
que F' est dominant, ce qui résultera immédiatement du lemme suivant appliqué a B = A

et T =C.

3.4. Lemme. Soient T une catégorie monoidale, et (B, u,n) une algébre de T .
On suppose qu’il existe un morphisme ~v: 1 — B @ B vérifiant :
1) (p®1p)(1p@y) =(1p@u)(y @ 1p);
2) py=n.
Alors tout B-module ¢ gauche N est un rétracte du module B @ N° (ot NO est
Pobjet de T sous-jacent a N ).
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DEMONSTRATION.

Soit py la multiplication B @ N° — N, qui est B-linéaire, et iy le morphisme
(1 Qun)(y@1no) : N = B@ N, dont 'hypotheése (1) assure la B-linéarité. L’hypothese
(2) implique : pyiny =1y. 00O

On pose donec C* = A —modc, et seule la propriété de minimalité reste & démontrer.
Soit H : C — C' un k-foncteur tortil tel que H(X) soit trivial pour X € Ob A. Le foncteur
H induit un foncteur monoidal tressé Hy : C* = A — mode — H(A) — mode/ .

Or H(A) est une algebre commutative de C' d’objet sous-jacent trivial. La sous-
catégorie pleine de C' des objets triviaux s’identifie a vect k via le foncteur Home: (I',7),
et dans cette identification H(A) correspond & une k-algebre commutative non nulle. Il
existe donc un morphisme d’algebres H(A) — I’'. Un tel morphisme induit un foncteur
monoidal tressé Hy = I'Qp(a)? : H(A) — moder — C'.

D’otl un foncteur k-linéaire monoidal tressé H = Hyo Hy : C* — C'. On vé-
rifie aisément que Hy est compatible aux structures balancées et pour X objet de C,
HFX) =TI @ H(A) H(A) ® H(X) est canoniquement isomorphe a H(X). Ceci acheve
la démonstration de 3.2, et donc de 3.1. OO
3.5. Corollaire. Supposons k algébriguement clos, de caractéristique nulle.

Une catégorie prémodulaire C est modularisable si et seulement si tout X € Me vérifie
XeTe, 0x =1x et dimX €N,

De plus, s1 C est modularisable, sa modularisation est unique a équivalence preés.

DEMONSTRATION. Compte tenu de 3.1, de 2.3, et de la remarque 2.5 (3), seule I'unicité

reste a démontrer. D’apres 3.1, C admet une modularisation minimale H : C — C. Si H':
C — C' est une autre modularisation, il existe un k-foncteur tortil dominant H” : C — ('
tel que H"H ~ H'; H" est une équivalence en vertu de la proposition suivante.

3.6. Proposition. Supposons cark =0, et soit F': C — C' un k-foncteur tortil dominant.
S1 C est modulaire, F est une équivalence.

DEMONSTRATION. Nous utiliserons la proposition suivante.

3.7. Proposition. Soit C une catégorie prémodulaire admettant une modularisation H :
C — C’. Supposons M¢ =T (c’est toujours le cas si cark =0). Alors :
1) Ac = ACTAC’ et HiQle = ACTQC’ ;
2) pour Y objet simple de C', on a : A¢, dimY = Z vy x dimX.
X€EA¢

3.8. REMARQUE. Il résulte de 1.5 (2) que, sous les hypotheses de la proposition, on a :
AAL = (Aer)*Aer,

de sorte que A} et Ay sont inversibles si et seulement si A, est inversible (c’est donc
toujours le cas en caractéristique nulle). On peut alors définir les invariants de 3-variétés
associés a C, et on a :

(M) = AR (M), TVe=TVer et Ie=Ie;
la derniere identité suppose des choix compatibles de racines carrées (VA = A 1\/>
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DEMONSTRATION.
Afin d’alléger les notations, posons A = A¢, A" =A¢r, Q=Q¢ et Q' = Q.
D’apres 1.4, on a SQ = ApC. Il en résulte :

SH/Q = Ar)

En effet, soit ¥ € A¢r, et soit X € A¢ tel que YV soit facteur direct de H(X). On a alors
(SHIQ)y = (8Q)x par 2.1 (2). SiY =1I', X =1 convient, donc (SHif?)y = A} sinon,
H(X) n’est pas trivial, donc X ¢ M¢ et (SHiQ)y =0.

Par ailleurs, C' est modulaire, donec S/ = A’z il en résulte : HQ = AAT'Q.

Autrement dit, on apour Y € A¢s EXEAC vy,x dmX = AN dimY . Appliquant ceci a
Y =1, il vient : AN = Yoxvr,xdmX = EXeTC (dim X)? = Ac¢,., d’ot les assertions
(1) et (2). O

Revenons a la démonstration de 3.6. La catégorie C' est modulaire. En effet, soit
Y € Mei, et soit X € A¢ tel que YV soit facteur direct de F(X). Alors X € M, par 2.2,
done X =171 et Y = I'. On peut donc appliquer 3.7. Puisque T¢ = {I}, A¢, = 1 donc
HQ=Q et pour Y € A¢ryona:

dimY = )" vy xdmX.
XEA¢

Soit X € A¢ tel que Hom(I', F(X)) # 0. Alors (SQ)p(x) # 0, donc (SQ)x # 0, d’'ou

X = I. Soient maintenant X, X’ € A¢. Si Hom(F(X), F(X')) # 0, alors X' = X. (En

effet, Hom(I', F(X' ® XV)) # 0, donc I est facteur direct de X' @ XV, d'ou X' = X .)
Pour montrer que F' est une équivalence, il suffit donc de vérifier que pour X simple,

F(X) est simple. Or, pour Y € A¢r, il existe X € A¢ unique tel que vy x # 0. On

a donc dimY = vy xdimX, dott dmX = >, vy xdimY = >, vy x?dimX. Ainsi,

Yy vy, x? =1 dans k; en caractéristique nulle, il en résulte que F(X) est simple. O
Ceci acheve la démonstration de 3.5. O

4. Un cas particulier

A présent, nous allons nous intéresser au cas particulier ou tous les éléments de M
sont inversibles. Pour X € Mg, on a alors dimX = +1 et 6x = +1.
De plus, le produit tensoriel fait de Mg un groupe qui opere sur 'ensemble A¢.

4.1. REMARQUES.

1) Si X € M est inversible, il est transparent. En effet, soit X inversibleet Y simple ;
X @Y est simple donc Ry xRxy = lxy <= sxy = tr(Ry xRxy) = dmX dimY .
J'ignore si M¢ = T¢ en général.

2) Si tout élément de M¢ est inversible, ATA™ = A|Mc| si §x = 1 pour tout
X € Mc, et ATA™ =0 sinon (remarque 1.5 (2). Ainsi, Uinvariant I, est bien défini si et
seulement si |M¢| et A sont inversibles dans k, et 8x = 1 pour tout X € M.
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4.2. Proposition. Supposons k algébriquement clos. Soit C une catégorie prémodulaire
telle que tout X € Mc soit inversible. Supposons en outre |Mc| inversible dans k.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) C est modularisable;

(11) C admet une modularisation minimale;

(111) pour tout X € M¢, 0x =1 et dmX =1.

DEMONSTRATION.

Soit F': C — C' une modularisation. Pour X € M¢, X est transparent par 4.1 (1),
et F(X) est inversible et trivial (2.3), donc isomorphe a I’. Ainsi, dmX =1 et 6x = 1.
D’ou (i) = (iii). Puisque (ii) = (i) est évident, il reste a démontrer (iii) = (ii); cela
résultera immédiatement du lemme suivant (appliqué & ? = M¢). Ce lemme améliore et
précise la proposition 3.2 dans le type de situation qui nous intéresse.

4.3. Lemme. Supposons k algébriquement clos. Soit C une catégorie prémodulaire, et
? un ensemble de classes d’objets inversibles de C formant un groupe pour le produit
tensoriel, tel que |?7| soit inversible dans k, et pour tout X € 7, dmX =1 et x =1.
Alors il existe une catégorie prémodulaire C/?7 munie d'un k-foncteur tortil F:C —
C/? tel que pour tout X € 7, F(X) soit isomorphe a l'objet unité, et minimale pour cette
propriété. De plus :
1) pour X, X' € A¢, F(X) ~ F(X') ss X' € 7 - X, et Homep(F(X),F(X')) =0
sinon;
2) pour X € A¢, Ende,p(F(X)) est une k-algébre de dimension d = |Stabp X|, et
si Stabpr X cyclique, F(X) est somme de d objets simples de C/?7 deuz d deuz non
1somorphes.

DEMONSTRATION.

Soit Ar la sous-catégorie prémodulaire pleine de Cr ayant pour objets les sommes
d’éléments de 7. Nous allons montrer que Ar est tannakienne en construisant l’algebre
trivialisante A de maniére explicite. Le foncteur F : C — CAr = C/? de la proposition
3.2 sera alors solution minimale du probléme posé, puisque A 4. = |?| dans k.

Soit X un élément de ? d’ordre d, et ¢ un isomorphisme @°X —+ I. On a :

(F) Rx x =1lxeox et ¢oQ1lx=1x®0¢.

En effet, tr(Rx, x) =60x dmX =1, et X ® X est simple de dimension 1, d’ott la premiere
identité. La seconde en résulte : ¢ @ 1x = (1x @ ¢)R®5X,X =1x®o.

On dafinit dans Ar une algebre commutative Z/§Z-graduée Ax 4. Comme objet
gradué, Ax 4 = E?:_ol ®!'X . Pour I,m,n € {0,...,8 —1} avec n = [4+mmod 4, le produit
(®IX)®(®’”X) — @"X est lidentité si [+m =n, et ¢@1lgnx sil+m =n+4. Il résulte
de (F) que ce produit est associatif et commutatif, avec pour unité U'inclusion I — Ax 4.
En outre, Ax 4 @ X est isomorphe a Ax 4 comme Ax 4-module.

Choisissons un systeme minimal Xj,...X, de générateurs de 7, d’ordres respec-
tifs &1,...,0,, ainsi que des isomorphismes ¢; : @%X; ~ I, 1 < i < r. Alors Ap =
®1§i§r Ax; ¢, est une algebre commutative ? -graduée de Ar, d’objet sous-jacent > ¢ p X .
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Pour tout X € 7, A®@ X ~ A comme A-module, et Hom(I, Ar) = k. Le foncteur
F: Ar — vectk, X — Hom(I,Ar ® X) est un foncteur fibre pour Ar, qui est donc
tannakienne neutre.

L’assertion (1) résulte du fait que, pour X, X' objets de C, Hom¢ /r(F(X), F(Y)) =
Hom(X, A®Y) ~ > 1ycp Hom(X, W @ X').

Sotent X € Ac, ?Tx = Stabp(X), et d = |?X| Soit € = EndC/F(F(X)) = EWGF gw,
ou E&w = Hom(X, W @ X). C’est une k-algebre semi-simple ? x -graduée, de dimension
d car dm&w = 1. Il résulte de la semi-simplicité de &€ que tout u € Ew non nul est
inversible. Supposons 7 x cyclique, engendré par W € ? x. Alors tout u € &y non nul
engendre £ comme k-algebre, donc € est commutative, isomorphe & k¢, d'ott (2). OO

4.4. Proposition. On suppose k algébriquement clos. Soit C une catégorie prémodulaire
modularisable, telle que tout élément de Mc soit imwversible, et supposons |Mec| inversible
dans k. Soit H : C — C la modularisation minimale. Alors :
1) pour X, X" € Ac, ona H(X) >~ H(X') s X' € M¢- X, et Homz(H(X),H(X")) =0
sinon;
2) pour X € A¢, Endz(H(X)) est une k-algébre de dimension |Stabyr, X|, et pour tout
Z € Ay figurant dans la décomposition de H(X) avec multiplicité vz x >0, on a :

vz X

dimz = /2%
M2 = IStabyy, X|

dim X ;

de plus si Stabys. (X) est cyclique d’ordre d, H(X) est somme de d objets simples de 5,
deuz a deuz non isomorphes, de dimension d~'dim(X).

DEMONSTRATION.
Cet énoncé résulte immédiatement de 3.7 et du lemme 4.3. O

4.5. REMARQUES.

1) En particulier, si Mg est un groupe cyclique, pour tout X € A¢, H(X) est
somme de d = |Staby, | objets simples de C de dimension d~! dim X, deux a deux non
isomorphes.

2) Dans un travail en préparation ([Br2]), nous montrerons (cark = 0) que si C est une

catégorie prémodulaire modularisable, de modularisation H : C — C, un certain groupe
fini G (le groupe de Galois de H ) opere sur C en fixant C. Pour X objet simple de C, G
permute transitivement les facteurs simples de H(X) (a isomorphisme pres); en particulier
ces facteurs ont méme dimension et méme multiplicité dans H(X).

5. Exemples

Le cas SlLy

On suppose & = C. Soient N, K deux entiers > 1, appelés respectivement rang et
niweau. Soit | = N + K, ¢ une racine de l'unité d’ordre [, et s une racine carrée de ¢
d’ordre 2/. On sait définir une catégorie monoidale abélienne C-linéaire C(,) dont les objets
simples & isomorphisme pres sont en bijection naturelle avec ’ensemble A des diagrammes
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de Young contenus dans le rectangle a N — 1 lignes et K colonnes; pour A € A, on note
Vi T'objet simple de C(y) correspondant.

Il est utile d’introduire 'ensemble A’ des ‘diagrammes élargis’, c’est-a-dire les dia-
grammes de Young & N lignes A = (A1, ..., Ax) vérifiant \; — Ay < K. A tout diagramme
élargi A € A’, on associe le diagramme \ = (M — AN,y Av—1 — An) € A, et on pose
Va=TV4.

Le nombre de cellules d'un diagramme \ (éventuellement élargi) est appelé degré de
A, et noté |A[; le contenu de A est entier relatif cn(\) = >, cn(c), ott pour une cellule
c=(i,7), en(c) =7 — 1.

On a pour tout A € A’ :

(5) V)\ & Vl — Z VN .
nEA!
ACH, [nl=Ix+1

Par ailleurs, notons ¥ l'objet simple Vi correspondant au diagramme réduit a une
ligne ‘pleine’ (de longueur K).

5.1. Lemme. Le groupe des objets inversibles de C(yy est cyclique d’ordre N, engendré
par Y.

DEMONSTRATION.

On peut décrire simplement la tensorisation par Y. La donnée de A € A équivaut
a la donnée d’une suite d’entiers naturels aq,as,...,ayx, de somme K, définie par a; =
Ai—1 — Ai (en convenant que \g = K et Ay =0). Posant A\ = (a1,...,an), on a:

‘/<a1,...,aN> ® 2= Vv(aN,al,...,aN_ﬂ

En particulier, ¥ est inversible d’ordre N . Si X est un objet inversible, X @V} est simple.
Il en résulte que X est une puissance de ¥, car d’apres (£), Vi @ Vi n’est simple que
pour A € A rectangulaire de largeur K. O

Pour tout complexe u tel que v = s, on sait munir C(s) d'une structure de tortil

qui en fait une catégorie prémodulaire notée C, (c¢f. [Brl], par exemple).
Dans C,, la valeur de 6 sur V) (A € A’) est donnée par la formule :

By, = ul OV =IAD gen()

. . . . . . . n p— -n
La dimension de V) s’exprime par une formule faisant intervenir les s -entiers [n] = *—="=r

(n € Z).Pour ¢ = (i, 7) cellule de \, on note hly(c) la longueur du crochet” \;+\ —i—j+1
(ot M est la longueur de la colonne j dans \); on a alors pour \ € A :

Y ene)
m v =11 wear

En particulier, dim V) = [N], 6y, = uNQ_l, et dm¥ =1.
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5.2. REMARQUE. Pour A € A’| 8y, est un complexe de module 1 qui ne dépend que de
u, |A| et de la classe de cn(\) modulo /. D’autre part, dim V) est un réel non nul (positif
sis = e/ ); vu comme fonction de s, c’est une fraction rationnelle & coefficients dans @,
impaire si |A| est impair et N pair, paire sinon.

5.3. Lemme. Sotent X, Y deuz objets simples de C,. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Oxey est un scalaire;

(11) |sx,y| =|dimX]|[dimY].

DEMONSTRATION.

(1) = (ii). Ona sxy = 9)_(19;/1 tr(fxey ). Si Oxey est un scalaire, il est de module
1 (remarque 5.2), donc |sx y| = |dimX||dimY].

(ii) = (). Soit X = V) et ¥ = V) le scalaire g—54— dépendant de la structure
de tortil, donc de w, on le note Q(u). L’objet X @Y se décompose sous la forme X @Y =
D, Vui, les p; étant des diagrammes élargis que 'on peut choisir de degré d = [A|4 |\'].

. 2_ .
Pulsque GVM = ud(N d)qcn(lh)7

Qu)? = 12 g ) dim Vi |
12 dim v, 2

Or les dimensions des V), sont des fractions rationnelles en s = u® & coefficients
dans @, et toutes de méme parité (remarque 5.2), de sorte que |Q(u)|? est une fraction
rationnelle en ¢ = 52 = u?"V & coefficients dans Q; notons-la R(q).

Si R(q) = 1 pour une racine primitive /-ieme de 1, c’est vrai pour toutes, et donc
pour qq = e*7/! 7/l Pour cette valeur de s, les dimensions des objets simples de
C. sont des réels positifs; la condition |Q(u)] =1 (u = s) implique alors que les ¢M(#)

, 8 =¢€

sont égaux, donc les GVM. aussi. O
?

Il résulte du lemme que les éléments de M, sont inversibles. En effet, si X € M,
Ox v, estscalaire. Ceci entraine que X @V est simple, car les V), figurant dans la formule
(€) sont de contenus différents modulo [; et si X @ Vi est simple, X est inversible (cf.
démonstration de 5.1).
Pour p € A',on a:
Ry, sRs v, = y 2] Isov, -

Ainsi, Mc, est le groupe engendré par @"%, ou n est ordre de u?!. En particulier, C,
est modulaire si et seulement si u?! est une racine de 'unité d’ordre N.

5.3. Proposition. La catégorie prémodulaire C, est modularisable sauf dans le cas sui-
vant : N pair, K impair, et Uordre de u est congru a 2 mod. 4.

DEMONSTRATION. La catégorie C, est modularisable si et seulement si fgny, = 1. Or
IKn(N=n) — (K(N=n) "o ¢ = y!® = +1. Ainsi pour que C, ne soit pas
modularisable, il faut et il suffit que N soit pair et n impair (car N —n doit étre impair,
et n | N) [ impair (car I =1 — N doit étre impair), et l'ordre de v divise 2In, mais pas

ce scalaire vaut u

In; il est donc de la forme 2, o impair. O
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REMARQUES.

1) Si C, n’est pas modularisable, C_, est modularisable.

2) L’action de M¢, sur A est toujours libre (car N/n est toujours premier a N A K
([Brl]). Nous allons voir qu’il en va différemment dans le cas PGL.

Le cas PGLy

Pour X objet simple de C,, on appelle degré de X, et on note |X]|, la classe modulo
N du degré du diagramme correspondant. Pour X, YV simples, les facteurs simples de
X @Y sont de degré | X|+ |Y].

Soit D, la sous-catégorie pleine de C, des sommes d’objets simples de C, de degré
nul. C’est une catégorie prémodulaire ‘de type PGLy .

Les éléments de Mp, sont inversibles. En effet, soit X € Mp,. Notons 7 1'objet
simple V, jv—2; puisque |7| =0, on a sxr = dimX dim?, donc Oxer est scalaire (5.2).
Dapres (£), Vi @ Viner = I @7, dot VY = Vin-1. Supposons X @ V; non simple,
et soit Z un facteur simple de X ® Vj. Soit Y un facteur simple de Z ® V1Y. On a
Hom(Y, X) @& Hom(Y, X ®?) =Hom(Y, X @V, ®V;") ~ Hom(Y @ V1, X @ V1), qui est de
dimension > 1 (et > 2 si Y ~ X ). Ainsi YV figure dans X @ 7; 6 est donc scalaire sur
Z @ V,Y, done aussi sur Z¥ @ V) ; par conséquent ZV est inversible. D'on X ~ Z @V,
mais alors X @V} ~ Z @ (Z ®7) admet un facteur non inversible, ce qu’on a exclu. Done
X ® V; est simple, et X est inversible.

Par ailleurs, Ry x = R_lxg si |X| = 0. Ainsi Mp, est le groupe cyclique d’ordre
K AN engendré par ®%Z. En particulier, on retrouve un résultat de Masbaum-Wenzl
(IM-W]) : D, est modulaire si et seulement si K et N sont premiers entre eux (indépen-
damment de u ). Toutefois, ce n’est pas le seul cas ou 'on peut définir une TQFT de type

PGLy .

5.4. Proposition. La catégorie prémodulaire D, est toujours modularisable sauf dans le
cas suwant : h = N AN K est pair, et N/h, K/h sont impairs.

REMARQUE. Ce sont précisément les cas ou Yokota [Y] a démontré que l'on peut définir
des invariants de 3-variétés (mais lexistence d’'une modularisation, et donc d'une TQFT
dans ces cas est un résultat nouveau).

DEMONSTRATION.

Posons n = N/h, k = K/h. Alors D, est non modularisable si et seulement si
Bony = —1; ce scalaire vaut w!BN=) = o INEK(N=n) — (_1)(N=m)k T4 condition équivaut
donc a: N—n et k impairs. Puisque n | N, ceci implique : N pair, n impair, donc h = N/n
pair. Inversement si n, k sont impairs et N pair, N — n est impair donc fgny = —1, et
D, n’est pas modularisable. O

REMARQUE. Lorsque D, est modularisable, ’action de Mp, sur Ap, admet un point
fixe. En effet, soit A le diagramme de Young (ag,...,an—1), les a; étant définis comme
suit. Soit r =k — 1 si h est impair ou k pair, r = n/2 sinon (n est alors pair). On pose :

k—1 sit=0modn,

a; =< 1 si 1 = rmodn,

0 dans les autres cas.
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L’objet simple V) est de degré zéro, et son stabilisateur est engendré par @"X.

5.5. EXEMPLE. Soit N = 2, K = 4. Alors s est une racine de l'unité d’ordre 12, et
D =D, est modularisable; soit H : D — D la modularisation.

Les objets simples de D sont I, Vo et Vy =X, et Mp = {I,E}. L'objet V; est de
dimension 2, et 6y, = s* = ;.

Ona ¥®@V, ~V,, donec H(V2) est somme de deux objets simples, V' et V' de
dimension 1. De la décomposition Vo0V, ~ IH Vo3 résulte : VIV ~ 7, VeV ~ V",
V"o V" ~V’' On en déduit que D a pour S-matrice

111
L j?
1 j J°
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