
DUALIT�E TANNAKIENNE POUR LESQUASI-GROUPO�IDES QUANTIQUESAlain Brugui�eresUniversit�e Paris VII, U. F. R. de math�ematiques2, place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, Franceabstract. This paper is the sequel of a previous one [Bru] wherewe extended the Tannaka-Krein dualityresults to the non-commutative situation, i.e. to `quantum groupoids'. Here we extend those results to thequasi-monoidal situation, corresponding to `quasi-quantum groupoids' as de�ned in [Bru-Mal] (`quasi-'stands for quasi-associativity �a la Drinfeld). More precisely, let B be a commutative algebra over a �eld k .Given a tensor autonomous category T , we de�ne the notion of a quasi-�bre functor !:T �!projB (here,`quasi-' means without compatibility to associativity constraints). On the other hand, we de�ne the notionof a transitive quasi-quantum groupoid over B . We then show that the category of tensor autonomouscategories equipped with a quasi-�bre functor (with suitable morphisms), is equivalent to the category oftransitive quasi-quantum groupoids (5:4:2 ).Moreover, we classify quasi-�bre functors for a semisimple tensor autonomous category (6:1:2 ), andgive a few examples of quasi-quantum groups. For instance, we de�ne a family of quasi-quantum groupshaving the same tensor category of representations as Sl2 , but with non-isomorphic underlying coalgebras(6:2:1 ).0. Introduction0.1. La dualit�e tannakienne est un principe g�en�eral qui �etablit, id�ealement, un diction-naire bilingue entre des donn�ees de type cat�egorique, d'une part, et des donn�ees de typealg�ebrique de l'autre.L'exemple fondamental est le suivant. Soit k un corps. Alors la donn�ee d'une cat�egorieab�elienne k -lin�eaire C , munie d'un foncteur k -lin�eaire �d�ele exact F de C vers la cat�egoriedes k -espaces vectoriels de dimension �nie, est �equivalente �a la donn�ee d'une k -cog�ebre.La correspondance associe �a une k -cog�ebre L la cat�egorie comodL des L-comodules�a droite de dimension �nie sur k , munie du foncteur oubli uL : comodL �! vect k . Laconstruction inverse consiste �a associer au foncteur F : C �! vect k la cog�ebre L(F ) descoendomorphismes de F . 1



Sur ces `fondations', on peut `bâtir les �etages'. Dans le dictionnaire tannakien, toutesuperstructure de la cat�egorie C et du foncteur F se traduit, de fa�con concomitante,par une superstructure de la cog�ebre L . Ainsi, munir C d'une structure tensorielle, et Fd'une structure de foncteur mono��dal, revient �a faire de L une big�ebre. Si de plus, C estautonome, L est une big�ebre de Hopf. Que de surcrô�t C soit sym�etrique, ainsi que F ,et L devient l'alg�ebre des fonctions d'un sch�ema en groupes G sur k . Cette situationcorrespond �a la dualit�e tannakienne `classique' : C est la cat�egorie des repr�esentations dedimension �nie de G , et G est le sch�ema en groupes des automorphismes mono��daux dufoncteur F .Les big�ebres de Hopf, ou `groupes quantiques', sont devenus un objet d'�etude �a partenti�ere; d'une part, ce sont des objets alg�ebriques int�eressants en tant que tels, et d'autrepart, leurs cat�egories de repr�esentations ont �et�e utilis�ees pour d�e�nir des invariants topolo-giques nouveaux en petite dimension. D'o�u l'int�erêt d'�etudier la dualit�e tannakienne pources objets. Drinfeld [Dr] a montr�e qu'on peut a�aiblir l'associativit�e de la multiplicationd'un groupe quantique, de sorte que la cat�egorie des repr�esentations reste mono��dale; parcontre, le foncteur oubli n'est plus compatible aux contraintes d'associativit�e. (En fait,Drinfeld s'int�eresse aux alg�ebres enveloppantes plutôt qu'aux alg�ebres de fonctions : pourlui, les repr�esentations sont les modules, et c'est la coassociativit�e du coproduit qu'il a�ai-blit; c'est le point de vue dual qu'on adopte ici.)On peut g�en�eraliser l'exemple fondamental en introduisant une k -alg�ebre B , et enconsid�erant, du côt�e cat�egorique, les cat�egories C munies d'un foncteur F de C versla cat�egorie des B -modules �a droite projectifs de type �ni, et du côt�e alg�ebrique, lescog�ebro��des de base B [D1]. Dans [Bru], j'avais formul�e une version pour cog�ebro��des dela dualit�e tannakienne, pour ensuite, rajoutant les �etages, en donner une version pour`groupo��des quantiques'. Le but du pr�esent article est d'�etendre ces r�esultats aux `quasi-groupo��des quantiques' (notion introduite dans [Bru-Mal]).�Etant donn�ee une cat�egorie tensorielle autonome T , nous d�e�nissons la notion dequasi-foncteur �bre de T sur une alg�ebre commutative B . Il s'agit d'un foncteur k -lin�eaireexact de T dans ModB , �a valeurs dans projB , muni d'une structure quasi-mono��dale (o�u`quasi' signi�e sans condition de compatibilit�e aux contraintes d'associativit�e, cf. 1.2), etadmettant une structure autonome (i.e. un isomorphisme de compatibilit�e aux duaux, cf.1.3).D'autre part, nous introduisons la notion de quasi-big�ebro��de de Hopf transitif debase B . (Pour k parfait, ce sont les quasi-big�ebro��des de Hopf dont le B 
 B -modulesous-jacent est projectif et partout non nul, cf. 5.3.3). Le th�eor�eme 5.4.2 �etablit alors une�equivalence de cat�egories entre, d'une part, la cat�egorie QTanB des cat�egories tensoriellesautonomes munies d'un quasi-foncteur �bre sur B , et d'autre part, la cat�egorie QBigB desquasi-big�ebro��des de Hopf transitifs de base B .Puis, nous classi�ons les quasi-foncteurs �bres pour une cat�egorie tensorielle autonomesemi-simple (6.1.2), et nous passons en revue quelques exemples. En particulier, il existeune famille de quasi-groupes quantiques ayant même cat�egorie de repr�esentations que Sl2 ,bien que les cog�ebres sous-jacentes soient deux �a deux non isomorphes (6.2.1). Il existeaussi des cat�egories tensorielles autonomes admettant un quasi-foncteur �bre, mais pas defoncteur �bre (6.2.3). 2



0.2. Plan. Dans la section 1, nous rappelons ce qu'est une cat�egorie mono��dale, et nous in-troduisons les notions de foncteur quasi-mono��dal, et de foncteur autonome. Apr�es quelquesg�en�eralit�es sur les cog�ebro��des, regroup�ees dans la section 2, nous construisons dans la sec-tion 3 la cat�egorie CatB , dont les objets sont des cat�egories munies d'un foncteur versprojB , et le foncteur L : CatB �! CogB , qui associe �a un foncteur F : C �! projB lecog�ebro��de L(F ) des coendomorphismes de F ; lorsque B est commutative, ce foncteurest mono��dal.La section 4 introduit la notion de quasi-big�ebro��de, qui g�en�eralise la notion de big�e-bro��de (4.1); on y montre que si C est mono��dale et F quasi-mono��dal, L(F ) devient unquasi-big�ebro��de, not�e L(F ) (4.2). On d�e�nit la cat�egorie QBigB des quasi-big�ebro��des debase B , avec pour 
�eches les quasi-morphismes (notion qui, g�en�eralisant la notion na��vede morphisme, prend en compte les `twists de Drinfeld'). On d�e�nit d'autre part une ca-t�egorie QMonB , dont les objets sont les cat�egories mono��dales C munies d'un foncteurquasi-mono��dal F : C �! projB , de sorte que F 7! L(F ) s'interpr�ete comme un foncteurL : QMonB �! QBigB (4.3). On d�e�nit la notion d'antipode dans un quasi-big�ebro��de,on discute l'unicit�e de l'antipode (4.4.4), et on montre que si C est autonome et F quasi-mono��dal autonome, L(F ) est un quasi-big�ebro��de de Hopf (4.4.5).La section 5 est consacr�ee �a la dualit�e tannakienne proprement dite; en 5.1, nousreformulons les r�esultats de [Bru] sur les cog�ebro��des semi-transitifs, sous la forme d'une�equivalence de cat�egories. En 5.2, nous d�e�nissons la notion de quasi-foncteur �bre, eten 5.3, celle de quasi-big�ebro��de de Hopf transitif, pour aboutir au th�eor�eme de dualit�etannakienne pour les quasi-big�ebro��des en 5.4.La section 6 s'int�eresse au cas particulier des cat�egories tensorielles semi-simples :classi�cation des quasi-foncteurs �bre de ces cat�egories (6.1), et �etude de quelques exemples(6.2).0.3. Notations. Dans tout ce travail, k d�esigne un anneau commutatif. On note 
 leproduit tensoriel sur k . Par alg�ebre, on entend k -alg�ebre associative. Si k est un corps,on note Vect k (resp. vect k ) la cat�egorie des k -espaces vectoriels (resp. des k -espacesvectoriels de dimension �nie).Si B est une alg�ebre, ModB (resp. modB , resp. ProjB , resp. projB ) est la cat�egoriedes B -modules �a droite quelconques (resp. de type �ni, resp. projectifs, resp. projectifs detype �ni); On note Bo l'alg�ebre oppos�ee �a B , de sorte que ModBo est la cat�egorie desB -modules �a gauche.Soient A , B deux alg�ebres. On note Bimod(A;B) la cat�egorie des (A;B)-bimodules,qu'on identi�era �a Mod(Ao 
 B) en munissant tout (A;B)-bimodule M de la structurede Ao 
B -module �a droite donn�ee par : m � (a 
 b) = a �m � b . Un tel bimodule M peutaussi être vu comme un (Bo; Ao)-bimodule; on le note alors Mo .On note Be l'alg�ebre enveloppante Bo 
 B , de sorte que Bimod(B;B) s'identi�e �aModBe .1. Cat�egories mono��dales1.1. Rappel de quelques notions1.1.1. Une cat�egorie mono��dale est la donn�ee d'une cat�egorie C , d'un foncteur 
 de C �Cvers C (appel�e produit tensoriel), d'un objet I de C (l' objet unit�e), et d'isomorphismes3



fonctoriels aX;Y;Z : (X 
 Y ) 
 Z �! X 
 (Y 
 Z) (la contrainte d'associativit�e), lX :I 
X �! X (la contrainte d'unit�e �a gauche) et rX : X 
 I �! X (la contrainte d'unit�e �adroite), avec les axiomes suivants :(1X 
aY;Z;T ) aX;Y
Z;T (aX;Y;Z 
 1T ) = aX;Y;Z
T aX
Y;Z;T(1X 
lY ) aX;I;Y = rX 
 1Y :Le premier de ces axiomes s'appelle le pentagone de MacLane.La cat�egorie mono��dale C est dite stricte lorsque les conditions suivantes sont remplies :1) le produit tensoriel est associatif sur les objets [(X 
 Y )
 Z = X 
 (Y 
Z) ];2) l'objet unit�e est neutre pour le produit tensoriel [I 
X = X = X 
 I ];3) les contraintes a , l , r sont les identit�es [aX;Y;Z = 1X
Y
Z , lX = 1X = rX ].Il r�esulte de ces hypoth�eses que le produit tensoriel est associatif sur les morphismesde C , et que 1I est neutre pour ce produit.1.1.2. Soit C une cat�egorie mono��dale. Une dualit�e de C est une donn�ee (X;Y; e; h) , o�uX , Y sont des objets de C , e est un morphisme X 
 Y �! I , l' �evaluation, et h unmorphisme I �! Y 
X , la co�evaluation, avec les conditions :lX(e 
 1X)a�1X;Y;X(1X 
h)r�1X = 1XrY (1Y 
 e)aY;X;Y (h
 1Y )l�1Y = 1Y :On dit alors que (X; e; h) est un dual �a gauche de Y, et (Y; e; h) un dual �a droite de X .Une cat�egorie mono��dale est dite autonome �a gauche (resp. autonome �a droite) lorsquetout objet admet un dual �a gauche (resp. �a droite), et autonome si elle est autonome �agauche et �a droite.Soit C une cat�egorie mono��dale autonome �a gauche. On appelle structure autonome �agauche sur C la donn�ee, pour chaque objet X , d'une dualit�e (_X;X; eX ; hX) ; une structureautonome �a gauche sur C d�e�nit un foncteur dual �a gauche _? : Co �! C . C'est une�equivalence de cat�egories si et seulement si C est autonome. Pour tout objet X de C , lefoncteur _X
? est adjoint �a gauche au foncteur X
?, et le foncteur ?
 _X est adjoint �adroite au foncteur ?
X . Autrement dit, on a des isomorphismes d'adjonctionHomC(_X 
 Y;Z) ' HomC(Y;X 
 Z) et HomC(Y;Z 
 _X) ' HomC(Y 
X;Z) :Deux structures autonomes �a gauche d�e�nissent des foncteurs dual �a gauche isomorphes.1.1.3. Exemples.1) Soit B une alg�ebre; la cat�egorie Bimod(B;B) des (B;B)-bimodules, munie duproduit tensoriel 
B , est une cat�egorie mono��dale d'objet unit�e le (B;B)-bimodule B ,avec pour contraintes les isomorphismes canoniques(M 
B M 0)
B M 00 'M 
B (M 0 
B M 00) et B 
B M 'M 'M 
B B :4



Par la suite, on fera syst�ematiquement l'abus consistant �a consid�erer ces isomorphismescanoniques comme des identit�es, ce qui revient �a voir Bimod(B;B) comme une cat�egoriemono��dale stricte.Un (B;B)-bimodule admet un dual �a gauche dans Bimod(B;B) si et seulement s'ilest projectif de type �ni comme B -module �a droite.Plus g�en�eralement, soient A , B deux alg�ebres, et M un (A;B)-bimodule; supposonsM projectif de type �ni en tant que B -module �a droite. On appelle dual �a gauche deM le (B;A)-bimodule �M = HomB(M;B) . (Il est projectif de type �ni en tant que B -module �a gauche.) Soit @M l'ant�ec�edent de 1M par l'application (A;A)-lin�eaire cano-nique M 
B �M �! EndB(M) , qui est bijective; notons coevM l'application A �!M 
B �M , a 7! a@M = @Ma , et evM : �M 
A M �! B l'�evaluation. On a alors(1M 
B evM )(coevM 
A 1M ) = 1M et (evM 
B 1�M )(1�M 
A coevM ) = 1�M ([Bru], exemplep. 5824).Dans le cas particulier o�u A = B , (�M;M; evM ; coevM ) est une dualit�e de Bimod(B;B) .2) Soit B une alg�ebre commutative. Alors ModB , munie du produit tensoriel 
B , estune cat�egorie mono��dale d'objet unit�e B , avec les contraintes canoniques. Elle s'identi�e �ala sous-cat�egorie mono��dale pleine de Bimod(B;B) des bimodules dont les deux structuresde B -module co��ncident. Il r�esulte donc de l'exemple 1) qu' un B -module N admet un dual�a gauche si et seulement s'il est projectif de type �ni. De plus, si tel est le cas, N admet undual �a gauche canonique �N = HomB(N;B) , l'�evaluation �etant le morphisme d'�evaluationordinaire evN : �N 
B N �! B , et la co�evaluation, le morphisme coevN : B �! N 
B �Nd�e�ni ci-dessus.Ainsi, la cat�egorie mono��dale projB est munie d'une structure autonome �a gauchecanonique, pour laquelle le foncteur dual �a gauche est �? = HomB( ?; B) ;1.2. Foncteurs quasi-mono��dauxSoient C et C0 deux cat�egories mono��dales. Soit F un foncteur C �! C0 , et, pourtous X , Y objets de C , donnons-nous un isomorphisme fonctoriel�2X;Y : F (X) 
0 F (Y ) �! F (X 
 Y ) :On peut alors d�e�nir deux isomorphismes fonctoriels�31X;Y;Z = �2X
Y;Z(�2X;Y 
0 1F (Z)) : (F (X) 
0 F (Y )) 
0 F (Z) �! F ((X 
 Y )
 Z) ;�32X;Y;Z = �2X;Y
Z(1F (X)
0�2Y;Z ) : F (X) 
0 (F (Y )
0 F (Z)) �! F (X 
 (Y 
 Z)) :On consid�ere la condition(CA) F (aX;Y;Z)�31X;Y;Z = �32X;Y;Z a0F (X);F (Y );F (Z) ;qu'on appelle compatibilit�e aux contraintes d'associativit�e.Supposons donn�e, d'autre part, un isomorphisme �0 : I 0 �! F (I) . On peut alorsd�e�nir deux isomorphismes fonctoriels :LX = F (lX)�2I;X(�0 
0 1F (X)) : I 0 
0 F (X) �! F (X) ;RX = F (rX )�2X;I(1F (X)
0�0) : F (X) 
0 I 0 �! F (X) :5



On consid�ere la condition(CU) LX = l0F (X) et RX = r0F (X) ;qu'on appelle compatibilit�e aux contraintes d'unit�e.1.2.1. D�e�nition. Une telle donn�ee (F;�2;�0) est appel�ee foncteur pr�emono��dal de Cvers C0 . On dit que c'est un foncteur quasi-mono��dal (resp. un foncteur mono��dal) s'il v�eri�ela condition (CU) (resp. les conditions (CA) et (CU)). On appelle �equivalence de cat�egoriesmono��dales tout foncteur mono��dal dont le foncteur sous-jacent est une �equivalence decat�egories.D'autre part, le foncteur pr�emono��dal (F;�2;�0) est dit strict s'il v�eri�e les conditionssuivantes : F (X) 
0 F (Y ) = F (X 
 Y ) , I 0 = F (I) , et �2X;Y et �0 sont les identit�es.On compose les foncteurs pr�emono��daux de la fa�con �evidente; le compos�e de deux fonc-teurs quasi-mono��daux (resp. mono��daux) est un foncteur quasi-mono��dal (resp. mono��dal).1.2.2. D�e�nition. Soient C , C0 deux cat�egories mono��dales, et (F;�2;�0) et (G;	2;	0)deux foncteurs pr�emono��daux de C vers C0 . Soit 
 un morphisme fonctoriel de F vers G .On dit que 
 est quasi-mono��dal s'il v�eri�e
I�0 = 	0 ;on dit qu'il est mono��dal s'il est quasi-mono��dal, et qu'en outre il v�eri�e
X
Y �2X;Y = 	2X;Y (
X 
0 
Y ) :1.2.3.Deux cat�egories mono��dales C et C0 sont ditesmono��dalement �equivalentes s'il existeune �equivalence de cat�egories mono��dales de C vers C0 . La donn�ee d'une telle �equivalenceidenti�e essentiellement C �a C0 .Plus pr�ecis�ement, soit (F;�2;�0) une �equivalence de cat�egories mono��dales de C versC0 , et soit G un quasi-inverse de F ; donnons-nous des isomorphismes fonctoriels u :FG �! 1C0 et v : 1C �! GF . Alors G admet une unique structure de foncteur mono��dalpour laquelle u et v sont des isomorphismes fonctoriels mono��daux.Le th�eor�eme de coh�erence de MacLane a�rme que lorsqu'on travaille dans une cat�ego-rie mono��dale, on peut \faire comme si" les contraintes d'associativit�e et d'unit�e �etaientdes identit�es. On peut formuler ce th�eor�eme comme suit : toute cat�egorie mono��dale estmono��dalement �equivalente �a une cat�egorie mono��dale stricte (voir [McL]).1.2.4. Remarque. S'il existe un isomorphisme fonctoriel entre deux foncteurs quasi-mono��daux, il en existe un qui est quasi-mono��dal. En e�et, soient C , C0 deux cat�egoriesmono��dales strictes et (F;�2;�0) , (G;	2;	0) deux foncteurs quasi-mono��daux de C versC0 . Soit 
 un isomorphisme fonctoriel de F vers G , et posons c = �0�1
�1I 	0 . Alors
0 = c
0 
 est un isomorphisme fonctoriel quasi-mono��dal de F vers G .6



1.2.5. Proposition. Soit (F;�2;�0) un foncteur pr�emono��dal de C vers C0 , et supposonsC et C0 strictes pour simpli�er les notations, de sorte qu'on a LX = �2I;X(�0 
0 1F (X))et RX = �2X;I(1F (X)
0�0) . Posons �02 = �2(R�1 
0 L�1) , et �00 = �2I;I(�0 
0 �0) .Alors :1) (�02;�00) v�eri�e (CU) ;2) si �2 v�eri�e (CA) , �02 la v�eri�e aussi.D�emonstration.1) Observons qu'on a �00 = RI�0 = LI�0 . On a donc �02I;X(�00 
0 1F (X)) =�2I;X(R�1I �00 
0 L�1X ) = �2I;X(�0 
0 1F (X))(��10 R�1I �00 
0 L�1X ) = LXL�1X = 1F (X) ,et �02X;I(1F (X)
0�00) = 1F (X) par un calcul semblable.2) On fait l'hypoth�ese (CA) pour �2 , et, proc�edant par �etapes, on la v�eri�e pour �02 .(i) RX et LX commutent. En e�et RXLX = �2X;I(1F (X)
0�0)�2I;X(�0 
0 1F (X)) =�2X;I(�2I;X 
0 1F (I))(�0 
0 1F (X)
0�0) ; un calcul similaire montre que LXRX est �egal�a �2I;X(1F (I)
0�2X;I)(�0 
0 1F (X)
0�0) , donc �a RXLX en vertu de (CA).(ii) On a RX
Y�2X;Y = �2X;Y (1F (X)
0RY ) et LY
Z�2Y;Z = �2Y;Z (LY 
0 1F (Z)) .En e�et, RX
Y �2X;Y = �2X
Y;I(�2X;Y 
0 �0) = �2X;Y (1F (X)
0�2Y;I(1F (Y )
0�0)) =�2X;Y (1F (X)
0RY ) (par (CA)); et la seconde �egalit�e se v�eri�e de même.(iii) V�eri�ons (CA) pour �02 . Il s'agit de montrer :�2X
Y;Z(R�1X
Y �2X;Y (R�1X 
0L�1Y )
0L�1Z ) = �2X;Y
Z(R�1X 
0L�1Y
Z�2Y;Z(R�1Y 
0L�1Z )) :Or, en vertu de (ii), le premier membre vaut �2X
Y;Z(�2X;Y (R�1X 
0 R�1Y L�1Y ) 
0 L�1Z ) ,et le second, �2X;Y
Z(R�1X 
0 �2Y;Z(L�1Y R�1Y 
0 L�1Z )) . Ces deux termes sont donc �egauxen vertu de (i) et de (CA). ut1.2.6. Remarque. La proposition (1.2.5) signi�e que la condition (CU) est anodine :partant d'un foncteur pr�emono��dal (F;�2;�0) , on peut toujours, en modi�ant �2 et �0 ,en faire un foncteur quasi-mono��dal. On peut en faire un foncteur mono��dal si le �2 donn�ev�eri�e (CA).Par contre, la condition (CA) est une hypoth�ese forte : �etant donn�e un foncteurpr�emono��dal, il n'existe pas toujours de foncteur mono��dal ayant même foncteur sous-jacent, comme en t�emoigne l'exemple suivant.1.2.7. Exemple. Il s'agit d'un exemple dû �a R. Dijkgraaf, V. Pasquier, et P. Roche ([Di-P-R]). Soit G un groupe, et k un anneau commutatif. Soit C la cat�egorie d�e�nie commesuit : les objets de C sont les �el�ements de G , et pour g , h 2 G , HomC(g; h) = k si g = h , 0sinon; la composition des 
�eches est la multiplication de k . Soit 
 le foncteur C �C �! Cd�e�ni sur les objets par la loi de composition interne de G , i. e. g 
 h = gh , et sur les
�eches, par la multiplication de k .Alors C , munie du produit tensoriel 
 , est une cat�egorie mono��dale stricte d'objetunit�e l'�el�ement neutre e de G .Donnons-nous une application a : G3 �! k� , et deux applications l , r : G �! k� .On peut voir a (resp. l , r ) comme un isomorphisme fonctoriel g1
 g2
 g3 �! g1
 g2
 g3(resp. e
 g �! g , resp. g 
 e �! g ). Alors (C;
; e; a; l; r) est une cat�egorie mono��dale si et7



seulement si les conditions suivantes sont remplies :a(g2; g3; g4)a(g1; g2g3; g4)a(g1; g2; g3) = a(g1; g2; g3g4)a(g1g2; g3; g4) ;l(g2)a(g1; e; g2) = r(g1) :La premi�ere condition, traduction du pentagone de McLane, signi�e que a est un 3-cocyclede G �a valeurs dans k� . Elle entrâ�ne en particulier a(g; e; g0) = a(g; e; e)a(e; e; g0) .Ainsi, �etant donn�e un 3-cocycle a : G3 �! k� , les couples r , l v�eri�ant la secondecondition sont donn�es par r(g) = c a(g; e; e) et l(g) = c a(e; e; g)�1 pour un �el�ement cde k� . Deux valeurs distinctes de c d�e�nissent clairement des cat�egories mono��dalement�equivalentes. On note Ca la cat�egorie mono��dale obtenue pour c = 1.Soient a et a0 deux 3-cocycles de G �a valeurs dans k� . Soit �2 : G2 �! k� et�0 2 k� . Alors (1C; �2; �0) est un foncteur quasi-mono��dal de Ca vers Ca0 si et seulements'il v�eri�e a(e; e; g)�1�2(e; g)�0 = a0(e; e; g)�1 et a(g; e; e)�2(g; e)�0 = a0(g; e; e) . Il estmono��dal si et seulement s'il v�eri�e en outrea(g1; g2; g3)�2(g1g2; g3)�2(g1; g2) = �2(g1; g2g3)�2(g2; g3)a0(g1; g2; g3) ;ce qui signi�e que aa0�1 est le bord de �2 .Par cons�equent, le foncteur identit�e admet toujours une structure de foncteur quasi-mono��dal de Ca vers Ca0 , mais il admet une structure de foncteur mono��dal si et seulementsi a et a0 d�e�nissent la même classe dans H3(G; k�) , par 1.2.6.1.3. Foncteurs autonomes1.3.1. D�e�nition. Donnons-nous deux cat�egories mono��dales autonomes �a gauche C et C0 ,munies de structures autonomes �a gauche. On note respectivement _? et �? les foncteursdual �a gauche de C et C0 .Soit F un foncteur de C vers C0 . On appelle structure autonome �a gauche sur F toutisomorphisme fonctoriel �1 : �? � F �! F � _? .Le foncteur F est dit autonome �a gauche si, �etant donn�ees des structures autonomes�a gauche sur C et C0 , il existe une structure autonome �a gauche sur F ; cette conditionest ind�ependante du choix des structures autonomes �a gauche sur C et C0 , en raison del'unicit�e des foncteurs dual �a gauche �a isomorphisme pr�es.1.3.2. Remarque. Soit (F;�2;�0) un foncteur pr�emono��dal de C dans C0 . Pour X objetde C , on a choisi une dualit�e (_X;X; eX ; hX) de C . On pose EX = �0�1F (eX)�2_X;X :F (_X) 
0 F (X) �! I 0 et HX = �2�1X;_XF (hX)�0 : I 0 �! F (X) 
0 F (_X) .1) Dans le cas o�u (F;�2;�0) est mono��dal, (F (_X); F (X); EX ;HX ) est une dualit�ede C0 ; d'o�u un isomorphisme fonctoriel �F (X) �! F (_X) . Autrement dit, tout foncteurmono��dal d'une cat�egorie mono��dale autonome �a gauche dans une autre est autonome �agauche.2) Dans le cas g�en�eral, supposons donn�ee une structure autonome �a gauche �1 surF . On peut alors voir F (_X) comme un dual �a gauche de F (X) via l'isomorphisme�1X . La donn�ee de �1 d�e�nit deux endomorphismes du foncteur F , � et � : �X et�X sont les images respectives de EX et de HX dans les isomorphismes d'adjonctionHomC0(F (_X)
0 F (X); I 0) �! EndC0(F (X)) et HomC0(I 0; F (X)
0 F (_X)) �! EndC0(F (X))(cf. 1.1.2). 8



2. G�en�eralit�es sur les cog�ebro��des2.1. D�e�nitions et rappels2.1.1. Soit B une alg�ebre. Un cog�ebro��de de base B est une cog�ebre dans la cat�egoriemono��dale Bimod(B;B) . Autrement dit, c'est un (B;B)-bimodule L muni de morphismesde (B;B)-bimodules � : L �! L
B L et " : L �! B , appel�es respectivement coproduitet co�unit�e, v�eri�ant les axiomes suivants :(1L
B�)� = (�
B 1L)� ;(1L
B ")� = 1L = ("
B 1L)� :Un morphisme de cog�ebro��des de base B est un morphisme de cog�ebres dans la ca-t�egorie Bimod(B;B) , autrement dit un morphisme de (B;B)-bimodules compatible auxcoproduits et aux co�unit�es. On note CogB la cat�egorie des cog�ebro��des de base B .Le (B;B)-bimodule Be est muni d'une structure de cog�ebro��de, dont le coproduit estdonn�e par �(x 
 y) = (x
 1) 
B (1
 y) et la co�unit�e par "(x 
 y) = xy .Si L est un cog�ebro��de de base B , Lo est naturellement muni d'une structure decog�ebro��de de base Bo .2.1.2. Soit L un cog�ebro��de de base B . Un L-comodule �a droite est un B -module �a droiteV muni d'une coaction �a droite de L , c'est-�a-dire un morphisme de B -modules �a droite� : V �! V 
B L v�eri�ant les axiomes suivants :(� 
B 1L)� = (1V 
B�)� ;(1V 
B")� = 1V :Un morphisme de L-comodules �a droite est un morphisme de B -modules �a droite com-patible aux coactions. On note ComodL la cat�egorie des L-comodules �a droite, comodLla sous-cat�egorie pleine de ComodL des comodules dont le B -module sous-jacent est detype �ni, et UL le foncteur oubli ComodL �! ModB .Tout morphisme f : L �! L0 de cog�ebro��des de base B induit un foncteur imagedirecte f� : ComodL �! ComodL0(V; �) 7! (V; (1V 
Bf)�) :On d�e�nit de même les notions de coaction �a gauche et de comodule �a gauche. Sedonner une coaction �a gauche de L sur un B -module �a gauche V revient �a se donner unecoaction �a droite de Lo sur le Bo -module �a droite V o .2.1.3. Remarque. Soit X = (V; �) un L-comodule �a droite, et supposons V projectifde type �ni comme B -module. Soit �V = HomB(V;B) : si l'on consid�ere V comme un(k;B)-bimodule, �V n'est autre que le dual �a gauche de V tel qu'il est d�e�ni en 1.1.3.Alors �V est naturellement muni d'une structure de L-comodule �a gauche, ou, si l'onpr�ef�ere, de Lo -comodule �a droite, la coaction de L �etant le compos�e des morphismes�V w1�V 
 coevV �V 
 V 
B �V w1�V 
 �
B1�V �V 
 V 
B L
B �V wevV 
B 1L
B�V L
B �V :9



2.1.4. Soient � : B �! C un morphisme d'alg�ebres, et L un cog�ebro��de de base B . AlorsC
BL
BC est naturellement muni d'une structure de cog�ebro��de de base C , qu'on note��L . Ceci d�e�nit un foncteur image directe �� : CogB �! CogC .De même, si X = (V; �) est un L-comodule �a droite, V 
B C est naturellementmuni d'une coaction �a droite de ��L ; d'o�u un foncteur image directe, not�e encore �� :ComodL �! Comod��L .Si, pour i = 1; 2, Li est un cog�ebro��de de base Bi , de coproduit �i et de co�unit�e "i ,L1 
 L2 est naturellement muni d'une structure de cog�ebro��de de base B1 
B2 .De plus, si Xi = (Vi; �i) est un Li -comodule �a droite pour i = 1, 2, alors V1 
 V2admet une structure naturelle de L1 
 L2 -comodule �a droite, qu'on note X1 
X2 ; d'o�uun foncteur 
 : ComodL1 � ComodL2 �! Comod(L1 
 L2) .2.1.5. Supposons B commutatif. La multiplication de B , not�ee �B , est un morphismed'alg�ebres B
B �! B . Si L1 et L2 sont deux cog�ebro��des de base B , L = �B�(L1
L2)est un cog�ebro��de de base B qu'on note L1 
Be L2 . (Cette notation se justi�e par le faitqu'en tant que Be -module, L s'identi�e canoniquement au produit tensoriel de L1 et L2sur Be .)Le produit tensoriel 
Be ainsi d�e�ni fait de CogB une cat�egorie mono��dale stricte,1d'objet unit�e Be .Pour i = 1; 2, soit Li un cog�ebro��de de base B et Xi = (Vi; �i) un Li -comodule �adroite. Alors �B�(X1
X2) est un L1
BeL2 -comodule �a droite, de B -module sous-jacentV1 
B V2 , et qu'on notera X1 
B X2 .2.2. Produit de convolution2.2.1. D�e�nition. Soient B une alg�ebre, et L un cog�ebro��de de base B . Si M est un(B;B)-bimodule, on note C(L;M) le module des applications (B;B)-lin�eaires de L versM . Soient M et N deux (B;B)-bimodules. Si ' 2 C(L;M) et  2 C(L;N) , l'appli-cation (' 
B  )� : L �! M 
B N est un �el�ement de C(L;M 
B N) appel�e produit deconvolution de ' et  et not�e ' �  .Le produit de convolution est associatif, et admet pour �el�ement neutre " 2 C(L;B) .En particulier, il fait de C(L;B) une alg�ebre, et de C(L;M) un (C(L;B); C(L;B))-bimodule.Soient X = (V; �) un L-comodule �a droite, et M un (B;B)-bimodule. Si ' 2C(L;M) , on note 'X l'application B -lin�eaire �a droite (1V 
B ')� : V �! V 
B M .Lorsque M = B , on d�e�nit ainsi sur V une structure de C(L;B)-module �a gauche.2.2.2. Notations. Supposons B commutatif. Si L est un cog�ebro��de de base B , on poseL(n) = L 
Be L 
Be � � � 
Be L (n fois) pour n 2 N ; on note "(n) la co�unit�e de L(n) .Si M est un (B;B)-bimodule, on pose Cn(L;M) = C(L(n);M) . Notons que Cn(L;M)s'identi�e �a l'ensemble des applications de Ln dans M qui sont B -lin�eaires �a gauche et �adroite en chaque variable. Nous utiliserons indi��eremment ces deux points de vue.1Dans la mesure o�u on consid�ere ModBe comme stricte.10



Si, pour i = 1; . . . ; n , Xi = (Vi; �i) est un L-comodule �a droite, X1 
B � � � 
B Xnest un L(n) -comodule �a droite; pour tout (B;B)-bimodule M et tout ' 2 Cn(L;M) , onnotera 'X1;...;Xn l'application 'X1
B ���
BXn : V1
B � � �
B Vn �! V1
B � � �
B Vn
BM .Pour � 2 Sn et  2 Cn(L;M) on note  � , ou  �(1);...;�(n) , l'�el�ement de Cn(L;M)d�e�ni par la formule :  �(x1; . . . ; xn) =  (x�(1); . . . ; x�(n)) :Soit j une injection de f1; . . . ;mg dans f1; . . . ; ng . Pour 	 2 Cm(L;B) , on d�e�nitun �el�ement de Cn(L;B) , not�e 	j , ou 	j(1);...;j(m) , par la formule :	j(x1; . . . ; xn) = 	(xj(1); . . . ; xj(n)) Yi2f1;...;ngn Im(j) "(xi) :3. Cog�ebro��des de coendomorphismes3.1. D�e�nitions3.1.1. Soient C une cat�egorie essentiellement petite, B une alg�ebre, et F un foncteur deC dans projB . Si M est un (B;B)-bimodule, on entend par morphisme fonctoriel de Fvers F 
B M la donn�ee pour chaque objet X de C d'une application B -lin�eaire �a droite'X : F (X) �! F (X) 
B M de telle sorte que, pour tout morphisme f : X �! Y de C ,on ait : (F (f) 
B 1M )'X = 'Y F (f) :On note C(F;M) l'ensemble des morphismes fonctoriels de F vers F 
B M . Si Nest un second (B;B)-bimodule, on d�e�nit un produit de compositionC(F;M) � C(F;N) �! C(F;M 
B N)('; ) 7! ' �  = ('
B 1N ) :Ce produit est associatif, et admet pour �el�ement neutre 1F 2 C(F;B) .Le foncteur Bimod(B;B)���!EnsM 7! C(F;M)est repr�esentable. Autrement dit, il existe un (B;B)-bimodule, not�e L(F ) , �equip�e d'un�el�ement �0 2 C(F;L(F )) , et tel que pour tout (B;B)-bimodule M et tout ' 2 C(F;M) ,il existe un unique morphisme de (B;B)-bimodules e' : L(F ) �! M v�eri�ant ' =(1F 
B e')�0 .En particulier, les �el�ement �0 � �0 2 C(F;L(F )
B L(F )) et 1F 2 C(F;B) correspon-dent �a des application (B;B)-lin�eaires � : L(F ) �! L(F )
B L(F ) et " : L(F ) �! B ; et(L(F );�; ") est un cog�ebro��de de base B , appel�e cog�ebro��de des coendomorphismes de F .11



3.1.2. �Etant donn�e un cog�ebro��de L de base B , on appelle coaction �a droite de L sur Fun morphisme fonctoriel � : F �! F 
B L tel que, pour chaque objet X de C , �X soitune coaction �a droite de L sur F (X) .Lorsqu'on munit L(F ) de la structure de cog�ebro��de de base B d�e�nie ci-dessus, �0est une coaction �a droite de L(F ) sur F , la coaction universelle, et L(F ) repr�esente lefoncteur CogB ���!EnsL �! fcoactions �a droite de L sur Fg :Pour tout (B;B)-bimodule M , la propri�et�e universelle du bimodule L(F ) d�e�nitune bijection canonique de C(L(F );M) sur C(F;M) ; dans cette bijection, le produitde convolution correspond �a la composition des morphismes fonctoriels d�e�nie ci-dessus.D�esormais nous identi�erons C(F;M) �a C(L(F );M) .3.1.3. La coaction universelle d�e�nit un foncteureF : C �! ComodL(F )X 7! (F (X); �0X)rendant commutatif le diagramme : ComodL(F )u UL(F )C wFhhhhjeF ModB :3.1.4. Remarque. Soient C une cat�egorie essentiellement petite, et F un foncteur de Cdans projB . Notons F% le foncteur Co �! projBo , X 7�! HomB(F (X); B) . En vertude la remarque 2.1.3, pour tout cog�ebro��de L de base B , la donn�ee d'une coaction �adroite de L sur F% �equivaut �a la donn�ee d'une coaction �a gauche de L sur F ; d'o�u unisomorphisme canonique L(F%) �! L(F )o .3.2. Fonctorialit�es3.2.1. Soient C une cat�egorie essentiellement petite, et F , F 0 deux foncteurs de C versprojB . Alors tout isomorphisme fonctoriel 
 : F �! F 0 d�e�nit un isomorphisme de co-g�ebro��des ad(
) : L(F ) �! L(F 0) , correspondant �a la coaction �a droite de L(F 0) sur Fvia 
 . D'autre part, tout foncteur H : C0 �! C d�e�nit un morphisme de cog�ebro��desL(H) : L(FH) �! L(F ) , correspondant �a la coaction �a droite de L(F ) sur FH .12



3.2.2. On se propose de construire une cat�egorie CatB , dont les objets seront les foncteursF : C �! projB , de sorte que les fonctorialit�es ci-dessus s'expriment par l'existence d'unfoncteur L : CatB �! CogB . Id�ealement, on aimerait faire de L une �equivalence decat�egories; cet aspect de la question fera l'objet du th�eor�eme 5.1.4.Soit Cat0B la cat�egorie suivante. Les objets de Cat0B sont les foncteurs F : C �! projB ,o�u C est une cat�egorie essentiellement petite. Si F : C �! projB et F 0 : C0 �! projB sontdeux objets de Cat0B , les 
�eches de F vers F 0 dans Cat0B sont les couples (H;
) , o�u H estun foncteur de C vers C0 , et 
 un isomorphisme fonctoriel F �! F 0H . Si F 00 : C00 �! projBest un troisi�eme objet de CatB et (H 0; 
0) une 
�eche de F 0 vers F 00 , alors la compos�ee(H 0; 
0) � (H;
) est (H 0H;
0H � 
) . L'identit�e de F est (1C; 1F ) .On d�e�nit un foncteur L0 : Cat0B �! CogB , sur les objets, par F 7! L(F ) , et sur les
�eches, par (H;
) 7! L(H) � ad(
) .On consid�ere sur Cat0B la relation d'�equivalence R d�e�nie comme suit. Si (H;
) et(H 0; 
0) sont deux 
�eches de Cat0B , de source F et de but F 0 , alors (H;
) R (H 0; 
0) siet seulement s'il existe un isomorphisme fonctoriel g : H �! H 0 tel que 
0 = F 0(g)
 . Onobserve que deux 
�eches �equivalentes ont même image par L0 .On note CatB la cat�egorie quotient de Cat0B par R , et L le foncteur CatB �! CogBobtenu par passage au quotient de L0 . On note [H;
] l'image dans CatB d'une 
�eche(H;
) de Cat0B ; c'est un isomorphisme de CatB si et seulement si H est une �equivalencede cat�egories.3.2.3. Proposition. Soit [H;
] un morphisme de CatB de source F : C �! projB et debut F 0 : C0 �! projB . Soient M un (B;B)-bimodule, et 	 un �el�ement de C(L(F 0);M) ,qu'on voit comme un morphisme fonctoriel de F 0 vers F 0
BM (cf. 3.1.2). Alors l'�el�ement	 � L(H;
) 2 C(L(F );M) correspond au morphisme fonctoriel (
�1 
B 1M ) � 	H � 
 :F �! F 
B M . ut3.2.4. Supposons B commutatif. Si F : C �! projB et F 0 : C0 �! projB sont deuxobjets de CatB , on d�e�nit F 
B F 0 : C � C0 �! projB par F 
B F 0 = 
B � (F � F 0)(autrement dit (F 
B F 0)(X;Y ) = F (X) 
B F 0(Y )).D'autre part, notons � la cat�egorie r�eduite �a un seul objet et un seul morphisme, etsi X est un objet d'une cat�egorie A , notons X� l'unique foncteur de � vers A prenant lavaleur X sur l'unique objet de � . En particulier, B� est un foncteur de � vers projB .Le produit tensoriel d�e�ni ci-dessus fait de CatB une cat�egorie mono��dale d'objet unit�ele foncteur B� (avec les contraintes �evidentes).De plus, on a des isomorphismes naturels L(F ) 
Be L(F 0) ' L(F 
B F 0) et Be 'L(B�) , faisant de L un foncteur mono��dal de CatB vers CogB .4. Big�ebro��des et quasi-big�ebro��desDans toute la section 4, B d�esigne une alg�ebre commutative.4.1. D�e�nitions4.1.1. D�e�nition. Un big�ebro��de de base B est une alg�ebre dans la cat�egorie mono��daledes cog�ebro��des de base B .De fa�con �equivalente, c'est un cog�ebro��de L de base B , muni d'�el�ements � 2 C2(L;L)et � 2 C0(L;L) v�eri�ant : 13



(B1) � : L
Be L �! L est un morphisme de cog�ebro��des de base B ;(B2) � : Be �! L est un morphisme de cog�ebro��des de base B ;(B3) � est neutre �a gauche et �a droite pour � [on a � � (�
Be 1L) = 1L = � � (1L
Be�) ];(B4) � est associatif [on a � � (�
Be 1L) = � � (1L
Be�) ].4.1.2. D�e�nition. Un quasi-big�ebro��de de base B est un cog�ebro��de L de base B munid'�el�ements � 2 C2(L;L) , � 2 C0(L;L) et � 2 C3(L;B) , v�eri�ant les axiomes suivants :(QB1) � : L
Be L �! L est un morphisme de cog�ebro��des de base B ;(QB2) � : Be �! L est un morphisme de cog�ebro��des de base B ;(QB3) � est neutre �a droite et �a gauche pour � ;(QB4) � � (� � (� 
Be 1L)) = (� � (1L
Be�)) � � dans C3(L;L) ;(QB5) (��(1L
Be 1L
Be�))�(��(�
Be 1L
Be 1L)) = �234�(��(1L
Be�
Be 1L))��123dans C4(L;B) ;(QB6) � � (1L
Be� 
Be 1L) = "(2) dans C2(L;B) ;(QB7) � est inversible dans C3(L;B) pour le produit de convolution.4.1.3. Remarques.1) La notion de big�ebro��de a �et�e introduite par G. Maltsiniotis dans [Mal] (la d�e�nitiondonn�ee dans [Mal] est di��erente, mais �equivalente), et celle de quasi-big�ebro��de, dans [Bru-Mal].2) Soit (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . On d�e�nit deux applications s ,b : B �! L , appel�ees respectivement source et but, par s(x) = �(1
x) et b(x) = �(x
1).Il r�esulte de (QB2) que "� est la multiplication de B , donc on a "s = "b = 1B ; enparticulier si B 6= 0, on a L 6= 0.3) Si (L;�; �) est un big�ebro��de de base B , (L;�; �; "(3)) est un quasi-big�ebro��de debase B . Inversement, si (L;�; �;�) est un quasi-big�ebro��de tel que � = "(3) , (L;�; �) estun big�ebro��de.On identi�e le big�ebro��de (L;�; �) au quasi-big�ebro��de (L;�; �; "(3)) ; ainsi la notionde quasi-big�ebro��de g�en�eralise la notion de big�ebro��de.4) Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . Si M est un (B;B)-bimoduleet ' 2 Cn(L;M) , notons 'o l'�el�ement de Cn(Lo;Mo) d�e�ni par 'o(x1; . . . ; xn) ='(xn; . . . ; x1) . Alors Lo = (Lo; �o; �o;�o) est un quasi-big�ebro��de de base Bo = B .5) Soient L = (L;�; �;�) et L0 = (L0; �0; �0;�0) deux quasi-big�ebro��des, de bases res-pectives B et B0 . Alors L
L0 est naturellement muni d'une structure de quasi-big�ebro��dede base B
B0 , qu'on note L
L0 . Plus pr�ecis�ement, si M est un (B;B)-bimodule, M 0 un(B0; B0)-bimodule, ' 2 Cn(L;M) et '0 2 Cn(L0;M 0) , notons '
c'0 l'�el�ement de Cn(L
L0;M 
M 0) d�e�ni par (' 
c '0)(x1 
 y1; . . . ; xn 
 yn) = '(x1; . . . ; xn) 
 '0(y1; . . . ; yn) .Alors L 
 L0 = (L
 L0; �
c �0; � 
c �0;�
c �0) .6) De même, si L est un quasi-big�ebro��de de base B , de cog�ebro��de sous-jacent L , etsi f : B �! C est un morphisme d'alg�ebres commutatives, f�L est naturellement munid'une structure de quasi-big�ebro��de de base C , qu'on note f�L .7) Drinfeld a introduit dans [Dr] la notion de quasi-big�ebre. Dans ce travail, nousappellerons quasi-big�ebre la notion, duale �a celle de Drinfeld, introduite par Majid [M]et Yetter [Y] (de sorte que le dual restreint d'une quasi-big�ebre au sens de Drinfeld serapour nous une quasi-big�ebre). Avec cette terminologie, une quasi-big�ebre n'est autre qu'unquasi-big�ebro��de de base B = k . 14



4.2. Quasi-big�ebro��des et foncteurs quasi-mono��daux4.2.1. Th�eor�eme. Soit B une alg�ebre commutative.1) Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . Alors il existe sur la cat�egorieComodL une structure mono��dale naturelle; on note RepL la cat�egorie mono��daleainsi d�e�nie. En outre, le foncteur oubli ComodL �! ModB est un foncteur quasi-mono��dal strict de RepL vers ModB , qu'on notera UL .Si L est un big�ebro��de, UL est mono��dal strict.2) Soient C une cat�egorie mono��dale essentiellement petite, et F un foncteur quasi-mono��dal de C dans projB . Alors L(F ) est muni d'une structure naturelle de quasi-big�ebro��de de base B , qu'on note L(F ) . En outre, le foncteur eF : C �! ComodL(F )admet une structure naturelle de foncteur mono��dal de C vers RepL(F ) , et le dia-gramme : RepL(F )u UL(F )C wFhhhhjeF ModBest un diagramme commutatif de foncteurs quasi-mono��daux.Si F est mono��dal, et seulement dans ce cas, L(F ) est un big�ebro��de.Si L est un quasi-big�ebro��de, on appellera cat�egorie des repr�esentations de L la ca-t�egorie mono��dale RepL ; une repr�esentation de L sera dite de type �ni si son B -modulesous-jacent est de type �ni, et on notera repL la sous-cat�egorie mono��dale pleine de RepLayant pour objets les repr�esentations de type �ni.D�emonstration. (Voir aussi [Dr] et [Y] pour le cas B = k ).L'assertion 1) est d�emontr�ee dans [Bru-Mal]. Rappelons la construction de la structuremono��dale sur ComodL .On d�e�nit un produit tensoriel 
L : ComodL�ComodL �! ComodL comme suit. SiX1 = (V1; �1) et X2 = (V2; �2) sont des L-comodules �a droite, on d�e�nit un L-comodule �adroite X1
LX2 = (V1
B V2; �) , o�u � = �X1;X2 : V1
B V2 �! V1
B V2
B L (cf. 2.2.2).Que � soit une coaction �a droite r�esulte par un simple calcul de la condition (QB1). Cetteconstruction est clairement fonctorielle.L'application � est un morphisme de cog�ebro��des de Be dans L par (QB2), doncd�e�nit une coaction �a droite s de L sur B par s(x) = �(1
 x) . On pose IL = (B; s) . Lacondition (QB3) signi�e que IL est neutre �a droite et �a gauche pour le produit tensoriel.Pour X objet de ComodL , posons rX = lX = 1X .Soient trois L-comodules �a droite Xi = (Vi; �i) , pour i = 1; 2; 3. Posons aX1;X2;X3 =�X1;X2;X3 : V1
B V2
B V3 �! V1
B V2
B V3 . Il r�esulte de (QB4) que aX1;X2;X3 est unmorphisme de comodules de (X1 
L X2) 
L X3 vers X1 
L (X2 
L X3) . De plus, a estclairement fonctoriel. Des axiomes (QB5) et (QB6) r�esultent respectivement le pentagonede MacLane et la condition de compatibilit�e entre a , l et r . En�n, (QB7) exprime que aest un isomorphisme.Ainsi, RepL = (ComodL;
L; IL; a; l; r) est une cat�egorie mono��dale. En outre, lefoncteur oubli U = UL : ComodL �! ModB v�eri�e U(X1) 
B U(X2) = V1 
B V2 =15



U(X1 
L X2) , et U(IL) = B , donc c'est un foncteur quasi-mono��dal strict de RepL versModB . Si � = "(3) , a est l'identit�e, donc U est mono��dal.D�emontrons l'assertion 2), et supposons C stricte pour simpli�er. Notons 
3 le fonc-teur C3 �! C , (X;Y;Z) 7! X 
 Y 
 Z . Soit (F;�2;�0) un foncteur quasi-mono��dal deC vers projB . Posons L = L(F ) . Par d�e�nition, �2 est un isomorphisme de F 
B Fvers F
 ; autrement dit, M = [
;�2] est un morphisme de F 
B F vers F dans CatB(cf. 3.2.2). De même, �0 est un isomorphisme de B vers F (I) , donc, avec nos notations(3.2.4), E = [I�;�0] est un morphisme de B� vers F dans CatB . On peut donc poser� = L(M) : L
Be L �! L et � = L(E) : Be �! L :Notons que si (F;�2;�0) est mono��dal, (F;M;E) est une alg�ebre de CatB ; et commeL est un foncteur mono��dal de CatB vers CogB , (L(F ); �; �) est une alg�ebre de CogB ,c'est-�a-dire un big�ebro��de de base B .Revenons au cas g�en�eral. Soient �31X;Y;Z et �32X;Y;Z les deux isomorphismes foncto-riels de F (X) 
B F (Y ) 
B F (Z) vers F (X 
 Y 
 Z) d�e�nis par :�31X;Y;Z = �2X
Y;Z(�2X;Y 
B 1F (Z)) et �32X;Y;Z = �2X;Y
Z (1F (X)
B�2Y;Z ) :Posons � = (�32)�1�31 ; c'est un automorphisme de F 
B F 
B F ; on peut donc leconsid�erer comme un �el�ement de C3(L;B) . On a� = "(3) dans C3(L;B)() �31 = �32 () F est mono��dal :V�eri�ons maintenant les axiomes (QB1)|(QB7).Par d�e�nition, � et � sont des morphismes de cog�ebro��des; d'autre part, les identit�es�2I;X(�0 
B 1F (X)) = 1F (X) = �2X;I(1F (X)
B�0)se traduisent par M(E 
B 1F ) = 1F =M(1F 
BE) dans CatB , d'o�u� � (� 
Be 1L) = 1L = � � (1L
Be�) ;ainsi, les axiomes (QB1), (QB2) et (QB3) sont satisfaits.L'�el�ement � de C3(L;B) est inversible, car il correspond �a un automorphisme foncto-riel, d'o�u l'axiome (QB7).D'autre part, on a dans CatB les relations M(M
B1F ) = [
3;�31] et M(1F 
BM) =[
3;�32] , donc M(M 
B 1F ) = M(1F 
BM) � [1C3;�]; appliquant �a cette identit�e lefoncteur L , et utilisant 3.2.3, on obtient �(� 
Be 1L) = ��1 � �(1L
Be�) � �, d'o�u(QB4). 16



Consid�erons les cinq isomorphismes fonctoriels de F (X)
B F (Y )
B F (Z)
B F (T )vers F (X 
 Y 
 Z 
 T ) d�e�nis par :�41X;Y;Z;T = �2X
Y
Z;T (�31X;Y;Z 
B 1F (T ))= �31X
Y;Z;T (�2X;Y 
B 1F (Z)
B 1F (T )) ;�42X;Y;Z;T = �2X
Y
Z;T (�32X;Y;Z 
B 1F (T ))= �31X;Y
Z;T (1F (X)
B�2Y;Z 
B 1F (T )) ;�43X;Y;Z;T = �2X;Y
Z
T (1F (X)
B�31Y;Z;T )= �32X;Y
Z;T (1F (X)
B�2Y;Z 
B 1F (T )) ;�44X;Y;Z;T = �2X;Y
Z
T (1F (X)
B�32Y;Z;T )= �32X;Y;Z
T (1F (X)
B 1F (Y )
B�2Z;T ) ;�45X;Y;Z;T = �31X;Y;Z
T (1F (X)
B 1F (Y )
B�2Z;T )= �32X
Y;Z;T (�2X;Y 
B 1F (Z)
B 1F (T )) :On a (�42)�1�41 = � 
B 1F , autrement dit, on a dans C4(L;B) : (�42)�1�41 =�123 , et de même : (�44)�1�43 = �234 .D'autre part, calculons (�45)�1�41 . On a :((�45)�1�41)X;Y;Z;T = (�2X;Y
B1F (Z)
B 1F (T ))�1�X
Y;Z;T (�2X;Y
B1F (Z)
B 1F (T )) ;d'o�u (�45)�1�41 = � � L(M 
B 1F 
B 1F ) = � � (� 
Be 1L
Be 1L) par 3.2.3.Par un calcul semblable, il vient : (�44)�1�45 = ��(1L
Be 1L
Be�) , et (�43)�1�42 =� � (1L
Be�
Be 1L) .Dans C4(L;B) , (�44)�1 � �41 est �egal d'une part �a :(�44)�1 � �43 � (�43)�1 � �42 � (�42)�1 � �41 = �234 � (� � (1L
Be�
Be 1L)) � �123 ;et d'autre part, �a :(�44)�1 � �45 � (�45)�1 � �41 = (� � (1L
Be 1L
Be�)) � (� � (� 
Be 1L
Be 1L)) ;d'o�u l'axiome (QB5).En�n, on a pour X et Y objets de C , �X;I;Y = 1F (X)
B 1F (Y ) . Il en r�esulte dansC2(L;B) la relation : �(1L
Be� 
Be 1L) = "(2) , c'est-�a-dire (QB6).Ainsi, L = (L;�; �;�) est un quasi-big�ebro��de de base B .On a vu en 1) comment munir la cat�egorie ComodL d'une structure mono��dale, not�eeRepL , faisant du foncteur oubli un foncteur quasi-mono��dal strict UL . Reste �a munir lefoncteur eF : C �! RepL d'une structure mono��dale, de sorte que F soit, en tant quefoncteur quasi-mono��dal, le compos�e de UL et de eF . Cette derni�ere condition ne nouslaisse pas le choix : eF doit être muni des mêmes isomorphismes �2 et �0 que F . Il setrouve que, pour X , Y 2 Ob C , �2X;Y : F (X)
B F (Y ) �! F (X 
Y ) est un morphismede comodules de eF (X)
L eF (Y ) vers eF (X
Y ) par d�e�nition de � , et que �0 : B �! F (I)est un morphisme de comodules de (B; s) vers eF (I) par d�e�nition de � . La condition (CU)est automatique; quant �a la condition (CA), elle est vraie par d�e�nition de �. ut17



4.2.2. Remarque. Soient L un quasi-big�ebro��de de base B , et IL = (B; s) la repr�esen-tation unit�e de L . Alors EndRepL(IL) = fx 2 B j s(x) = b(x)g , o�u s (resp. b) d�enote lemorphisme source (resp. but) de L .4.3. Morphismes de quasi-big�ebro��des et \twists de Drinfeld"4.3.1. D�e�nition. Soient L = (L;�; �;�) et L0 = (L0; �0; �0;�0) deux quasi-big�ebro��des debase B . Unmorphisme de quasi-big�ebro��des de L vers L0 est un morphisme de cog�ebro��desf : L �! L0 v�eri�ant f � � = �0 � (f 
Be f) , f � � = �0 , et � = �0 � (f 
Be f 
Be f) .On note QBig0B la cat�egorie ayant pour objets les quasi-big�ebro��des de base B , etpour 
�eches les morphismes de quasi-big�ebro��des.La proposition suivante r�esulte directement des constructions donn�ees dans la d�emons-tration du th�eor�eme 4.2.1.4.3.2. Proposition.1) Soient L et L0 deux quasi-big�ebro��des de base B , et f un morphisme de quasi-big�ebro��des de L vers L0 .Alors le foncteur f� : ComodL �! ComodL0 est un foncteur mono��dal strict de RepLvers RepL0 rendant commutatif le diagramme de foncteurs quasi-mono��daux :RepL0u UL0RepL wULhhhhjf� ModB2) Soient C et C0 deux cat�egories mono��dales, F : C �! projB un foncteur quasi-mono��dal, et H un foncteur mono��dal C0 �! C . Alors L(H) est un morphisme de quasi-big�ebro��des de L(FH) vers L(F ) .3) Soient L un quasi-big�ebro��de de base B , et V la sous-cat�egorie mono��dale pleinede RepL dont les objets sont les repr�esentations de L dont le B -module sous-jacent estprojectif de type �ni. Soit uL : V �! projB le foncteur oubli. Le morphisme de cog�e-bro��des d�e�ni par la coaction �a droite de L sur uL est un morphisme de quasi-big�ebro��desL(uL) �! L . ut4.3.3. D�e�nition. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . Notons Tw(L)l'ensemble des t 2 C2(L;B) inversibles v�eri�ant la condition(Tw) t � (� 
Be 1L) = " = t � (1L
Be�) :Pour tout t 2 Tw(L) , posons�t = t�1 � � � t; �t = ("
Be t�1) � (t�1 � (1L
Be�)) � � � (t � (�
Be 1L)) � (t
Be ") :Alors (L;�t; �;�t) est un quasi-big�ebro��de de base B , qu'on appelle twist de Drinfeld deL par t , et qu'on note Lt . 18



4.3.4. Proposition.1) Soit L un quasi-big�ebro��de de base B , de cog�ebro��de sous-jacent L , et soit t 2Tw(L) . Alors l'identit�e de ComodL , munie de �2X;Y = tX;Y et de �0 = 1B , est une�equivalence de cat�egories mono��dales de RepL vers RepLt .2) Soient C une cat�egorie mono��dale, et F , G deux foncteurs quasi-mono��daux deC vers projB . Alors tout isomorphisme fonctoriel quasi-mono��dal 
 : F �! G d�e�nitun �el�ement t
 2 Tw(L(F )) tel que ad(
) soit un isomorphisme de quasi-big�ebro��des deL(F )t
 sur L(G) .D�emonstration.1) Soient X , Y deux L-comodules �a droite, et V , W les B -modules sous-jacents.Par d�e�nition de �t , tX;Y : V 
B W �! V 
B W est un isomorphisme de comodules deX 
Lt Y vers X 
L Y . Ainsi (1ComodL;�2;�0) est un foncteur pr�emono��dal de RepLvers RepLt . Les conditions (CA) et (CU) r�esultent respectivement de la d�e�nition de �tet du fait que t v�eri�e (Tw).2) Les foncteurs quasi-mono��daux F et G sont en r�ealit�e des donn�ees (F;�2;�0) et(G;	2;	0) . Soit t l'automorphisme de F 
B F d�e�ni partX;Y = �2�1X;Y 
�1X
Y	2X;Y (
X 
B 
Y ) :On a 
I�0 = 	0 , donc tX;I = �2�1X;I
�1X 	2X;I(
X 
B 	0��10 ) = �2�1X;I(1F (X)
B��10 ) =1F (X)
B 1F (I) ; et de même, tI;X = 1F (I)
B 1F (X) . Ainsi t s'identi�e �a un �el�ement in-versible de C2(L(F ); B) v�eri�ant (Tw); c'est donc un �el�ement de Tw(L(F )) .Montrons �a pr�esent que le morphisme de cog�ebro��des ad(
) : L(F ) �! L(G) est unmorphisme de big�ebro��des de L(F )t vers L(G) . Soit (F;�02;�0) l'unique structure quasi-mono��dale sur F telle que 
 soit mono��dal de (F;�02;�0) vers (G;	2;	0) . Alors ad(
)est un isomorphisme de quasi-big�ebro��des de L(F;�02;�0) sur L(G) . Or on a t = �2�1�02 ,et par construction L(F;�02;�0) = L(F;�2;�0)t . Ainsi t
 = t convient. utLes consid�erations pr�ec�edentes am�enent �a consid�erer un nouveau type de morphismesentre quasi-big�ebro��des.4.3.5. D�e�nition. Soient L et L0 deux quasi-big�ebro��des de base B . Un quasi-morphismede quasi-big�ebro��des de source L et de but L0 est un couple (f; t) , o�u t 2 Tw(L) et f estun morphisme de quasi-big�ebro��des de Lt vers L0 .On note QBigB la cat�egorie ayant pour objets les quasi-big�ebro��des de base B et pour
�eches les quasi-morphismes. (Si (f; t) : L �! L0 et (f 0; t0) : L0 �! L00 sont deux 
�echesde QBigB , leur compos�ee est (f 0f; t � (f�t0)) , o�u f�t0 = t0 � (f 
Be f) ; l' identit�e de L est(1L; "(2)) .)La cat�egorie QBig0B apparâ�t comme une sous-cat�egorie de QBigB lorsqu'on identi�etout morphisme de quasi-big�ebro��des f : L �! L0 au quasi-morphisme (f; "(2)) .Soit � = (f; t) : L �! L0 un quasi-morphisme de quasi-big�ebro��des de base B . Alors td�e�nit une �equivalence de cat�egories mono��dales RepL �! RepLt (4.3.4), et f d�e�nit unfoncteur mono��dal RepLt �! RepL0 (4.3.2); donc, par composition, � d�e�nit un foncteurmono��dal �� : RepL �! RepL0 . 19



Le diagramme de foncteurs quasi-mono��dauxRepL0u UL0RepL wULhhhhj�� ModBest commutatif lorsque � est un morphisme de quasi-big�ebro��des. En g�en�eral, les foncteurssous-jacents �a UL et �a UL0�� sont �egaux, et l'identit�e est un isomorphisme fonctorielquasi-mono��dal (mais non n�ec�essairement mono��dal) de UL vers UL0�� .4.3.6. On se propose maintenant de construire une cat�egorie QMonB , dont les objetsseront les foncteurs quasi-mono��daux F : C �! projB , C �etant une cat�egorie mono��dale,de sorte que les propri�et�es de fonctorialit�e de L s'expriment par l'existence d'un foncteurL : QMonB �! QBigB . On s'inspire pour cela du travail fait en (3.2.2).Soit QMon0B la cat�egorie suivante. Les objets de QMon0B sont les foncteurs quasi-mono��daux F : C �! projB , o�u C est une cat�egorie mono��dale essentiellement petite. SiF : C �! projB et F 0 : C0 �! projB sont deux objets de QMon0B , les morphismes de Fvers F 0 dans QMon0B sont les couples (H;
) , o�u H est un foncteur mono��dal de C versC0 , et 
 un isomorphisme fonctoriel quasi-mono��dal F �! F 0H .Si (H;
) est une telle 
�eche, H d�e�nit un morphisme de quasi-big�ebro��des L(H) :L(F 0H) �! L(F 0) (4.3.2), et 
 d�e�nit un quasi-isomorphisme de quasi-big�ebro��des(ad(
); t
) : L(F ) �! L(F 0H) (4.3.4) qu'on note Ad(
) . On d�e�nit un foncteur L0 :QMon0B �! QBigB , sur les objets, par F 7! L(F ) , et sur les 
�eches, par (H;
) 7!L(H) � Ad(
) .On consid�ere sur QMon0B la relation d'�equivalence R d�e�nie comme suit. Si (H;
) et(H 0; 
0) sont deux 
�eches de QMon0B , de source F et de but F 0 , alors (H;
) R (H 0; 
0) si etseulement s'il existe un isomorphisme fonctoriel mono��dal g : H �! H 0 tel que 
0 = F 0(g)
 .On observe que deux 
�eches �equivalentes ont même image par L0 .On note QMonB la cat�egorie quotient de QMon0B par R , et L le foncteur de QMonBvers QBigB obtenu par passage au quotient de L0 . On note [H;
] l'image dans QMonBd'une 
�eche (H;
) de QMon0B . C'est un isomorphisme de QMonB si et seulement si Hest une �equivalence de cat�egories mono��dales.On notera QMon0B la sous-cat�egorie de QMonB ayant mêmes objets, et dont les
�eches sont les [H;
] avec 
 mono��dal. L'image de QMon0B par L est contenue dansQBig0B (4.3.2).4.4. Antipode4.4.1. Conventions. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . On note s lemorphisme source, et b le morphisme but (cf. 4.1.3, 2)).On note sLs (resp. bLs , resp. sLb , resp. bLb ) la structure de (B;B)-bimodule sur Ld�e�nie en posant, pour x , y 2 B et m 2 L , x �m � y = mxy (resp. xmy , resp. ymx , resp.xym). On a donc bLs = L et sLb = Lo .D'autre part, on fera l'abus consistant �a noter encore � les compos�ees de � avec lessurjections canoniques L 
B Lo �! L(2) et Lo 
B L �! L(2) ; de même on notera �20



(resp. ��1 ) la compos�ee de � (resp. ��1 ) avec la surjection canonique de L
B Lo 
B L(resp. Lo 
B L
B Lo ) sur L(3) .4.4.2. D�e�nition. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B . On appelle an-tipode de L la donn�ee d'un �el�ement S de C1(L;Lo) et de deux �el�ements � , � de C1(L;B)v�eri�ant :(A1) S : L �! Lo est un morphisme de cog�ebro��des;(A2) s � � = � � (S � � � 1L) dans C1(L; sLs) ;(A3) b � � = � � (1L �� � S) dans C1(L; bLb) ;(A4) � � (1L �� � S � � � 1L) = " = ��1 � (S � � � 1L �� � S) dans C1(L;B) .On dit que L est un quasi-big�ebro��de de Hopf s'il poss�ede un antipode (S;�; �) avecS bijectif.4.4.3. Remarque. Si L (resp. L0 ) est un quasi-big�ebro��de de base B (resp. B0 ), et si(S;�; �) (resp. (S0; �0; �0) ) est un antipode de L (resp. L0 ), alors (S
cS0; �
c�0; �
c�0)est un antipode de L 
 L0 . En particulier, si L et L0 sont des quasi-big�ebro��des de Hopf,il en va de même de L 
 L0 .De même, si L est un quasi-big�ebro��de de Hopf, et (S;�; �) un antipode de L , alors(So; �o; �o) est un antipode de Lo . En particulier, si L est un quasi-big�ebro��de de Hopf,il en va de même de Lo .4.4.4. Proposition. Soit L = (L;�; �;�) un quasi-big�ebro��de de base B .1) Soit u un �el�ement inversible de C1(L;B) ; si (S;�; �) est un antipode de L , il en vade même de (u�1 � S � u; u�1 � �; � � u) .2) Soient (S;�; �) et (S0; �0; �0) deux antipodes de L . Alors il existe un unique �el�ementinversible u de C1(L;B) v�eri�ant S0 = u�1 � S � u , �0 = u�1 � � , �0 = � � u .D�emonstration.L'assertion 1) r�esulte d'un simple calcul. V�eri�ons l'assertion 2). La d�emonstrationest essentiellement la même que celle du r�esultat analogue pour les quasi-big�ebres ([Dr],proposition 1.1). Si u v�eri�e les conditions indiqu�ees, on a u = " � u = ��1 � (S � � �1L �� � S) � u = ��1 � (S � � � 1L �� � S � u) = ��1 � (S � � � 1L ��0 � S0) , d'o�u l'unicit�e.Soit u = ��1 � (S � � � 1L ��0 � S0) . Dans C3(L;L) , l'identit�e (QB4) peut s'�ecrire(� � (�
Be 1L)) � ��1 = ��1 � (� � (1L
Be�)) :Or un calcul fastidieux �a �ecrire, mais sans r�eelle di�cult�e, utilisant le fait que S et S0 sontdes morphismes de cog�ebro��des de L vers Lo , ainsi que l'�egalit�e �(S ���1L) = s� , montreque f(��(�
Be 1L))���1g�(S���1L ��0�S0) est �egal �a u�S0 ; et de même, utilisant cettefois l'�egalit�e �(1L ��0�S0) = b�0 , on montre que f��1�(��(1L
Be�))g�(S���1L ��0�S0)est �egal �a S � u , d'o�u u � S0 = S � u .Consid�erons maintenant dans C4(L;B) l'identit�e (QB5), qu'on �ecrit sous la forme�234 � (� � (1L
Be�
Be 1L)) = (� � (1L
Be 1L
Be�)) � (� � (�
Be 1L
Be 1L)) ���1123 :Lorsqu'on compose le premier membre de cette identit�e avec l'�el�ement U = S ���1L ��0 �S0 � �0 � 1L de C(L;Lo 
B L 
B Lo 
B L) , on obtient un �el�ement de C(L;B) qui, par21



un calcul du même type que le pr�ec�edent, est �egal �a � . D'autre part, lorsqu'on composele second membre de l'identit�e avec le même �el�ement U , on obtient u � �0 (par un calculutilisant entre autres l'identit�e ��(1L
Be 1L
Be�) = "(2) , qui r�esulte de (QB1)|(QB7)).On a donc � = u��0 , et, par raison de sym�etrie, ��u = �0 . En particulier, u�S0��0 = S�� ,et S � � � u = S0 � �0 .Pour conclure, montrons que u est inversible. Soit v = ��1 � (S0 � �0 � 1L �� � S) ;alors u � v = ��1 � (u � S0 � �0 � 1L �� � S) = ��1 � (S � � � 1L �� � S) = " , et, de même,v � u = " . ut4.4.5. Th�eor�eme. Soit B une alg�ebre commutative.1) Soit L un quasi-big�ebro��de de base B , et soit V la sous-cat�egorie mono��dale pleinede RepL ayant pour objets les repr�esentations de L dont le B -module sous-jacent estprojectif de type �ni. La donn�ee d'un antipode (S;�; �) de L d�e�nit sur la cat�egorieV une structure autonome �a gauche, pour laquelle le foncteur oubli uL : V �! projBest autonome �a gauche.Si on suppose de plus S bijectif, V est autonome.2) Soit C une cat�egorie mono��dale munie d'une structure autonome �a gauche _? etsoit F : C �! projB un foncteur quasi-mono��dal. Alors la donn�ee d'une structureautonome �a gauche �1 sur F d�e�nit un antipode (S;�; �) de L(F ) .Si de plus C est autonome, S est bijectif.D�emonstration.L'assertion 1) est d�emontr�ee dans [Bru-Mal]. Rappelons la construction de la structureautonome �a gauche sur V associ�ee �a un antipode (S;�; �) .On peut voir S comme un morphisme de cog�ebro��des de Lo vers L , qu'on note So .Soit X = (V; �) un L-comodule �a droite tel que V soit un B -module projectif de type�ni; soit (�V ; V; evV ; coevV ) la dualit�e canonique (voir 1.1.3, exemple 2)). Alors �V estnaturellement muni d'une structure de Lo -comodule �a droite (cf. 2.1.3). Soit _X le L-comodule �a droite image directe de �V par So .Posons eX = evV �(1V � 
B�X) et hX = (�X 
B 1V �) � coevV . Il r�esulte de (A2) et(A3) respectivement que eX est un morphisme de comodules de _X 
L X vers IL , et h ,de IL vers X 
L _X . Il r�esulte de (A4) que (_X;X; eX ; hX) est une dualit�e de RepL . Onv�eri�e que �? � uL = uL � _?, donc l'identit�e est une structure autonome �a gauche sur uL .D�emontrons l'assertion 2).Posons L = L(F ) . L'isomorphisme fonctoriel �1X : �F (X) �! F (_X) d�e�nit unmorphisme [_?;�1] de F% vers F dans CatB ; alors L(_?;�1) est un morphisme decog�ebro��des de L(F%) , qui s'identi�e �a Lo par 3.1.4, vers L ; on peut aussi le voir commeun morphisme de cog�ebro��des S : L �! Lo . La cat�egorie C est autonome si et seulementsi _? est une �equivalence de cat�egories, ce qui implique la bijectivit�e de S .Soit X un objet de C . Puisque F (X) est muni d'une coaction �a droite de L , �F (X)est muni, par 2.1.3, d'une coaction �a droite de Lo . Ainsi, F (_X) est muni d'une coaction�a droite de L , et, par transport de structure via l'isomorphisme �1X : �F (X) �! F (_X) ,d'une coaction �a droite de Lo . Par construction de S , la structure de L-comodule �adroite de F (_X) est l'image directe par So : Lo �! L de sa structure de Lo -comodule�a droite. Soient e0X = evF (X)(�1�1X 
B 1F (X)) et h0X = (1F (X)
B�1X) coevF (X) . Alors22



(F (_X); F (X); e0X ; h0X) est une dualit�e de projB . Par d�e�nition de S , on a pour tout(B;B)-bimodule M et tout  2 C3(L;M) l'identit�e :(*) f � (1L �S � 1L)gX = (1F (X)
B e0X 
B 1M ) �  X;_X;X � (h0X 
B 1F (X)) :Posons EX = �0�1F (eX)�2_X;X et HX = ��12 X;_XF (hX)�0 , et soient � et � les deuxendomorphismes fonctoriels de F construits en 1.3.2 et caract�eris�es parEX = e0X(1F (_X)
B �X) et HX = (�X 
B 1F (_X)) :On observe que EX est un morphisme de L-comodules de F (_X)
BF (X) vers (B; s) ;ceci se traduit par l'identit�e s �EX = (EX 
B 1L)�_X;X dans HomB(F (_X)
B F (X); L) .Dans l'isomorphisme naturel HomB(F (_X) 
B F (X); L) �! HomB(F (X); F (X) 
B L) ,cette �equation se lit(s � �)X = (1F (X)
B e0X 
B 1M ) �  X;_X;X � (h0X 
B 1F (X)) ;o�u  = " 
Be �((1L ��) 
Be 1L) ; donc par (�) , (s � �)X = f� � (S � � � 1L)gX , d'o�ula relation (A2). De même, la relation (A3) traduit le fait que HX est un morphisme deL-comodules de (B; s) vers F (X) 
B F (_X) .En�n, on a 1X = (1X 
 eX)(hX 
 1X) , donc 1F (X) = F ((1X 
 eX)(hX 
 1X)) . OrF (hX 
 1X) = �31X;_X;X(HX 
B 1F (X)) et F (1X 
 eX) = (1F (X)
BEX)(�23)�1X;_X;X ;donc 1F (X) = (1F (X)
BEX)�X;_X;X(HX 
B 1F (X)) = f�(1L �� � S � � � 1L)gX par(�) appliqu�ee �a  = �((1L ��) 
Be 1L
Be(� � 1L)) ; d'o�u la premi�ere identit�e de (A4).De même, (eX 
 1_X)(1_X 
hX) = 1_X , donc 1F (_X) = F ((eX 
 1_X)(1_X 
hX)) ; et onconstate que, dans l'isomorphisme canonique EndB(F (_X)) ' EndB(F (X)) , cette relationse lit 1F (X) = f��1 � (S � � � 1L �� � S)gX , d'o�u la seconde identit�e de (A4). ut4.4.6. Remarque. En raison de la non-unicit�e de l'antipode, mise en �evidence dans laproposition 4.4.4, il peut se r�ev�eler utile de d�e�nir la notion de quasi-big�ebro��de `loca-lement de Hopf', correspondant �a la situation o�u l'antipode existe seulement localementpar rapport �a la base B . Conjointement, on peut d�e�nir la notion de foncteur `localementautonome' (pour lequel �1 existe seulement localement par rapport �a la base). Le th�eo-r�eme 4.4.5 admet �evidemment une version locale. Cependant, dans les situations qui nousint�eresseront, on pourra se limiter au cas o�u la base est un corps, et dans ce cadre, lesnotions globales co��ncident avec les notions locales.5. Dualit�e tannakienneDans toute la section 5, k d�esigne un corps commutatif.5.1. Cog�ebro��des semi-transitifsD�e�nition. Une cat�egorie k -lin�eaire A est dite localement de type �ni si1) pour tous objets X , Y de A , HomA(X;Y ) est de dimension �nie sur k ;2) tout objet de A est de longeur �nie.23



5.1.1. D�e�nition. Soit B une alg�ebre. Un k -cog�ebro��de L de base B est dit semi-transitifs'il v�eri�e les trois conditions suivantes :ST1 tout objet de comodL est projectif en tant que B -module;ST2 tout objet de ComodL est limite inductive �ltrante d'objets de comodL ;ST3 la cat�egorie k -lin�eaire comodL est localement de type �ni.5.1.2. Remarques.1) Une cog�ebre, vue comme cog�ebro��de de base B = k , est toujours semi-transitive.2) Soit L un cog�ebro��de semi-transitif de base B . Alors (i) les cat�egories comodLet ComodL sont ab�eliennes, l'inclusion comodL �! ComodL et le foncteur oubli UL :ComodL �! ModB sont exacts; (ii) UL est �a valeurs dans ProjB ; (iii) ComodL est�equivalente �a la cat�egorie des Ind-objets de comodL ([Bru], 5.1).3) Si un cog�ebro��de L , de base B , est projectif en tant que Be -module et v�eri�e ST3,il est semi-transitif. La r�eciproque est vraie lorsque k est parfait ([Bru], th�eor�eme 6.1).5.1.3. Notons AbB la sous-cat�egorie pleine de CatB dont les objets sont les foncteursF : A �! projB v�eri�ant les conditions suivantes :| A est une cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire, localement de type �ni;| le compos�e de F avec le foncteur d'inclusion projB ,�!ModB est k -lin�eaire, �d�ele etexact (ce qui d�etermine la structure k -lin�eaire de A).Notons d'autre part Cog s trB la sous-cat�egorie pleine de CogB dont les objets sont lescog�ebro��des semi-transitifs de base B . On a alors le th�eor�eme suivant.5.1.4. Th�eor�eme.Soit B une alg�ebre. La restriction �a AbB du foncteur L : CatB �! CogB est �a valeursdans Cog s trB ; le foncteur L : AbB �! Cog s trBainsi d�e�ni est une �equivalence de cat�egories.Plus pr�ecis�ement, pour L objet de Cog s trB , le foncteur oubli uL : comodL �! projBest un objet de AbB , d'o�u un foncteur u : Cog s trB �! AbB qui est un quasi-inverse de L .D�emonstration. Le th�eor�eme 5.2 de [Bru] a�rme que si F : A �! projB est un objetde CatB , L(F ) est un cog�ebro��de semi-transitif, et le foncteur eF induit une �equivalencede cat�egories A �! comodL(F ) au-dessus de projB . D'autre part, si L est un cog�ebro��desemi-transitif de base B , la cat�egorie comodL est ab�elienne localement de type �ni, etle foncteur oubli uL : comodL �! ModB est exact et prend ses valeurs dans projB(cf 5.1.2); c'est donc un objet de AbB . En outre, le morphisme naturel de cog�ebro��desL(uL) �! L est un isomorphisme ([Bru], 5.8).Les foncteurs L et u sont donc bien d�e�nis, et on a des isomorphismes naturelsF �! u � L(F ) et L � u(L) �! L . ut5.2. Quasi-foncteurs �breRappelons que k est un corps commutatif. On appelle cat�egorie tensorielle sur k ,ou simplement cat�egorie tensorielle, une cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire T munie d'unestructure mono��dale telle que le produit tensoriel 
 soit k -lin�eaire en chaque variable, etl'objet unit�e I v�eri�e End(I) = k . 24



5.2.1. D�e�nition. Soient T une cat�egorie tensorielle autonome, et B une alg�ebre commu-tative. On appelle quasi-foncteur �bre de T sur B tout foncteur quasi-mono��dal autonome! : T �! projB dont le foncteur sous-jacent, vu comme un foncteur �a valeurs dans ModB ,est k -lin�eaire exact �a droite.Si B est non nulle, on dit que le quasi-foncteur �bre ! est non trivial.5.2.2. Proposition. Soient T une cat�egorie tensorielle autonome, et ! un quasi-foncteur�bre de T sur B . Alors :(i) le foncteur sous-jacent �a ! est exact de T vers ModB , et si B 6= 0 , il est �d�ele;(ii) pour tout morphisme d'alg�ebres commutatives B �! C , !
BC est un quasi-foncteur�bre de T sur C ;(iii) pour tout objet X de T , l'application canoniqueHomT (I;X) 
B �! HomB(!(I); !(X))f 
 x 7! !(f)xest injective;(iv) en particulier, si T admet un quasi-foncteur �bre non trivial, elle est localement detype �ni.D�emonstration.(i) On voit ! comme un foncteur de T dans ModB . Montrons son exactitude. PuisqueT est autonome, le foncteur _? est une �equivalence de cat�egories de T o dans T (enparticulier, il est exact); il su�t donc de v�eri�er que ! � _? est exact. Soit0 �! Y 0 �! Y �! Y 00 �! 0une suite exacte courte de T . Le foncteur ! �etant par hypoth�ese exact �a droite, on a lessuites exactes!(Y 0) �! !(Y ) �! !(Y 00) �! 0 et !(_Y 00) �! !(_Y ) �! !(_Y 0) �! 0 ;le foncteur HomB(?; B) �etant exact �a gauche, on a donc la suite exacte0 �! �!(Y 00) �! �!(Y ) �! �!(Y 0) ;et en vertu de l'existence d'un isomorphisme fonctoriel !(_X) ' �!(X) ,0 �! !(_Y 00) �! !(_Y ) �! !(_Y 0) �! 0est une suite exacte.Montrons que ! est �d�ele si B 6= 0. Soit X un objet non nul de A , et montrons que!(X) est non nul. Il r�esulte de l'identit�e 1X = (1X 
 eX)(hX 
 1X) que le morphismed'�evaluation eX : _X 
B X �! I est non nul. Or, l'objet unit�e I est un objet simple deT (voir [Bru], 2.4), donc eX est un �epimorphisme. Ainsi, !(eX) est un �epimorphisme de25



!(_X 
X) ' !(_X) 
B !(X) vers !(I) ' B . Puisque B est non nul, on a !(X) 6= 0.Comme A est ab�elienne et ! exact, ceci implique que ! est �d�ele.(ii) Le foncteur ?
B C :ModB �! ModC est mono��dal et k -lin�eaire exact �a droite,donc !
BC : X 7! !(X)
B C est quasi-mono��dal autonome de C dans projC , k -lin�eaireet exact �a droite de C dans ModC , d'o�u l'assertion.(iii) Soit (f1; . . . fn) une famille de morphismes de I vers X dans T , et notons f lemorphisme In �! X qu'elle d�e�nit. C'est un fait standard que la sous-cat�egorie pleinede T dont les objets sont les multiples de I est �equivalente �a vect k et stable par sous-quotients (cf. par ex. [Bru], remarque p. 5827). Il en r�esulte que si les fi sont libres sur k ,f est un monomorphisme. Alors, !(f) : !(I)n �! !(X) est injectif par (i); cela signi�eque les !(fi) sont libres sur B , car !(I) ' B , d'o�u l'assertion.(iv) Une alg�ebre commutative non nulle admet un id�eal maximal, donc d'apr�es (ii),on peut supposer que T admet un quasi-foncteur �bre ! sur une extension K de k . Lalongueur d'un objet X dans T est major�ee par la longueur de !(X) dans VectK , puisque! est �d�ele exact; or ! est �a valeurs dans vectK , donc cette longueur est �nie.D'autre part, d'apr�es (iii), dimk(HomT (I;X)) est major�ee par dimK !(X) , donc �nie.Soit Y un autre objet de T ; alors HomT (X;Y ) ' HomT (I; Y 
 _X) est lui aussi dedimension �nie. Ainsi, T est localement de type �ni. ut5.2.3. Proposition. Soient B une alg�ebre commutative non nulle, et L un quasi-big�ebro��dede Hopf de base B , de cog�ebro��de sous-jacent L .On suppose d'une part, que L v�eri�e ST1, et d'autre part, qu'il satisfait la conditionT0 : l'ensemble fx 2 B j s(x) = b(x)g est r�eduit �a k .Alors repL est une cat�egorie tensorielle autonome, et le foncteur oubli uL est unquasi-foncteur �bre de repL sur B . En particulier, L v�eri�e ST3.D�emonstration. De ST1 r�esultent les faits suivants. La cat�egorie comodL est ab�elienne,et le foncteur oubli comodL �! ModB est k -lin�eaire exact ([Bru], 5.1). La cat�egorie V duth�eor�eme 4.4.5 co��ncide avec repL ; cette derni�ere est donc autonome, ainsi que le foncteuroubli. Le produit tensoriel de RepL est k -lin�eaire en chaque variable, et la condition T0signi�e que les endomorphismes de l'objet unit�e sont les scalaires (4.2.2). Par cons�equent,repL est tensorielle, autonome, et le foncteur oubli est un quasi-foncteur �bre. ut5.3. Dualit�e tannakienne pour les quasi-big�ebro��des5.3.1. D�e�nition. Soient B une alg�ebre commutative non nulle, et L un quasi-big�ebro��dede Hopf de base B , de cog�ebro��de sous-jacent L . On dit que L est transitif si L est semi-transitif, et L v�eri�e la condition T0 (i. e. fx 2 B j s(x) = b(x)g = k ).5.3.2. Proposition. Soit L un quasi-big�ebro��de de Hopf de base B 6= 0 .(i) L est transitif si et seulement si L v�eri�e T0, et le cog�ebro��de sous-jacent �a L v�eri�eST1 et ST2.(ii) Si L est transitif, repL est une cat�egorie tensorielle autonome, et le foncteur oubliest un quasi-foncteur �bre de repL sur B .(iii) Si L est transitif, le B -module sous-jacent �a toute repr�esentation de L est projectif,et, s'il est non nul, il est partout non nul.22Un B -module M est `partout non nul' si son support est SpecB , ce qui, pour M plat26



D�emonstration. Les assertions (i) et (ii) r�esultent imm�ediatement de 5.2.3. Montrons(iii). Soit X = (V; �) un objet de RepL . Alors V est projectif (cf. 5.1.2). SupposonsX 6= 0, et montrons qu'alors V est partout non nul. D'apr�es 5.1.2, on peut supposerque X est un objet de repL ; il admet alors un dual �a gauche _X , et l'�evaluation eX :_X 
L X �! I est, on l'a vu, un �epimorphisme de repL . Le foncteur oubli �etant exact,on en d�eduit une application B -lin�eaire surjective �V 
B V �! B ; le B -module projectifV est donc partout non nul. ut5.3.3. Proposition.Soit L un quasi-big�ebro��de de Hopf de base B 6= 0 .Si le Be -module sous-jacent �a L est projectif et partout non nul, L est transitif. Lar�eciproque est vraie si k est parfait.D�emonstration. On a L 6= 0 d'apr�es la remarque 4.1.3, 2). Soit L le cog�ebro��desous-jacent �a L .Si L est projectif comme Be -module, il v�eri�e ST1 et ST2 ([Bru], proposition 6.2). Sien outre il est partout non nul, il est �d�element plat, donc son annulateur est nul. L'unit�e� : Be �! L est donc injective; on a fx 2 B j s(x) = b(x)g = k , d'o�u T0. Ainsi, L esttransitif par 5.3.2.Supposons k parfait et L transitif. En tant que Be -module, L est naturellementmuni d'une structure de Lo 
 L-comodule �a droite ([Bru], remarque p. 5832). Autrementdit, c'est une repr�esentation, non nulle, de Lo 
 L .5.3.4. Lemme. Soit L un quasi-big�ebro��de de Hopf transitif de base B . Alors Lo est unquasi-big�ebro��de de Hopf transitif.Soit L0 un autre quasi-big�ebro��de de Hopf transitif, de base B0 . Si k est parfait, L
L0est un quasi-big�ebro��de de Hopf transitif de base B 
B0 .D�emonstration. Soit L (resp. L0 ) le cog�ebro��de sous-jacent �a L (resp. L0 ). Alors Lo estsemi-transitif ([Bru], 5.10), de même que L
Lo si k est parfait ([Bru], 6.5). Il su�t doncde v�eri�er que Lo et L
L0 satisfont T0. Pour le premier, c'est imm�ediat. Pour le second,posons s00 = s 
 s0 et b00 = b
 b0 . Il s'agit de montrer fz 2 B 
B0 j s00(z) = b00(z)g � k ,l'inclusion inverse �etant �evidente. Soit z v�eri�ant s00(z) = b00(z) . Consid�erons une �ecritureminimale z =Pxi 
 yi , avec xi 2 B et yi 2 B0 . Les xi et les yi sont libres sur k . On a"s = "b = 1B ; appliquant " 
 1L0 aux deux membres de l'�egalit�e s00(z) = b00(z) , il vientdonc Pxi 
 s0(yi) = Pxi 
 b0(yi) . Les xi �etant libres, on en d�eduit s0(yi) = b0(yi) , etpuisque L0 v�eri�e T0, on a yi 2 k . Il en va de même des xi , donc z est un scalaire. utRevenons �a la d�emonstration de 5.3.3 : L est une repr�esentation non nulle de Lo
L ,quasi-big�ebro��de de Hopf transitif de base Be d'apr�es le lemme. C'est donc un Be -moduleprojectif partout non nul, par 5.3.2. ut5.3.5. Remarque. Une quasi-big�ebre de Hopf est toujours transitive, en tant que quasi-big�ebro��de de Hopf de base B = k .(donc en particulier, pour M projectif) �equivaut �a `�d�element plat'.27



5.4. Dualit�e tannakienne pour les quasi-big�ebro��des de Hopf5.4.1. Soit QBig trB (resp. QBig0 trB ) la sous-cat�egorie pleine de QBigB (resp. de QBig0B )dont les objets sont les quasi-big�ebro��des de Hopf transitifs. Soit d'autre part QTanB (resp.QTan0B ) la sous-cat�egorie pleine de QMonB (resp QMon0B ) dont les objets sont les quasi-foncteurs �bre d'une cat�egorie tensorielle autonome sur B .5.4.2. Th�eor�eme. Soit B une alg�ebre commutative non nulle.La restriction �a QTanB du foncteur L : QMonB �! QBigB est �a valeurs dans QBig trB ;le foncteur L : QTanB �! QBig trBainsi d�e�ni est une �equivalence de cat�egories.Plus pr�ecis�ement, le foncteur u : QBig trB �! QTanB , qui associe �a un quasi-big�ebro��dede Hopf transitif L le foncteur oubli uL : repL �! projB , est un quasi-inverse de L .En outre, la restriction de L �a QTan0B est une �equivalence de cat�egories de QTan0Bvers QBig0 trB .D�emonstration. Si T est une cat�egorie tensorielle autonome et ! un quasi-foncteur�bre de T sur B , L(!) est un quasi-big�ebro��de de Hopf de base B (4.2.1 et 4.4.5); envertu du th�eor�eme 5.1.4, le cog�ebro��de L(!) est semi-transitif, et, d'autre part, le foncteurnaturel T �! comodL(!) est une �equivalence de cat�egories. Ainsi le foncteur mono��dalcanonique T �! repL(!) est une �equivalence de cat�egories mono��dales au-dessus de projBd'apr�es 4.2.1. En particulier, repL(!) est tensorielle, L v�eri�e T0 (cf. 4.2.2), et il est donctransitif.Si L est un quasi-big�ebro��de de Hopf transitif de base B , le foncteur oubli uL :repL �! projB est un objet de QTanB (proposition 5.2.3), et le morphisme de quasi-big�ebro��des L(uL) �! L introduit en 4.3.2 est un isomorphisme par 5.1.4. D'autre part,on a un isomorphisme naturel de ! vers u � L(!) dans QTan0B , d'o�u le th�eor�eme. ut5.4.3. D�e�nition. Soient T une cat�egorie tensorielle autonome, et ! , !0 deux quasi-foncteurs �bres de T sur B . On appelle isomorphisme de ! sur !0 tout isomorphismefonctoriel quasi-mono��dal de ! sur !0 . En vertu de 4.3.4, tout isomorphisme 
 : ! �! !0d�e�nit un quasi-isomorphisme Ad(
) : L(!) �! L(!0) .6. Le cas des cat�egories tensorielles autonomes semi-simplesDans toute la section 6, k est un corps alg�ebriquement clos.6.1. Existence et unicit�e d'un quasi-foncteur �bre6.1.1. Soit T une cat�egorie tensorielle autonome semi-simple, essentiellement petite, lo-calement de type �ni. �Etant donn�ee une extension K de k , existe-t-il un quasi-foncteur�bre de T sur K ? Et s'il en existe un, est-il unique?On note Gr+ T le semi-anneau de Grothendieck de T ; les �el�ements de Gr+ T sontles classes d'isomorphisme d'objets de T . Le foncteur dual �a gauche d�e�nit une appli-cation x 7! _x de Gr+ T dans lui-même. On appelle caract�ere de T toute application� : Gr+ T �! N v�eri�ant�(x+ y) = �(x) + �(y); �(xy) = �(x)�(y); �(_x) = �(x); et �(1) = 1 :28



Si ! est un quasi-foncteur �bre de T de base une alg�ebre B de spectre connexe, onappelle caract�ere de ! le caract�ere de T d�e�ni par X 7! rgB !(X) .6.1.2. Th�eor�eme. Soit B une alg�ebre commutative de spectre connexe.1) Tout caract�ere de T est le caract�ere d'un quasi-foncteur �bre de T de base B .2) Si tout B -module projectif de type �ni est libre,3 deux quasi-foncteurs �bre de T debase B sont isomorphes si et seulement s'ils ont même caract�ere.Remarque. Il r�esulte de 6.1.2 que pour tout caract�ere � de T , il existe un quasi-foncteur�bre de T de caract�ere � , et que ce quasi-foncteur �bre est unique �a isomorphisme pr�eslocalement pour la topologie fpqc.D�emonstration. Soit S un ensemble. La cat�egorie VS = Ls2S vect k , sous-cat�egoriepleine de Qs2S vect k dont les objets sont les suites �a support �ni d'objets de vect kindex�ees par S , est une cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire semi-simple localement de type �ni,et toute cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire semi-simple localement de type �ni est de ce type,�a �equivalence k -lin�eaire pr�es.Si B est une cat�egorie k -lin�eaire, la cat�egorie des foncteurs k -lin�eaires de VS dansB est canoniquement �equivalente �a BS , l'�equivalence �etant donn�ee par le foncteur F 7!(F (s))s2S . De même, la cat�egorie des foncteurs VS � VS �! B qui sont k -lin�eaires enchaque variable est canoniquement �equivalente �a la cat�egorie BS�S , l'�equivalence �etantdonn�ee par le foncteur G 7! (G(s; s0))(s;s0)2S�S .En particulier, la cat�egorie sous-jacente �a T est �equivalente �a VS , o�u S est l'ensembledes classes d'isomorphisme d'objets simples de T . On applique ce qui pr�ec�ede �a B =fmodB , cat�egorie des B -modules libres de rang �ni. Soit � un caract�ere de T . Alors ilexiste un foncteur k -lin�eaire F : T �! fmodB � projB tel que pour tout s 2 S , F (s) soitun B -module libre de rang �(s) . En outre un tel foncteur est unique �a isomorphisme pr�es.Consid�erons les deux foncteurs G1 : (X;Y ) 7! F (X
Y ) et G2 : (X;Y ) 7! F (X)
B F (Y )de T � T dans fmodB . Ces foncteurs sont k -lin�eaires en chaque variable, et on a pourtous s , s0 2 S : rgB G1(s; s0) = �(ss0) = �(s)�(s0) = rgB G2(s; s0) ;donc G1 et G2 sont isomorphes. Il existe donc un isomorphisme fonctoriel �2X;Y :F (X) 
B F (Y ) �! F (X 
 Y ) ; d'autre part, il existe un isomorphisme �0 : B �! F (I) .En vertu de la remarque 1.2.6, on peut choisir �2 et �0 de sorte que ! = (F;�2;�0)soit un foncteur quasi-mono��dal. De même, les foncteurs X 7! F (_X) et X 7! �F (X) deT o vers fmodB sont isomorphes, car pour s 2 S , rgB F (_s) = �(_s) = �(s) = rgB F (s) .Ainsi, ! est un quasi-foncteur �bre.Si deux quasi-foncteurs �bre ayant même caract�ere sont �a valeurs dans fmodB (ce quiest toujours le cas si fmodB = projB ), les foncteurs sous-jacents sont isomorphes; doncen vertu de la remarque 1.2.4, il existe entre eux un isomorphisme quasi-mono��dal. ut3Par exemple, si B est locale, ou principale.29



6.1.3. Remarque. Soit L un quasi-big�ebro��de transitif de base B . Le foncteur oubliuL : L �! projB est un quasi-foncteur �bre de repL sur B , donc tout point rationnel xde SpecB (c'est-�a-dire tout morphisme d'alg�ebres x : B �! k ) d�e�nit par 5.2.2 un quasi-foncteur �bre !x = uL
B k de repL sur k . Notons Lx la quasi-big�ebre de Hopf x�L , quis'identi�e �a L(!x) . Le foncteur image directe x� : repL �! repLx est une �equivalence decat�egories mono��dales k -lin�eaires (5.4.2). Ainsi, si x et y sont deux points rationnels deB , les quasi-big�ebres de Hopf Lx et Ly ont la même cat�egorie de de repr�esentations dedimension �nie; suivant la terminologie de [Bru], elles sont quantiquement isomorphes.Supposons repL semisimple, et SpecB connexe. Alors, les quasi-foncteurs �bre !xet !y ayant même caract�ere, les quasi-big�ebres de Hopf Lx et Ly sont isomorphes �a untwist de Drinfeld pr�es (6.1.2).Par exemple, pour p0 , q0 2 k� , on peut former la big�ebre de Hopf Gl(2)p0;q0 . Soitr 2 k� . Dans ([Bru], 7.7) on a montr�e que les big�ebres de Hopf Gl(2)p1;q1 et Gl(2)p2;q2 sontquantiquement isomorphes (i. e. ont même cat�egorie de repr�esentations de dimension �nie)si p1q1 = p2q2 = r . Pour cela, s'inspirant d'un exemple de Maltsiniotis, on a construitun big�ebro��de de Hopf transitif Lr de base Br = k[p; p�1; q; q�1]=(pq � r) , et v�eri�ant(Lr)p0;q0 = Gl(2)p0;q0 pour p0q0 = r . Supposons que r ne soit pas une racine de l'unit�eautre que 1. Alors repLr est semi-simple (car repLr ' rep Gl(2)pr ), et, SpecBr �etantconnexe, Gl(2)p1;q1 et Gl(2)p2;q2 sont isomorphes �a un twist pr�es d�es que p1q1 = p2q2 = r .Cependant, si B n'est pas connexe, il se peut que Lx et Ly soient quantiquementisomorphes sans être isomorphes, même en tant que cog�ebres. L'exemple 6.2.1 en estl'illustration.6.2. Exemples6.2.1. Soit T la cat�egorie des repr�esentations alg�ebriques de dimension �nie de Sl2(C) .Notons Vr l'unique repr�esentation irr�eductible de rang r de ce groupe (r � 1).Si � est un caract�ere de T , posons �(r) = �(Vr) . Pour r � 2, V2
Vr ' Vr�1�Vr+1 ;d'o�u �(r + 1) = �(2)�(r) � �(r � 1). Puisque �(1) = 1, � est enti�erement caract�eris�e par�(2). Pour tout entier n � 2, il existe un unique caract�ere de T , qu'on note �n , v�eri�ant�n(2) = n . Ce caract�ere est d�e�ni par la formule �n(r) = (qnr � qn�r)=(qn � qn�1) , o�uqn = 12 (n�pn2 � 4).Ainsi, il existe un quasi-foncteur �bre !n : T �! vectC , unique �a isomorphisme pr�es,v�eri�ant dimC !(V2) = n . Pour n = 2, c'est le foncteur oubli habituel, mais pour n � 3,on obtient ainsi des quasi-foncteurs �bre vraiment nouveaux.Les quasi-big�ebres de Hopf L(!n) ont la même cat�egorie de repr�esentations, (elles sont`quantiquement isomorphes' au sens de [Bru]), mais ne se d�eduisent pas les unes des autrespar des twists de Drinfeld, car elle sont deux �a deux non-isomorphes en tant que cog�ebres.(En e�et, la liste des dimensions des comodules simples est chaque fois di��erente.)6.2.2. On se propose maintenant d'�etudier les cat�egories tensorielles semi-simples locale-ment de type �ni o�u tout objet simple est inversible.Soit T une telle cat�egorie. L'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets simples deT est un groupe multiplicatif G . Soit � un caract�ere de T ; alors pour tout s 2 G , on a�(s)�(s�1) = 1, d'o�u �(s) = 1. Ainsi, T admet un unique caract�ere. Autrement dit, Tadmet un quasi-foncteur �bre ! sur k , unique �a isomorphisme pr�es (th�eor�eme 6.1.2).30



Soit ! un quasi-foncteur �bre de T sur k . On peut supposer, sans perte de g�en�e-ralit�e, qu'il y a un seul objet par classe d'isomorphisme dans T . Soit Xg l'objet simplecorrespondant �a g 2 G . On a dimk !(Xg) = 1, donc on peut supposer que !(Xg) = k .La cog�ebre sous-jacente �a L(!) s'identi�e �a k(G) , rapport�e �a la base canonique (�g)g2G ,avec �(�g) = �g 
 �g et "(�g) = 1. Le dual de cette cog�ebre est donc l'alg�ebre kG . Leproduit est donn�e par �(�g 
 �h) = �gh , et l'unit�e est �e . Le � est donn�e par une fonc-tion b : G3 �! k� . L'axiome (QB4) est automatique, car � est associatif et le produitde convolution, commutatif. Les axiomes (QB5) et (QB6) se traduisent par les conditionssuivantes sur b :b(g1; g2; g3g4)b(g1g2; g3; g4) = b(g2; g3; g4)b(g1; g2g3; g4)b(g1; g2; g3) ;b(g1; e; g2) = 1 :Autrement dit, b est un 3-cocycle normalis�e 4 de G �a valeurs dans k� , et ce 3-cocycle d�e-termine la quasi-big�ebre L(!) �a isomorphisme pr�es. Inversement, tout 3-cocycle normalis�eb d�e�nit une quasi-big�ebre qu'on note Lb .D'autre part, soit G un groupe, et a un 3-cocycle de G �a valeurs dans k� . En1.2.7, nous avons associ�e �a un tel a une cat�egorie mono��dale Ca . Soit T a la la cat�egorieadditive k -lin�eaire form�ee �a partir de Ca par adjonction formelle des sommes directes �nies(c'est donc la cat�egorie que nous notons VG ). Il existe sur T a une structure de cat�egoriemono��dale, unique �a �equivalence mono��dale pr�es, telle que le foncteur pleinement �d�elei : Ca ,�! T a soit mono��dal strict.Muni de cette structure mono��dale, T a est une cat�egorie tensorielle semi-simple, lo-calement de type �ni, et autonome, car les classes d'isomorphisme d'objets simples de T aconstituent un groupe qui s'identi�e �a G .La cat�egorie T a admet donc un quasi-foncteur �bre ! , unique �a quasi-isomorphismepr�es. La quasi-big�ebre L(!) est de la forme Lb , pour un certain 3-cocycle normalis�e b .Soit ! = (F;�2;�0) . On peut supposer que pour tout g , F (Xg) = k . Alors �2Xg ;Xh estun �el�ement de k� qu'on note �(g; h) . La condition (CA) pour ! se traduit par :a(g1; g2; g3)�(g1g2; g3)�(g1; g2) = �(g1; g2g3)�(g2; g3)b(g1; g2; g3) ;ce qui signi�e que b d�e�nit la même classe de cohomologie que a .La proposition suivante r�esume cette discussion.6.2.3. Proposition. Soient T une cat�egorie tensorielle semi-simple localement de type�ni o�u tout objet simple est inversible, et G le groupe des classes d'isomorphisme d'objetssimples de T .Alors T admet un quasi-foncteur �bre ! , unique �a isomorphisme pr�es. Il existe un3-cocycle normalis�e b de G �a valeurs dans k� tel que la quasi-big�ebre de Hopf L(!) soitisomorphe �a Lb . (T est alors �equivalente �a T b .)De plus, tout �el�ement de H3(G; k�) est repr�esent�e par un 3-cocycle normalis�e, et si bet b0 sont deux tels 3-cocycles, Lb0 est un twist de Drinfeld de Lb si et seulement si b etb0 repr�esentent la même classe de cohomologie. ut4On dit que b est normalis�e si b(g1; e; g2) = 1.31
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