
TH�EORIE TANNAKIENNE NON COMMUTATIVEAlain Brugui�eresUniversit�e de Paris VII, U. F. R. de math�ematiques2, place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, FranceABSTRACT. Inspired by a recent paper by Deligne [2], we extend the Tannaka-Krein duality results(over a �eld) to the non-commutative situation. To be precise, we establish a 1{1 correspondence between`tensorial autonomous categories' equipped with a `�bre functor' (i. e. tannakian categories without thecommutativity condition on the tensor product), and `quantum groupoids' (as de�ned by Maltsiniotis, [9])which are `transitive' (7.1.). When the base �eld is perfect, a quantum groupoid over SpecB is transitivei� it is projective and faithfully at over B
kB . Moreover, the �bre functor is unique up to `quantumisomorphism' (7.6.). Actually, we show Tannaka-Krein duality results in the more general setting wherethere is no monoidal structure on the category (and the functor); the algebraic object corresponding tosuch a category is a `semi-transitive' coalgebroid (5.2. and 5.8.).IntroductionLa th�eorie des cat�egories tannakiennes est issue d'une id�ee d'Alexandre Grothendieck,d�evelopp�ee par N. Saavedra Rivano dans sa th�ese [10]. Elle fut con�cue comme un outilindispensable �a l'�elaboration de la th�eorie des motifs. Alexandre Grothendieck aurait sou-hait�e que ces cat�egories fussent nomm�ees \cat�egories de Galois{Poincar�e{Grothendieck",mais l'usage en a d�ecid�e autrement. Inspir�e par la lecture de la contribution de P. Deligneau Grothendieck Festschrift [2], et anim�e par la conviction que l'�etude des groupes quan-tiques �etait intimement li�ee �a celle des cat�egories de leurs repr�esentations, je me suis �x�epour but dans ce travail d'adapter, dans la mesure du possible, les r�esultats de la th�eoriedes cat�egories tannakiennes �a un cadre non commutatif.R�esumons tr�es bri�evement la situation dans le cas commutatif : �a un groupe alg�ebriquea�ne G sur le corps des complexes, on associe la cat�egorie T = rep(G) de ses repr�esen-tations alg�ebriques de dimension �nie. Cette cat�egorie est assortie d'un foncteur oubli !de T vers la cat�egorie vect(C) des espaces vectoriels complexes de dimension �nie. Ond�esire donner une caract�erisation interne des cat�egories ainsi obtenues. On observe les faitssuivants.



(i) D'une part, la cat�egorie T est munie d'un bifoncteur 
 : T � T �! T qui est\associatif", \commutatif" et admet un \�el�ement neutre". Autrement dit, T est unecat�egorie mono��dale sym�etrique.(ii) En outre, tout objet de T admet un dual : on dit que T est autonome; on peut alorsd�e�nir de fa�con interne la dimension d'un objet de T , qui est a priori un nombrecomplexe.(iii) D'autre part, la cat�egorie T est ab�elienne C-lin�eaire, de fa�con \compatible �a sa struc-ture mono��dale" : elle est tensorielle.(iv) La cat�egorie T est \assez petite" en ce sens qu'il existe un objet V tel que tout objetsoit sous-quotient d'un V 
n , n 2 N .(v) Le foncteur ! : T �! vect(C) est \compatible au produit tensoriel" (mono��dal sym�e-trique), et exact : on dit que c'est un foncteur �bre.Dans ce cadre volontairement restreint, les r�esultats de la th�ese de Saavedra [10] setraduisent comme suit : �etant donn�ee une cat�egorie v�eri�ant (i)|(iv) et admettant unfoncteur �bre (on dit alors que T est tannakienne), il existe un groupe alg�ebrique a�ne G ,unique �a isomorphisme pr�es, tel que T s'identi�e �a rep(G), le foncteur �bre correspondantau foncteur oubli. Le groupe G s'obtient comme groupe des automorphismes du foncteur�bre. En outre, si T est tannakienne, le foncteur �bre est unique �a isomorphisme pr�es. Dansla suite, j'emploierai l'expression \r�esultats tannakiens" pour d�esigner ces propri�et�es, ouleurs analogues. Deligne donne dans [2] une caract�erisation purement interne des cat�egoriestannakiennes : si une cat�egorie T v�eri�e (i)|(iv), elle est tannakienne si et seulement sila dimension interne de tout objet de T est un entier naturel.Le r�esum�e ci-dessus comporte deux simpli�cations : en g�en�eral, le corps de base k n'estsuppos�e ni alg�ebriquement clos, ni de caract�eristique z�ero, et on ne fait pas l'hypoth�ese (iv).On est alors amen�e �a consid�erer des foncteurs �bres �a valeurs non dans vect(k), mais dansla cat�egorie Qcoh(S) des faisceaux quasi-coh�erents sur un k -sch�ema S , qu'on ne perdrien �a supposer a�ne. Alors, l'objet G n'est plus un groupe alg�ebrique, mais un groupo��dealg�ebrique (c'est-�a-dire un groupo��de dans la cat�egorie des k -sch�emas) v�eri�ant une certainepropri�et�e de transitivit�e. Le groupo��de en question n'est unique qu'en un sens local. Enoutre, la caract�erisation interne due �a Deligne n'est valable qu'en caract�eristique z�ero.La d�emonstration de Saavedra pr�esentait une lacune, ainsi d'ailleurs que les hypoth�esesde ses �enonc�es; Deligne donne la d�emonstration compl�ete dans [2].Le jeu tannakien repose sur le fait qu'�a tout foncteur F d'une cat�egorie C vers lacat�egorie des modules projectifs de type �ni sur un anneau B , on peut associer un objetL(F ) qui \repr�esente" les endomorphismes de ce foncteur. Cet objet est un cog�ebro��de debase B . Quand on enrichit la structure de la cat�egorie C et du foncteur F , on enrichitd'autant la structure du cog�ebro��de L(F ). Par exemple, lorsque C est mono��dale et Faussi, L(F ) se voit dot�e d'une structure d'anneau; c'est un big�ebro��de, au sens donn�e �a ceterme par Maltsiniotis [9]. Si C et F sont sym�etriques, le big�ebro��de obtenu est commutatif;si (i)|(v) sont satisfaits, on obtient une alg�ebre de Hopf de type �ni. (On peut dresserainsi tout un \dictionnaire tannakien", cf. [4].)Les contributions de ce travail qui me paraissent les plus originales sont l'introduc-tion de la notion de k -cog�ebro��de semi-transitif, qui permet de d'�enoncer et de d�emontrerles \r�esultats tannakiens" en termes de k -cog�ebro��des (th�eor�eme 5.2, proposition 5.8.);



une caract�erisation simple des k -cog�ebro��des semi-transitifs lorsque k est parfait (th�eo-r�eme 6.1.); la d�emonstration des \r�esultats tannakiens" dans le cadre des k -big�ebro��des deHopf \quantiques"(th�eor�eme 7.1.); et l'introduction de la notion de big�ebro��des de Hopfquantiquement isomorphes, qui permet de formuler une version \quantique" du th�eor�emed'unicit�e du foncteur �bre (7.6.).Mon parti pris a �et�e de formuler et de d�emontrer les \r�esultats tannakiens" dansle cadre le plus g�en�eral, celui des cog�ebro��des. Il y a �a mon sens deux avantages �a cela.D'une part, c'est plus simple; d'autre part, cela permet d'envisager d'un coup un �eventailassez large d'applications. En e�et, il su�t d'utiliser le \dictionnaire tannakien" pour�etendre les r�esultats sur les cog�ebro��des �a des structures plus riches. Dans le pr�esent travail,je m'int�eresse aux big�ebro��des de Hopf (dont la multiplication est associative); mais onpourrait tout aussi bien d�e�nir une notion de quasi-big�ebro��de de Hopf, �a la mani�ere deDrinfeld, en rempla�cant l'associativit�e de la multiplication par une condition plus faible dequasi-associativit�e : on obtiendrait des r�esultats similaires.Je remercie vivement Georges Maltsiniotis d'avoir gentiment accept�e la corv�ee de faireune lecture tr�es attentive de ce travail, et de m'avoir signal�e quelques erreurs et fait plusieurssuggestions extrêmement judicieuses.Plan.Dans la section 1, nous pr�ecisons le vocabulaire des cat�egorie mono��dales. La section 2introduit di��erentes notions de cat�egories mono��dales munies d'une structure lin�eaire. Int�e-ress�e que j'�etais au cas non sym�etrique, je me suis trouv�e amen�e �a m'�ecarter des conventionsque Deligne utilise. J'en ai pro�t�e pour rendre hommage �a R. Penrose, dont la contributionme parait importante et parfois un peu n�eglig�ee, en donnant son nom �a la notion la plusg�en�erale; ce que j'appelle cat�egorie tensorielle est une cat�egorie de Penrose ab�elienne (sanssupposer l'existence de duaux ni d'une sym�etrie). On trouvera dans cette section quelquesr�esultats qui �gurent dans [2] ou [3] pour ce qui concerne le cas sym�etrique, mais dont ilfallait bien v�eri�er la validit�e dans ce cadre plus g�en�eral.Les sections 3 et 4 rassemblent un outillage issu de [2] qui sera indispensable dans la sec-tion 5. La section 3 introduit les cog�ebro��des, et pr�ecise quelques propri�et�es des comodulessur les cog�ebro��des. Nous y rappelons l'�enonc�e du th�eor�eme de Barr-Beck. La constructiondu cog�ebro��de universel associ�e �a un foncteur �a valeurs dans une cat�egorie de modules,et l'�enonc�e de quelques propri�et�es de fonctorialit�e de cette construction universelle, fontl'objet de la section 4.Dans la section 5, nous d�e�nissons les cog�ebro��des semi-transitifs, et nous formulons etd�emontrons les \r�esultats tannakiens" en termes de cog�ebro��des semi-transitifs. Dans 6, onvoit que lorsque le corps k est parfait, on a une meilleure caract�erisation des cog�ebro��dessemi-transitifs. Ce sont l�a les r�esultats les plus importants de ce travail, puisque toute lasuite en d�ecoule ais�ement. Dans la section 7, les resultats de 5 et 6 sont interpr�et�es en termesde big�ebro��des de Hopf transitifs. Dans la section 8, nous examinons deux cas particuliers.Tout d'abord, le cas des big�ebres de Hopf (qui englobe les \groupes quantiques"), puis lasituation commutative, o�u nous v�eri�ons que la notion de transitivit�e qui apparâ�t dans lasection 7 correspond �a la notion usuelle, ce qui permet de retrouver les r�esultats tannakiensclassiques.



Notations.Si A est une cat�egorie, Ob(A) est la collection des objets de A . Pour X , Y 2 Ob(A),on d�esigne l'ensemble des morphismes de X vers Y par HomA(X;Y ), ou plus simplementHom(X;Y ). On note Ens la cat�egorie des ensembles.Si A est un anneau, Mod(A) est la cat�egorie des A-modules �a droite, mod(A), lacat�egorie des A-modules �a droite de type �ni, et proj(A), celle des A-modules �a droiteprojectifs de type �ni. On note Ao l'anneau oppos�e �a A , de sorte que Mod(Ao) est lacat�egorie des A-modules �a gauche.Soit k un anneau commutatif et A , B deux k -alg�ebres. Alors Bimodk(A;B) est lacat�egorie Mod(Ao 
k B); autrement dit, la cat�egorie des (A;B)-bimodules (notons queles deux structures de k -module sur un tel bimodule co��ncident). Si M est un (A;B)-bimodule, on note M o le (Bo; Ao)-bimodule qui lui est canoniquement associ�e.On d�esigne par Spec(A) le spectre d'un anneau commutatif A . Si S est un sch�ema,on note OS son faisceau structural, Qcoh(S) la cat�egorie des faisceaux quasi-coh�erents surS , et vect(S) la sous-cat�egorie pleine des faisceaux localement libres de type �ni. Si Kest un corps commutatif, on note aussi vect(K) la cat�egorie des K -espaces vectoriels dedimension �nie.On note Comod(B : L) la cat�egorie des comodules �a droite d'un k -cog�ebro��de L debase B , et comod(B : L) la sous-cat�egorie pleine des comodules qui sont de type �ni commeB -modules. Le cog�ebro��de oppos�e, de base Bo , est not�e Lo . La cat�egorie des L-comodules�a gauche est Comod(Bo : Lo).Si L est un big�ebro��de de base B , on d�esigne par Rep(B : L) la cat�egorie des repr�esen-tations de L : c'est la cat�egorie Comod(B : L) munie de la structure mono��dale naturelle.On note rep(B : L) la sous-cat�egorie mono��dale des repr�esentations de type �ni commeB -modules. On note I la repr�esentation unit�e.1.|Rappels sur les cat�egories mono��dalesCat�egories mono��dales.Une cat�egorie mono��dale est la donn�ee| d'une cat�egorie C ,| d'un bifoncteur 
 : C � C �! C (appel�e produit tensoriel),| d'un objet I de C (l' objet unit�e),| d'isomorphismes fonctorielsaA;B;C : (A 
B) 
 C �! A 
 (B 
 C)lA : I 
 A �! ArA : A
 I �! Aavec pour axiomes la commutativit�e des diagrammes suivants :((A
 B) 
C)
D waA
B;C;DuaA;B;C
1D (A
 B) 
 (C 
D) waA;B;C
D A
 (B 
 (C 
D))u 1A
aB;C;D(A
 (B 
 C))
D waA;B
C;D A
 ((B 
 C)
D)



(A 
 I) 
 B waA;I;BAAAACrA
1B A
 (I 
 B)����� 1A
lBA 
B :Le premier de ces diagrammes s'appelle le pentagone de MacLane.Les isomorphismes a , l , r , sont appel�es respectivement contrainte d'associativit�e,contrainte d'unit�e �a gauche, contrainte d'unit�e �a droite.Par abus, nous d�esignerons le plus souvent la cat�egorie mono��dale (C;
; I; a; l; r) parle symbole C .La cat�egorie mono��dale C est dite stricte lorsque les conditions suivantes sont remplies :1) le produit tensoriel est associatif sur les objets :A
 (B 
C) = (A 
B) 
 C;2) l'objet unit�e est neutre pour le produit :A
 I = A = I 
 A;3) les contraintes a , l , r sont les identit�es :aA;B;C = 1A
B
C ; lA = rA = 1A :Il r�esulte de ces hypoth�eses que le produit tensoriel est associatif sur les morphismesde C , et que 1I est neutre pour ce produit.Foncteurs mono��daux.Soient (C;
; I; a; l; r) et (C0;
0; I0; a0; l0; r0) deux cat�egories mono��dales. Un foncteurmono��dal de C vers C0 est la donn�ee| d'un foncteur F : C �! C0 ,| d'un isomorphisme fonctoriel �2A;B : F (A)
0 F (B) �! F (A
B),| d'un isomorphisme �0 : I0 �! F (I),avec pour axiomes la commutativit�e des diagrammes suivants :(F (A)
0 F (B)) 
0 F (C) wa0F (A);F(B);F(C)u�2A;B
01F(C) F (A)
0 (F (B) 
0 F (C))u 1F(A) 
0�2B;CF (A
 B) 
0 F (C)u�2A
B;C F (A)
0 F (B 
C)u �2A;B
CF ((A 
B) 
 C) wF (aA;B;C) F (A
 (B 
 C))



I0 
0 F (A) wl0F (A)u�0
01F (A) F (A)u F (lA) F (A)uF (rA) F (A)
0 I0u r0F (A) u 1F(A) 
0�0F (I)
0 F (A) w�2I;A F (I 
A) F (A
 I) F (A)
0 F (I)u �2A;I :Les isomorphismes �2A;B et �0 s'appellent respectivement contrainte de compatibilit�eaux produits tensoriels, et contrainte de compatibilit�e aux unit�es.Nous d�esignerons le foncteur mono��dal (F;�2;�0) par le symbole F lorsque celan'induira pas d'ambigu��t�e.Une �equivalence de cat�egories mono��dales est un foncteur mono��dal F : C �! C0 quiinduit sur les cat�egories sous-jacentes une �equivalence de cat�egories.Du th�eor�eme de coh�erence de MacLane [7] r�esulte en particulier que pour toute cat�ego-rie mono��dale C il existe une cat�egorie mono��dale stricte C0 et une �equivalence de cat�egoriesmono��dales F : C0 �! C .Nous utiliserons souvent ce th�eor�eme, de fa�con tacite, pour �etendre �a une cat�ego-rie mono��dale quelconque une propri�et�e, une construction ou une notion valide dans unecat�egorie mono��dale stricte.Tressages et sym�etries.Soit C une cat�egorie mono��dale, qu'on suppose stricte (en vertu de la remarque pr�e-c�edente, ce qui suit s'adapte au cas d'une cat�egorie mono��dale quelconque).Un tressage sur C est un isomorphisme fonctoriel RA;B : A 
 B �! B 
 A rendantcommutatifs les triangles suivants :A
 B 
C wRA;B
C[[[]RA;B
1C B 
C 
 A���� 1B 
RA;C A
B 
 C wRA
B;C[[[]1A
RB;C C 
 A
 B���� RA;C
1BB 
A 
 C A
C 
 B :Il est facile de voir que ces conditions entrâ�nent : RI;A = RA;I = 1A .Si R est un tressage sur C , il en va de même de Ro d�e�ni par : RoA;B = (RB;A)�1 .On dit que R est un tressage sym�etrique, ou plus simplement une sym�etrie, si R = Ro .Une cat�egorie mono��dale tress�ee (resp. sym�etrique) est une cat�egorie mono��dale munied'un tressage (resp. d'une sym�etrie).Soient C , C0 deux cat�egories mono��dales tress�ees (resp. sym�etriques). Un foncteurmono��dal F de C dans C0 est dit tress�e (resp. sym�etrique) si le diagramme suivant estcommutatif : F (A)
0 F (B) w�2A;BuR0F (A);F(B) F (A
B)u F (RA;B)F (B)
0 F (A) w�2B;A F (B 
 A) :



Dualit�e dans les cat�egories mono��dales.Soient C une cat�egorie mono��dale, suppos�ee stricte, et A un objet de C . Un dual �adroite de A est la donn�ee| d'un objet A_ de C ,| d'un morphisme e : A 
A_ �! I , appel�e �evaluation,| d'un morphisme h : I �! A_ 
 A , appel�e co�evaluation, avec les conditions :(e 
 1A)(1A
h) = 1A(1A_ 
 e)(h 
 1A_) = 1A_ :Il r�esulte de cette d�e�nition que le foncteur ?
 A_ est adjoint �a gauche au foncteur?
 A , et que le foncteur A_
 ? est adjoint �a droite au foncteur A
 ?; autrement dit, ona des isomorphismes fonctoriels Hom(X;Y 
A) ' Hom(X 
A_; Y ) et Hom(A
X;Y ) 'Hom(X;A_ 
 Y ).Un dual �a droite, s'il existe, est unique �a isomorphisme unique pr�es. Plus pr�ecis�ement,supposons que (B1; e1; h1) et (B2; e2; h2) soient deux duaux �a droite de l'objet A . Il existealors un isomorphisme unique � : B1 �! B2 v�eri�ant : e1 = e2(1A
 �) et h2 = (�
1A)h1 .�Etant donn�es deux objets A , B admettant des duaux �a droite A_ , B_ , on peutassocier �a tout morphisme f : A �! B son dual �a droite f_ : B_ �! A_ d�e�ni par lacomposition des �echesB_ = I 
 B_ whA
1 A_ 
 A
 B_ w1
f
1 A_ 
B 
B_ w1
eB A_ 
 I = A_ :Bien que cette notion d�epende du choix d'un dual pour les objets consid�er�es, elle estfonctorielle en ce sens que si f : A �! B et g : B �! C sont deux morphismes de C etA_ , B_ , C_ sont des duaux de A , B , C respectivement, alors (gf)_ = f_ g_ .Soient C , C0 deux cat�egories mono��dales, et F un foncteur mono��dal de C vers C0 . Si(A_; e; h) est un dual �a droite d'un objet A de C , alors (F (A_); e0; h0) est un dual �a droitede F (A), o�u e0 est la compos�ee deF (A)
0 F (A_) ' F (A
A_) F (e)���! F (I) ' I0 ;et h0 , celle de I0 ' F (I) F (h)���! F (A_ 
 A) ' F (A_)
0 F (A) :Une cat�egorie mono��dale est dite autonome �a droite lorsque tout objet admet un dual�a droite. Si on choisit un dual �a droite A_ pour chaque objet A on d�e�nit un foncteurcontravariant ?_ de C dans C .Naturellement, on d�e�nit de même la notion de dual �a gauche d'un objet A de T : ils'agit de la donn�ee| d'un objet _A de C ,| d'un morphisme " : _A
 A �! I , appel�e �evaluation,| d'un morphisme � : I �! A
 _A , appel�e co�evaluation,avec les conditions : (1A
 ")(� 
 1A) = 1A(" 
 1_A)(1_A
 �) = 1_A :



On a bien sûr les propri�et�es analogues �a celles �enonc�ees �a propos des duaux �a droite;en particulier, le foncteur _A
? est adjoint �a gauche au foncteur A
?, et le foncteur ?
_Aest adjoint �a droite au foncteur ?
A .D'autre part il est clair que (B; e; h) est un dual �a droite de A si et seulement si(A; e; h) est un dual �a gauche de B .Si C est une cat�egorie mono��dale tress�ee, il revient au même de se donner un dual �adroite ou un dual �a gauche d'un objet A . En e�et, (B; e; h) est un dual �a droite de A siet seulement si (B; "; �) est un dual �a gauche de A , o�u " = eRB;A et � = (RA;B)�1h .Une cat�egorie mono��dale est dite autonome lorsque tout objet admet un dual �a droiteet un dual �a gauche.EXEMPLE. Soient k un anneau commutatif, et A , B deux k -alg�ebres non n�ec�essaire-ment commutatives. On note Bimodk(A;B) la cat�egorie des (A;B)-bimodules, qui s'iden-ti�e �a Mod(Ao 
k B). �Etant donn�ee une troisi�eme k -alg�ebre C , consid�erons le bifoncteurBimodk(A;B) � Bimodk(B;C) �! Bimodk(A;C)(M;M 0) 7�!M 
B M 0 :Les isomorphismes naturels (M 
B M 0)
C M 00 'M 
B (M 0 
C M 00) et M 
B B 'M ' A
AM v�eri�ent,mutatis mutandis, des propri�et�es analogues �a celles que l'on requiertdes contraintes d'associativit�e et d'unit�e dans une cat�egorie mono��dale.1En particulier, Bimodk(A;A) se voit ainsi dot�e d'une structure de cat�egorie mono��dale.Quels sont les objets de Bimodk(A;A) qui admettent un dual �a gauche?Plus g�en�eralement, appelons dual �a gauche2 d'un objet M de Bimodk(A;B) un objet_M de Bimodk(B;A) muni d'un morphisme " : _M 
A M �! B dans Bimodk(B;B)(l'�evaluation) et d'un morphisme � : A �!M
B_M dans Bimodk(A;A) (la co�evaluation),tels que l'on ait :(1M 
B ")(� 
A 1M ) = 1M et (" 
B 1_M )(1_M 
A �) = 1_M :Supposons que M admette un tel dual (_M; "; �). Alors on a �(1A) = Pn1 xi 
 xi ,avec xi 2 M et xi 2 _M . Les xi d�e�nissent un morphisme de B -modules �a droites : Bn �! M ; d'autre part, chaque xi d�e�nit un morphisme de B -modules �a droite"(xi
A?) de M vers B , d'o�u j :M �! Bn . On v�eri�e que sj = 1M , donc M est facteurdirect de Bn comme B -module �a droite.R�eciproquement, supposons M projectif de type �ni comme B -module. Posons _M =HomB(M;B); ainsi, _M est naturellement muni d'une structure de (B;A)-bimodule. Soit" : _M 
AM �! B le morphisme d'�evaluation ordinaire; d'autre part, soit @ 2M 
B _Ml'�el�ement qui correspond �a l'identit�e de M dans l'isomorphisme canonique M 
B _M 'EndB(M ). Alors l'�el�ement @ est central (c'est-�a-dire qu'on a @a = a@ pour a dans A) eton d�e�nit la co�evaluation � : A �!M 
B _M par �(1A) = @ . On v�eri�e que l'on obtientainsi un dual �a gauche de M .En conclusion, un objet de Bimodk(A;B) admet un dual �a gauche si et seulement s'ilest projectif de type �ni comme B -module.1Autrement dit, on a une 2-cat�egorie dont les objets sont les k -alg�ebres, les 1-�eches deA �a B sont les objets de Bimodk(B;A), et les 2-�eches sont les morphismes de bimodules.2 Il s'agit de la notion de dual �a gauche d'une 1-�eche dans une 2-cat�egorie.



En particulier, la cat�egorie des k -modules est mono��dale sym�etrique, et les objetsadmettant un dual sont les modules projectifs de type �ni.Morphismes fonctoriels mono��daux.Soient C , C0 deux cat�egories mono��dales, et F , G deux foncteurs mono��daux de Cdans C0 . Un morphisme fonctoriel mono��dal ' : F �! G est un morphisme fonctoriel'A : F (A) �! G(A) rendant commutatifs les diagrammes suivants, qui expriment lacompatibilit�e de ' aux contraintes de F et G :F (A)
0 F (B) w'A
0'Bu' G(A)
0 G(B)u ' F (I) w'I G(I)F (A
B) w'A
B G(A
 B) I044447' hhhhj' :Proposition 1.1. Un morphisme fonctoriel mono��dal est un isomorphisme lorsque la ca-t�egorie de d�epart est autonome �a droite (ou �a gauche).D�emonstration. Soient C , C0 deux cat�egories mono��dales, F , G : C �! C0 deuxfoncteurs mono��daux, et ' : F �! G un morphisme fonctoriel mono��dal. Soit A un objetde C admettant un dual �a droite (A_; e; h). Alors F (A_) est un dual �a droite de F (A),ce qui revient �a dire que F (A) est un dual �a gauche de F (A_); de même G(A) est undual �a gauche de G(A_). Ainsi le morphisme 'A_ : F (A_) �! G(A_) induit par dualit�e�a gauche un morphisme _('A_) : G(A) �! F (A):Nous laissons au lecteur le soin de v�eri�er que ce morphisme est l'inverse de 'A (autrementdit, que 'A_ et ('A)_ sont inverses l'un de l'autre).ut2.|Cat�egories tensoriellesD�e�nition. On appelle cat�egorie mono��dale additive une cat�egorie additive munie d'unestructure de cat�egorie mono��dale de telle sorte que le produit tensoriel soit un bifoncteurbi-additif.Si T est une cat�egorie mono��dale additive d'objet unit�e I , alors End(I) est un anneaucommutatif, et pour tous A , B objets de T , Hom(A;B) est muni d'une structure deEnd(I)-bimodule. (Soient � 2 End(I) et f 2 Hom(A;B); on se ram�ene au cas o�u T estmono��dale stricte grâce au th�eor�eme de coh�erence de MacLane; la structure de bimoduleen question est alors donn�ee par � � f = �
 f et f � � = f 
 �).EXEMPLE. Soit B un anneau, et T la cat�egorie des (B;B)-bimodules. C'est unecat�egorie mono��dale additive pour laquelle I = B , et End(I) est le centre de B . Si Met M 0 sont deux objets de T , les deux structures de End(I)-module de Hom(M;M 0) neco��ncident g�en�eralement pas.



D�e�nition.Une cat�egorie mono��dale additive T est une cat�egorie de Penrose si pour tousA , B objets de T , les deux structures de End(I)-module de Hom(A;B) co��ncident; lacat�egorie sous-jacente est alors End(I)-lin�eaire.REMARQUE. Une cat�egorie mono��dale additive tress�ee est une cat�egorie de Penrose.(Cela r�esulte du fait que le tressage est fonctoriel et v�eri�e RI;A = RA;I = 1A via lesisomorphismes fonctoriels A
 I ' I ' I 
 A).D�e�nition. On appelle cat�egorie tensorielle une cat�egorie de Penrose dont la cat�egoriesous-jacente est ab�elienne.Proposition 2.1. Soit T une cat�egorie tensorielle autonome. Alors1) pour tout objet A de T , les foncteurs A
 ? et ?
A sont exacts;2) les foncteurs ?_ et _? sont quasi-inverses l'un de l'autre; ils sont donc pleinement�d�eles et exacts.D�emonstration. 1) Soit A un objet de T . Le foncteur A
 ? admet un adjoint �a droite(le foncteur A_
 ?) et un adjoint �a gauche (le foncteur _A
 ?); il est donc exact. De mêmepour ? 
 A . 2) Supposons pour simpli�er qu'on ait choisi un dual �a droite et un dual �agauche pour chaque objet de T . (On pourrait reformuler l'assertion 2) de telle sorte qu'ellene d�epende pas d'un tel choix.) On a des isomorphismes fonctoriels : (_A)_ ' A ' _(A_) ,d'o�u l'assertion. utD�e�nition. Soit k un anneau commutatif. On appelle cat�egorie k -tensorielle une cat�egorietensorielle munie d'un isomorphisme d'anneaux End(I) ' k .Foncteurs �bres et cat�egories tannakiennes.Dans la suite de cette section, k est un corps commutatif.Pour tout k -sch�ema S , soit Qcoh(S) la cat�egorie des faisceaux quasi-coh�erents sur S ,et vect(S) la sous-cat�egorie pleine des faisceaux localement libres de type �ni sur S (ou, sil'on pr�ef�ere, des �br�es vectoriels sur S ). Notons que Qcoh(S) est une cat�egorie tensoriellesymetrique, et vect(S) une cat�egorie de Penrose autonome sym�etrique. Dans les deux cas,l'anneau des endomorphismes de l'objet unit�e est H0(OS).REMARQUE. Dans la suite, on ne perdra rien �a supposer que les k -sch�emas rencontr�essont a�nes, c'est �a dire de la forme S = SpecB , o�u B est une k -alg�ebre commutative;alors H0(OS) = B , la cat�egorie Qcoh(S) s'identi�e �a Mod(B), et vect(S), �a la cat�egorieproj(B) des B -modules projectifs de type �ni. Si K est une extension de k , on d�esigneraaussi par vect(K) la cat�egorie vect(SpecK) des K -espaces vectoriels de dimension �nie.D�e�nition. Soit T une cat�egorie k -tensorielle autonome et S un k -sch�ema. Un foncteur�bre de T sur S est un foncteur mono��dal k -lin�eaire exact �a droite de T dans Qcoh(S).3Le foncteur �bre est dit non trivial si S est non vide.Soit ! : T �! Qcoh(S) un foncteur �bre. Pour tout objet A de T , les faisceaux !(A_)et !(_A) sont des duaux de !(A); or, si V est un objet de Qcoh(S), il admet un dual siet seulement s'il est localement libre de type �ni, et ce dual est alors V � = Hom(V;OS)(cf. l'exemple de la section 1.). On a donc un isomorphisme fonctoriel !(A) ' !(A_)� ; le3Pour Deligne [2], la notion de foncteur �bre est plus restrictive : la cat�egorie T doit êtresym�etrique, ainsi que le foncteur mono��dal.



foncteur !(?_) est exact �a droite (2.1.), et �a valeurs dans les faisceaux localement libresde type �ni, donc !(?_)� est exact �a gauche, et ! est exact. On a donc :Proposition 2.2. Un foncteur �bre ! de T sur S est exact. Il est �a valeurs dans vect(S) .En outre il est muni d'isomorphismes fonctoriels !(A_) ' !(_A) ' !(A)� . utProposition 2.3. Un foncteur �bre non trivial est �d�ele.La d�emonstration repose sur le lemme suivant.Lemme 2.4. Dans une cat�egorie tensorielle autonome T , tout sous-objet de l'objet unit�eI en est facteur direct. En particulier si End(I) est un corps, l'objet I est simple.D�emontrons ce lemme. Soit A un sous-objet de I , Q = I=A et B = Q_ . On peutsupposer d'une part que T est stricte, et d'autre part que I_ = I (avec eI = hI = 1I );alors B apparâ�t comme un sous-objet de I . On a donc deux suites exactes courtes :0 �! A �! I �! Q �! 0 et 0 �! B �! I �! A_ �! 0 :On va montrer : I = A� B .Dans le diagramme commutatifA 
B y wyu A wwyu A 
A_y uhhhhk eAB y wuu I wwuu A_uuQ
B y w Q ww Q
A_obtenu en tensorisant ces deux suites exactes, lignes et colonnes sont des suites exactes;la commutativit�e des triangles adjacents �a la �eche oblique, qui se d�eduit facilement dela d�e�nition de la dualit�e, entrâ�ne que A 
 B est nul. Par cons�equent le morphismeA �B �! I est un monomorphisme.Un raisonnement analogue sur le diagramme commutatifB 
 A y wyu A wwyu A_ 
 Ay ujhhhh hAB y wuu I wwuu A_uuB 
 Q y w Q ww A_ 
 Qmontre que A_ 
Q est nul; le morphisme A� B �! I est donc aussi un �epimorphisme,d'o�u le lemme.ut



D�emontrons maintenant la proposition 2.3.Soit ! : T �! Qcoh(S) un foncteur �bre non trivial. C'est un foncteur exact entrecat�egories ab�eliennes; pour qu'il soit �d�ele, il su�t que l'image d'un objet non nul soitnon nulle. Soit A un objet non nul de T . On a (eA 
 1A)(1A
hA) = 1A 6= 0, donceA : A 
 A_ �! I est un morphisme non nul; c'est donc un �epimorphisme d'apr�es lelemme. Comme ! est exact, on a un �epimorphisme de !(A)
!(A_) sur OS , et !(A) estnon nul si S est non vide. utREMARQUES.1) Soit T une cat�egorie k -tensorielle, et T0 la sous-cat�egorie pleine dont les objetssont les multiples de I ; elle est �equivalente �a la cat�egorie vect(k) des k -espaces vectorielsde dimension �nie. Du lemme 2.4. r�esulte que si T est autonome, alors T0 est stable parsous-quotients.En e�et, il su�t de voir que si I est un objet simple d'une cat�egorie ab�elienne A ,la sous-cat�egorie pleine A0 de A dont les objets sont les multiples de I est stable parsous-quotients. Soit A un sous-objet de In dans A , et montrons que A est isomorphe �aun certain Ip . On peut supposer que n est le plus petit entier tel qu'il existe un monomor-phisme de A dans In . Soit � l'une des n projections canoniques de In sur In�1 , et qla restriction de � �a A . Par choix de n , q n'est pas un monomorphisme; Ker(q) est unsous-objet de Ker(�) = I , donc il est �egal �a Ker(�) car I est simple. Ainsi, A contientchacun des facteurs de In , et donc A = In . D'o�u la stabilit�e de A0 par sous-objets; lemême raisonnement dans la cat�egorie Ao montre que A0 est stable par sous-quotients.2) Soient T une cat�egorie k -tensorielle autonome, et ! un foncteur �bre de T surun k -sch�ema S . Soit p : T �! S un morphisme de sch�emas. Alors le changement de based�e�nit un foncteur �bre p�! : T �! Qcoh(T ) de T sur T . En particulier, si p est unpoint de S �a valeurs dans une extension K de k , alors p�! est un foncteur �bre de T surSpecK . Ainsi, si T admet un foncteur �bre non trivial, elle en admet un �a valeurs dansvect(K), pour une certaine extension K de k .D�e�nition. Une cat�egorie k -lin�eaire A est dite localement de type �ni (sur k) sia) tout objet X de A est de longueur �nie,b) pour tous X , Y objets de A , Hom(X;Y ) est de dimension �nie sur le corps k .Proposition 2.5. Soit T une cat�egorie k -tensorielle autonome.(i) Si T admet un foncteur �bre non trivial, T est localement de type �ni sur k .(ii) Soit ! un foncteur �bre de T sur le spectre d'une k -alg�ebre commutative B , et X , Ydes objets de T . Alors le morphisme naturel Hom(X;Y )
kB �! HomB(!(X); !(Y ))est injectif.D�emonstration. (ii) Soit (f1; . . . ; fn) une famille libre dans Hom(X;Y ); il s'agit demontrer que la famille (!(f1); . . . ; !(fn)) est libre sur B , autrement dit, que le morphismede B -modules � : Bn �! HomB(!(X); !(Y )) qu'elle induit est injectif.Via l'isomorphisme Hom(X;Y ) ' Hom(I;X_ 
 Y ), la famille des fi d�e�nit un mor-phisme � : In �! X_ 
 Y . Si le noyau de � �etait non nul, les fi seraient li�es, d'apr�es laremarque 1). Ainsi � est un monomorphisme, de même que !(�) : Bn ,�! !(X_
Y ) parl'exactitude de ! . Le morphisme �, compos�e de !(�) avec l'isomorphisme !(X_ 
 Y ) 'HomB(!(X); !(Y )), est donc bien injectif.(i) D'apr�es la remarque 2), on peut trouver un foncteur �bre ! de T �a valeurs dansvect(K), o�u K est une extension de k . On a dimk Hom(X;Y ) � dimK !(X) dimK !(Y )



d'apr�es (ii), d'o�u la condition b). De même, la longueur de X est major�ee par dimK(!(X)),car ! est �d�ele exact, d'o�u la condition a).utMorphismes de foncteurs �bresSoient T une cat�egorie k -tensorielle autonome et !1 , !2 deux foncteurs �bres de Tsur un même k -sch�ema S .D�e�nition. On appelle morphisme (de foncteurs �bres) de !1 vers !2 tout morphismefonctoriel mono��dal de !1 vers !2 .Un tel morphisme est toujours un isomorphisme, en vertu de la proposition 1.1.3.|Cog�ebro��desSoient k un anneau commutatif et B une k -alg�ebre non n�ec�essairement commutative.Rappelons que Bimodk(B;B) est la cat�egorie des (B;B)-bimodules dont les structures dek -module �a droite et �a gauche co��ncident.D�e�nition. On appelle k -cog�ebro��de de base B (ou simplement cog�ebro��de de base B sik = Z) la donn�ee dans Bimodk(B;B) d'un objet L et de deux morphismes� : L �! L
B L" : L �! Bde telle sorte que les diagrammes suivants soient commutatifs :L w�u� L
B Lu 1L
� B 
B L u ' Lu� L 
B Bw'L
B L w�
 1L L 
B L
B L L 
B L44447"
 1L hhhhj1L
 " :Le morphisme � est appel�e comultiplication ou coproduit; le premier diagramme exprimela coassociativit�e du coproduit, le second traduit le fait que " est une co�unit�e.Si L et L0 sont deux k -cog�ebro��des de base B , un morphisme de k -cogebro��des deL vers L0 est un morphisme de Bimodk(B;B) compatible aux coproduits et aux co�unit�es.On d�e�nit ainsi la cat�egorie Cogk(B) des k -cog�ebro��des de base B .Les limites inductives existent dans Cogk(B), et le foncteur oubli de Cogk(B) versBimodk(B;B) commute aux limites inductives.Soit f un morphisme de k -alg�ebres de B vers B0 ; si L est un k -cog�ebro��de de base B ,L0 = B0 
B L
B B0 est naturellement muni d'une structure de k -cog�ebro��de de base B0 .Ainsi, f induit par changement de base un foncteur f� : Cogk(B) �! Cogk(B0).



REMARQUE. Un k -cog�ebro��de de base k n'est autre qu'une k -cog�ebre.D�e�nition. Soit L un k -cog�ebro��de de base B . Un L-comodule �a droite est un B -module�a droite V muni d'un morphisme de B -modules �a droite� : V �! V 
B Ltel que les diagrammes suivants soient commutatifs :V w�u� V 
B Lu 1V 
� Vu� V 
B Bw'V 
B L w� 
 1L V 
B L 
B L V 
B Lhhhhj1V 
 " :Ces diagrammes expriment le fait que � est une coaction �a droite de L sur V . On imaginela d�e�nition d'un L-comodule �a gauche.Les L-comodules �a droite constituent une cat�egorie, que l'on notera Comod(B : L),dont les morphismes sont les morphismes de B -modules qui sont compatibles aux coactions.On a donc un foncteur oubli U : Comod(B : L) �! Mod(B):On notera comod(B : L) la sous-cat�egorie pleine de Comod(B : L) des L-comodules dontle B -module sous-jacent est de type �ni.Proposition 3.1.a) Dans la cat�egorie Comod(B : L) , les limites inductives (et en particulier les conoyaux)existent. Le foncteur oubli U est �d�ele, conservatif et commute aux limites inductives.b) Si L est plat comme B -module �a gauche, Comod(B : L) est ab�elienne, et le foncteuroubli U est exact.D�emonstration.a) Il est clair que U est �d�ele et conservatif (ce qui signi�e qu'un morphisme dontl'image par U est un isomorphisme, est un isomorphisme). Si (Vi) est un syst�eme inductifde L-comodules �a droite, la limite inductive des U (Vi) est naturellement munie d'unecoaction �a droite de L qui en fait une limite inductive des Vi . (Il n'en va g�en�eralement pasde même des syst�emes projectifs.)b) Supposons L plat comme B -module �a gauche. Par a), il su�t de v�eri�er que lesnoyaux existent dans Comod(B : L), et que U commute �a leur formation. Soit f : V �! V 0un morphisme de Comod(B : L). Soit N le noyau de U (f). Il r�esulte de l'hypoth�ese deplatitude que le morphisme N 
B L �! U (V ) 
B L est le noyau de U (f) 
B 1L et queN 
B L 
B L �! U (V ) 
B L 
B L est injectif; on peut en d�eduire sur N une structurede L-comodule �a droite qui en fait un noyau de f .utREMARQUE. Le foncteur U admet pour adjoint �a droite le foncteur H de Mod(B) versComod(B : L) qui au B -module N associe le L-comodule (N 
B L; 1N 
B�). En e�et,soient N un B -module �a droite et V un L-comodule �a droite, de coaction � . L'applicationf 7! g = (f 
B 1L)� est une bijection de HomB(U (V ); N ) vers HomComod(B:L)(V;H(N )),dont l'inverse est donn�e par g 7! (1N 
B ")g .



Un morphisme f : L0 �! L de k -cog�ebroides de base B induit un foncteurf� : Comod(B : L0) �! Comod(B : L)(V; �) 7�! (V; (1V 
Bf)�) :Proposition 3.2. Soit i : L0 �! L un morphisme de k -cog�ebro��des de base B . On supposeque i est injectif, et que L et L=i(L0) sont plats comme B -modules �a gauche.Alors le foncteur i� : Comod(B : L0) �! Comod(B : L) est pleinement �d�ele, exact,et identi�e Comod(B : L0) �a la sous-cat�egorie strictement pleine 4 C de Comod(B : L) desL-comodules �a droite V dont la coaction � : V �! V 
B L est �a valeurs dans l'image del'application 1V 
B i : V 
B L0 ,�! V 
B L . En outre, la sous-cat�egorie ab�elienne C eststable par sous-quotients.D�emonstration. Il r�esulte des hypoth�eses que L0 est lui aussi plat �a gauche sur B .Utilisant la proposition 3.1, on voit que Comod(B : L0) est ab�elienne, et que le foncteuri� : Comod(B : L0) �! Comod(B : L) est �d�ele et exact.L'image de i� �etant clairement contenue dans C , v�eri�ons l'inclusion inverse. Quitte�a remplacer L0 par son image par i , on peut supposer que i est une inclusion. Soit V unobjet de C . Par injectivit�e de l'application j : V 
B L0 �! V 
B L , la coaction de V seremonte de fa�con unique en une application �0 : V �! V 
B L0 ; grâce �a l'injectivit�e del'application V 
B L0 
B L0 �! V 
B L
B L , �0 est une coaction de L0 sur V , de sorteque V est naturellement muni d'une structure de L0 -comodule �a droite. Tout morphismeV 0 �! V de C est aussi un morphisme de L0 -comodules �a droite, en vertu de l'injectivit�ede j .En�n, C est manifestement stable par quotients; l'inclusion de C dans Comod(B : L)�etant exacte, C est aussi stable par sous-objets. utProposition 3.3. Soit L un k -cog�ebro��de de base B , et supposons L projectif en tantque B -module �a gauche. Alors tout L-comodule �a droite est limite inductive �ltrante deses sous-comodules qui sont de type �ni comme B -modules.D�emonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant.Lemme. Soit A un anneau, M un A-module �a gauche projectif, et N un A-module �adroite. Alors pour tout �el�ement f de N 
A M , il existe un plus petit sous-module N0 deN v�eri�ant f 2 N0 
AM . Ce sous-module est de type �ni.D�emonstration du lemme. Trâ�tons tout d'abord le cas o�u M est un module libre :M = A(I) . Alors N 
A M ' N (I) et f s'identi�e �a une famille presque nulle (fi)i2Id'�el�ements de N ; le sous-module N0 de N engendr�e par les fi convient. Dans le casg�en�eral, M est facteur direct d'un A-module libre M 0 ; consid�erons f comme un �el�ementde N
AM 0 ; le plus petit sous-module N0 de N tel que N0
AM 0 contienne f convient. utRevenons �a la d�emonstration de la proposition. Notons que par la proposition 3.1, lacat�egorie Comod(B : L) est ab�elienne, et le foncteur oubli U est exact.Soit V un L-comodule �a droite, et u un �el�ement de V . Le lemme nous assure del'existence d'un plus petit sous-module V0 de V tel que V0 
B L contienne l'image de4Une sous-cat�egorie strictement pleine est une sous-cat�egorie pleine stable par isomorphie.



u par la coaction � . Montrons que V0 est un sous-comodule de V contenant u , ce quiach�evera la d�emonstration.On a : � u 2 V0 
B L , donc u = (1V 
B ")(� (u)) 2 V0 . D'autre part, (� 
B 1L)� u =(1V 
B�)� u 2 V0
BL
BL . Ainsi, � u 2 (�
B 1L)�1(V0
BL
BL) = ��1(V0
BL)
BL(car L est plat �a gauche sur B ). D'o�u, par d�e�nition de V0 , V0 � ��1(V0 
B L), ce quirevient �a : � V0 � V0 
B L ; autrement dit, V0 est un sous-comodule de V .utCog�ebro��de oppos�e, produit tensoriel de cog�ebro��des.Si (L;�; ") est un k -cog�ebro��de de base B , l'objet de Bimodk(Bo; Bo) canoniquementassoci�e �a L est muni d'une structure naturelle de k -cog�ebro��de de base Bo qu'on appellele k -cog�ebro��de oppos�e �a L et qu'on note Lo ; il a pour co�unit�e " , et pour coproduit�o = � ��, o�u � est l'isomorphisme (L
B L)o ' Lo 
Bo Lo d�e�ni par x
 y 7�! y 
 x .REMARQUES.1) Se donner un L-comodule �a gauche revient �a se donner un Lo -comodule �a droite.2) Soit V un L-comodule �a droite, et supposons V projectif de type �ni comme B -module. Soit _V = HomB(V;B) : si l'on consid�ere V comme un (k;B)-bimodule, _V n'estautre que le dual �a gauche de V tel qu'il est d�e�ni dans l'exemple de la section 1. Alors_V est naturellement muni d'une structure de L-comodule �a gauche, ou, si l'on pr�ef�ere, deLo -comodule �a droite, la coaction de L �etant la compos�ee des morphismes_V w1
 �V _V 
k V 
B _V w1
 � 
 1 _V 
k V 
B L 
B _V w"V 
 1
 1 L 
B _V(o�u "V et �V sont l'�evaluation et la co�evaluation).De même, si (L;�; ") et (L0;�0; "0) sont deux k -cog�ebro��des de bases respectives B etB0 , alors L
kL0 est naturellement muni d'une structure de k -cog�ebro��de de base B
kB0 ,qu'on appelle produit tensoriel sur k de L et L0 : la co�unit�e est "
k"0 et la comultiplicationest la compos�ee de � 
k �0 et de l'isomorphisme canonique (L 
B L) 
k (L0 
B0 L0) '(L 
k L0)
B
kB0 (L 
k L0) qui �echange les deux facteurs du milieu.REMARQUE. Soient V un L-comodule �a droite, et V 0 un L0 -comodule �a droite. AlorsV 
k V 0 est naturellement muni d'une structure de L 
k L0 -comodule �a droite.Un (L;L0)-bicomodule est un objet V de Bimodk(B;B0) muni d'une coaction de L �agauche � : V �! L 
B V et d'une coaction de L0 �a droite �0 : V �! V 
B0 L0 qui sontdes morphismes de Bimodk(B;B0), avec la condition de compatibilit�e :(1L
B�0)� = (� 
B0 1L0)�0 :La donn�ee d'un (L;L0)-bicomodule �equivaut �a celle d'un Lo 
k L0 -comodule �a droite.En particulier, tout k -cog�ebro��de L de base B est naturellement muni d'une structurede Lo 
k L-comodule �a droite.Une application du th�eor�eme de Barr-Beck.Soient C une cat�egorie, et End(C) la cat�egorie des endofoncteurs de C . Munie de lacomposition des foncteurs, c'est une cat�egorie mono��dale stricte d'objet unit�e le foncteuridentit�e. Dans cette cat�egorie, un dual �a droite (resp. �a gauche) n'est autre qu'un adjoint�a droite (resp. �a gauche).



Une comonade de C est un mono��de dans la cat�egorie End(C)o . Autrement dit, c'estun foncteur � : C �! C muni de morphismes fonctoriels� : � �! � � �" : � �! 1Cde telle sorte que les diagrammes suivants soient commutatifs :� w�u� � � �u 1� �� 1C �� u = �u� � � 1Cw=� � � w� � 1� � � � � � � � �44447" � 1� hhhhj1� �" :Soit X un objet de C . Une coaction de � sur X est un morphisme � : X �! �(X) telque les diagrammes suivants commutent :X w�u� �(X)u�(X) Xu� Xw=�(X) w�(�) � � �(X) �(X)�����"(X) :EXEMPLE. Soient A;B deux cat�egories, et F : A �! B un foncteur admettant unadjoint �a droite G . Notons " : F �G �! 1B et � : 1A �! G � F les �eches d'adjonction.Soient � = F � G : B �! B et � = F�G : � �! � � �. Alors (�;�; ") est unecomonade de B . En outre � = F� : F �! ��F d�e�nit fonctoriellement pour chaque objetX de A une coaction �(X) de � sur F (X).Soit B� la cat�egorie des objets de B munis d'une coaction de � (avec morphismescompatibles aux coactions). Alors la coaction fonctorielle � de � sur F correspond �a unfoncteur eF : A �! B� :Th�eor�eme 3.4.(Barr-Beck). Dans la situation de l'exemple, supposons que le foncteurF v�eri�e les deux conditions suivantes :(i) Si l'image par F d'une double �eche de A admet un noyau, alors cette double �echeadmet un noyau et l'image de ce noyau est le noyau de l'image de la double �eche;(ii) Soient (f; g) une double �eche de A de source X et u un morphisme de A de butX tel que fu = gu . Si F (u) est un noyau de (F (f); F (g)) alors u est un noyau de(f; g) .Alors eF : A �! B� est une �equivalence de cat�egories. ut



Pour la d�emonstration, voir [7], VI, 7. L'application que nous avons en vue est lasuivante. Soient A , B deux anneaux, A = Mod(A) et B = Mod(B). Tout (A;B)-bimoduleM d�e�nit un foncteur exact �a droite F : A �! BE 7�! E 
A Md'o�u un foncteur pleinement �d�eleMod(Ao 
 B) �! Hom(A;B)M 7�!?
A Mqui admet la retraction F �! F (A).Dans le cas A = B , si � : B �! B est le foncteur ?
B L , la donn�ee d'une structurede comonade sur � �equivaut �a la donn�ee d'une structure de cog�ebro��de de base B sur L .Alors la cat�egorie B� n'est autre que Comod(B : L).Soient �a pr�esent M un (A;B)-bimodule, projectif de type �ni en tant que B -module,et F le foncteur ?
AM de Mod(A) dans Mod(B). Consid�erons le (B;A)-bimodule _M ,muni des morphismes " : _M
AM �! B et � : A �!M
B_M introduits dans l'exemplede la section 1. Alors le foncteur G =? 
B _M : Mod(B) �! Mod(A) est adjoint �a droite�a F . La structure de comonade sur � = F �G qui s'en d�eduit correspond �a une structurede cog�ebro��de de base B sur _M 
AM donn�ee par la comultiplication� : _M 
A M �! _M 
A M 
B _M 
A M�
 x 7�! �
 �(1A)
 xla co�unit�e �etant " .Pour tout A-module �a droite E , E 
AM est naturellement muni d'une structure de_M 
AM -comodule �a droite donn�ee par� : E 
A M �! E 
AM 
B _M 
AMe 
 x 7�! e 
 �(1A) 
 x :On a alorsProposition 3.5. Soit M un (A;B)-bimodule projectif de type �ni sur B et �d�elementplat sur A .Alors le foncteur eF : Mod(A) �! Comod(B : _M 
A M )est une �equivalence de cat�egories; en outre il induit une �equivalence de cat�egories entremod(A) et comod(B : _M 
A M ) .D�emonstration. La premi�ere assertion de la proposition est la traduction du th�eor�emede Barr-Beck (3.4.); la seconde r�esulte de la proposition suivante, qui nous sera utile parailleurs.



Proposition 3.6. Soit M un (A;B)-bimodule �d�element plat sur A et de type �ni surB . Soit E un A-module �a droite. Si E 
A M est un B -module de type �ni (resp. depr�esentation �nie), alors E est un A-module de type �ni (resp. de pr�esentation �nie).D�emonstration. Supposons E
AM de type �ni sur B ; alors il existe un sous-modulede type �ni E1 � E tel que E1 
A M ,�! E 
A M soit un isomorphisme; posons Q =E=E1 , de sorte qu'on a une suite exacte courte0 �! E1 �! E �! Q �! 0 :Comme E1 
A M �! E 
A M est surjectif, on a Q
A M = 0, d'o�u Q = 0 et E = E1 ,et E est de type �ni.Si en outre E
AM est de pr�esentation �nie, consid�erons un �epimorphisme An �! E ,de noyau N . Alors N 
A M est le noyau de Mn �! E 
A M ; il est donc de type �ni;par cons�equent N est de type �ni. utNous aurons besoin dans la section 8 d'une autre application du th�eor�eme de Barr-Beck : la descente �d�element plate des comodules.Propositon 3.7. Soit f : B �! B0 un morphisme d'anneaux. On suppose que B0 est�d�element plat �a gauche sur B . Soit L un cog�ebro��de de base B , plat �a gauche sur B ,et L0 le cog�ebro��de de base B0 qui s'en d�eduit par changement de base. Alors le foncteurnaturel Comod(B : L) �! Comod(B0 : L0)(V; �) 7! (V 
B B0; � 
B 1B0 )est une �equivalence de cat�egories. En outre, il induit une �equivalence de cat�egories decomod(B : L) vers comod(B0 : L0) .D�emonstration. Le foncteur P =? 
B B0 : Mod(B) �! Mod(B0) est �d�ele exact,et admet pour adjoint �a droite le foncteur Q : Mod(B0) �! Mod(B) qui associe �a unB0 -module le B -module sous-jacent.D'autre part, d'apr�es (3.1.) et la remarque qui le suit, la cat�egorie Comod(B : L) estab�elienne et le foncteur oubli U : Comod(B : L) �! Mod(B) est �d�ele, exact, et admetpour adjoint �a droite le foncteur H : Mod(B0) �! Comod(B : L) qui �a tout B -module �adroite N associe le L-comodule (N 
B L; 1N 
B�).Par cons�equent, le foncteur F = P � U : Comod(B : L) �! Mod(B0) est �d�ele exact,et admet l'adjoint �a droite G = H � Q . Nous pouvons donc lui appliquer le th�eor�eme deBarr-Beck. On a F �G(N ) = N 
B0 (B0 
B L 
B B0), donc la structure de comonade deF �G correspond �a une structure de cog�ebro��de de base B0 sur B0 
B L
B B0 , qui n'estautre que L0 . D'o�u l'�equivalence de cat�egories eF : Comod(B : L) �! Comod(B0 : L0). Laseconde assertion r�esulte de la proposition 3.7.ut



4.|Cog�ebro��de associ�e �a un foncteurSoit k un anneau commutatif. Soient C une cat�egorie essentiellement petite, B1 , B2deux k -alg�ebres et F1 , F2 deux foncteurs de C vers proj(B1) et proj(B2) respectivement.Soit Lk(F1; F2) le foncteur Bimodk(B1; B2) �! EnsM 7�! fmorphismes fonctoriels B2-lin�eaires : F2 �! F1 
B1 Mg :Proposition 4.1. Le foncteur Lk(F1; F2) est repr�esentable.On notera Lk(F1; F2) l'objet de Bimodk(B1; B2) qui repr�esente ce foncteur, et �0 lemorphisme fonctoriel B2 -lin�eaire universel F2 �! F1 
B1 Lk(F1; F2) dont il est muni.D�emonstration. Pr�ecisons la propri�et�e universelle satisfaite par Lk(F1; F2) et �0 :soit M un objet de Bimodk(B1; B2) et � un morphisme fonctoriel B2 -lin�eaire de F2 versF1 
B1 M ; alors il existe un morphisme de (B1; B2)-bimodules unique � de Lk(F1; F2)vers M tel qu'on ait � = (1F1 
B1�)�0 .Construisons �a pr�esent Lk(F1; F2) et �0 .Si B est un anneau et N un objet de proj(B), on note _N le B -module �a gaucheHomB(N;B).On peut supposer C petite. Posons alors L0 = MX2Ob(C) _F1(X) 
k F2(X) . Pour toutmorphisme f de C , de source X et de but Y , on forme le diagramme :(Df ) _F1(Y ) 
k F2(X) w_F1(f)
1u1
F2(f) _F1(X) 
k F2(X)u_F1(Y ) 
k F2(Y ) w L0et Lk(F1; F2) est le quotient de L0 qui rend les diagrammes Df commutatifs.Soient X un objet de C , � : k �! F1(X) 
B1 _F1(X) le morphisme de co�evaluation,et notons � le morphisme de passage au quotient L0 �! Lk(F1; F2). Alors �0(X) est lacompos�ee deF2(X) �
1���! F1(X) 
B1 _F1(X) 
k F2(X) 1
 ����! F1(X) 
B1 Lk(F1; F2) ;les relations d�e�nissant Lk(F1; F2) �etant exactement ce qu'il faut pour assurer la foncto-rialit�e de �0 en X . utComultiplication|Co�unit�eSoit C une cat�egorie (essentiellement petite), et supposons donn�es des k -alg�ebres Bi ,et des foncteurs Fi : C �! proj(Bi).



De la propri�et�e universelle se d�eduit un morphisme de Bimodk(B1; B3)�(F1; F2; F3) : Lk(F1; F3) �! Lk(F1; F2)
B2 Lk(F2; F3)appel�e comultiplication ou coproduit. La comultiplication est coassociative, autrement dit,elle rend commutatif le diagramme suivant :Lk(F1; F4) w�(F1;F3;F4)u�(F1;F2;F4) Lk(F1; F3) 
B3 Lk(F3; F4)u �(F1;F2;F3)
1Lk(F1; F2) 
B2 Lk(F2; F4) w1
�(F2;F3;F4) Lk(F1; F2) 
B2 Lk(F2; F3)
B3 Lk(F3; F4)De même, pour toute k -alg�ebre B et tout foncteur F : C �! proj(B), on a par lapropri�et�e universelle un morphisme de Bimodk(B;B)"(F ) : Lk(F; F ) �! Bappel�e co�unit�e, car il rend commutatif le diagramme suivant :B1 
B1 Lk(F1; F2) Lk(F1; F2)u ' w'������(F1;F1;F2) AAAAC�(F1;F2;F2)Lk(F1; F2)
B2 B2Lk(F1; F1)
B1 Lk(F1; F2)u"(F1)
1 Lk(F1; F2)
B2 Lk(F2; F2)u 1
 "(F2)Pour tout foncteur F : C �! proj(B), Lk(F; F ) est ainsi muni d'une structure dek -cog�ebro��de de base B , qu'on notera Lk(F ).Proposition 4.2. Le cog�ebro��de Lk(F ) repr�esente le foncteurCogk(B) �! EnsL 7�! fcoactions �a droite fonctorielles de L sur Fg :En e�et, �0 : F �! F 
B Lk(F ) est une coaction fonctorielle de Lk(F ) sur F , et onv�eri�e que, dans la bijection entre morphismes fonctoriels F �! F 
B L et morphismes(B;B)-lin�eaires de Lk(F ) vers L , les coactions �a droite correspondent exactement auxmorphismes de k -cog�ebroides.ut4.3. Quelques propri�et�es de fonctorialit�e.(i) Changement de scalaires.Soit Bi �! Ci un morphisme de k -alg�ebres pour i = 1, 2. AlorsC1 
B1 Lk(F1; F2) 
B2 C2 ' Lk(F1 
B1 C1; F2 
B2 C2) :



(ii) Fonctorialit�e par rapport �a C .Tout foncteur T d'une cat�egorie C0 dans C induit un morphismeLk(F1 � T; F2 � T ) �! Lk(F1; F2)de fa�con compatible aux coproduits et aux co�unit�es.(iii) Limites inductives.Si C est limite inductive �ltrante de cat�egories Ci , et si Ti : Ci �! C est le foncteurnaturel, le morphisme lim�!Lk(F1 � T i; F2 � T i) �! Lk(F1; F2) est un isomorphisme.(iv) Dualit�e.Soit F : C �! proj(B). En associant �a un B -module �a droite M le B -module �agauche _M = HomB(M;B), on d�e�nit un foncteur _? : proj(B)o �! proj(Bo) qui estune �equivalence de cat�egories; notons F% le foncteur de Co vers proj(Bo) obtenu parcomposition de F et du foncteur _?. Alors on aLk(F1; F2) ' Lk(F2%; F1%)o(si M est un (B1; B2)-bimodule, M o d�esigne le (B2o; B1o)-bimodule associ�e). En parti-culier, on a un isomorphisme de k -cog�ebro��des Lk(F%) ' Lk(F )o .(v) Produits tensoriels.Soient Fi : C �! proj(Bi) et F 0i : C0 �! proj(Bi) pour i = 1, 2, et supposons lesalg�ebres Bi commutatives. Alors on peut former Fi 
Bi F 0i : C � C0 �! proj(Bi) et on a :Lk(F1 
B1 F 01; F2 
B2 F 02) ' Lk(F1; F2)
B1
kB2 Lk(F 01; F 02) :REMARQUE. Soient C une cat�egorie, k un anneau commutatif, B une k -alg�ebre, Fun foncteur de C dans proj(B), et C0 une sous-cat�egorie pleine de C . Notons T le foncteurd'inclusion.Nous dirons que C0 engendre F si pour tout objet X de C , le B -module �a droiteF (X) est engendr�e par les images des morphismes F (f), pour f d�ecrivant les morphismesdans C de but X et de source un objet de C0 .Alors si C0 engendre F , le morphisme naturelLk(F � T ) �! Lk(F )est surjectif.EXEMPLE. Soient k un anneau commutatif, A et B deux k -alg�ebres, et M un objetde Bimodk(A;B). On suppose M projectif de type �ni comme B -module. Notons F lefoncteur ? 
A M de Mod(A) vers Mod(B). Soit C une sous-cat�egorie pleine de Mod(A)contenant A et dont l'image par F est contenue dans proj(B).Proposition 4.4. Avec les notations ci-dessus, on a un isomorphisme naturel de cog�e-bro��des _M 
AM �! Lk(FjC) :



D�emonstration. Soit C0 la sous-cat�egorie pleine de Mod(A) ayant A pour seul objet.Notons L0 = Lk(FjC0) et L = Lk(FjC). On a L0 = _M 
A M . L'inclusion C0 � C induitpar fonctorialit�e un morphisme � : L0 �! L qui est surjectif, car C0 engendre C (cf.remarque pr�ec�edente). D'autre part, la coaction �a droite de L0 = _M 
AM sur M s'�etendnaturellement en une coaction de L0 sur le foncteur F =?
A M ; d'o�u un morphisme  de L vers L0 v�eri�ant  � � = 1L0 . Ainsi  est inverse de � . ut5.|Cog�ebro��des semi-transitifsDans toute cette section, k est un corps commutatif, sauf mention explicite du con-traire. (Il me semble di�cile de contourner cette hypoth�ese).R�esumons le but de cette section en quelques mots. Soit B une k -alg�ebre. On aintroduit dans les sections 3 et 4 les deux constructions suivantes.a) �A tout k -cog�ebroide L de base B , on associe le couple (comod(B : L); U ), o�u U estle foncteur oubli de comod(B : L) vers mod(B).b) �A tout couple (C; F ), o�u C est une cat�egorie (essentiellement petite) et F un foncteurde C vers proj(B), on associe un k -cog�ebroide Lk(F ) de base B .Id�ealement, on aimerait caract�eriser tous les couples (C; F ) obtenus par le proc�ed�e a),et pouvoir reconstruire le cog�ebroide L �a partir d'un tel couple par le proc�ed�e b) : c'est lareconstruction tannakienne.En fait, pour un k -cog�ebro��de quelconque L de base B , la cat�egorie comod(B;L) n'estpas satisfaisante de ce point de vue l�a : d'une part, elle n'est pas n�ecessairement ab�elienne,et d'autre part, le foncteur oubli U n'est pas n�ecessairement �a valeurs dans proj(B), cequi interdit de lui appliquer le proc�ed�e b).Voil�a pourquoi on est amen�e �a introduire la notion de k -cog�ebro��de semi-transitif; si lacat�egorie C est ab�elienne k -lin�eaire, et F : C �! Mod(B) est k -lin�eaire, �d�ele et exact, et�a valeurs dans proj(B), alors Lk(F ) est semi-transitif; en outre, tout k -cog�ebro��de semi-transitif est de cette forme. C'est essentiellement le th�eor�eme 5.2, dû �a Deligne (bien que[2] n'introduise pas explicitement la notion de semi-transitivit�e).Autre int�erêt de cette notion : le th�eor�eme fondamental des cog�ebres se g�en�eralise auxcog�ebro��des semi-transitifs.Rappelons qu'�a une cat�egorie A , on associe une cat�egorie IndA de la fa�con suivante :les objets de IndA sont les syst�emes inductifs �ltrants de A ; on les appelle les Ind-objetsde A . Si (Xi) et (Y j) sont deux tels syst�emes, on poseHomIndA�(Xi); (Y j)� = lim �i lim�!j HomA(Xi; Y j):C'est une fa�con universelle d'adjoindre �a la cat�egorie A des limites inductives �ltrantes.D�e�nition. Un k -cog�ebro��de L de base B est dit semi-transitif s'il v�eri�e les trois condi-tions suivantes.ST1 Tout objet de comod(B : L) est projectif en tant que B -module.ST2 Tout objet de Comod(B : L) est limite inductive �ltrante d'objets de comod(B : L).ST3 La cat�egorie k -lin�eaire comod(B : L) est localement de type �ni.



EXEMPLE STANDARD. Soit A une k -alg�ebre de dimension �nie; la cat�egorie mod(A)est ab�elienne, k -lin�eaire, localement de type �ni. Soit B une k -alg�ebre, et M un objet deBimodk(A;B) �d�element plat sur A , et projectif de type �ni sur B . Soit F le foncteur?
A M de mod(A) dans Mod(B).Alors L = _M 
A M est un k -cog�ebro��de de base B (voir 4.4.), et il r�esulte duth�eor�eme de Barr-Beck (3.5.) que les foncteurs naturels Mod(A) �! Comod(B : L) etmod(A) �! comod(B : L) sont des �equivalences de cat�egories, de sorte que L v�eri�e ST2et ST3. Un k -cog�ebro��de de cette forme sera dit de type standard.Si on fait l'hypoth�ese suppl�ementaire que F est �a valeurs dans proj(B), le k -cog�ebro��deL , qui s'identi�e alors �a Lk(F ), v�eri�e ST1. Il est donc semi-transitif. Un tel k -cog�ebro��desera dit semi-transitif de type standard.Proposition 5.1. Soit k un anneau commutatif. Soit B une k -alg�ebre et L un k -cog�ebro��de de base B . On fait l'hypoth�ese que le B -module sous-jacent �a tout objet decomod(B : L) est projectif. Alors(i) la cat�egorie comod(B : L) est ab�elienne et la restriction du foncteur oubliU : Comod(B : L) �! Mod(B)�a la cat�egorie comod(B : L) est �d�ele exacte; en outre tout objet de comod(B : L) estnoeth�erien;(ii) tout L-comodule �a droite qui est limite inductive �ltrante d'objets de comod(B : L)est projectif en tant que B -module (plus pr�ecis�ement, somme directe de B -modulesprojectifs de type �ni);(iii) le foncteur naturel Ind comod(B : L) �! Comod(B : L) est pleinement �d�ele.En particulier, si L est un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B , tout L-comodule �adroite est projectif comme B -module, et Comod(B : L) est �equivalente �a Ind comod(B : L).D�emonstration.(i) Soit f : V 0 �! V un morphisme de Comod(B : L). Si le noyau de U (f) est facteurdirect de U (V 0) alors il est naturellement muni d'une coaction de L qui en fait un noyaude f .Supposons V de type �ni comme B -module. Le conoyau de f est de type �ni, doncprojectif, comme B -module. Ainsi Im(U (f)) est facteur direct de U (V ), donc projectif,et donc Ker(U (f)) est facteur direct de U (V 0). Par cons�equent, f admet un noyau dansComod(B : L), et l'image par U de ce noyau est le noyau de U (f).En particulier, les noyaux existent dans la cat�egorie comod(B : L), et le foncteur oublide comod(B : L) vers Mod(B) commute �a leur formation; d'apr�es (3.1.), il en va de mêmepour les sommes �nies et les conoyaux, donc comod(B : L) est ab�elienne et le foncteuroubli est �d�ele exact.Soit V un objet de comod(B : L), et (Vn) une suite croissante de sous-objets deV . Consid�erons le morphisme canonique f : LVn �! V . L'image de U (f) est un fac-teur direct de U (V ); elle est donc de type �ni comme B -module, et la suite des Vn eststationnaire. L'objet V est donc noeth�erien.(ii) Soit (Vi)i2I un syst�eme inductif �ltrant d'objets de comod(B : L), et V = lim�!Vi .Montrons qu'en tant que B -module, V est somme directe de sous-modules projectifs detype �ni.On peut, quitte �a remplacer Vi par son image dans V , supposer que les morphismesnaturels Vi �! V sont injectifs. (Cette image est encore un comodule, en tant que limite



inductive des images de Vi dans les Vj pour i � j ). On consid�erera donc les Vi commeinclus dans V .On aura besoin du fait suivant. Soit W un sous B -module de V somme d'une sous-famille quelconque de (Vi). Alors pour tout j , W \ Vj est un sous-comodule de Vj .D�emontrons-le. Puisque Vj est noeth�erien dans comod(B : L), on peut supposer que West somme d'un nombre �ni des Vi . Le syst�eme inductif �etant �ltrant, il existe un l telque Vl contienne Vj et W . Alors W et Vj sont des sous-comodules de Vl , ainsi queW \ Vj = ker(W �! Vl=Vj).Soit maintenant M l'ensemble des couples (W;X), o�u W est un sous B -module deV somme d'une sous-famille des Vi , et X un ensemble de sous-modules non nuls de V ,projectifs de type �ni sur B , dont W est la somme directe. On met sur M la relationd'ordre (W;X) � (W 0; X0)()W �W 0 et X � X0 .Alors M n'est pas vide car il contient (0; ;). Si (Wk; Xk)k2K est une famille croissantede M , alors (SWk;SXk) en est une borne sup�erieure dans M .Il existe donc un �el�ement maximal (W;X) dans M . Pour tout i , W \ Vi est unsous-comodule de Vi . Par cons�equent W \ Vi admet, en tant que sous-module de V , unsuppl�ementaire E qui est un B -module projectif de type �ni. Si Vi n'est pas contenu dansW , le couple (W +Vi; X[fEg), qui est dans M , contredit le choix de (W;X). On a doncW = V , d'o�u l'assertion (ii).(iii) Les limites inductives existent dans la cat�egorie Comod(B : L), d'o�u un foncteurnaturel � de Ind comod(B : L) vers Comod(B : L). Il s'agit donc de montrer que siX = (Vi) et Y = (Wj) sont deux Ind-objets de comod(B : L), et si on pose V = lim�!Vi etW = lim�!Wj (limites inductives dans Comod(B : L)), on a :HomInd comod(B:L)(X;Y ) ' HomComod(B:L)(V;W ) :Pour cette v�eri�cation, on utilise le lemme suivant.Lemme.Avec les hypoth�eses de la proposition, soit V un objet de comod(B : L) et (Wi)i2Iun syst�eme inductif �ltrant de comod(B : L) , de limite inductive W . Alors le morphismenaturel lim�!Hom(V;Wi) �! Hom(V;W ) est un isomorphisme.Avant de d�emontrer ce lemme, montrons comment l'assertion (iii) en r�esulte. On alim�!j Hom(Vi;Wj) ' Hom(Vi;W ) d'apr�es le lemme, donc Hom(V;W ) ' lim �Hom(Vi;W ) 'lim �i lim�!j Hom(Vi;Wj) = HomInd comod(B:L)(X;Y ) (par d�e�nition), d'o�u (iii).Reste �a d�emontrer le lemme. Soit � l'application naturelle de lim�!Hom(V;Wi) versHom(V;W ). Comme le foncteur oubli U est �d�ele et commute aux limites inductives,l'injectivit�e de � se v�eri�e de fa�con standard en termes de B -modules. Montrons que �est surjectif. Soit donc f : V �!W . Comme V est de type �ni en tant que B -module, ilexiste i 2 I tel que f soit �a valeurs dans l'image de U (Wi) �! U (W ). Notons W 0i cetteimage. Soit Qi le conoyau du morphisme Wi �! W . Ce comodule est limite inductive�ltrante des conoyaux des morphismes Wi �! Wj pour j � i ; il est donc projectifcomme B -module, d'apr�es l'assertion (ii). Par cons�equent, W 0i , qui est aussi le noyau deU (W ) �! U (Qi), est naturellement muni d'une structure de comodule qui en fait le noyaude W �! Qi , et f se factorise �a travers W 0i . Soit Ki le noyau de Wi �! W 0i , et pourtout j � i , soit Ki;j le noyau du morphisme Wi �!Wj . Les Ki;j constituent une famillecroissante de sous-comodules de Wi , dont la r�eunion est Ki . D'apr�es l'assertion (i), Wi est



noeth�erien; il existe donc j � i tel que Ki = Ki;j ; grâce au monomorphisme W 0i ,�!Wjainsi d�e�ni, le morphisme f se factorise �a travers Wj . Cela d�e�nit un ant�ec�edent de f par� , d'o�u le lemme, et la proposition. ututTh�eor�eme 5.2. (Deligne). Soit A une cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire localement de type�ni (et essentiellement petite). Soit B une k -alg�ebre, et F : A �! Mod(B) un foncteurk -lin�eaire �d�ele, exact, �a valeurs dans proj(B) .Posons L = Lk(F ) . Alors1) le k -cog�ebro��de L est semi-transitif;2) le foncteur eF : A �! comod(B;L)est une �equivalence de cat�egories.D�emonstration du th�eor�eme 5.2.Nous dirons qu'un objet X de A est un g�en�erateur de A si tout objet de A estsous-quotient d'un multiple de X .On d�emontre d'abord le th�eor�eme lorsque A admet un g�en�erateur, puis on se ram�ene�a ce cas, non sans quelques contorsions, par un proc�ed�e appel�e d�esossage.Lemme 5.3. (Gabber). Si A admet un g�en�erateur, elle admet un g�en�erateur projectif P ;autrement dit, il existe une k -alg�ebre de dimension �nie A (A = End(P )) telle que A soit�equivalente �a mod(A) . utREMARQUE. Pour la d�emonstration de ce lemme, se reporter �a [2]. Notons que siA est une k -alg�ebre de dimension �nie, mod(A) est ab�elienne. En outre, si B est unesous-cat�egorie strictement pleine5 de mod(A) stable par sommes directes �nies et sous-quotients, il existe un id�eal bilat�ere I de A tel que les objets de B soient exactement lesA-modules �a droite de type �ni annul�es par I : autrement dit, B s'identi�e �a mod(A=I) �mod(A).Montrons le th�eor�eme dans le cas o�u A admet un g�en�erateur. On peut donc supposerA = mod(A), A �etant une k -alg�ebre de dimension �nie.Le foncteur F est alors de la forme ? 
A M , o�u M est un objet de Bimodk(A;B)qui est projectif de type �ni sur B et �d�element plat sur A ; autrement dit, on est dans lasituation de l'exemple standard : L = _M 
AM est semi-transitif de type standard, et ona mod(A) ' comod(B : L). Le th�eor�eme est donc v�eri��e dans ce cas.Venons-en maintenant au cas g�en�eral. Nous aurons besoin de la notion suivante.D�e�nition. Soit L un k -cog�ebro��de de base B . On appelle d�esossage de L la donn�eed'une famille inductive �ltrante (Li)i2I de k -cog�ebro��des de base B , v�eri�ant :(i) L est la limite inductive des Li ;(ii) pour tout i , le morphisme �i : Li �! L est injectif;(iii) pour tout i , Li et le conoyau de �i sont plats �a gauche sur B .5Voir note 4.



REMARQUE. Supposons que L admette un d�esossage (Li). Cela implique que L estplat �a gauche sur B . On identi�e Li �a son image dans L . D'apr�es la proposition 3.2, lacat�egorie Comod(B : Li) s'identi�e �a la sous-cat�egorie strictement pleine de Comod(B : L)des comodules V dont la comultiplication est �a valeurs dans V 
B Li ; c'est une sous-cat�egorie ab�elienne stable par sous-quotients. En outre, si V est un L-comodule �a droite detype �ni comme B -module, il existe i tel que V soit un Li -comodule, donc comod(B : L)est la r�eunion �ltrante de ses sous-cat�egories strictement pleines comod(B : Li).Revenons �a la d�emonstration du th�eor�eme 5.2. Pour tout objet X de A , notons AXla sous-cat�egorie strictement pleine de A dont les objets sont les sous-quotients des Xnpour n 2 N . Notons FX la restriction de F �a AX , et soit LX = Lk(FX). La cat�egorieAX admet X pour g�en�erateur, donc LX est semi-transitif de type standard, et on peutappliquer le th�eor�eme 5.2. au foncteur FX : AX �! Mod(B).Lemme 5.4. La famille inductive �ltrante (LX ) est un d�esossage de L .D�emonstration du lemme. On a A = lim�!AX donc Lk(F ) = lim�!Lk(FX) (voir 4.3.(iii)). D'autre part, soit Y est un objet de AX ; appliquant le lemme 5.3. et la remarquequi le suit, on peut supposer que AX = mod(A) et que AY = mod(A=I), A �etant unek -alg�ebre de dimension �nie, et I un id�eal bilat�ere de A . Alors LX ' _M
AM , o�u M estun objet de Bimodk(A;B) �d�element plat sur A et projectif de type �ni (donc plat) sur B ;en particulier LX est plat �a gauche sur B . D'autre part, LY = _(M=IM )
A=I (M=IM ) '_(M=IM ) 
A M ; puisqu' en tant que B -modules, M ' FX(A) et M=IM ' F Y (A=I)sont projectifs de type �ni, il en va de même de IM et de _(IM ), d'o�u la suite exactecourte : 0 �! _(M=IM ) �! _M �! _(IM ) �! 0et comme M est plat sur A , la suite :0 �! LY �! LX �! _(IM )
A M �! 0est �egalement exacte et le conoyau de LY �! LX est plat �a gauche. Par passage �a la limiteinductive le conoyau de LY �! L est plat �a gauche. utSi L est un k -cog�ebro��de de base B , consid�erons la condition :AB la cat�egorie comod(B : L) est ab�elienne, et le foncteur oubli de comod(B : L) versMod(B) est exact.Notons que si L est un k -cog�ebro��de de type standard, ou semi-transitif, il satisfait �aAB.Lemme 5.5. Soit L un k -cog�ebro��de de base B admettant un d�esossage (Li) .Si les Li v�eri�ent AB (resp. ST1, resp ST2, resp. ST3 et AB) il en va de même pourL . En particulier, si les Li sont semi-transitifs, L est semi-transitif.D�emonstration du lemme 5.5. D'apr�es la remarque sur les d�esossages, comod(B : L)est union �ltrante de ses sous-cat�egories strictement pleines comod(B : Li); d'o�u l'assertionsur ST1. En outre, si dans comod(B : Li) les Hom sont de dimension �nie, il en va demême dans comod(B : L).Si chacun des Li satisfait �a AB, l'inclusion comod(B : Li) ,�! Comod(B : L) estun foncteur exact; on en d�eduit que L v�eri�e AB. En outre, comod(B : Li) est une



sous-cat�egorie pleine de Comod(B : L) stable par quotients, donc par sous-quotients; parcons�equent, si les objets des cat�egories comod(B : Li) sont de longueur �nie, il en va demême des objets de comod(B : L). D'o�u l'assertion sur AB et ST3.Supposons que les Li v�eri�ent ST2, et soit V un L-comodule �a droite, � d�esignantla coaction. Pour i 2 I posons V i = ��1(V 
B Li). Ainsi V est la r�eunion �ltrantedes V i . V�eri�ons l'inclusion � V i � V i 
B Li . On a (� 
B 1L) � V i = (1V 
B�) � V i �V 
B Li 
B Li donc � V i � (� 
B 1L)�1(V 
B Li 
B Li) = V i 
B Li car Li est plat�a gauche sur B . Ainsi V i est un objet de Comod(B : Li) et, �a ce titre, limite inductive�ltrante d'objets de comod(B : Li) � comod(B : L), d'o�u l'assertion a).utLe cog�ebro��de L admet un d�esossage par les cog�ebro��des LX qui sont semi-transitifsde type standard, d'o�u l'assertion 1) du th�eor�eme.D'autre part, le foncteur A �! comod(B : L) induit une �equivalence entre AX etcomod(B : LX ) pour tout X . Or A (resp. comod(B : L)) est r�eunion �ltrante de ses sous-cat�egories pleines AX (resp. comod(B : LX )); donc eF est une �equivalence de cat�egories,et induit une �equivalence de IndA vers Comod(B : L) en vertu de (5.1.), ce qui ach�eve lad�emonstration du th�eor�eme.utLe lemme suivant sera utile dans la section 7, mais il est plus commode de le d�emontrermaintenant.Lemme 5.6. Soient A et F comme dans l'�enonc�e du th�eor�eme 5.2, et soit X un objet deA . Alors avec les notations introduites ci-dessus, LX est l'image de _F (X)
k F (X) dansL = Lk(F ) , et AX a pour image comod(B : LX ) dans l'�equivalence A �! comod(B : L) .D�emonstration. Rappelons (section 4) que le k -cog�ebro��de L = Lk(F ) est le quotientde L0 = LX2Ob(A) _F (X) 
k F (X) qui rend commutatifs les diagrammes (Df ). Notons�X l'image de _F (X)
k F (X) dans L .Montrons qu'on a �X = LX . On a vu au cours de la d�emonstration de (5.2.) que LX =�P , pour P g�en�erateur projectif de AX , et qu'en outre, AP ' comod(B : LP ). Commeon a AX = AP , il ne reste plus qu'�a d�emontrer LX = LP ; cela r�esulte de l'implicationsuivante : Y 2 Ob(AX ) =) �Y � �X , dont la v�eri�cation se d�ecompose comme suit.1) On a �X�Y = �X +�Y : consid�erer le diagramme Df , lorsque f est la projectionde X � Y sur X , puis sur Y .2) Si Y est un sous-objet (resp. un quotient) de X , �Y � �X : consid�erer le dia-gramme Df , o�u f est le monomorphisme de Y vers X (resp. l'�epimorphisme de X versY ). utCons�equences du th�eor�eme 5.2.Le th�eor�eme 5.2. permet de construire des k -cog�ebro��des semi-transitifs; la propositionsuivante montre qu'on les obtient tous ainsi.Proposition 5.8. Soit L un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B , et U le foncteur oublide comod(B : L) vers proj(B) . Alors le morphisme naturel de k -cog�ebro��desLk(U ) �! Lest un isomorphisme.D�emonstration. Notons L0 = Lk(U ). Le th�eor�eme 5.2. s'applique au foncteur U , eten particulier le foncteur naturel eU : comod(B : L) �! comod(B : L0) est une �equivalence



de cat�egories (c'est même ici un isomorphisme de cat�egories). D'autre part f� induit parrestriction un foncteur comod(B : L0) �! comod(B : L) qui est par d�e�nition de f uninverse �a gauche de eU ; c'est donc une �equivalence de cat�egories. Par cons�equent, pourtout B -module �a droite de type �ni V , les coactions �a droite de L0 sur V correspondentbijectivement �a celles de L par l'application � : � 7! �0 = (1V 
B f)� .Comme L v�eri�e ST2, le L-comodule �a droite (L;�) est limite inductive �ltranted'objets de comod(B : L), d'o�u une coaction �a droite �0 de L0 sur L telle que (L;�) =f�(L; �0). Soit g = (" 
B 1L0)�0 : L �! L0 . C'est un inverse �a droite de f . En e�et,f �g = f("
B 1L0)�0 = ("
B 1L)(1L
Bf)�0 = ("
B 1L)� = 1L . Il su�t donc de montrerque g est surjectif.On peut d�ej�a a�rmer que l'inverse de � est donn�e par �0 7! (1V 
B g)� . Par cons�e-quent si V est un objet de comod(B : L), la coaction naturelle de L0 sur V se factorise �atravers 1V 
B g , et la �eche naturelle _V 
kV �! L0 se factorise �a travers g . Le cog�ebro��deL0 �etant, par construction, engendr�e par les images des _V 
kV comme (B;B)-bimodule,on en d�eduit la surjectivit�e de g , d'o�u la proposition. utCorollaire 5.9. Un k -cog�ebro��de semi-transitif admet un d�esossage en k -cog�ebro��des semi-transitifs de type standard. utProposition 5.10. Si L est un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B , alors Lo est unk -cog�ebro��de semi-transitif de base Bo .D�emonstration.Soit L un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B . Posons A = comod(B : L) etsoit F le foncteur oubli A �! proj(B). On a L ' Lk(F ). Soit F% le foncteur exact :Ao �! proj(Bo) d�e�ni par X 7�! _F (X). On a Lk(F%) ' Lo d'apr�es 4.3. (iv). Or,Lk(F%) est semi-transitif d'apr�es le th�eor�eme 5.2, d'o�u l'assertion. utIl en r�esulte que tout L-comodule �a gauche est projectif comme B -module; en parti-culier, L est projectif, donc plat, comme B -module �a gauche.Proposition 5.11. Soient L et L0 deux k -cog�ebro��des semi-transitifs de bases respectivesB et B0 . Soient V , W dans comod(B : L) et V 0 , W 0 dans comod(B0 : L0) , et formonsles L
k L0 -comodules V 
k V 0 et W 
k W 0 . AlorsHom(V 
k V 0;W 
k W 0) ' Hom(V;W )
k Hom(V 0;W 0) :D�emonstration. Posons L00 = L 
k L0 et B00 = B 
k B0 . D'apr�es (5.9.), L et L0admettent chacun un d�esossage par des cog�ebro��des de type standard, (Li) et (L0j) res-pectivement. Or on a le lemme suivant.Lemme 5.12. Soient L et L0 deux k -cog�ebro��des de bases respectives B et B0 . Soient(Li)i2I et (L0j)j2J des d�esossages de L et L0 respectivement. Alors (Li 
k L0j)(i;j)2I�Jest un d�esossage de L 
k L0 .D�emonstration du lemme. Il est clair que Li 
k L0j est plat �a gauche sur B 
k B0 .Consid�erons la suite exacte courte0 �! Li 
k (L0=L0j) �! (L
k L0)=(Li 
k L0j) �! (L=Li) 
k L0 �! 0 :Les termes extrêmes sont plats �a gauche sur B
kB0 , donc le terme du milieu l'est aussi. ut



Poursuivons la d�emonstration de la proposition. On peut trouver i et j tels que Vet W soient des Li -comodules et V 0 et W 0 des L0j -comodules; V 
k V 0 et W 
k W 0sont alors des Li 
k L0j -comodules. Or en vertu du lemme, comod(B00 : Li 
k L0j) estune sous-cat�egorie pleine de comod(B00 : L00). Quitte �a remplacer L par Li et L0 parL0i , on peut donc supposer que L et L0 sont de type standard. Alors L est de la forme_M 
A M , o�u A est une k -alg�ebre de dimension �nie, M un objet de Bimodk(A;B)�d�element plat �a gauche et projectif de type �ni �a droite, et comod(B : L) ' mod(A); etL0 admet une description similaire _M 0 
A0 M 0 , de sorte que comod(B0 : L0) ' mod(A0).Posons A00 = A
kA0 et M 00 = M 
kM 0 . Alors L00 ' _M 00
A00M 00 est de type standard,et comod(B00 : L00) ' mod(A00). On se ram�ene donc au lemme suivant.Lemme. Soient A et A0 deux k -alg�ebres de dimension �nie, V , W deux A-modules detype �ni, et V 0 , W 0 deux A0 -modules de type �ni. AlorsHomA(V;W )
k HomA0 (V 0;W 0) ' HomA
kA0(V 
k V 0;W 
k W 0) :D�emonstration. Soit H = Homk(V;W ), H0 = HomA(V;W ), H0 = Homk(V 0;W 0),H00 = Hom0A(V;W ) et H00 = Homk(V 
k V 0;W 
k W 0) ' H 
k H0 . Alors f 2 H00 estA-lin�eaire (resp. A0 -lin�eaire) si et seulement s'il est dans H0 
k H0 (resp. H 
k H00 ); ona (H0 
k H0) \ (H 
k H00) = H0 
k H00 , d'o�u le lemme. ut ut6.|Cog�ebro��des g�eom�etriquement semi-transitifsDans cette section, k sera toujours un corps commutatif.La notion de semi-transitivit�e qui a �et�e introduite dans le paragraphe pr�ec�edent pr�e-sente quelques inconv�enients. Le produit tensoriel sur k de deux k -cog�ebro��des semi-transitifs n'est pas n�ec�essairement semi-transitif, comme nous le verrons ci-apr�es; en outre,la semi-transitivit�e se comporte mal vis-�a-vis des changements de scalaires; en�n il n'estpas facile de v�eri�er qu'un cog�ebro��de donn�e est semi-transitif. Pour ces raisons, on estamen�e a introduire une version plus forte de la semi-transitivit�e.D�e�nition. Soit L un k -cog�ebro��de de base B . On dira que L est g�eom�etriquementsemi-transitif s'il v�eri�e les deux conditions suivantes :(i) L est projectif en tant que Bo 
k B -module;(ii) la cat�egorie comod(B : L) est localement de type �ni (c'est la condition ST3).Soient L un k -cog�ebro��de de base B , et K une extension de k . Alors L 
k K estnaturellement muni d'une structure de K -cog�ebro��de de base BK = B 
k K ; on noteraLK le K -cog�ebro��de ainsi obtenu. Ce changement de scalaires est une op�eration distinctedu changement de base introduit dans la section 3.Th�eor�eme 6.1. Soit L un k -cog�ebro��de de base B . Les trois conditions suivantes sont�equivalentes :a) L est g�eom�etriquement semi-transitif;b) pour toute extension K du corps k , LK est un K -cog�ebro��de semi-transitif;c) il existe une extension parfaite K de k telle que LK soit un K -cog�ebro��de semi-transitif.



Si le corps de base k est parfait, il est donc �equivalent de dire d'un k -cog�ebro��de qu'ilest semi-transitif ou qu'il est g�eom�etriquement semi-transitif.Cette section sera essentiellement consacr�ee �a la d�emonstration du th�eor�eme 6.1.Puisque b) =) c) est \trivial", on montrera a) =) b), puis c) =) a).Tout k -cog�ebro��de g�eom�etriquement semi-transitif est semi-transitif : c'est une cons�e-quence imm�ediate de la proposition suivante.Proposition 6.2. Soit L un k -cog�ebro��de de base B , et supposons que L soit projectif entant que Bo 
k B -module. Alors :(i) tout L-comodule �a droite est projectif en tant que B -module;(ii) la cat�egorie comod(B : L) est ab�elienne, et le foncteur oubli U de comod(B : L) versMod(B) est �d�ele exact;(iii) tout objet de Comod(B : L) est limite inductive �ltrante d'objets de comod(B : L) .D�emonstration. (i) Soient V un L-module �a droite, et � : V �! V 
B L une coaction�a droite de L sur V ; puisque � admet la section 1V 
B " , le B -module �a droite V estfacteur direct de V 
B L ; or, L est facteur direct d'un Bo 
k B -module libre, et donc Vest facteur direct d'une somme directe de copies de V 
B (Bo 
k B) ' V 
k B , qui est unB -module libre car k est un corps; ainsi, V est un B -module projectif. (ii) r�esulte de laproposition 5.1, qui s'applique �a L en vertu de (i). (iii) r�esulte de la proposition 3.3, carL est projectif comme B -module �a gauche. utL'implication a) =) b) du th�eor�eme 6.1. r�esultera donc imm�ediatement du lemmesuivant.Lemme 6.3. Soient L un k -cog�ebro��de de base B , et K une extension de k . Alors LK estg�eom�etriquement semi-transitif si et seulement si L est g�eom�etriquement semi-transitif.D�emonstration. Consid�erons les conditions (i) et (ii) de la d�e�nition d'un cog�ebro��deg�eom�etriquement semi-transitif. Alors L v�eri�e (i) si et seulement si LK la v�eri�e : c'estun cas particulier du lemme suivant.Lemme 6.4. Soient K une extension de k , A une k -alg�ebre; notons AK = A 
k K ,et soit N un A-module �a droite; alors N est projectif () NK = N 
A AK est unAK -module projectif.D�emonstration de 6.4. L'assertion =) est �evidente. Supposons NK projectif, i.e.facteur direct d'un AK -module libre. Comme A-module, AK est libre, donc NK estprojectif comme A-module; d'autre part N est facteur direct de NK comme A-module;il est donc projectif. utOn suppose donc que L et LK v�eri�ent (i); en particulier la proposition 6.2. s'applique�a ces deux cog�ebro��des. Supposons que LK v�eri�e (ii), et consid�erons le foncteurG : comod(B : L) �! comod(BK : LK)(V; �) 7�! (VK = V 
k K; � 
k 1K) :Les foncteurs oubli sont �d�eles exacts, donc G l'est aussi, et tout objet de comod(B : L)est de longueur �nie; en outre, l'application Hom(V;W ) 
k K �! Hom(G(V ); G(W )) estinjective pour tous V;W objets de comod(B : L), donc Hom(V;W ) est de dimension �nie,et L v�eri�e (ii).



R�eciproquement, supposons que L v�eri�e la condition (ii), i.e. ST3, et montrons queLK la v�eri�e aussi; le k -cog�ebro��de L est g�eom�etriquement semi-transitif, donc en par-ticulier semi-transitif, et il admet un d�esossage (Li), les Li �etant des k -cog�ebro��des detype standard. Alors les LiK sont des K -cog�ebro��des de type standard, et constituent und�esossage de LK , donc ce dernier v�eri�e aussi ST3 en vertu du lemme 5.5. utOn a vu que tout k -cog�ebro��de g�eom�etriquement semi-transitif est semi-transitif; lar�eciproque est fausse, comme le montre l'exemple suivant.EXEMPLE. Soient k un corps commutatif, et B une k -alg�ebre. Alors B est naturel-lement muni d'une structure de k -cog�ebro��de de base B qu'on note encore abusivementB . La cat�egorie comod(B : B) s'identi�e �a mod(B); ainsi B est un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B si et seulement si B est une k -alg�ebre de dimension �nie v�eri�antmod(B) = proj(B), autrement dit, une k -alg�ebre de dimension �nie semisimple.Or, si K est une extension �nie non s�eparable de k , K n'est pas projectif en tantque K 
k K -module, et K 
k K n'est pas une k -alg�ebre semisimple. Ainsi K est unk -cog�ebro��de semi-transitif de base K mais il n'est pas g�eom�etriquement semi-transitif, etK 
k K n'est pas semi-transitif en tant que k -cog�ebro��de de base K 
k K .Cet exemple met en �evidence un probl�eme de s�eparabilit�e qui appelle les d�e�nitionssuivantes.D�e�nitions.Une cat�egorie ab�elienne k -lin�eaire localement de type �ni C est dite s�eparablesi pour tout objet simple S de C , le centre du corps End(S) est une extension s�eparablede k . Un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B est dit s�eparable si la cat�egorie comod(B :L) est s�eparable.Proposition 6.5. Soient L et L0 deux k -cog�ebro��des semi-transitifs de bases respectivesB et B0 . Si l'un au moins de ces deux k -cog�ebro��des est s�eparable, alors L 
k L0 est unk -cog�ebro��de semi-transitif de base B 
k B0 .D�emonstration. Supposons L s�eparable, et notons L00 = L 
k L0 . Les k -cog�ebro��desL et L0 admettent des d�esossages (Li) et (L0j), o�u les Li et les L0j sont semi-transitifsde type standard; en outre les Li sont s�eparables. Les Li 
k L0j constituent un d�esossagede L00 en vertu de (5.12.); par (5.5.), on peut donc supposer que L et L0 sont de typestandard.Soit donc L = _M 
A M et L0 = _M 0 
A0 M 0 , o�u A et A0 sont deux k -alg�ebresde dimension �nie, M , et M 0 deux objets de Bimod(A;B) et Bimod(A0; B0) respective-ment, et supposons les foncteurs F =? 
A M : mod(A) �! Mod(B) et F 0 =? 
A0 M 0 :mod(A0) �! Mod(B0) �d�eles exacts, �a valeurs dans les modules projectifs de type �ni. Ona comod(B : L) ' mod(A), et on fait l'hypoth�ese que mod(A) est s�eparable.Posons A00 = A
kA0 , B00 = B
kB0 et M 00 =M
kM 0 . Alors L
kL0 ' _M 00
A00M 00 ,donc L00 est de type standard; pour montrer qu'il est semi-transitif, il su�t donc de v�eri�erque tout objet N 00 de mod(A00) satisfait �a la condition :(Q) le B00 -module �a gauche N 00 
A00 M 00 est projectif.Si N 00 est de la forme N 
k N 0 , o�u N et N 0 sont des objets de mod(A) et mod(A0)respectivement, on a N 00 
A00 M 00 ' F (N ) 
k F 0(N 00), donc d'apr�es les hypoth�eses faitessur F et F 0 , N 00 v�eri�e (Q).D'apr�es Jordan-H�older, il su�t de v�eri�er (Q) lorsque N 00 est un objet simple demod(A 
k A0). Dans ce cas, N 00 est quotient d'un module de la forme N 
k N 0 , o�u N etN 0 sont simples (exercice). Or on a le lemme suivant.



Lemme 6.6. [2]. Soient A , A0 deux k -alg�ebres de dimension �nie, et N , N 0 deux objetssimples de mod(A) et mod(A0) respectivement. On suppose que le centre de End(N ) ests�eparable sur k . Alors N 
k N 0 est un objet semisimple de mod(A
k A0) .D�emonstration du lemme. Quitte �a quotienter A (resp. A0 ) par l'annulateur de N(resp. N 0 ) on peut supposer que N et N 0 sont �d�eles. Alors A et A0 sont des k -alg�ebressimples, et le centre de A est une extension s�eparable de k , donc A
kA0 est une k -alg�ebresemisimple (cf. Bourbaki, Alg�ebre, Chap. 8, x7). utPar cons�equent N 00 est facteur direct de N 
k N 0 , et satisfait donc (Q). utCorollaire 6.7. Tout k -cog�ebro��de semi-transitif s�eparable est g�eom�etriquement semi-transitif.D�emonstration. Soit L un k -cog�ebro��de semi-transitif de base B . Alors Lo est semi-transitif (5.10.). Si L est s�eparable, Lo
kL est semi-transitif, d'apr�es (6.4). Or L est munid'une structure de Lo
kL-comodule �a droite (cf. section 3). C'est donc un Bo
kB -moduleprojectif, d'o�u le corollaire.utSi k est parfait, tout k -cog�ebro��de semi-transitif est donc g�eom�etriquement semi-transitif. L'implication c) =) a) du th�eor�eme 6.1. en r�esulte grâce au lemme 6.3, ce quiach�eve la d�emonstration de ce th�eor�eme. ut7.|Application aux big�ebro��des de HopfSoit k un anneau commutatif. Soit B une k -alg�ebre commutative, et notons �B lamultiplication de B ; c'est un morphisme de k -alg�ebres de B 
k B vers B . Ainsi, si Lest un k -cog�ebro��de de base B , et si l'on consid�ere L 
k L , qui est un k -cog�ebro��de debase B 
k B , on peut former son image directe �B�(L 
k L) ' L 
B
kB L , qui est unk -cog�ebro��de de base B . D'autre part, B 
k B est naturellement muni d'une structure dek -cog�ebro��de de base B .D�e�nition. Un k -big�ebro��de de base B est un k -cog�ebro��de L de base B muni d'unestructure de B 
k B -alg�ebre, v�eri�ant :1) la structure de (B;B)-bimodule sous-jacente �a la structure de k -cog�ebro��de de Lco��ncide avec celle induite par sa structure de B 
k B -alg�ebre; autrement dit, si �d�esigne la multiplication L
B
kB L �! L et � l'unit�e B 
k B �! L , on a pour mdans L et x , y dans B :x �m � y = �(�(x 
 y) 
m) = �(m 
 �(x 
 y))2) la multiplication � : L 
B
kB L ' �B�(L 
k L) �! L est un morphisme de k -cog�ebro��des de base B .3) l'unit�e � : B 
k B �! L est un morphisme de k -cog�ebro��des de base B .Si L est un k -big�ebro��de de base B , on appelle respectivement source et but lesmorphismes de k -alg�ebres s , b : B �! L d�e�nis par s(x) = �(1B 
x) et b(x) = �(x
1B).REMARQUE. Il s'agit de la notion introduite par Maltsiniotis, bien que la d�e�nition iciadopt�ee di��ere l�eg�erement de celle donn�ee dans [9]. On peut regretter qu'il faille supposerla base B commutative dans cette d�e�nition; cependant, j'ai dû me r�esigner �a faire cette



hypoth�ese, sans laquelle je ne peux, en toute g�en�eralit�e, formuler de relation de compatibi-lit�e satisfaisante entre le produit et le coproduit. Je vois deux raisons de penser que cettenotion n'est pas mauvaise : (1) c'est exactement la notion dont on a besoin pour formulerles r�esultats tannakiens; (2) quand on �etudie les propri�et�es des big�ebres de Hopf (ou si l'onpr�ef�ere, des groupes quantiques) on a envie de consid�erer un big�ebro��de de base B commeun outil permettant d'�etudier les propri�et�es de familles de big�ebres de Hopf param�etr�ees parSpec(B); dans cette optique de th�eorie de la d�eformation, on n'a pas de raison particuli�erede souhaiter que l'espace des param�etres soit \non commutatif".Si L et L0 sont deux k -big�ebro��des de base B , un morphisme de k -big�ebro��des de Lvers L0 est un morphisme de k -cog�ebro��des qui est aussi un morphisme de B
kB -alg�ebres.On d�e�nit ainsi la cat�egorie Bigk(B) des k -big�ebro��des de base B . Tout morphisme dek -alg�ebres commutatives f : B �! B0 induit par changement de base un foncteur f� :Bigk(B) �! Bigk(B0).Si L est un k -big�ebro��de de base B , de cog�ebro��de sous-jacent L , de produit � etd'unit�e � , on notera Lo le k -big�ebro��de de base B , de cog�ebro��de sous-jacent Lo , deproduit �o , et d'unit�e �o = �� , o�u � est l'�echange des facteurs de B 
k B .D�e�nition. Soit L un k -big�ebro��de de base B . Un antipode de L est un morphisme de(B;B)-bimodules i : L �! Lo tel que le diagramme suivant soit commutatif :L
B L wi
B1L Lo 
B L w� LL w"u� u� Bu su bL
B L w1L 
Bi L
B Lo w� LSi un antipode existe, il est unique; c'est un morphisme de k -big�ebro��des de L versLo [9]. Cependant il n'est pas n�ec�essairement bijectif. On dira que L est un k -big�ebro��dede Hopf s'il admet un antipode bijectif.REMARQUE. Un k -big�ebro��de (de Hopf) de base k est exactement une k -big�ebre (deHopf). D'autre part, comme nous le verrons dans la section 8, la donn�ee d'un big�ebro��dede Hopf commutatif (en tant qu'alg�ebre) �equivaut �a celle d'un groupo��de alg�ebrique a�ne.EXEMPLE. Soient C une cat�egorie mono��dale (essentiellement petite), et ! un foncteurmono��dal de C vers proj(B). Alors Lk(!) est naturellement muni d'une structure de k -big�ebro��de de base B .Cela r�esulte des propri�et�es de fonctorialit�e �enum�er�ees au 4.3. D'apr�es 4.3. (v), ona un isomorphisme Lk(!) 
B
kB Lk(!) ' Lk(! 
B !). D'autre part, l'isomorphismefonctoriel ! 
B ! ' ! � 
 induit un isomorphisme de k -cog�ebro��des entre Lk(! 
B !) etLk(! � 
); en�n on a un morphisme naturel de k -cog�ebro��des de Lk(! � 
) vers Lk(!),d'o�u par composition la multiplication � : Lk(!) 
B
kB Lk(!) �! Lk(!). De même, soit� la cat�egorie mono��dale initiale (qui a un seul objet et un seul morphisme) et I l'unique



foncteur mono��dal de � vers C . Alors Lk(! � I) ' B 
k B et � est le morphisme naturelB 
k B ' Lk(! � I) �! Lk(!).On notera Endk(!) le k -big�ebro��de ainsi d�e�ni. Si f : B �! B0 est un morphisme dek -alg�ebres commutatives, on a Endk(! 
B B0) ' f� Endk(!) (voir 4.3. (i)).Lorsque C est une cat�egorie mono��dale sym�etrique et ! est un foncteur mono��dalsym�etrique, Endk(!) est commutatif.Lorsque C est une cat�egorie mono��dale autonome �a gauche, Endk(!) admet un an-tipode. Si C est autonome, Endk(!) est un k -big�ebro��de de Hopf, qu'on notera Autk(!).En e�et, l'isomorphisme naturel !(_A) ' !(A)� induit par 4.3. (iv) un isomorphismede k -cog�ebro��des entre Lk(! � _?) et Lk(!)o ; on a d'autre part un morphisme naturel deLk(! � _?) vers Lk(!); d'ou par composition un morphisme i de Lk(!) vers Lk(!)o quiest un antipode de Endk(!). Si C est autonome, le foncteur _? est une �equivalence decat�egories, donc le morphisme naturel de Lk(! �_?) vers Lk(!) est un isomorphisme, ainsique i .Repr�esentations d'un big�ebro��de de Hopf.Soit L un k -big�ebro��de de base B . On appelle repr�esentation de L tout L-comodule �adroite; une repr�esentation de type �ni de L est une repr�esentation de L dont le B -modulesous-jacent est de type �ni.Soient V , V 0 deux L-comodules �a droite. Alors V 
k V 0 est un L
k L-comodule �adroite, donc par le changement de base �B : B
kB �! B , V 
BV 0 = �B�(V 
kV 0) est un�B�(L
kL)-comodule �a droite. On en d�eduit, via la multiplication � : �B�(L
kL) �! L(qui est un morphisme de cog�ebro��des), une coaction �a droite de L sur V 
B V 0 ; d'o�u unbifoncteur 
B : Comod(B : L)� Comod(B : L) �! Comod(B : L) :D'autre part, s : B �! L ' B 
B L est une coaction �a droite de L sur B , d'o�u unerepr�esentation de L appel�ee repr�esentation unit�e, et not�ee I . Les endomorphismes de Isont les x 2 B v�eri�ant s(x) = b(x).Avec les contraintes d'associativit�e et d'unit�e h�erit�ees de Mod(B), la cat�egorie desrepr�esentations de L devient une cat�egorie mono��dale : c'est une cat�egorie de Penrose,qu'on notera Rep(B : L); on d�esigne par rep(B : L) la sous-cat�egorie mono��dale pleine deRep(B : L) des repr�esentations de type �ni. Le foncteur oubli U : Rep(B : L) �! Mod(B)est, par construction, muni d'une structure mono��dale.Si L est un k -big�ebro��de de Hopf, toute repr�esentation de L dont le B -module sous-jacent est projectif de type �ni admet un dual �a droite et un dual �a gauche. En e�et, soit Vune telle repr�esentation. Nous avons vu dans la section 3 que V � = _V est naturellementmuni d'une structure de Lo -comodule �a droite. Via le morphisme de k -cog�ebro��des i :Lo �! L (resp. i�1 : Lo �! L), on obtient une structure de L-comodule �a droite surV � qui en fait un dual �a gauche (resp. �a droite) de V (avec l'�evaluation et la co�evaluationusuelles).



Big�ebro��des transitifs.Soient k un corps commutatif, et B une k -alg�ebre commutative.D�e�nition.Un k -big�ebro��de L de base B est dit transitif (resp. g�eom�etriquement transitif)si c'est un k -big�ebro��de de Hopf qui v�eri�e les conditions suivantes :1) le k -cog�ebro��de de base B sous-jacent �a L est semi-transitif (resp. g�eom�etriquementsemi-transitif);2) on a B 6= 0, et tout x 2 B tel que s(x) = b(x) est dans k .REMARQUES SUR LA DEFINITION. Soit I la repr�esentation unit�e de L . La condition 2)signi�e End(I) = k , car on a End(I) = fx 2 B t.q. s(x) = b(x)g .Pour que L soit transitif (resp. g�eom�etriquement transitif), il su�t qu'il v�eri�e lacondition 2), et que le k -cog�ebro��de sous-jacent L v�eri�e ST1 et ST2 (resp. soit projectifcomme B 
k B -module).En e�et, dans un cas comme dans l'autre, il s'agit de v�eri�er que L v�eri�e ST3. Or,comod(B : L) est ab�elienne, et le foncteur oubli U : comod(B : L) �! Mod(B) est �d�eleexact, �a valeurs dans proj(B), par 5.1. (resp. 6.2.). La cat�egorie mono��dale rep(B : L) estdonc k -tensorielle (c'est ici que End(I) = k intervient), autonome (car les repr�esentationsde type �ni sont projectives comme B -modules), et le foncteur oubli est un foncteur �brenon trivial; d'apr�es (2.5.), rep(B : L) est localement de type �ni, d'o�u ST3.Th�eor�eme 7.1.1) Soient T une cat�egorie k -tensorielle autonome (essentiellement petite) et ! unfoncteur �bre non trivial de T sur Spec(B) . Alors le k -big�ebro��de de Hopf Autk(!) esttransitif, et ! induit une �equivalence de cat�egories mono��dalese! : T �! rep(B : Autk(!))qui s'�etend en une �equivalence de cat�egories mono��dalesInd(T ) �! Rep(B : Autk(!)):2) Soit L un k -big�ebro��de de Hopf transitif de base B , et supposons B non nul. Alorsrep(B : L) est une cat�egorie k -tensorielle autonome, le foncteur oubli U de rep(B : L)vers Mod(B) est un foncteur �bre, et le morphisme naturelAutk(U ) �! Lest un isomorphisme de k -big�ebro��des de base B .D�emonstration du th�eor�eme 7.1.1) La cat�egorie T est ab�elienne k -lin�eaire, localement de type �ni; en outre le foncteur! est �d�ele, exact, et �a valeurs dans proj(B) (cf. 2.2, 2.3, et 2.5.). D'apr�es le th�eor�eme 5.2,le k -cog�ebro��de sous-jacent �a L = Autk(!) est semi-transitif, la cat�egorie T est �equivalente�a comod(B : L), et Ind(T ), �a Comod(B : L). Ces �equivalences sont naturellement muniesd'une structure mono��dale.La repr�esentation unit�e de L s'identi�e donc �a l'objet unit�e I de T , et comme on aEnd(I) = k , L est transitif.



2) Soit L un k -big�ebro��de de Hopf transitif de base B . Comme on l'a vu dans laremarque ci-dessus, la cat�egorie rep(B : L) est k -tensorielle autonome, et le foncteur oubliU est naturellement muni d'une structure mono��dale qui en fait un foncteur �bre nontrivial. Le morphisme naturel de k -cog�ebro��des L ' Lk(U ) est donc un isomorphisme,d'apr�es la proposition 5.8. On v�eri�e que c'est un morphisme d'alg�ebres. utProposition 7.2. Soit L un k -big�ebro��de de Hopf transitif de base B . Alors toute repr�e-sentation non nulle de L est projective et �d�element plate comme B -module.D�emonstration. Toute repr�esentation de L est projective, donc plate, comme B -module; en outre elle est limite inductive �ltrante de ses sous-repr�esentations de type�ni (5.1. et ST2). Il su�t donc de v�eri�er que toute repr�esentation de type �ni, non nulle,est �d�element plate. Soit C une B -alg�ebre commutative non nulle. Le foncteur mono��dal! de rep(B : L) vers Mod(C) qui �a toute repr�esentation V de L associe le C -moduleV 
B C , est exact �a droite; c'est donc un foncteur �bre, non trivial; d'apr�es (2.3.) il est�d�ele, d'o�u la proposition. utLes k -big�ebro��des de Hopf g�eom�etriquement transitifs admettent une caract�erisationparticuli�erement simple.D�e�nition. Un k -big�ebro��de de Hopf transitif est dit s�eparable si le k -cog�ebro��de sous-jacent est s�eparable, autrement dit si pour toute repr�esentation simple de type �ni V , lecentre du corps End(V ) est une extension s�eparable de k .Si L est un k -big�ebro��de de base B , notons LK le K -big�ebro��de L 
k K , de baseBK = B 
k K , obtenu �a partir de L par changement de scalaires.Proposition 7.3. Soit L un k -big�ebro��de de Hopf de base B . Les conditions suivantessont �equivalentes :a) L est g�eom�etriquement transitif;b) L est projectif et �d�element plat comme B 
k B -module, et B 6= 0 ;c) Pour toute extension K de k , le K -big�ebro��de de Hopf LK est transitif de base BK .D�emonstration. a) =) b). Soit L un k -big�ebro��de de Hopf de base B , et soit Isa repr�esentation unit�e. Supposons L g�eom�etriquement transitif, ce qui signi�e qu'il estprojectif comme B 
k B -module, et que End(I) = k (cf. les remarques qui pr�ec�edent leth�eor�eme 7.1.). Alors Lo est un k -big�ebro��de de Hopf g�eom�etriquement transitif de baseB ; notons Io sa repr�esentation unit�e. Soit Le = Lo 
k L ; c'est un k -big�ebro��de de Hopfde base Be = B 
k B , projectif en tant que Be 
 Be -module, et de repr�esentation unit�eIe = Io 
k I . D'apr�es la proposition 5.11, on a End(Ie) = End(Io) 
k End(I) = k , doncLe est g�eom�etriquement transitif, et en particulier transitif; ainsi L , naturellement munid'une coaction �a droite de Le , est �d�element plat sur B 
k B en vertu de 7.2.b) =) a) et c). Supposons que L v�eri�e b). La condition de �d�ele platitude entrâ�nel'injectivit�e de l'unit�e � : B 
k B �! L et donc tout x 2 B v�eri�ant s(x) = b(x) est dansk . Ainsi, les endomorphismes de l'objet unit�e se r�eduisent �a k . Comme L est projectifcomme B 
k B -module, il est donc g�eom�etriquement transitif (d'o�u a)), et en particuliertransitif.D'autre part, si L v�eri�e la condition b), LK la v�eri�e pour toute extension K de k ,d'o�u c).c) =) b). Soit L v�eri�ant c), et K une extension parfaite de k (par exemple, sa clôturealg�ebrique). Alors LK est transitif s�eparable, donc g�eom�etriquement transitif (6.7.), et il



v�eri�e donc b). Il r�esulte alors du lemme 6.4. et de la �d�ele platitude de K sur k , que Lv�eri�e b), d'o�u la proposition 7.3. utREMARQUE. Deligne montre dans [2] que tout k -big�ebro��de de Hopf transitif com-mutatif est g�eom�etriquement transitif; j'ignore encore si cela reste vrai dans le cadre noncommutatif, lorsque k n'est pas parfait.�Etant donn�es une cat�egorie k -tensorielle autonome (essentiellement petite) T et unfoncteur �bre non trivial ! de T sur Spec(B), il est utile de pr�eciser dans quels cas lek -big�ebro��de transitif Autk(!) est de type �ni en tant que B 
k B -alg�ebre. (En e�et, lamoindre des choses qu'on puisse exiger d'un groupe quantique est qu'il soit de type �ni entant qu'alg�ebre.)D�e�nition. La cat�egorie k -tensorielle autonome T est dite de type 
-�ni s'il existe unobjet X de T tel que tout objet soit sous-quotient d'un X
n , n 2 N .Proposition 7.4. Les conditions suivantes sont �equivalentes :(1) Le k -big�ebro��de de Hopf Autk(!) est une B 
k B -alg�ebre de type �ni;(2) la cat�egorie k -tensorielle autonome T est de type 
-�ni.D�emonstration. Pour X objet de T , soit LX l'image de _!(X) 
k !(X) dans L =Lk(!). On a montr�e les faits suivants dans la section 5 (cf. (5.4.) et (5.6.)) :1) les LX constituent un d�esossage de L ;2) les sous-quotients des multiples de X correspondent aux LX -comodules dans l'�equi-valence de cat�egories e! : T �! comod(B : L);3) si Y est un objet de T X , LY � LX .D'autre part, on a LX � LY = LX
Y par d�e�nition du produit de L = Autk(!). Parcons�equent, pour tout objet X de T , la sous-alg�ebre de L = Autk(!) engendr�ee par LXest CX =PLX
n .Supposons que tout objet de T soit sous-quotient d'un X
n . Alors CX contientLX
n pour tout n , donc tous les LY , d'o�u CX = L , ce qui d�emontre (2))(1).R�eciproquement, supposons L de type �ni comme B 
k B -alg�ebre. Il existe un objetY de T tel que CY = L ; quitte �a remplacer Y par Y � I , on peut supposer que Y 
nest un sous-objet de Y 
n+1 ; L = CY est alors la r�eunion croissante des LY 
n . PosonsX = Y � I . Pour tout objet Z de T , il existe n tel que e!(Z) soit un LY 
n -comodule,autrement dit, que Z soit un sous-quotient d'un multiple de Y 
n , et donc d'un X
m ,d'o�u (1))(2). utUnicit�e du foncteur �bre et isomorphismes quantiques.REMARQUES. Soit k un anneau commutatif. Soient C une cat�egorie mono��dale (es-sentiellement petite), B1 , B2 deux k -alg�ebres commutatives et !1 , !2 deux foncteursmono��daux de C vers proj(B1) et proj(B2) respectivement. On a alors les faits suivants.1) Lk(!1; !2) est naturellement muni d'une structure de (B1
kB2)-alg�ebre. En e�et,consid�erons le foncteur mono��dal ! = !1 � !2 de C vers proj(B1 � B2); soit L le k -big�ebro��de Endk(!), de base B = B1�B2 ; alors, en vertu de 4. 3. (i), Lk(!1; !2) s'identi�e�a B1
B L
BB2 , d'o�u la structure de B1
kB2 -alg�ebre en question. Il est utile de donnerune description plus explicite de cette structure d'alg�ebre. Pour X objet de C , posons�X = _!1(X) 
k !2(X), et notons aX le morphisme naturel �X �! Lk(!1; !2). Lesstructures mono��dales induisent des isomorphismes naturels 	X;Y : �X 
B1
kB2 �Y �!



�X
Y et 	0 : B1 
k B2 �! �I . Alors la multiplication � et l'unit�e � de Lk(!1; !2) sontd�e�nies par : �(aX 
B1
kB2 aY ) = aX
Y	X;Y et � = aI	0 .On d�esigne par Homk(!2; !1) cette alg�ebre (l'interversion est signi�cative). Si C estautonome, on la note Isok(!2; !1).2) Soit C une B1 
k B2 -alg�ebre commutative (cette hypoth�ese est essentielle). Unmorphisme de (B1; B2)-bimodules ' : Homk(!2; !1) �! C correspond bijectivement �a unmorphisme fonctoriel de B2 -modules e' : !2 �! !1 
B1 C , et donc aussi �a un morphismefonctoriel de C -modules b' : !2
B2 C �! !1
B1 C . On v�eri�e (en utilisant la descriptionexplicite de la structure d'alg�ebre de Homk(!2; !1) donn�ee ci-dessus) que b' est mono��dalsi et seulement si ' est un morphisme d'alg�ebre.Ainsi, les morphismes fonctoriels mono��daux de !2 
B2 C vers !1 
B1 C sont enbijection naturelle avec les morphismes de B1 
k B2 -alg�ebres de Homk(!2; !1) vers C .3) Lorsque Homk(!2; !1) est une alg�ebre commutative, elle repr�esente donc le foncteurde la cat�egorie des B1 
k B2 -alg�ebres commutatives vers Ens d�e�ni parC 7�! fmorphismes fonctoriels mono��daux de !2 
B2 C vers !1 
B1 C g ;ce qui justi�e la notation.Ces remarques inspirent la d�e�nition suivante. On suppose d�esormais que k est uncorps commutatif.D�e�nition. Soient T une cat�egorie k -tensorielle autonome (essentiellement petite), B1et B2 deux k -alg�ebres commutatives, et !1 , !2 deux foncteurs �bres de T sur SpecB1et SpecB2 respectivement.On dit que !1 et !2 sont localement isomorphes au sens fpqc 6 s'il existe une B1
kB2 -alg�ebre �d�element plate C telle que les foncteurs �bres !1 
B1 C et !2 
B2 C de T surSpecC soient isomorphes.Proposition 7.5. Supposons k parfait. Soient !1 et !2 deux foncteurs �bres non triviauxde T sur SpecB1 et SpecB2 respectivement. Si Isok(!2; !1) est commutatif, !1 et !2sont localement isomorphes au sens fpqc. (C'est le cas en particulier si T , !1 et !2 sontsym�etriques.)D�emonstration. Soit ! = !1 � !2 , et B = B1 � B2 . D'apr�es le th�eor�eme 7.1, le k -big�ebro��de de Hopf L = Autk(!) est transitif, donc g�eom�etriquement transitif, de base B ;d'apr�es (7.3.) il est �d�element plat sur B 
k B . Soit C = Isok(!2; !1) = B1 
B L
B B2 .C'est une B1 
k B2 alg�ebre commutative �d�element plate, et la remarque 3) s'applique;les foncteurs �bres !1 et !2 , deviennent isomorphes apr�es tensorisation par C .utREMARQUE. En g�en�eral, Isok(!2; !1) n'est pas commutatif, et peut même n'admettreaucun quotient commutatif non nul. Aussi est-on amen�e �a introduire une notion plus faibled'isomorphisme, qui permet d'�enoncer un r�esultat d'unicit�e du foncteur �bre en touteg�en�eralit�e.On suppose d�esormais que k est parfait.D�e�nition. Soient T une cat�egorie k -tensorielle autonome (essentiellement petite), et !1 ,!2 deux foncteurs �bres non triviaux de T . On dira que !1 et !2 sont quantiquementisomorphes si Isok(!2; !1) n'est pas nul.6C'est-�a-dire �d�element plat quasi-compact.



D�e�nition. On dira que deux k -big�ebro��des de Hopf transitifs L1 et L2 , de bases respec-tives B1 et B2 , sont quantiquement isomorphes s'il existe un k -big�ebro��de de Hopf transitifL , de base B , et deux morphismes d'alg�ebres de B vers B1 et B2 respectivement, de tellesorte que chacun des Li soit isomorphe au k -big�ebro��de de Hopf de base Bi obtenu �apartir de L par changement de base.On a alors le th�eor�eme d'unicit�e suivant :Th�eor�eme 7.6. (On suppose k parfait.)1) Soit T une cat�egorie k -tensorielle autonome (essentiellement petite). Si !1 et !2sont deux foncteurs �bres non triviaux de T sur SpecB1 et SpecB2 respectivement,alors !1 et !2 sont quantiquement isomorphes; qui plus est, Isok(!2; !1) est projectifet �d�element plat sur B1 
k B2 ; en�n, Autk(!1) et Autk(!2) sont quantiquementisomorphes.2) Deux k -big�ebro��des transitifs sont quantiquement isomorphes si et seulement s'il existeune �equivalence mono��dale k -lin�eaire entre leurs cat�egories de repr�esentations de type�ni.D�emonstration. 1) Posons B = B1 �B2 , et consid�erons le foncteur �bre ! = !1 � !2de T sur SpecB ; soit L = Autk(!). Alors L est g�eom�etriquement transitif de base B =B1 � B2 , donc projectif et �d�element plat sur B 
k B . Par cons�equent Isok(!2; !1) estprojectif, �d�element plat sur B1 
k B2 , et en particulier non nul. En outre Autk(!1) etAutk(!2) s'obtiennent �a partir de L par les changements de base d�e�nis par les projectionsB �! B1 et B �! B2 .2) Notons Ui le foncteur oubli rep(Bi : Li) �! Mod(Bi). Supposons donn�ee une�equivalence de cat�egories mono��dales a : rep(B1 : L1) �! rep(B2 : L2). Alors U1 etU2 � a sont des foncteurs �bres non triviaux de rep(B1 : L1); il r�esulte de l'assertion1) que Autk(U1) et Autk(U2 � a) sont quantiquement isomorphes; or on a Autk(Ui) ' Lid'apr�es le th�eor�eme 7.1, et Autk(U2�a) ' Autk(U2) car a est une �equivalence de cat�egoriesmono��dales, donc L1 et L2 sont quantiquement isomorphes.R�eciproquement, supposons qu'il existe un morphisme d'alg�ebres f : B1 �! B2 telque L2 = f�L1 ; alors U1 
B1 B2 est un foncteur �bre non trivial de rep(B1 : L1); ona Autk(U1 
B1 B2) ' f� Autk(U1) ' L2 , donc d'apr�es le th�eor�eme 7.1, rep(B1 : L1) estmono��dalement �equivalente �a rep(B2 : L2). utL'exemple de Maltsiniotis.Soit k un corps commutatif. Rappelons que, pour p0 , q0 non nuls dans k , on d�e�nitun groupe quantique Gl(2)p0;q0 de la fa�con suivante. Tout d'abord on construit une k -big�ebre Mp0;q0 : en tant que k -alg�ebre, Mp0;q0 est engendr�ee par des ind�etermin�ees a , b ,c , d , avec les relations suivantes :ba = q0ab; dc = q0cd; ca = p0ac; db = p0bd;q0cb = p0bc; q0da = q0ad+ (p0q0 � 1)bc :Le coproduit � : Mp0;q0 �! Mp0;q0 
k Mp0;q0 et la co�unit�e " : Mp0;q0 �! k sont lesmorphismes d'alg�ebres d�e�nis par les formules suivantes :�(a) = a
 a+ b
 c; �(b) = a
 b+ b
 d; �(c) = c
 a+ d
 c; �(d) = c
 b+ d
 d;"(a) = "(d) = 1; "(b) = "(c) = 0 :



L'�el�ement � = ad � q�10 bc v�eri�e Mp0;q0� = �Mp0;q0 , �(�) = � 
 � et "(�) = 1. On poseGl(2)p0;q0 = Mp0;q0 [��1] ; alors Gl(2)p0;q0 h�erite de Mp0;q0 une structure de k -big�ebre. Enoutre, il existe un anti-homomorphisme d'alg�ebre unique i de L dans L v�eri�ant :i(a) = d��1; i(b) = �q0b��1; i(c) = �q�10 c��1; i(d) = a��1;et c'est un antipode bijectif de Gl(2)p0;q0 .Proposition7.7. Soient p1 , q1 , p2 , q2 non nuls dans k . Les groupes quantiques Gl(2)p1;q1et Gl(2)p2;q2 sont quantiquement isomorphes lorsqu'on a p1q1 = p2q2 .La r�eciproque est vraie, mais nous ne la d�emontrerons pas. Pour d�emontrer 7.7, nousallons utiliser un big�ebro��de de Hopf L construit par Maltsiniotis de la fa�con suivante [9].Soient p , q des ind�etermin�ees, et notons B l'alg�ebre des polynômes de Laurentk[p; q; p�1; q�1] .Dans B 
k B , soit ps = 1
 p , qs = 1
 q , pb = p 
 1 et qb = q 
 1.Soit L0 la B 
k B -alg�ebre engendr�ee par les ind�etermin�ees a , b , c , d , avec les rela-tions : ba = qsab; dc = qscd; ca = pbac; db = pbbd;qscb = pbbc; qbda = qsad+ (psqs � 1)bc; psqs = pbqb :On d�e�nit des morphismes d'alg�ebre � : L0 �! L0 
B L0 et " : L0 �! B par lesformules suivantes :�(ps) = 1
 ps; �(qs) = 1
 qs; �(pb) = pb 
 1; �(qb) = qb 
 1;�(a) = a
 a+ b
 c; �(b) = a
 b+ b
 d; �(c) = c
 a+ d
 c; �(d) = c
 b+ d
 d;"(ps) = "(pb) = p; "(qs) = "(qb) = q; "(a) = "(d) = 1; "(b) = "(c) = 0 :Ainsi, L0 est muni d'une structure de k -big�ebro��de de base B . Soit � = ad� q�1s bc 2 L0 .Alors L0 � = � L0 , �(�) = � 
 � , et "(�) = 1. Soit L l'alg�ebre L0[��1] . Alors L h�erite deL0 une structure de k -big�ebro��de de base B . En outre, il existe un anti-homomorphismed'alg�ebres unique i de L dans L v�eri�ant :i(ps) = pb; i(qs) = qb; i(pb) = ps; i(qb) = qs;i(a) = d��1; i(b) = �qbb��1; i(c) = �q�1s c��1; i(d) = q�1s qba��1;et c'est un antipode bijectif de L .Ainsi, L est un k -big�ebro��de de Hopf de base B : c'est l'exemple de Maltsiniotis.REMARQUE. Soient p0 et q0 deux �el�ements non nuls de k , et j0 : B �! k le morphismed'alg�ebres d�e�ni par p �! p0 et q �! q0 . Alors la k -big�ebre de Hopf j0�L n'est autreque le groupe quantique Gl(2)p0;q0 .Notons que L ne peut pas être transitif : �a cause de la relation psqs = pbqb , l'unit�eB 
k B �! L n'est pas injective. On peut y r�em�edier de la fa�con suivante.Soient r un �el�ement non nul de k , et Br = B=(pq = r). Soit Lr le k -big�ebro��dede Hopf de base Br obtenu �a partir de L par changement de base (autrement dit, enajoutant la relation r = psqs(= pbqb)). Alors Lr est transitif. (En e�et, on v�eri�e que Lr



est un Br 
k Br -module libre admettant pour base la famille des monômes de la formeajbkcldm��n , o�u (j; k; l;m; n) 2 N4 avec inf(j;m) = 0 ou n = 0.)Si p1q1 = p2q2 = r , Gl(2)p1;q1 et Gl(2)p2;q2 s'obtiennent �a partir de Lr par changementde base : ils sont donc quantiquement isomorphes.utREMARQUE. La big�ebre de Hopf Gl(2)p0;p�10 n'est pas commutative si p0 6= 1; or elleest, d'apr�es la proposition, quantiquement isomorphe �a Gl(2)1;1 , qui est une big�ebre deHopf commutative.Il me semble que la morale de tout ceci est qu'il faudra consid�erer un groupe quan-tique non comme la donn�ee d'une big�ebre de Hopf, mais comme la donn�ee d'une classed'isomorphisme quantique de big�ebres de Hopf (ce qui revient �a se donner la cat�egorie deses repr�esentations de type �ni). Naturellement, il faudra faire des hypoth�eses plus fortesque cela, si on veut eviter des objets trop pathologiques : vraisemblablement, il faudrasupposer que la cat�egorie des repr�esentations soit un \tortil" (c'est-�a-dire qu'elle soit tres-s�ee et balanc�ee [4]).8|Deux cas particuliersLe cas des big�ebres de HopfSoit k un corps alg�ebriquement clos, T une cat�egorie k -tensorielle autonome. Si Tadmet un foncteur �bre non trivial ! sur un k -sch�ema S de type �ni, alors elle admet unfoncteur �bre sur Spec(k), car S a au moins un point �a valeurs dans k .Le th�eor�eme 7.1. et la proposition 7.4. prennent la forme suivante lorsque la base Best r�eduite au corps de base k .Th�eor�eme 8.1. Soit k un corps commutatif.1) Soit T une cat�egorie k -tensorielle autonome (essentiellement petite) et ! un fonc-teur �bre de T sur Spec(k) . Alors ! induit une �equivalence de cat�egories mono��dalese! : T �! rep(Autk(!))qui s'�etend en une �equivalence de cat�egories mono��dalesInd(T ) �! Rep(Autk(!)) :En outre, la k -big�ebre de Hopf Autk(!) est de type �ni comme k -alg�ebre si et seulementsi T est de type 
-�ni.2) Si L est une k -big�ebre de Hopf non nulle, et U le foncteur oubli de rep(L) versvect(k) , le morphisme naturel Autk(U ) �! L est un isomorphisme de k -big�ebres. utREMARQUE. Cette situation a d�eja �et�e �etudi�ee en d�etail, voir notemment [5], [6], [8],[11], [12], [13], [14]. Il est important de noter que la d�emonstration directe du th�eor�eme 8.1.est beaucoup plus simple que celle du th�eor�eme 7.1. La raison en est qu'une k -cog�ebre esttoujours un k -cog�ebro��de g�eom�etriquement semi-transitif, car un module sur un corps esttoujours projectif.L'int�erêt du th�eor�eme 7.1. est ailleurs. D'une part, il permet de trâ�ter les cas o�u iln'existe pas de foncteur �bre sur Spec(k); cela peut se produire notamment lorsque k n'est



pas alg�ebriquement clos. D'autre part, il permet de travailler sur des familles de big�ebresde Hopf d�ependant d'un ou plusieurs param�etres, comme dans l'exemple de Maltsiniotis(section 7) : on peut voir un big�ebro��de de Hopf transitif comme la donn�ee d'une famillede big�ebres de Hopf deux �a deux quantiquement isomorphes.Les r�esultats tannakiens classiques.Les r�esultats tannakiens classiques se formulent en termes de k -groupo��des alg�ebriques,et non de k -big�ebro��des. Il s'agit maintenant de faire le lien entre ces notions : les r�esultatsclassiques seront alors cons�equence du th�eor�eme 7.1. (au moins pour k parfait).Soit k un corps commutatif. Un k -groupo��de (alg�ebrique) est un groupo��de dans lacat�egorie des k -sch�emas.De fa�con explicite, c'est la donn�ee| de deux k -sch�emas G et S ,| de deux morphismes s et b de G vers S appel�es respectivement source et but,| d'un morphisme de S � S -sch�emas � : bGs �S bGs �! bGs appel�e composition,astreinte �a la condition que nous allons maintenant formuler.Soit T un k -sch�ema. On note G(T ) et S(T ) l'ensemble des morphismes de T vers Get S respectivement. Alors s et b induisent des applications sT , bT de G(T ) vers S(T ),et � induit une loi de composition �T partiellement d�e�nie sur G(T ). On demande quepour tout T , ces donn�ees d�e�nissent un petit groupo��de (ensembliste) G(T ) dont les �echessont les �el�ements de G(T ) et les objets, les �el�ements de S(T ). Ainsi on d�e�nit un foncteurcontravariant G de la cat�egorie des k -sch�emas vers la cat�egorie des petits groupo��des.Le k -groupo��de sera g�en�eralement d�esign�e par la seule lettre G ; le sch�ema S est labase du groupo��de.Le k -groupo��de G est dit a�ne si le morphisme (s; b) : G �! S � S est a�ne. Il estdit transitif si (s; b) est couvrant pour la topologie fpqc.�A pr�esent, soit B une k -alg�ebre commutative, S = SpecB , et G un k -groupo��dea�ne de base S . Alors la k -alg�ebre L = O(G) est naturellement munie d'une structure dek -big�ebro��de de Hopf commutatif de base B . R�eciproquement, si L est un k -big�ebro��dede Hopf commutatif de base B , alors G = SpecL devient naturellememt un k -groupo��dea�ne de base S = SpecB .En outre, lorsque G et L se correspondent ainsi, la donn�ee d'une repr�esentation de Gest �equivalente �a la donn�ee d'un L-comodule �a droite. Tout morphisme de sch�emas a�nesp : T �! S d�e�nit par changement de base un k -groupo��de de base T not�e p�G ; �a touterepr�esentation de G correspond fonctoriellement une repr�esentation de p�G not�ee p�V .Th�eor�eme 8.2. Soit L un k -big�ebro��de de Hopf commutatif de base B 6= 0 , et G le k -groupo��de associ�e. Alors G est transitif si et seulement si L est g�eom�etriquement transitif.D�emonstration du th�eor�eme. Conservons les notations ci-dessus. Rappelons que sif : X �! Y est un morphisme de k -sch�emas a�nes, f est couvrant pour la topologiefpqc si et seulement s'il existe T a�ne et un morphisme g : T �! X tel que T soit�d�element plat sur Y ; c'est en particulier le cas si X lui-même est �d�element plat sur Y .Or si L est g�eom�etriquement transitif, il est �d�element plat sur B 
k B , d'apr�es (7.3.), etdonc G est transitif.



Supposons �a pr�esent G transitif, et montrons que L est g�eom�etriquement transitif siB 6= 0. Si K est une extension de k , le K -groupo��de GK = Spec LK , obtenu �a partir deG par changement de scalaires, est encore un K -groupo��de transitif; de sorte qu'en vertude (7.3.), il su�t de montrer que L est transitif.Or il r�esulte de la transitivit�e de G que l'unit�e � : B 
k B �! L est injective; on adonc End(I) = k si B 6= 0. Il su�t donc de v�eri�er que le k -cog�ebro��de L sous-jacent �a Lsatisfait aux conditions ST1 et ST2. Cela reposera sur le lemme suivant.Lemme 8.3. Soit G un k -groupo��de a�ne transitif de base S . Soit P une propri�et�e deS -sch�emas a�nes. On suppose que P veri�e les conditions suivantes :(1) soit p : T �! S et q : T 0 �! T ; alors P(p)) P(pq) ;(2) avec les mêmes notations, si q est �d�element plat, alors P(pq)) P(p) ;(3) soit T un k -sch�ema a�ne, et p , q deux morphismes de T vers S , c'est-�a-dire deux�el�ements de S(T ) . Si p et q sont isomorphes dans G(T ) , alors P(p), P(q) ;Alors si P est v�eri��ee par un S -sch�ema a�ne non vide, elle est v�eri��ee par tous.D�emonstration du lemme. Soit T un sch�ema a�ne, et �1 , �2 deux �el�ements de S(T ).Nous dirons que �1 et �2 sont localement isomorphes (au sens fpqc) s'il existe un sch�emaa�ne T 0 et un morphisme q de T 0 vers T tel que T 0 soit �d�element plat sur T , et que�1q et �2q soient isomorphes dans G(T 0).Si �1 et �2 sont localement isomorphes, alors P(�1), P(�2).Montrons que lorsque G est transitif, deux �el�ements de S(T ) sont toujours locale-ment isomorphes. La transitivit�e se traduit par l'existence d'un sch�ema a�ne Z et d'unmorphisme Z �! G de telle sorte que Z soit �d�element plat sur S � S . Soit pr1 , pr2 lesdeux projections de S � S sur S , et � le morphisme de Z vers S � S . Le fait que � serel�eve �a G signi�e que pr1� et pr2� sont isomorphes dans G(Z). Ainsi, pr1 et pr2 sontlocalement isomorphes. Soit �a pr�esent �1 , �2 2 S(T ); alors �i = pri(�1; �2), donc �1 et�2 sont localement isomorphes.Consid�erons T1 , T2 deux sch�emas a�nes, et q1 2 S(T1), q2 2 S(T2). Soit T = T1�T2 ,pi la projection de T sur Ti , �i = qipi (pour i = 1, 2). Alors P(qi) , P(�i) etP(�1), P(�2), d'o�u le lemme.utNous allons utiliser ce lemme �a trois reprises.�Etant donn�e un S -sch�ema a�ne p : T �! S , et une repr�esentation V de G , soit Pla propri�et�e : p�V est un O(T )-module plat.Il est clair que la propri�et�e P v�eri�e les conditions (1), (2), (3) du lemme; elle est vraielorsque T est le spectre d'un corps; elle est donc toujours vraie. Ainsi toute repr�esentationde G est plate sur S ;En appliquant ceci �a L = O(G), on voit que G est plat �a droite sur S , et �a gaucheaussi par raison de sym�etrie. Or pour tout S -sch�ema p : T �! S , le k -groupo��de p�G estencore transitif de base T ; on en d�eduit que p�G est plat �a droite et �a gauche sur T .Soit �a pr�esent V une repr�esentation de type �ni de G , et P la propri�et�e : p�V est unO(T )-module projectif de type �ni.Le raisonnement ci-dessus s'applique, le seul point d�elicat �etant de s'assurer que Pv�eri�e (2), ce qui r�esulte imm�ediatement du lemme classique suivant.Lemme. Soit A un anneau commutatif et B une A-alg�ebre �d�element plate. Soit N unA-module. Si N 
A B est projectif de type �ni sur B , N est projectif de type �ni sur A .



D�emonstration. Soit NB = N 
A B , et supposons NB projectif de type �ni. Il est enparticulier plat, et comme B est �d�element plat sur A , N est plat. D'autre part NB estde pr�esentation �nie, donc N aussi en vertu de (3.6.). Or un module de type �ni sur unanneau commutatif est projectif si et seulement s'il est plat et de pr�esentation �nie, d'o�ule lemme.utOn en d�eduit que P est toujours vraie, et donc L v�eri�e ST1.De même, soit V une repr�esentation quelconque de G , et P la propri�et�e : p�V estlimite inductive �ltrante de sous-repr�esentations de type �ni.L�a encore, on fait le même raisonnement, et la seule di�cult�e est de montrer queP v�eri�e la condition (2); or pour tout S -sch�ema a�ne p : T �! S , p�G est plat �agauche sur T . D'apr�es la proposition 3.7, tout morphisme �d�element plat de sch�emasa�nes q : T 0 �! T induit une �equivalence de cat�egories q� entre les repr�esentations dep�G et celles de (pq)�G ; de plus les repr�esentations de type �ni se correspondent par q� ;d'o�u la condition (2). Lorsque T est le spectre d'un corps, P est vraie en vertu de (3.3.);par cons�equent P est toujours vraie, et donc L v�eri�e ST3, d'o�u le th�eor�eme 8.2.utREMARQUE. Pour un groupo��de, la transitivit�e s'exprime en termes de �d�ele platitude;l'essentiel de la d�emonstration ci-dessus consiste �a v�eri�er que, dans le cas commutatif,un k -big�ebro��de de Hopf �d�element plat sur B 
k B est projectif sur B 
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