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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre introductif nous présentons les objets centraux de ce mémoire : les pé-
riodes, leurs liens avec la cohomologie des variétés algébriques, et les motifs. Nous mettons
l'accent sur les exemples qui motivent nos travaux, et en particulier sur une classe de pé-
riodes issue des arrangements d’hyperplans, et nous présentons des travaux classiques sur
ces objets.

1.1 Périodes et cohomologie

1.1.1 Périodes : premiere définition

Les travaux présentés ici sont de prés ou de loin motivés par I’étude des périodes, dont la
définition a été donnée par Kontsevich et Zagier [KZ01].

Définition 1.1. Une période effective est un nombre complexe dont les parties réelle et ima-
ginaire peuvent s’écrire comme des intégrales absolument convergentes

/f(xl,...,a:n)dazl--- dz,

> ou f(x1,...,x,) est une fraction rationnelle a coefficients dans Q;

> et 0 est un domaine de R" semi-algébrique défini sur (Q, c’est-a-dire s’obtient par union,
intersection, complémentaire de domaines {g(x1,...,z,) = 0} pour g(x1,...,z,) un
polyndme a coefficients dans Q.

Les périodes effectives forment un sous-anneau P+ de C qui contient le corps Q des
nombres algébriques. Le premier exemple d’une période effective qui n’est pas un nombre

dt
W:// dxdy=/2-
22 4y2<1 R1+t

On conjecture que 7~ - n’est pas une période effective. Pour des raisons liées aux motifs
expliquées ci-dessous, on l'inclut dans ’anneau des périodes via la définition suivante.

algébrique est

1

N

Définition 1.2. Une période est un nombre complexe z tel que 7" z est une période effective

pour un certain NV € N.
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Les périodes forment une sous-algébre de C notée
P =P [ 1.

Bien que P soit par définition dénombrable, on ne connait pas de nombre complexe “intéres-
sant” qui ne soit pas une période. On conjecture que la base e du logarithme népérien ou la
constante d’Euler-Mascheroni 7 ne sont pas des périodes.

1.1.2 Périodes des variétés algébriques

Adoptons maintenant un point de vue géométrique sur les périodes. Soit X une variété
algébrique (lisse, pour commencer) définie sur Q. Il est classique d’associer a X la cohomo-
logie singuliére de la variété complexe X (C) a coefficients dans Q, en un degré n € N. On
I’appelle la cohomologie de Betti de X et on la note

HE(X) = Hf,, (X(C); Q) ~ HY™(X(C); Q).

sing
C’est un Q-espace vectoriel de dimension finie. D’aprés Grothendieck [Gro66] on peut aussi

associer a X sa cohomologie de de Rham algébrique, définie comme I’hypercohomologie du
complexe de de Rham algébrique Q2% /g en topologie de Zariski, et qu’on note

1 (0) = H" (Xzar, 2% ).

C’est aussi un (Q-espace vectoriel de dimension finie. Par Grothendieck et le théoréme de de
Rham classique, on a un isomorphisme de comparaison, induit par 'intégration :

comp : Hjjg (X) ®g C — HE(X) ®¢ C.

Concretement, si « est une n-forme algébrique (globale, pour simplifier) sur X et o est un n-
cycle (lisse, pour simplifier) sur X (C) alors on a des classes [a] € Hjg (X) et [o] € HE(X)Y
dont 'appariement est donné par

(fol.compla]) = | o

On peut étendre ces considérations a des variétés algébriques X singulieres, et plus généra-
lement a la cohomologie relative de paires (X, Y') avec X une variété algébrique définie sur
@ et Y une sous-variété fermée de X. On obtient la version générale de 'isomorphisme de
comparaison :

comp : Hjp (X,Y) ®g C — HE(X,Y) ®q C. (1.1)
Quitte a choisir des bases de Hjjp (X, Y") et H3 (X, Y"), on peut représenter (1.1) sous la forme
d’une matrice, qu’on appelle matrice des périodes de H"(X,Y"). Le lien entre cette notion de

période et la définition 1.1 est précisé par le théoréme suivant, énoncé par Kontsevich et
Zagier et démontré par Huber et Miller-Stach [HMS17, Theorem 12.2.1].

Théoréme 1.3. L’algébre des périodes effectives coincide avec I'algébre des nombres complexes
qui apparaissent comme coefficients d’un isomorphisme de comparaison (1.1), c’est-a-dire qui
s’écrivent sous la forme ( [o], comp[a] ) avec [a] € Hix (X,Y) et [o] € HE(X, Y)Y, pour une
paire (X,Y") de variétés algébriques définies sur Q, etn € N.

Le point de vue cohomologique sur les périodes est incroyablement utile puisqu’il per-
met d’organiser et de structurer les relations entre périodes avec les outils de la géométrie
algébrique.
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1.1.3 Exemples
L’exemple de base : 2im

Le nombre 2ir est essentiellement I'unique période de H'(A! \ {0}) puisque ce groupe
de cohomologie est de dimension 1 et qu’on a

27 :/d: = ([], comp[dz/z]),

ou ~y est le cercle unité parcouru dans le sens positif.

Le logarithme

Soit a € Q. Alors le nombre log(a) est une période du groupe de cohomologie relative
HY(A\ {0},{1,a}) puisqu’il s’écrit

z

log(a) = /la d= _ ([1,al],comp[dz/z]).

Une matrice des périodes de ce groupe de cohomologie est (dans le cas a # 1)

1 log(a)
<0 2im > ' (12)

Cet exemple illustre la nécessité de la cohomologie relative : nombre de périodes intéressantes
s’écrivent naturellement comme des intégrales sur des domaines qui ont un bord.

Le dilogarithme

La série

. a
Liz(a) = Z =k
k>1
arayon de convergence 1 et définit une fonction multivaluée sur C\ {1}, appelée dilogarithme

classique, et qui joue un réle important dans plusieurs domaines des mathématiques (voir par
exemple larticle de survol [Zag07]). Elle a une représentation intégrale

Lis(a) = / / Y drdy (1.3)
[0,1]2 1 —axy

qui montre que les valeurs Lis(a) pour a € Q sont des périodes. Fixons a € QN (0, 1) pour
simplifier et considérons le groupe de cohomologie relative

H?(A2\ {azy = 1}, {e(1 - 2)y(1 - ) = 0}) (14)

correspondant a la géométrie de la figure suivante, représentant le plan A2 avec coordonnées
(z,y). On a tracé en bleu ’hyperbole {azy = 1} ou l'intégrande de (1.3) n’est pas définie, et
en rouge le bord du domaine d’intégration [0, 1]2 donné par I’équation z(1 — z)y(1 —y) = 0.
Clairement, Lis(a) est une période de (1.4), associée a la classe de la forme différentielle

—azy 47 dy et a la classe du cycle relatif [0, 1)%
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Une matrice des périodes de (1.4) est :

1 —log(l—a) Lis(a
0 2im 2im log(a) (1.5)
0 0 (2ir)?

Intéressons-nous maintenant a une seconde représentation intégrale importante du diloga-

rithme : du d
Lig(a):// ach 20, (1.6)
O<u<v<l 1—au v

Elle est reliée a la premiére par le changement de variables (u,v) = (xy,y). La géométrie
correspondante est celle de la figure suivante, représentant le plan A avec coordonnées
(u,v) : en bleu, le diviseur {(1 — au)v = 0} ou l'intégrande de (1.6) n’est pas définie, et
en rouge le bord du domaine d’intégration {0 < u < v < 1} donné par I’équation u(v —
u)(1—v) =0.

Le point (0, 0) dans la figure ci-dessus est spécial : il est sur le bord du domaine d’intégration
mais aussi sur un diviseur ou I'intégrande n’est pas définie. Le triangle {0 < u < v < 1}
n’est donc pas entiérement contenu dans A? \ {(1 — au)v = 0}. Pour trouver un groupe de
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cohomologie relative dont (1.6) est une période, il faut “séparer le domaine d’intégration du
diviseur des pdles de 'intégrande” en transformant légérement la géométrie, grace a I’éclate-
ment f : X — A? du point (0,0). On obtient alors la figure suivante, ol apparait sous forme
d’arc de cercle le diviseur exceptionnel £ = f~1({(0,0)}).

Si l’'on note A la transformée stricte de {(1 — au)v = 0} (en bleu sur la figure) et B 'union
de E et de la transformée stricte de {u(v — u)(1 — v) = 0} (en rouge sur la figure), alors on
est amené a considérer le groupe de cohomologie relative

H?(X \ A, B\ AN B). (1.7)
On vérifie que la forme différentielle o = f *(%%’) n’acquiert pas de pdle le long de F et
est donc bien définie sur X \ A. La transformée stricte (au sens de la topologique analytique)
du triangle {0 < u < v < 1} est coloriée en rouge sur la figure ci-dessus; c’est un cycle
relatif o sur (X \ A)(C), en forme de quadrilatére, dont le bord vit sur B(C). L’intégrale de
ale long de o est égale a Lis(a) puisque I’éclatement f est un isomorphisme en-dehors d’un
ensemble de mesure nulle. Conclusion : Liy(a) est une période de (1.7), associées aux classes
[a] et [o].

Le lecteur attentif aura remarqué que les groupes de cohomologie relative (1.4) et (1.7)
sont isomorphes, via le changement de variables (u, v) = (zy, y) qui identifie le complémen-
taire dans X de la transformée stricte de {v = 0} avec A2. Néanmoins, on peut arguer que
la géométrie de la seconde représentation intégrale (1.6) est en un sens plus simple que celle
liée a la premiére (1.3) puisqu’elle est issue d’un arrangement de droites affines dans le plan.
C’est le point de vue qu’on adoptera et développera par la suite.

Polylogarithmes (multiples) et valeurs zéta (multiples)

Le dilogarithme se généralise naturellement en les polylogarithmes classiques

ak
Lin(a) = 1

k>1
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pour n € N>, qui ont des représentations intégrales similaires au dilogarithme. En faisant
a = 1 on obtient une valeur spéciale de la fonction zéta de Riemann, pour n € N> :

=3

k>1

Plus généralement, une célébre conjecture due a Zagier [Zag91] affirme que la valeur en n de
la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres s’exprime en termes d’évaluations de Li,,.
Les progreés faits sur cette conjecture [BD94, Gon95, GR18] sont tous basés sur 'interprétation
des polylogarithmes classiques comme périodes de certains groupes de cohomologie relative.
On renvoie le lecteur a [Dup21] pour un survol de ces sujets, fortement connectés a I’étude
de la K-théorie algébrique des corps.

Plus généralement, les polylogarithmes multiples [Gon95] sont définis, pour des entiers
ni,na,...,Ny = 1, par les sommes multiples

k1 kz... Ky

a, - a a

: 1 72 r
Llnl,nz,...,nr (a17 az, ... 7ar) = E L (1.8)

1<k <ko< <k, 1 2 T

En généralisant la formule intégrale (1.6) pour le dilogarithme, on peut les encoder sous la
forme d’intégrales itérées (ou hyperlogarithmes)

dtq dt
I(zo; 1, ..oy Tns Tyg1) :/ L (1.9)
Dot < <tu<appr 11T TL tn = Tn
Les spécialisations en a; = ag = - - - = a, = 1 de (1.8) sont appelées valeurs zéta multiples,
1
((naymg,..one) = > (1.10)

ni.n o
1<ky <ka <<k Rithy® -k
Ce sont des “constantes fondamentales” qui apparaissent naturellement dans de nombreux
domaines des mathématiques, mais aussi en physique des particules via les intégrales de
Feynman. L’interprétation cohomologique des valeurs zéta multiples a permis des avancées
récentes impressionnantes, au premier rang desquelles le théoréme de Brown [Bro12]. On
renvoie le lecteur & [Dup22] pour un survol sur les valeurs zéta multiples.

Amplitudes

Les périodes apparaissent naturellement en physique des particules, via le formalisme des
intégrales de Feynman de la théorie quantique des champs, qui mesurent la probabilité des in-
teractions entre particules élémentaires a haute énergie. Ces intégrales et leurs variantes sont
généralement appelées amplitudes de diffusion et sont indexées par des objets combinatoires
de type “graphe de Feynman”. Par exemple, les deux graphes suivants représentent deux pro-
cessus de diffusion de quatre particules (les arétes externes). Une aréte interne représente la
trajectoire d’une particule, et un sommet représente une interaction entre particules.
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L’étude des groupes de cohomologie sous-jacents aux intégrales de Feynman a été initiée
par Bloch, Esnault, et Kreimer [BEK06] et continuée par Brown [Brol5]. En se basant sur
la “représentation paramétrique” des intégrales de Feynman, la géométrie correspondante

est celle des hypersurfaces de graphe, qui sont des hypersurfaces singuliéres {Ur = 0} et
{Er = 0} de I'espace projectif associées a un graphe I'.

1.2 Motifs et théorie de Galois motivique

1.2.1 Le formalisme motivique

La théorie des motifs, pensée par Grothendieck, est une “théorie de cohomologie univer-
selle” pour les variétés algébriques. On se permet dans cette introduction d’étre imprécis et
de travailler dans un formalisme motivique non spécifié pour les variétés sur Q, qui prend
la forme d’une catégorie Mot qu’on appelle la catégorie des motifs et dont les objets sont
appelés motifs. Pour chaque paire (X,Y") de variétés algébriques définies sur Q et chaque
entier n € N, on dispose d’un objet M"(X,Y") qu’on appelle le motif de la paire (X,Y) en
degré n. Ces objets jouent le role de groupes de cohomologie universels. Concrétement, on a
des foncteurs de réalisation de de Rham et de Betti

WyR : Mot — VectQ, M — Mar et wg : Mot — Vect@, M — Mgy

vers les espaces vectoriels de dimension finie, qui envoient M"(X,Y") sur Hjp (X,Y) et
HE (X, Y) respectivement. On a de plus un isomorphisme de foncteurs

war ®g C — wp ®q C (1.11)

qui reléve (1.1).

On attend plus de la théorie des motifs. D’abord, les morphismes dans Mot (et plus géné-
ralement les groupes d’extensions) doivent étre d’origine géométrique, c’est-a-dire reliés aux
cycles algébriques. Ensuite, la catégorie Mot doit ressembler formellement a la catégorie des
espaces vectoriels sur Q, et doit notamment étre (Q-linéaire tensorielle rigide. Dans cette in-
troduction on demande en plus que la catégorie Mot soit tannakienne [SR72, Del90] et donc
notamment abélienne. Le lecteur trouvera plus de détails sur les motifs dans les ouvrages
[And04] et [HMS17].

1.2.2 Exemples

Les exemples suivants montrent I'intrication entre I’étude des relations entre périodes et
I’étude de la structure de la catégorie des motifs.
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Le motif trivial

Le motif M°(point) est noté Q(0). Ses périodes sont les nombres rationnels.

Les motif de Lefschetz et de Tate

Le motif M*(A!\ {0}) est noté Q(—1) et appelé motif de Lefschetz. Il n’est pas isomorphe
au motif trivial Q(0) méme s’il a les mémes réalisations (espace vectoriel de dimension 1).
En effet, les périodes de Q(0) sont des nombres rationnels, alors que 2i7 est une période de
Q(-1).

Puisque Mot est une catégorie tensorielle rigide, le motif de Lefschetz a un dual qu'on
note Q(1) = Q(—1)V, et qu’on appelle le motif de Tate. Comme Q(1) @ Q(—1) ~ Q(0), les
périodes de Q(1) contiennent (2ir) !, ce qui explique a posteriori le fait d’inclure 7' dans
I'algebre des périodes (définition 1.2). C’est la dualité de Poincaré qui explique qu’on n’a pas
besoin d’inverser plus de périodes effectives.

Plus généralement, on définit les motifs Q(—n), pour n € Z, comme les puissances ten-
sorielles Q(—n) = Q(—1)®", dont les périodes contiennent (2im)". Pour un motif M, on
note M(—n) = M ® Q(—n) ses twists a la Tate.

Les motifs de Kummer

Poura € Q*\{1},le motit M*(A™\ {0}, {1, a}) est appelé motif de Kummer de paramétre
a et noté K. La suite exacte longue en cohomologie relative se reléve a la catégorie des motifs
et induit une suite exacte courte :

0 — Q) — K, — Q(-1) — 0.

On voit donc que K, a la structure d’une extension de Q(—1) par Q(0), qui est reflétée dans
la structure triangulaire par blocs de sa matrice des périodes (1.2). Cette extension n’est géné-
ralement pas scindée, ce qu’on peut expliquer via les périodes : aucune opération élémentaire
(a coefficients dans Q) sur les lignes et les colonnes ne peut rendre la matrice (1.2) diagonale,
a cause du fait que 1, log(a) et 2im engendrent un Q-espace vectoriel de dimension 3 pour
un a général (a ¢ {—1,1} suffit).

Il se trouve que (dans tout formalisme motivique digne de ce nom) toutes les extensions
de Q(—1) par Q(0) sont de la forme K. Plus précisément, on a un isomorphisme

Extigo: (Q(—1),Q(0)) ~ Q* ®z Q

par lequel la classe d’extension de K, correspondaa ® 1 € Q* ®z Q.

Les motifs dilogarithmiques

Les groupes de cohomologie relative (1.4) ou (1.7) se relévent en des motifs dilogarith-

miques, qu’on note L((f). La structure triangulaire de la matrice des périodes (1.5) refléte la

structure d’une extension

0 — Q(0) — L) — K,(—1) — 0.
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(2)

Comme K, (—1) est une extension de Q(—2) par Q(—1), on voit que L, est une extension
itérées des motifs Q(—2), Q(—1), Q(0). Il appartient donc a la catégorie des motifs de Tate
mixtes, qui sont les extensions itérées de Q(—n) pour différents n € Z.

Motifs de Tate mixtes

Grace aux travaux de Levine [Lev93], basés sur la catégorie triangulée des motifs de Voe-
vodsky [Voe00] et les travaux de Borel sur la K-théorie [Bor74], on dispose pour tout corps
de nombres F' d’une catégorie tannakienne des motifs de Tate mixtes sur F', notée MT(F).
Des exemples d’objets de MT(F') sont les motifs de Kummer K, pour a € F*, ou les motifs

dilogarithmiques LY pour a € F*\ {1}.

1.2.3 La machine tannakienne et la théorie de Galois des périodes
Groupes de Galois motiviques

Dans un formalisme motivique ou la catégorie Mot est tannakienne, et ou les foncteurs
de réalisation wqg et wp sont des foncteurs fibre, la machine tannakienne donne accés a des
@Q-schémas en groupes

Gar = Aut®(war) et Gp = Aut®(ws),

appelés groupes de Galois motiviques. Ce sont des schémas en groupes universels qui agissent
linéairement sur les réalisations (de de Rham et de Betti respectivement) de chaque motif, de
maniére compatible au produit tensoriel et aux morphismes entre motifs. De maniére plus
formelle, wqyRr et wp induisent des foncteurs

Mot — Rep(G4qr) et Mot — Rep(Gp).

Le théoréme fondamental de reconstruction tannakienne [SR72, Del90] affirme que ces fonc-
teurs sont des équivalences de catégories. On peut donc, au moins abstraitement, exprimer la
structure des motifs dans le langage de la théorie des représentations des groupes algébriques.

Il est absurde d’espérer décrire facilement les points d’'un groupe de Galois motivique,
et I'objet auquel on a en fait accés est I'algébre O(Gqr) des fonctions sur le groupe, via le
formalisme des coefficients matriciels. Par exemple, une fonction sur G4r est une classe
d’équivalence de triplets (M, f,v)I®, ot M est un motif, v € Mgy, et f € MYy Tout
point g de Gqg induit un automorphisme linéaire gy; de Mg, et (M, f,v)® est la fonction
g+ (f,gnm(v)). Les relations linéaires entre ces coefficients matriciels sont engendrées par
les relations évidentes : pour chaque morphisme a : M — N dans la catégorie des motifs on
a une égalité

(M, agr(9),v)™ = (N, g, agr (v))™" (1.12)

ouv € Mgretg € N, (}/R, et ou lon note aqr : Mgr — INgr 'application linéaire induite par
a via le foncteur de réalisation de de Rham.

Dualement a la loi de groupe sur G4r on a une structure d’algébre de Hopf sur O(GyRr)
et notamment un coproduit

A: O(Gar) = O(Gar) ® O(Gar)
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qui se calcule sur les coefficients matriciels par la formule générale
AM, f,0)™ =" (M, f,e)™ @ (M, e} ,v)',
7
ou (e;) est une base de Mg et (e) la base duale.

On utilisera aussi la terminologie période de de Rham pour les éléments de O(Gq4R) ainsi
que la notation

PR — O(Gyr).

Périodes motiviques

Puisqu’on dispose de deux foncteurs fibre naturels wqr et wp sur la catégorie des motifs,
la machine tannakienne fournit un torseur

T = Isom® (wqr, wB)

dont les points sont les isomorphismes entre les deux foncteurs de réalisation qui respectent
la structure tensorielle. C’est un bitorseur sous les groupes de Galois motiviques G4 et Gg.
L’isomorphisme de comparaison (1.11) est un point complexe canonique de 7.

Définition 1.4. L’algébre des périodes motiviques P™°" est I’algébre des fonctions sur 7' :
POt = O(T).

Le morphisme d’algébres induit par (1.11) est noté
per : P — C

et appelé le morphisme des périodes.

Concrétement, une période motivique est une classe d’équivalence de coefficients matri-
ciels (M, ¢, ’U)mOt, ou M est un motif, v € MyR, et ¢ € Mg. Les relations linéaires entre
coefficients matriciels sont engendrées par les relations évidentes

(Ma aé(q/})’,u)mot = (NawaadR(U))mOt (1-13)

issues des morphismes entre motifs comme pour (1.12). Le morphisme des périodes se calcule

par la formule
mot __

per(M, ¢, v)™ = (¢, comp(v) ).
Au vu du théoréme 1.3, toute période peut donc se relever, via le morphisme per, en une
période motivique du type (M™(X,Y)(j),[o], [a])™°". Tout motif étant un sous-quotient
d’un objet M"(X,Y)(j), 'image du morphisme per est exactement ’algébre P. On voit les
périodes motiviques (les éléments de P™°%) comme des versions “abstraites” ou “formelles”
des périodes. La conjecture des périodes de Grothendieck affirme qu’il n’y a en fait aucune
différence entre P™°" et P.

Conjecture 1.5 (Conjecture des périodes). Le morphisme per : P™°' — C est injectif, et
induit donc un isomorphisme d’algébres P™°" ~ P,
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Cette conjecture affirme que toutes les relations Q-linéaires entre périodes sont “d’origine
géométrique” au sens ou elles proviennent des relations (1.13) issues des morphismes dans la
catégorie des motifs.

On renvoie le lecteur a la lettre d’André en appendice de [Ber20] pour plus de détails
et de contexte historique sur la conjecture des périodes, et a [And09] pour une discussion
de certains cas particuliers de la conjecture. Mentionnons simplement ici le fait que cette
conjecture est équivalente a une liste (indexée par les motifs!) d’énoncés de transcendance
de certaines familles de périodes, qui sont généralement trés difficiles. Par exemple, un cas
particulier est la transcendance des valeurs zéta ((n), qui est un probléme ouvert pour tout
n impair (on ne sait par exemple pas montrer que ((5) est irrationel).

Théorie de Galois des périodes (motiviques)

On a déja mentionné le fait que T est, par définition, un bitorseur sous les groupes de
Galois motiviques Gr et G. Cela implique que I’algébre P™°" est munie d’actions de Gqg
et Gp. Si l'on croit a la conjecture des périodes, les groupes de Galois motiviques agissent
donc sur I'algebre P, mettant a jour une théorie de Galois des périodes (en fait deux théories
de Galois, pour I'action des deux groupes de Galois motiviques). Cette théorie généralise en
effet la théorie de Galois classique des nombres algébriques, qu’on retrouve en considérant
les motifs M°(Spec(K)), pour K un corps de nombres. L’idée d’une théorie de Galois des
périodes est due a André [And09].

La conjecture des périodes étant présentement hors de portée, on se contente de travailler
avec la théorie de Galois des périodes motiviques, qui est I’action de Ggr (qu’on privilégie
a Gp pour le reste de cette introduction) sur I'algébre P™°". De maniére duale, on a une
coaction

P proot _, pmot g O(Ggr)
qui se calcule sur les coeflicients matriciels par la formule générale
p(M7 2 ,U)mot = Z (Mv P ei)mOt @ (M7 6;/, v)dRa
i
ou (e;) est une base de Myg et (e)) la base duale. On 'appelle la coaction motivique.

Au ceeur des travaux de Goncharov et de Brown mentionnés ci-dessus sur les polyloga-
rithmes multiples (1.8) et les valeurs zéta multiples (1.10) figure une jolie formule [Gon05,
Bro12] pour la coaction motivique des intégrales itérées (1.9) :

t
p(I™%(ag; ar, ..., an; ant1))
k
1.14)
t . . dR . . (
:ZITHO (ao,ail,...,aimanﬂ) &® HI (al'j,aij+1,...,aij+1_17a7;j+l) ,
Jj=0

ou la somme porte sur les multi-indices 0 = ig < i1 < --- < i < ix+1 = n + 1. On renvoie

au §3.3 pour la signification des versions “de de Rham” 4R (. ..) ¢ PIR,
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Une “théorie de Galois cosmique”?

Cartier [Car01] et Goncharov [Gon05] ont émis ’hypothése que 'espace engendré par les
intégrales de Feynman (ou plutét leurs versions motiviques) est clos sous ’action du groupe
de Galois motivique. Dans le cadre de la théorie ¢4, cette hypothése a été vérifiée par Panzer et
Schnetz [PS16]. On peut aussi espérer que la coaction motivique correspondante soit donnée
par une formule purement combinatoire en termes des graphes de Feynman.

Les motifs de Tate mixtes et le “programme de Goncharov”

Soit F' un corps de nombres. On dispose d’une catégorie tannakienne MT(F') des motifs
de Tate mixtes sur F, qui a un foncteur de réalisation canonique MT(F') — Vectq (qui est
une structure (Q-linéaire sur le foncteur de réalisation de de Rham). On note G'r le groupe de
Galois motivique correspondant, il a la structure d’un produit semi-direct Gr = Up x Gy,
ou Ur est pro-unipotent. On note H(F') = O(Ur), c’est une algébre de Hopf graduée qui
contient toute I'information de la structure abstraite des motifs de Tate mixtes sur F'. Grace
aux liens entre groupes d’extensions dans MT(F’) et K-théorie rationnelle de F', on peut
calculer les groupes K, (F')qg a partir de H(F') via des complexes motiviques dans 'esprit du
complexe de Bloch-Suslin [Blo77, Blo78, Sus90] pour le K.

Un théme récurrent des travaux de Goncharov est la recherche d’une description aussi
concréte et simple que possible de I’algebre de Hopf H (F'), pour un corps F' quelconque (voir
[Dup21] pour une introduction a ces idées).

1.3 Arrangements et cohomologie

1.3.1 Périodes des arrangements d’hyperplans

L’exemple du dilogarithme étudié plus haut motive I'introduction d’une classe de motifs
et de périodes indexée par la donnée de deux familles d’hyperplans dans I'espace affine ou
projectif. Pour fixer les idées, soient L et M deux unions finies d’hyperplans de I'espace
projectif P". On étudie des intégrales du type fa « ou « est un n-forme différentielle avec
des pdles le long de L et o est un n-cycle relatif avec bord le long de M. Si L et M sont en
position générique, de telles intégrales sont des périodes du groupe de cohomologie relative
H™(P"\ L, M\ LN M). Mais en général, comme on I’a vu dans le cas du dilogarithme, il faut
procéder a une suite d’éclatements X — P" le long d’intersections multiples d’hyperplans
et considérer un groupe de cohomologie relative

H"(X\ A,B\ AN B) (1.15)

ou A (resp. B) est 'union de la transformée stricte de L (resp. M) et de certains diviseurs ex-
ceptionnels. Ces groupes de cohomologie relative sont introduits par Beilinson, Goncharov,
Varchenko et Schechtman [BVGS90] et leurs périodes sont appelées polylogarithmes d’Ao-
moto. Elles contiennent tous les polylogarithmes multiples (1.8), et forment une classe-test
de périodes pour lesquelles ont peut espérer comprendre la théorie de Galois motivique de
manieére relativement explicite et combinatoire.
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L’étude des groupes de cohomologie relative (1.15) s’inscrit dans une tradition, qu’on rap-
pelle maintenant, de I’étude de la cohomologie des complémentaires d’arrangements d’hy-
perplans.

1.3.2 Arnold

La théorie moderne des arrangements d’hyperplans débute avec un célébre théoréme
d’Arnol’d, qui donne une présentation de ’algébre de cohomologie de I'espace de configura-
tion de n points dans le plan complexe,

Conf(n,C) = {(z1,...,2n) € C" | Vi # j, z; # z;}.

Cet espace est important en théorie des groupes puisqu’il s’agit d’'un espace classifiant pour
le groupe de tresses pures a n brins. Dans toute la fin de 'introduction on note H® la coho-
mologie singuliére a coefficients dans Q.

Théoréme 1.6 (Arnol’d [Arn69]). L’algébre H®*(Conf(n, C)) est engendrée par les classes des
1-formes fermées

1
w;j = —— dlog(z; — 2;
Y i 8z 3)
et les relations sont engendrées par les identités entre 2-formes
Wi ANWjk — Wi j AW+ Wik Aw g = 0.

Arnol’d conjecture qu’un tel résultat se généralise a un arrangement d’hyperplans quel-
conque.

Définition 1.7. Un arrangement d’hyperplans (complexe, central) est un ensemble fini d’hy-
perplans linéaires d’un espace vectoriel complexe de dimension finie.

On note maintenant A = {H;,..., H,} un arrangement d’hyperplans dans C". Pour
chaque hyperplan H; on choisit une forme linéaire f; qui le définit. On s’intéresse a la topo-
logie du complémentaire C"*\ /A = C" \ (H; U---U H,). Le cas de 'arrangement des tresses,
donné par les hyperplans {z; = z;} dans C", redonne I'espace de configuration étudié par
Arnol’d.

1.3.3 Brieskorn

Brieskorn prouve I’énoncé général conjecturé par Arnol’d.

Théoréme 1.8 (Brieskorn [Bri73]). L’algébre H*(C™ \ A) est engendrée par les classes des
1-formes fermées

1
i = 5 dlog(f;).
i = o dlog( )

Plus précisément, elle est isomorphe a la sous-QQ-algébre engendrée par les w; dans 'algébre des
formes différentielles sur C" \ A .
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La deuxiéme partie du théoréme de Brieskorn est importante : si on note £*(X) le com-
plexe de de Rham a coefficients complexes d’une variété différentielle X, on obtient une
inclusion canonique

H(C"\ A) ®g C < E*(C"\ A)

qui est un quasi-isomorphisme d’algebres différentielles graduées commutatives, ou H®*(C™ \
A) a une différentielle nulle. On dit alors que C™ \ A est un espace formel au sens de la
théorie de ’homotopie rationnelle. Cela signifie que son algebre de cohomologie contient
toute I'information sur son type d’homotopie rationnel.

Une autre information notable qu’apporte le théoréme de Brieskorn a trait a la théorie de
Hodge mixte au sens de Deligne [Del71a, Del71b]. Comme C™ \ A est une variété algébrique
complexe lisse, son H* a une structure de Hodge mixte canonique avec des poids compris
entre k et 2k. Le théoréme de Brieskorn implique que H¥(C™ \ A) est en fait pur de poids 2k
et de type (k, k). En effet, cela revient au fait que H!(C*) est pur de poids 2 et de type (1, 1),
puisque le théoréme de Brieskorn donne un morphisme surjectif de structures de Hodge

A*(HY(CH)®T) — HF(C™\ A).

Nous verrons plus bas que ces énoncés de formalité et de pureté concernant C" \ A sont
intimement liés.

1.3.4 Orlik-Solomon

Le théoréme de Brieskorn ne précise pas la forme des relations entre les formes w;. Ces
relations ont été précisées par Orlik et Solomon, et sont étonnamment simples a décrire. Pour
une famille {H;,, H;,, ..., H;, } d’hyperplans de A qui sont linéairement dépendants, on a
une relation en degré k entre les formes différentielles wj :

k
D (D wig A NG A Ay, =0, (1.16)
Jj=0

Théoréme 1.9 (Orlik—Solomon [OS80]). Les relations (1.16) engendrent les relations entre les
w;.

Ce résultat motive les définitions suivantes. Soit A®(eq,...,e,) algébre commutative
graduée libre sur des générateurs e; en degré 1, correspondant aux hyperplans de A, et soit 0
I'unique dérivation de A®(eq, ..., e,) qui envoie chaque générateur e; sur 1. Elle est donnée
sur les mondémes par la formule :

M»

O(eipg Neiy N+ Nejy) = 610 NG A Aeg,

]:0
Définition 1.10. L’algébre d’Orlik—Solomon de A est le quotient
A(A) = A®(e1,...,er) / La(A)

ou I (.A) est I'idéal engendré par les d(e;, A e;, A--- Ae;, ) pour {H;y, H;\, ..., H;_ } une
famille d’hyperplans linéairement dépendants de A.

26



Le théoréme d’Orlik—Solomon et le théoréme de Brieskorn donnent lieu a un isomor-
phisme d’algebres graduées commutatives

A (A) — H*(C"\ A) , € — [wil.

Une conséquence importante de ce théoréme est que 1’algébre de cohomologie de C™ \ A ne
dépend que de la combinatoire de A, c’est-a-dire de I'information des familles linéairement
dépendantes a I'intérieur de A (ou de maniére plus savante, du matroide sous-jacent a .A). Un
tel résultat ne coule pas de source : on sait par exemple que le groupe fondamental de C" \ A
n’est pas un invariant combinatoire [Ryb11]. Parmi les questions élémentaires ouvertes dans
la théorie des arrangements d’hyperplans, mentionnons la suivante : la cohomologie de la
fibre de Milnor globale F4 = {fif2--- fr = 1} d’un arrangement d’hyperplans A est-elle
un invariant combinatoire ? On renvoie a [Dim17] pour plus de détails.

1.3.5 La théorie de Hodge mixte des variétés lisses

Certains des travaux décrits dans ce mémoire ont été motivés par la volonté de réconcilier
les travaux classiques de Brieskorn et Orlik—-Solomon avec ceux de Deligne [Del71a, Del71b]
et Morgan [Mor78] sur la topologie des variétés algébriques complexe lisses, qu’on rappelle
maintenant.

Un outil classique en topologie est de comprendre la cohomologie d’un espace Z en ’écri-
vant comme union de sous-espaces Z] et Zs, par exemple deux ouverts (suite exacte longue
de Mayer—Vietoris), ou un ouvert et le fermé complémentaire (suite exacte longue de loca-
lisation). L’approche de Deligne est, pour une variété algébrique complexe lisse U, de com-
prendre sa cohomologie “par exces”, c’est-a-dire en1’écrivant U = X \ D ou X est une variété
algébrique propre et lisse, et D est un diviseur a croisements normaux. Dans ce mémoire on
supposera pour simplifier que U est quasi-projective, de sorte que X peut étre choisie projec-
tive; on se restreindra aussi au cas de diviseurs a croisements normaux simples, c’est-a-dire
dont les composantes irréductibles sont lisses.

Deligne construit une structure de Hodge mixte canonique sur la cohomologie H*(U), qui
ne dépend pas du choix de (X, D) bien que la définition utilise un tel choix. La construction
de Deligne se base sur les formes logarithmiques. Dans un bon systéme local de coordonnées
holomorphes (z1,. .., z,) sur X, le diviseur a croisements normaux D est donné par une
équation z - - - 2z, = 0 et une forme méromorphe sur X est dite logarithmique le long de D
si elle s’écrit localement comme combinaison linéaire de formes

dz; dz;
aN—LEAN N (1.17)
Zil Zis
avec « holomorphe sur X et 1 < 73 < --- < 45 < 7. L'espace des formes logarithmiques

est stable par la différentielle extérieure et on obtient donc un complexe de faisceaux sur X
noté 2% (log D). Par un théoréme dit a Hodge et Atiyah [HA55], il calcule la cohomologie
de U = X \ D a coefficients complexes :

H*(U) ®g C ~ H*(X, 2% (log D)).

Deligne définit alors la filtration de Hodge F et la filtration par le poids W sur H*(U) ®¢g C
comme les filtrations induites en cohomologie par deux filtrations F' et W sur Q% (log D).
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La filtration de Hodge est donnée par F*Q% (log D) = Q?(k (log D). Pour la filtration par le
poids, W;,Q% (log D) est défini comme le sous-espace de 2% (log D) engendré par les formes
(1.17) avec s < k. Le théoréme principal de [Del71b] est que la filtration W sur H*(U) ®¢ C
est en fait définie sur H*(U) et que (H*(U), W, F') est une structure de Hodge mixte.

La suite spectrale associée a la filtration par le poids est particuliéerement intéressante.
Elle prend la forme :

EP = @ H-%+t(D;)(—p) = HPH(U) (1.18)
[=p

ou l'on a numéroté les composantes irréductibles D; de D, et D désigne I'intersection des
composantes D; pour ¢ € I.La théorie de Hodge mixte implique que (1.18) dégéneére a la page
Es, et constitue donc un outil précieux pour “calculer” la cohomologie de U en connaissant
celle de X, des D;, des D; N D, etc.

Les travaux de Morgan [Mor78], faisant suite & [DGMS75], vont plus loin est montrent
que la page E de (1.18) est munie d’une structure d’algebre différentielle graduée commuta-
tive qui est un modeéle pour U au sens de ’homotopie rationnelle. Par conséquent, la théorie
de Hodge mixte donne des contraintes explicites sur le type d’homotopie rationnel d’une
variété algébrique complexe lisse. Ces contraintes ont ensuite été précisées et généralisées a
toutes les variétés agébriques par Hain [Hai87a, Hai87b].
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Chapitre 2

Topologie, géomeétrie, et
combinatoire des arrangements

2.1 Le modéle d’Orlik-Solomon pour les arrangements d’hy-
persurfaces

Supposons qu’on ne connaisse pas les travaux de Brieskorn et Orlik—Solomon sur les ar-
rangements d’hyperplans et qu’on souhaite les retrouver en appliquant les outils généraux
de Deligne et Morgan sur la topologie des variétés algébriques complexes lisses. Avec les
notations du chapitre précédent, on se place dans le cas ou U est le complémentaire dans
P"(C) d’un arrangement d’hyperplans projectifs .A. On a alors besoin de voir U comme le
complémentaire d’un diviseur a croisements normaux dans une variété projective lisse, ce qui
nécessite de résoudre les singularités de A. Les travaux de De Concini et Procesi [DCP95]
donnent une parfaite compréhension combinatoire et cohomologique de ces résolutions des
singularités. Le modéle (1.18) qui en résulte pour U est explicite, mais trop compliqué pour
qu’on puisse en extraire facilement les résultats de Brieskorn et Orlik-Solomon sur la topo-
logie de U. En effet, la résolution des singularités fait exploser le nombre de diviseurs (on
ajoute un diviseur exceptionnel a chaque éclatement) ainsi que la taille de la cohomologie de
chaque diviseur.

Dans [Dup15] nous avons voulu étendre les travaux de Deligne et Morgan pour qu’ils
s’appliquent naturellement aux arrangements d’hyperplans sans qu’il soit nécessaire de pro-
céder a une résolution des singularités. On relaxe la notion de diviseur a croisements normaux
grace a la définition suivante.

Définition 2.1. Soit X une variété algébrique complexe lisse. Un arrangement d’hypersur-
faces dans X est un diviseur de X qui ressemble localement & un arrangements d’hyperplans :
autour de chaque point de X on peut trouver un systéme de coordonnées holomorphes dans
lequel le diviseur est donné par un produit d’équations linéaires.

Soit A un arrangement d’hypersurfaces. Dans la suite on fait I’hypothése simplificatrice
que les composantes irréductibles de A sont lisses (comme pour les diviseurs a croisements
normaux simples). Un arrangements d’hypersurfaces induit une stratification de la variété
ambiante X, et on appelle strate de A les strates correspondantes. Ce sont des sous-variétés
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localement fermées, connexes et lisses, de X. (Cette terminologie constrate avec la termino-
logie de [Dup15] ou I'on appelle strate les adhérences des strates.) On note S, (.A) 'ensemble
des strates de codimension r de A. A une strate S correspond une donnée locale, qui est
l'arrangement d’hyperplans donné par les espaces tangents des composantes irréductibles
de A qui contiennent .S, a 'intérieur de '’espace tangent a X en n’importe quel point de S.
On note Ag(.A) la composante de degré maximal codim(.S) de I’algébre d’Orlik—-Solomon de
cet arrangement d’hyperplans. C’est un Q-espace vectoriel de dimension finie qui ne dépend
que de la combinatoire de \A. Si A est un diviseur a croisements normaux alors Ag(.A) est de
dimension 1 pour chaque strate S'; plus précisément, c’est le déterminant de ’ensemble des
composantes irréductibles de 4 qui contiennent S.

On définit une notion de forme logarithmique le long d’un arrangement d’hypersurfaces
A. Dans un bon systéme de coordonnées holomorphes sur X, A est donné par une équation
fi--- fr = 0oules f; sont linéaires, et une forme méromorphe sur X est dite logarithmique
le long de A si elle s’écrit localement comme combinaison linéaire de formes

df; df;,
a A i A A iy
fi1 fis
avec « holomorphe sur X et 1 < 47 < --- < i3 < r. L’espace des formes logarithmiques

est stable par la différentielle extérieure et on obtient donc un complexe de faisceaux sur X
qu’on note 2% (A). On montre qu’il calcule la cohomologie du complémentaire X \ A.

Théoréme 2.2 ([Dup15], Theorem 1.3). On a un isomorphisme :
H (X \ A) 8 C ~ H(X, O (4)).

La preuve est un raisonnement local par récurrence sur le nombre de composantes irré-
ductibles d’un arrangement d’hyperplans, en utilisant la stratégie de suppression-contraction
par rapport a un hyperplan.

Remarque 2.3. 1l existe une définition générale de forme différentielle a poles logarithmiques
le long d’un diviseur, due a Saito [Sai80], qui ne correspond pas a la notre. Pour un diviseur
D donné par une équation locale f = 0, Saito définit une forme logarithmique le long de D
comme une forme méromorphe w sur X \ D telle que fw et fdw s’étendent en des formes
holomorphes sur X. On obtient un complexe de faisceaux Q% (log D) sur X, qui coincide
avec celui de Deligne si D est un diviseur a croisements normaux. Dans le cas d’un arrange-
ment d’hypersurfaces, on a une inclusion Q% (A) C Q% (log.A) qui est stricte en général. La
question de savoir si les formes logarithmiques au sens de Saito calculent la cohomologie du
complémentaire d’un arrangement d’hyperplans est ouverte.

En imitant Deligne on définit des filtrations F' et W sur Q% (A). Un point central est de
calculer les gradués pour W ; ils sont donnés par la formule :

gy Q% (A) = P (ig).08 " ® As(A),
SeSK(A)

ol ig : S < X est I'immersion fermée de I'adhérence d’une strate S dans X. Cet isomor-
phisme est induit par les résidus (au sens naif) de formes logarithmiques le long de compo-
santes irréductibles de A. L’apparition de Ag(.A) refléte le fait qu'en général ces résidus ne
commutent pas entre eux (méme au signe pres).
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Théoréme 2.4 ([Dup15], Theorem 1.2). Soit X une variété algébrique complexe lisse, soit A
un arrangement d’hypersurfaces dans X . On a une suite spectrale

B = @ HPHE)(p)eAs(A) = HPHUX\A. @)
SeS,(A)

Si X est projective, cette suite spectrale dégénére a la page Fo, et la page F/ a une structure
d’algeébre différentielle graduée commutative qui est un modéle de X \ A au sens de I’homotopie
rationnelle.

Dans le cas ou X est projective, on appelle la page E; de (2.1) le modéle d’Orlik—Solomon
de I'arrangement d’hypersurfaces, qu’on note M (X, A). La preuve du fait qu’il s’agit d’un
modéle au sens de I'homotopie rationnelle repose sur le modéle de Morgan (cas d’un diviseur
a croisements normaux) et la fonctorialité de notre construction par rapport aux éclatements.
On calcule explicitement un quasi-isomorphisme

M(X, A) = M(X, A) (2.2)

associé a une suite d’éclatements X — X le long de strates de A, ou A désigne la transformée
totale de A. Ces quasi-isomorphismes ont été étudiés sous ’angle combinatoire et généralisés
au cas de matroides généraux par Bibby, Denham, et Feichtner [BDF21].

La premiere partie du théoreme 2.4 était déja connu grace aux travaux de Looijenga
[Lo093, §2], qui utilise des méthodes différentes, sans formes différentielles, et qui ne disent
rien sur le type d’homotopie rationnel de X \ A.

2.2 Pureté implique formalité

L’article [Dup16] est un compagnon de [Dup15] ou 'on étudie le lien entre deux corol-
laires du théoréme de Brieskorn : la pureté et la formalité du complémentaire d’un arrange-
ment d’hyperplans complexe. On prouve, en se basant sur les travaux de Morgan, un résultat
de “pureté implique formalité”. On se place dans le cadre de la formalité partielle, qui a la
définition suivante. Soit 7 un entier naturel ou co. On dit qu'un morphisme f : A — B d’al-
gebres différentielles graduées commutatives est un r-quasi-isomorphisme si 'application
induite en cohomologie H*(A) — H!(B) est un isomorphisme pour i < r et une injection
pour ¢ = r + 1. Une variété différentielle U est dite r-formelle si ’algebre différentielle gra-
duée commutative E°(U) des formes différentielles a coefficients complexes sur U est reliée
par un zig-zag de r-quasi-isomorphismes a une algebre différentielle graduée commutative
dont la différentielle est nulle. La notion de co-formalité est la notion usuelle de formalité.

Théoréme 2.5 ([Dupl6], Theorem 1.1). Soit U une variété algébrique complexe lisse, soit r un
entier naturel ou co, et supposons qu’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(1) pour tout entier k < v+ 1, H*(U) est pure de poids k ;

(2) pour tout entier k < r, H*(U) est pure de poids 2k.

Alors U est r-formel.

31



Le cas de I'hypothése (1) avec r = oo généralise le résultat principal de [DGMS75] dans
le cas ou U est projective lisse; on a aussi comme corollaire la formalité de X — {p} ou X
est projective lisse et p € X.

Le cas de I'hypothése (2) avec r = oo était déja connu (méme si nous n’en avons pas
trouvé de trace publiée), voir par exemple la lettre de Beilinson a Kontsevich [Bei00]. En fait,
I'argument de Beilinson est plus simple que le noétre au sens ou il n’utilise pas les travaux de
Morgan mais seulement ceux de Deligne. 11 suffit en effet de remarquer que sous ’hypothése
de poids le morphisme naturel

HY(X, 0% (log D)) — E*(U)

est un quasi-isomorphisme gréace a la théorie de Hodge mixte, pour toute paire (X, D) telle
que X est projective lisse, D est un diviseur a croisements normaux, et U = X \ D. Une
variété U qui satisfait a 'hypotheése (2) avec r = 0o a donc un quasi-isomorphisme canonique
de formalité

H*(U) — E*(U),

c’est-a-dire des représentants canoniques de classes de cohomologie par des formes différen-
tielles (logarithmiques sur n’importe quelle compactification). Il s’agit d’une situation géo-
métrique tres spéciale et particulierement favorable !

Comme application du théoréme 2.5 on répond a une question de De Concini et Procesi
sur les arrangements toriques [DCP05]. Un arrangement torique 7 est un ensemble de sous-
tores d'un tore 7" = (C*)" (éventuellement décalés par un élément de 7'). On s’intéresse au
complémentaire (C*)™ \ 7 d’un arrangement torique, qui est une version “trigonométrique”
d’un arrangement d’hyperplans. Nos méthodes permettent de prouver automatiquement la
version torique du théoréme de Brieskorn, comme application du cas de I’hypothése (2) du
théoréme 2.5.

Théoréme 2.6 ([Dup16], Theorem 1.3). Le complémentaire d’un arrangement torique est for-
mel.

Notons pour conclure les travaux de Chataur et Cirici [CC17] qui démontrent entre autres
choses un résultat de “pureté implique formalité” dans le cas des variétés projectives singu-
lieres. L’article [CH20] de Cirici et Horel prolonge et généralise grandement ces travaux et
les notres dans un langage plus homotopique et fonctoriel, de méme que I’article compagnon
[CH22] dans le cadre de la cohomologie étale ¢-adique.

2.2.1 Une suite spectrale de localisation dans le cadre motivique

Dans [Pet17], Petersen construit une suite spectrale qui généralise (2.1) dans un cadre
trés général d’une variété stratifiée, avec des méthodes faisceautiques généralisant celles de
[Lo093]. Dans [D]J20] nous avons relevé la suite spectrale de Petersen aux catégories trian-
gulées des motifs étales DA a coefficients dans un anneau fixé K [Ayo07a, Ayo07b, Ayo14,
CD16, CD19].

On travaille avec des schémas qui sont tous séparés sur une base noethérienne B. Soit X

un schéma stratifié avec une unique strate ouverte Xy, et notons j : Xy — X l'immersion
X

ouverte correspondante. On note aussi ig S < X limmersion fermée de ’adhérence
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d’une strate S. On note P le poset des strates et on fixe une application strictement croissante
o : P — Ntelle que 0(X() = 0. A chaque strate S est associée un complexe de K-modules
C*(5) qui calcule la cohomologie réduite de I'intervalle ouvert (Xg, S) dans P.

Théoréme 2.7 ([DJ20], Main theorem). Pour tout F € DAx on a un systéme de Postnikov

dans DAx :
F? Fl
PN
G? G! GO

ou les “gradués” sont donnés par la formule

GF= P )G Fec(s).

Sep
o(S)=k

FO = jij'F

Les morphismes connectants G¥ — G*T1[1] sont calculés explicitement. Ce systéme de Postni-
kov est fonctoriel en F et pour une classe de morphismes stratifiés.

Dans le projet en cours [DF22], nous appliquons ce théoréme (dans le cas d’un objet F
non constant) a la construction explicite des motifs polylogarithmiques de [BD94] (voir aussi
le §3.2).

2.3 Bi-arrangements et cohomologie

L’article [Dup17] s’intéresse au calcul de groupes de cohomologie relative tels que (1.7),
issues d’arrangements d’hyperplans dans ’espace affine ou projectif. On y introduit une no-
tion de bi-arrangement d’hyperplans qui reflete le fait qu’un hyperplan peut jouer le role
(noté \) de diviseur des pdles d’une forme différentielle, ou celui (noté ) de partie du bord
d’un domaine d’intégration. Il en va de méme pour chaque diviseur exceptionnel issu de
I'éclatement d’une strate d’un arrangement d’hyperplans. Pour cette raison on doit associer
une “couleur” \ ou p a chaque strate de I'arrangement.

Dans la définition suivante on note S (.A) 'ensemble des strates strictes (% C™) d’un
arrangement d’hyperplans A dans C". Pour une égalité S = S’ N S” avec S, S’, S” des
strates de A, on dit que S’ et S” constituent une décomposition de S si S’ et S” s’intersectent
transersalement (S = S’ M S”) et que tout hyperplan de .4 qui contient S contient soit S’
soit S”.

Définition 2.8. Un bi-arrangement d’hyperplans B = (A, x) dans C" est la donnée d’un
arrangement d’hyperplans A dans C™ et d’une fonction de coloriage x : S4(A) — {\, u} sur
I'ensemble S (A) des strates strictes de A, qui vérifie la condition de Kiinneth : pour toute
décomposition S = S’ th S” avec S’ et S” strictes, x(S) = x(5’) ou x(S) = x(S”).

Puisque des éclatements de C™ apparaissent dans la construction des groupes de coho-
mologie relative qu’on veut étudier, il est naturel de travailler dans un cadre global via la
définition suivante.
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Définition 2.9. Soit X une variété algébrique complexe lisse. Un bi-arrangement d’hyper-
surfaces B = (A, x) dans X est la donnée d’un arrangement d’hypersurfaces A dans X et
d’une fonction de coloriage x : Sy (A) — {A, u} qui vérifie la condition de Kiinneth partout
localement.

On se restreint au cas ou les composantes irréductibles de A sont lisses. On note un bi-
arrangement d’hypersurfaces sous la forme (£, M, x) ou L (resp. M) est I'ensemble des
composantes irréductibles D de A qui sont telles que x (D) = A (resp. x(D) = p).

Pour un bi-arrangement d’hypersurfaces B = (A, x) dans X, on peut définir une fa-
mille de bi-arrangements d’hypersurfaces B = (A™ y()) dans des variétés X de la
maniére suivante, inspirée par [DCP95]. On pose X(©) = X et B = B. Pour chaque n,
X+ 5 X est I’éclatement le long d’une strate S de B(™) et le bi-arrangement B("+1)
est la transformée stricte de B("™), ot la fonction de coloriage de B(™) est héritée de celle de
B+ Notamment, la couleur du diviseur exceptionnel est celle de S. Aprés un nombre fini
d’étapes on obtient un bi-arrangement d’hypersurfaces B(°) dans X (°) dont I'arrangement
sous-jacent est un diviseur a croisements normaux. On définit alors

H*(B) = H*(X )\ £ M)\ £9) 4 A0,

dont on peut montrer qu’il ne dépend que de B et pas du choix de la suite d’éclatements. Le
but de [Dup17] est de mettre en place des techniques combinatoires et géométriques pour
calculer ces groupes de cohomologie relative, dans I’esprit du théoreme 2.4.

L’aspect combinatoire du travail est la définition de groupes d’Orlik—Solomon AE ;(B) as-
socié a une strate .S d’un bi-arrangement d hypersurfaces B, qui mesurent la complexité com-
binatoire du bi-arrangement d’hyperplans local autour de S. Ces groupes sont algorithmique-
ment calculables par récurrence sur la codimension de S, d’'une maniére inspirée par la pré-
sentation des algebres d’Orlik—Solomon de [Lo093]. Les groupes d’Orlik—-Solomon forment
un bi-complexe d’Orlik—Solomon

As(B)= P AL.(B).
)

Ses(B

On définit une notion d’exactitude pour un bi-arrangement d’hypersurfaces, qui consiste a
demander que certains complexes naturels qui apparaissent dans A, o (53) soient exacts. Cette
notion est un phénomeéne nouveau lié aux bi-arrangements car tous les arrangements (les
bi-arrangements ou la fonction de coloriage x est constante égale a A ou p) sont exacts.
L’exactitude est une notion purement combinatoire qui est algorithmiquement vérifiable mais
cela requiert de calculer tout le bi-complexe d’Orlik—-Solomon. On introduit et étudie une
notion plus forte de modération qui est beaucoup plus simple a vérifier en pratique, et produit
de nombreux exemples de bi-arrangements exacts.

Le théoréme suivant généralise le théoréme 2.4 aux bi-arrangements d’hypersurfaces
exacts.

Théoréme 2.10 ([Dup17], Theorem 1.3). Soit 5 un bi-arrangement d’hypersurfaces dans une
variété algébrique complexe lisse X. Si B est exact alors il existe une suite spectrale dans la
catégorie des structures de Hodge mixtes :

BP9 = @ HY%(S)(—i) @ Afj(B) = HPHB). (2.3)

i—j=p
SESZ'JFJ' (B)
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Le théoréme est facile a démontrer dans le cas d’un diviseur a croisements normaux, et
la preuve du cas général consiste a analyser le changement de la page F; de (2.3) quand
on éclate une strate. On définit des quasi-isomorphismes explicites entre les pages E; avant
et aprés éclatement qui sont inspirées des formules calculées dans [Dup15] pour les quasi-
isomorphismes (2.2) entre modéles d’Orlik—Solomon.

Le théoréme 2.10 donne une réponse particulierement concrete dans le cas d’un bi-
arrangement d’hyperplans projectifs dans P", sous la forme du corollaire suivant, qui
généralise le calcul de la cohomologie d’un complémentaire d’arrangement d’hyperplans via
'algebre d’Orlik—Solomon.

Théoréme 2.11 ([Dup17], Theorem 1.4). Soit B un bi-arrangement d’hyperplans projectifs
dansP". On note (k)A.,(B) le bi-complexe obtenu en ne gardant que les lignes 0 < ¢ < k et les
colonnes 0 < j < n — k du bi-complexe d’Orlik-Solomon de B, et soit () Aq(B) son complexe
total. Si B est exact alors on a des isomorphismes, pour tous k,r :

gryy HY (B) = Hajo—r (M Au(B)) (k).

Ce théoréme implique que les parties graduées pour le poids des H*(53) sont des in-
variants combinatoires des bi-arrangements exacts d’hyperplans projectifs. La structure de
Hodge mixte H*(B) n’est évidemment pas un invariant combinatoire car elle connait les pé-
riodes, qui sont des invariants continus.

Le théoréme 2.11 était implicitement contenu dans [BVGS90] pour le cas de la dimension
n = 2, ou il est utilisé pour calculer la coaction motivique (ou plutét le coproduit motivique)
des dilogarithmes d’Aomoto. La version générale du théoréme permet de calculer la coaction
motivique de nombreux polylogarithmes d’Aomoto en dimension supérieure. Cependant, la
multiplication des cas combinatoires ne permet pas d’aller plus loin dans ce qui était le but
de [BVGS90], la description en termes d’arrangements d’hyperplans de 1’algébre de Hopf
fondamentale des motifs de Tate mixtes sur un corps.

2.4 Les espaces de modules de Brown

L’article [DV17] s’intéresse a des groupes de cohomologie associés a 'arrangement des
tresses, et donc en filiation avec les travaux d’Arnol’d [Arn69]. Plus précisément, on s’inté-
resse a trois familles d’espaces de modules de courbes de genre zéro notés

5 N
M()’n C M07n C M()’n-

Le premier, M, ,,, est 'espace de modules de courbes (projectives et lisses) de genre zéro avec
n points marqués. Il est isomorphe a I’espace de configuration de n — 3 points dans C\ {0, 1},
qui est un complémentaire d’arrangement d’hyperplans (affines) dans C" 3. Sa topologie est
donc bien comprise grice aux travaux classiques d’Arnol’d, Brieskorn, et Orlik—-Solomon. Le
troisiéme, M, est la compactification canonique de Deligne-Knudsen-Mumford, qui pa-
rametre les courbes projectives avec singularités au plus nodales, de genre zéro avec n points
marqués. Le complémentaire M ,, = My, \ M, est un diviseur a croisements normaux
dont la combinatoire est celle des arbres a n feuilles (via ’arbre dual d’'une courbe nodale de
genre zéro). Par Keel [Kee92] on peut obtenir M ,, par une suite explicite d’éclatements en
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partant de I’espace projectif P" 3, ce qui donne une description par générateurs et relations
de son algébre de cohomologie.

L’espace ./\/lgm a été introduit par Brown [Bro09] comme une “compactification partiel-
le” de M . C’est le complémentaire de 'union de certaines composantes irréductibles de
OM o .. Plus précisément, c’est 'ensemble des (classes de) courbes marquées dont ’arbre dual
a un plongement dans le plan compatible avec 'ordre cyclique 1, 2,...,n,1 sur les feuilles.
Brown montre que Mg,n est une variété affine et en donne un systéme d’équations. La défi-
nition de Mg,n est motivée par la découverte de Goncharov et Manin [GM04] que toutes les
valeurs zéta multiples (1.10) sont des périodes des groupes de cohomologie

H* (M) ,,, OM] ), (2.4)

ou 'on note 3/\/18’” = ./\/lg’n \ Mo = aﬂo,n N Mg’n le diviseur a croisements normaux a
I'infini dans ./\/lg -

Afin d’étudier les groupes de cohomologie relative (2.4), il est important de comprendre
la géométrie de Mg’n, et le théoreme suivant est un premier pas dans cette direction.

Théoréme 2.12 ([DV17], Theorem A). Pour tous k et n, la structure de Hodge mixte sur
Hk(./\/lgm) est pure de poids 2k et type (k, k).

Notons que le théoréme 2.5 implique alors que Mg,n est, a I'instar de M, et Mo,
formel au sens de ’homotopie rationnelle. Le théoreme 2.12 avait été conjecturé par Berg-
strom et Brown [BB10] qui en avaient déduit des formules récursives pour les nombres de
Betti des Mg,n' De maniére étonnante, ils avaient reconnu pour les dim H"_3(./\/187n) une
suite de nombres (listée comme A134988 dans ’OEIS [OEI22]) découverte par Salvatore et
Tauraso [ST09] dans un cadre trés différent, celui de 'opérade Lie qui encode les algébres
de Lie. Plus précisément, le résultat principal de Salvatore et Tauraso est que 'opérade non
symétrique sous-jacente a Lie est libre, et la suite A134988 donne le nombre de générateurs
en chaque arité. Cela suggére une interprétation opéradique du théoréme 2.12, qui concerne
l'opérade de gravité Grav définie par Getzler [Get94, Get95]. Rappelons que cette opérade
est la suspension opéradique d’une opérade définie en arité (au sens cyclique) n par

He_1(Mon)

et dont les morphismes de composition opéradique sont les duaux des morphismes de résidu
le long des composantes irréductibles de M ,,. La partie de degré 0 de 'opérade de gravité
est simplement 'opérade Lie. L’interprétation opéradique du théoréme 2.12 est la suivante,
qui contient en degré 0 une interprétation géométrique du résultat de Salvatore et Tauraso.

Théoréme 2.13 ([DV17], Theorem B). L’opérade de gravité non symétrique est libre, avec un
espace de générateurs en arité n et degré k (non canoniquement) isomorphe da Hk+n,3(Mgm).

Les théorémes 2.12 et 2.13 ont été prouvés en méme temps par Alm et Petersen [AP17]
en utilisant des méthodes différentes des notres.

Remarque 2.14. Au sujet de 'opérade de gravité, 'article [DH18] étudie et relie les deux
définitions de cette opérade présentes dans la littérature. De plus, nous y montrons que deux
modeles de chaines de opérade de gravité, 'un dii a Getzler-Kapranov [GK98] et l'autre a
Westerland [Wes08], sont tous les deux formels. Pour le modéle de Getzler—Kapranov, cela
revient essentiellement au cas de 'hypothése (1) du théoréme 2.5.
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Mentionnons deux problémes encore ouverts sur la cohomologie de MJ ..
k)

> On ne connait pas de présentation par générateurs et relations des algébres H® (Mg,n).
Notons que Hl(./\/lgjn) = 0 pour tout n, ce qui implique que les générateurs doivent au
moins inclure le H et le H3.

> On ne connait pas de présentation de I'opérade non symétrique {H, (Mg,n)}' Notons que

pour des raisons de degré toute la partie Hn_g(./\/lg,n), de taille ~ e~ 'n!, doit faire partie
des générateurs.

Des progres sur ces questions permettraient de mieux comprendre les groupes de cohomo-
logie relative (2.4) via la suite spectrale en cohomologie relative, dont la premiere page est la
construction cobar (non symétrique) de la coopérade {H'(/\/lg’n)}.

2.5 Polynomes de Tutte universels

L’article [DFM18] s’intéresse aux invariants combinatoires des arrangements d’hyper-
plans et plus généralement des matroides, ainsi que de certaines variantes. Plus spécifique-
ment, on y développe un formalisme qui produit des invariants de type “polyndme de Tutte”
pour certains objets combinatoires.

Rappelons que pour un matroide M, le polynéme de Tutte T est un polynéme en deux
variables x, y défini par la formule

Tu(zy)= Y (x— 10—y, _pylAl-re),
ACE(M)

ou E(M) est 'ensemble sous-jacent a M et rg est la fonction de rang du matroide. C’est un
invariant universel de suppression-contraction au sens ou il vérifie la formule de récurrence,
pour toute € E(M) :

r Tar/e(z,y) si e est une coboucle de M;
Tm(z,y) = yZanele,y) si e est une boucle de M;

‘ZM/e (:Ua y) + ‘IM\e (l‘, y) sinon.
Des variantes du polynéme de Tutte ont été introduites et étudiées dans de nombreux
autres contextes, et notamment :

> les graphes coloriés, importants en théorie des noeuds puisqu’on peut encoder un dia-
gramme de noeud par un graphe a deux couleurs (le polynéme de Jones du noeud est alors
une spécialisation du polynéme de Tutte du graphe colorié) [BR99];

> les perspectives de matroides, qui jouent le réle de morphismes entre matroides [LV75,
LV99];

> les delta-matroides, qui contrélent la combinatoire des graphes plongés dans des surfaces
[BRO2];

> les matroides arithmétiques, qui contrélent la combinatoire des arrangements toriques
[DM13, BM14];
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Dans[DFM18] nous mettons en place une machinerie générale qui produit des invariants
universels de type “polyndme de Tutte” pour tous ces objets, et d’autres. On y revisite des
travaux de Duchamp, Hoang-Nghia, Krajewski et Tanasa [DHNKT13] et de Krajewski, Mof-
fatt et Tanasa [KMT18] ou les polynomes de Tutte et leurs variantes sont vus au travers du
prisme des algébres de Hopf combinatoires. Notre construction rend ce point de vue plus
général et universel au sens catégorique.

Le formalisme de [DFM18] concerne les systémes de mineurs, qui sont des structures com-
binatoires qui ont une notion de restriction (suppression) et de contraction. De maniére plus
formelle, un systéme de mineurs S est une espéce ensembliste (un foncteur £ +— S[E] de la
catégorie des ensembles finis et bijections vers la catégorie des ensembles) qui a en plus une

structure comultiplicative
A p : S[E] — S[A] x S[B] (2.5)

pour toute partition £ = A LI B, vérifiant certains axiomes évidents. (Ici on suppose pour
simplifier que S[@] a un seul élément.) Cette structure encode la restriction et la contraction
d’objets combinatoires :

A pa(X) = (X4, X/A).

Une notion centrale est celle de norme, qui est un morphisme N : S — U vers un monoide
U (vu comme une espéce constante) qui vérifie

N(X) = N(X]A) N(X/A)

pour tout A C E et X € S[E]. Il existe une norme universelle a valeurs dans un monoide
U(S) qu’on appelle monoide de Grothendieck de S, et dont on donne une présentation par
générateurs et relations. Dans le cas ot S = Mat est le systéme de mineurs des matroides,

le monoide de Grothendieck est libre sur deux générateurs u, v, et la norme universelle est
M s F8(M)y,corg(M)

Soit K un anneau commutatif et considérons KS, 'espace vectoriel gradué dont une base
en degré n est donné par 'ensemble des classes d’isomorphisme d’éléments de S[{1,...,n}].
En linéarisant (2.5) on obtient un coproduit

A:KS > KS®KS, X Y (X]A)® (X/A)
ACE

qui fait de KKS une cogébre graduée. Cette construction est classique en combinatoire [JR79]
et produit de nombreuses “cogébres combinatoires” classiques, qui sont souvent munies en
plus de structures d’algébres de Hopf.

Définition 2.15 ([DFM18], Definition 3.19). Soit S un systéme de mineurs, et soient N1, N3 :
KS — K[U(S)] deux copies de (la linéarisation de) la norme universelle de S. On définit
Iinvariant de Tutte universel de S comme la convolution

Cette définition simple permet de retrouver toutes les variantes du polynéme de Tutte
déja mentionnées, et d’autres. Une nouveauté de notre construction par rapport a certaines
définitions existantes est 'apparition des anneaux K[U(S)| qui ne sont pas nécessairement
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des anneaux de polynémes a cause de relations dans U (S), ce qui clarifie certaines construc-
tions ad hoc dans la littérature, comme I’apparition de racines carrées dans [KMT18].

Une application de notre formalisme est la dérivation de “formules de convolution” uni-
verselles pour les invariants de Tutte, dans ’esprit de celle de Kook—Reiner—Stanton [KRS99]
et Etienne-Las Vergnas [ELV98] pour les matroides. On démontre notamment une formule
de convolution pour les polynémes de Tutte des matroides arithmétiques dont un cas parti-
culier avait été considéré par Backman et Lenz [BL16].
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Chapitre 3

Structure des périodes des motifs
mixtes

3.1 La coaction motivique des polylogarithmes de dissection

L’article [Dup14] s’intéresse a une classe d’intégrales qui généralise les intégrales itérées
(1.9), comme classe-test de périodes pour lesquelles on peut espérer une formule simple et
combinatoire pour la coaction motivique. Ces intégrales s’appellent polylogarithmes de dissec-
tion et sont indexées par une classe d’objets combinatoires appelés diagrammes de dissection,
et qui sont aussi apparus dans la littérature sous le nom d’arbres non croisés. Un diagramme
de dissection de degré n est un ensemble de n cordes d’un (n + 1)-gone orienté enraciné qui
ne s’intersectent pas et ne forment pas de cycle. La figure suivante montre des diagrammes
de dissection de degrés 2, 3, et 4 (les polygones sont dessinés comme des cercles, la racine est
dessinée en blanc).

On considére maintenant des diagrammes de dissection décorés par un corps F' C C, au
sens ou chaque corde et chaque c6té du polygone est décoré par un élément de F'. On impose
en plus une condition de généricité sur les décorations, qui revient a interdire un nombre fini
de relations linéaires entre les décorations. A un diagramme de dissection décoré générique
de degré n on associe une intégrale appelée polylogarithme de dissection

1)~ [ o,

ou Ap est un n-simplexe qui dépend des décorations des c6tés du polygone, et wp est une n-
forme différentielle définie par la forme de D et les décorations des cordes. Plus précisément,
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wp est le produit des formes dlog(z; —2; — o) pour une corde D décorée « entre les sommets
i et j du polygone, ou la racine compte comme zg = 0. Un exemple est donné par la figure
suivante.

0

dx dy
D (D) /Lgmygb (x—u)(y —x—v)

Les polylogarithmes de dissection sont des cas particuliers de polylogarithmes d’Aomoto. Ils
contiennent les intégrales itérées (1.9), qui correspondent aux diagrammes de dissection ou
toutes les cordes pointent vers la racine (corolles).

Dans le cas ou F’ est un corps de nombres, les polylogarithmes de dissection sont des pé-
riodes de motifs de Tate mixtes sur F), et se relévent en des périodes motiviques I"***(D) qui
vivent dans I’algébre P™°t. On définit aussi des variantes “de de Rham” 19®(D) qui vivent
dans I'algebre PR (voir le §3.3 pour plus de détails). Pour simplifier on les voit comme des
éléments du quotient H(F') = O(Uqyg) introduit au §1.2.3. Le théoréme principal de [Dup14]
est le calcul combinatoire de la coaction motivique des polylogarithmes de dissection (géné-
riques).

Théoréme 3.1 ([Dup14], Theorem 5.9 et Remark 5.11). La coaction motivique des polyloga-
rithmes de dissection (génériques) est donnée par la formule de “suppression-contraction”

p(I"Y(D)) = Y £1"(D|C) @ 1'"(D/C),
C

ou la somme porte sur les parties C' de I'ensemble des cordes, et D|C, D /C' sont des opérations
de restriction a C' et de contraction de C' des diagrammes de dissection.

La preuve du théoréme repose sur I’analyse de certains motifs de cohomologie relative
M(D) = Mn(An \ Ap,Bp \.AD N BD)

ou Ap et Bp sont des arrangements d’hyperplans. La généricité des décorations assure que
I'arrangement ApUBp est un diviseur a croisement normaux de A" et permet de s’affranchir
des problémes liés a la résolution des singularités abordés au chapitre précédent. Dans le cas
particulier des corolles, le théoréme 3.1 redonne la formule de coaction des intégrales itérées
(génériques) de Goncharov [Gon05].

On peut interpréter le théoréme 3.1 sous l'angle des algebres de Hopf combinatoires
comme au §2.5. Pour simplifier, considérons les variantes 19%(D) € #(F), dont le copro-
duit est donnée par la formule

AI™(D)) =Y +1%(D|C) @ I'™(D/C).
C

42



On définit une algébre de Hopf graduée D dont I’algébre sous-jacente est la QQ-algebre com-
mutative libre sur ensemble des diagrammes de dissection. Le coproduit A : D — D ® D
est donné par la formule de “suppression-contraction”

A(D) = +(D|C)® (D/C).
()

La structure de cette algebre de Hopf combinatoire a été étudiée par Mammez [Mam20]. Les
diagrammes de dissection décorés (génériquement) par un corps F' engendrent une algebre de
Hopf combinatoire D" (F') avec le méme genre de formule pour le coproduit. Le théoréme
3.1 affirme qu’on a un morphisme d’algebres de Hopf

DEN(F) — H(F) , D — 19%(D).

3.2 Motifs associés aux valeurs zéta impaires

L’article [Dup18] s’intéresse aux valeurs aux entiers n > 2 de la fonction zéta de Riemann,

=30

k>1

qui sont des périodes comme le montre la formule intégrale

C(n) = /[0 dzy---dw, (3.1)

71]71 1—%1--'.%'”

En adaptant la stratégie développée par Brown [Brol6], on y étudie les interactions entre
propriétés diophantiennes et cohomologiques des valeurs zéta.

L’étude des valeurs zéta remonte au célébre résultat d’Euler selon lequel ((2n) € Q72"
pour tout n > 1. Il est conjecturé que les valeurs zéta impaires ((3),¢(5),((7),... sont
algébriquement indépendantes sur le corps Q(7). Beaucoup des résultats dans la direction
de cette conjecture, et plus généralement de la compréhension des propriétés diophantiennes
des valeurs zéta, reposent sur la construction de familles d’intégrales qui s’évaluent en des
combinaisons linéaires de 1 et des valeurs zéta :

/w=%+@d@+%ﬂ®+“4wﬂmh (3.2)

avec a, € Q. Notamment (voir [Fis04] pour plus de détails) :

> la preuve par Apéry [Apé79] de lirrationalité de ((2) et ((3), dans sa version éclaircie
par Beukers [Beu79], utilise des familles d’intégrales qui s’évaluent en des combinaisons
linéaires ag + a2((2) ou agp + a3((3);

> la preuve par Ball et Rivoal [Riv00, BR0O1] du fait qu’une infinité de valeurs zéta impaires
sont irrationnelles s’appuie sur une famille d’intégrales (3.2) pour lesquelles les coefficients
as, a4, ag, . . . sont nuls;

> les mesures d’irrationalité de Rhin et Viola [RV96, RV01] de ((2) et ((3) sont basées sur
des généralisations des intégrales de Beukers et des estimations précises des coeflicients
az et as.
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Dans [Dup18] on étudie la famille d’intégrales, qui généralisent (3.1), de la forme

P(xq,...,x
/ w  avec w= (@1, n)N dwy - - - dap, (3.3)
[0,1]» (1—21--2p)
oun >1,N > 0,et P(xy,...,x,) est un polyndme a coeflicients rationnels. On dit que w

est intégrable si son intégrale sur [0, 1] est absolument convergente. La famille d’intégrales
(3.3) contient les intégrales de Beukers—Rhin-Viola pour ((2) et ((3) et les intégrales de
Ball-Rivoal. Deligne a remarqué [Del01] I'importance de I'involution

T (21, an) > (272 (3.4)

rrn
dans les intégrales de Ball-Rivoal, ce qui a inspiré le théoréme suivant.

Théoréme 3.2 ([Dup18], Theorem 1.1, Theorem 1.2). Il existe une famille de n-cycles relatifs
(02, ...,0p) a coefficients rationnels dans (C*)" \ {xy ---x,, = 1} tels que pour toute forme
intégrable w on ait

/[0 " w = ap(w) + az(w)¢(2) + az(w)¢(3) + - - - + an(w){(n),

ot ai(w) est un nombre rationnel pour tout k, donné pour k € {2,...,n} par la formule
intégrale

ap(w) = (2171')’“/ w. (3.5)

Ok
De plus, pour k € {2,...,n}, le cycle relatif 7.(0},) est homologue a (—1)*~1oy, et donc :
(1) siT*(w) = w alors ai(w) = 0 pour k # 0 pair;
(2) siT*(w) = —w alors ax(w) = 0 pour k impair.
Cela permet de construire des familles d’intégrales (3.3) qui s’évaluent en des combinai-
sons linéaires de 1 et des valeurs zéta impaires, ou de 1 et des valeurs zéta paires; les intégrales

de Ball-Rivoal en sont un cas particulier. Les formules intégrales (3.5) ont été utilisées (dans
le cas n = k = 2) par Rhin et Viola [RV96] dans leur analyse de ((2).

Le théoréme 3.2 est la partie émergée d’une construction géométrique et motivique. Rap-
pelons que dans la catégorie MT(Z) C MT(Q) des motifs de Tate mixtes sur Z, les seuls
groupes d’extensions non nuls entre les objets simples Q(—n) viennent de

Extiyrz) (Q(—=(2n +1)),Q(0)) ~ Q, (3.6)

et une matrice des périodes de I'unique extension non triviale de Q(—(2n + 1)) par Q(0)

est:
1 ¢(2n+1)
0 (217.‘_)277,4-1 ’

La difficulté de construire géométriquement des combinaisons linéaires (3.2) avec beaucoup
de coefficients nuls refléte la difficulté de construire des objets de MT(Z) avec beaucoup de
parties graduées de poids donné nulles [Bro16, §1.4]. En particulier, la difficulté de construire
des combinaisons linéaires de 1 et ((2n+1) refléte la difficulté de construire géométriquement
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les extensions (3.6). On sait seulement résoudre ce probleme pour le cas de 2n 4+ 1 = 3 grace
a [Bro16] qui retrouve les intégrales de Beukers.

Dans [Dup18] on donne une construction géométrique d’un ind-motif Z°44 (systéme
inductif d’objets de MT(Z)) , qu’on appelle le motif zéta impair, qui contient toutes les ex-
tensions (3.6) et est minimal. Notre construction repose sur I'analyse de motifs du type (1.4)
et de 'involution de Deligne (3.4). Les périodes de Z° incluent naturellement les intégrales
(3.3) pour lesquels 7*(w) = w, et donnent une interprétation géométrique au théoréme de
Ball-Rivoal. Un point subtil est qu’en général, 7*(w) n’est pas intégrable méme si w l'est. La
définition de Z°44 prend la forme

Zodd — =1 (72/22)
ou
p:Z—T

est un morphisme entre un ind-motif Z qui a toutes les valeurs zéta comme périodes et un
ind-motif auxiliaire 7 qui a une action de Z/2Z par 'involution de Deligne.

Théoréme 3.3 ([Dup18], Theorem 1.3). On a une suite exacte courte
0 — Q(0) — 2° — HQ(-(2n+1)) — 0
n>1

et Z°9 q une matrice des périodes

1 ¢ <6 <
(2im)3
(2imr)® 0
(2im)7

3.3 Intégration univaluée

L’intégration univaluée, formalisée par Brown [Bro14], est un accouplement transcendant
entre un groupe de cohomologie de de Rham algébrique H® (X, Y) et son dual. Les coeffi-
cients de cet accouplement sont appelées périodes univaluées. Dans le cas de familles de (paires
de) variétés sur une base, les périodes univaluées définissent des fonctions analytiques réelles
univaluées des parametres (d’ou la terminologie), contrairement aux périodes classiques qui
définissent des fonctions holomorphes multivaluées. Par exemple, le motif de Kummer (1.2)
a pour période log(a), qui est une fonction holomorphe multivaluée du paramétre a € C*,
alors qu’il a pour période univaluée log |a|?, qui est une fonction analytique réelle univaluée
de a. Un cas particulier de cette construction apparait sous le nom de période réelle dans les
travaux de Goncharov [Gon99], et implicitement chez Beilinson et Deligne [BD94], dans le
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cadre de I’étude des polylogarithmes (multiples) univalués, généralisations du dilogarithme de
Bloch-Wigner [Blo77, Blo78]

Ps(a) = Im(Liz(a) + log |a| log(1 — a)).

Brown [Brol4] a appliqué I'intégration univaluée aux valeurs zéta multiples, introduisant
les valeurs zéta multiples univaluées (*V(nq,...,n,), qui sont des évaluations des polylo-
garithmes multiples univalués et pour lesquelles des formules explicites peuvent étre don-
nées en termes des valeurs zéta multiples classiques. Ces nombres apparaissent naturellement
en physique et notamment en théorie des cordes, ce qui a été une des motivations derriére
[BD21a] (voir le §3.4).

Le but de P’article [BD21a] est d’étudier l'intégration univaluée en général et notamment
d’en donner des formules explicites. On se place dans le cadre d’un motif de cohomologie
relative

M =M"X\A,B\ AN B)

ou X est une variété projective lisse de dimension n sur un corps k, A et B sont deux diviseurs
a croisements normaux dans X qui n’ont aucune composante irréductible en commun et tels
que A U B est a croisements normaux. On suppose que k est un sous-corps de R, on a donc
une conjugaison complexe sur X (C), qui induit une involution notée F, : Mp — Mp et
appelée le Frobenius a I’infini. En suivant [Bro14], on voit facilement que la composée

comp Foo®id comp™ 1
Mar ®, C —)MB®@C—>MB®QC—>MdR®kC.

est définie sur R et induit donc une involution R-linéaire
S: Myr ®r R — Mygr ® R

qu’on appelle le morphisme de comparaison univalué. Dans un contexte motivique tannakien
ce morphisme de comparaison est un point réel du groupe de Galois motivique Ggr et induit
donc un morphisme d’algebres

s: P — R, (M, f0)™ = (frs(0)),

qu’on appelle le morphisme des périodes univaluées.

Le calcul de périodes univaluées via la définition n’est pas pratique car il demande de
calculer tous les coefficients d’'une matrice de périodes pour ensuite 'inverser. Pour donner
des formules explicites on a aussi besoin de donner un sens géométrique a des éléments de
I'espace dual M. La dualité de Poincaré-Verdier résout ce probléme grace a I'accouplement
parfait

M*"(X\B,A\ANB)@M"(X\ A, B\ ANB) — Q(—n). (3.7)

Avec cette description du dual de M, on peut donner une formule pour les périodes uni-
valuées de M (le théoréme de [BD21a] est plus général et permet abstraitement de décrire
toutes les périodes univaluées et pas seulement celles qui viennent de formes logarithmiques

globales).
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Théoréme 3.4 ([BD21a], Theorem 1.4). Soit w une n-forme algébrique sur X avec poles lo-
garithmiques le long de A, et soit v une n-forme algébrique sur X avec péles logarithmiques le
long de B, dont la classe est vue dans M, via (3.7). On a alors I’égalité

V], WD = (2ir) ™ VAW.
S(M, ], [w]) % = (2im) /X(C) A

Le point subtil de ce théoréme est que v A @ n’est pas une forme lisse sur X (C) mais a
des divergences le long de AU B. Si w et v ont des poles d’ordre supérieur le long de A et B
respectivement, nous ne savons pas donner de formule explicite pour la période univaluée
correspondante, qui devrait étre une “régularisation” de I'intégrale divergente |- XV AW
dans Desprit des travaux de Felder et Kazhdan [FK17, FK18]. Le théoréme 3.4 devrait avoir
une interprétation naturelle dans le langage de la géométrie logarithmique.

Parmi les exemples d’application du théoréme 3.4 étudiés dans [BD21a], notons une réin-
terpétation géométrique des hauteurs de Néron—Tate archimédiennes pour les courbes. Pour
X une courbe projective lisse de genre g, et D, E deux diviseurs disjoints de degré 0 sur X,
la hauteur de Néron-Tate (D, E') est vue comme un quotient de déterminants de périodes
univaluées du motif M (X \ A, B) ou A et B sont les supports respectifs de D et E.

On déduit du théoréme 3.4 une formule générale de “double copie” qui généralise les
“relations bilinéaires des périodes” pour les surfaces de Riemann (cas ou X est une courbe
projective lisse de genre g et A = B = ©).

Théoréme 3.5 ((BD21a], Theorem 1.4). Dans le cadre du théoréme 3.4 on a Uidentité

/X@) vAw= M%MV, [61) L u/éw ,

ot [y] parcourt une base de H2(X \ B, A\ AN B) et [y]" est la base duale, et de méme pour
[0] avec A et B échangés.

Un autre contribution de l'article [BD21a] a trait a la projection de de Rham [Bro17], qui
concerne un morphisme naturel

& MY — MYy @ F,

bien défini si M vérifie une condition de séparation, c’est-a-dire si les nombres de Hodge
hPO(M) sont nuls pour p # 0. On I'obtient en projetant sur la partie de poids 0 et en utilisant
la comparaison Betti—de Rham pour les motifs purs de poids 0, qui est définie sur k. On obtient
alors un morphisme d’algebres
TP — PR @k, (M, 0,0)™" = (M, ey (), v) ™

ou P;g‘g“ C P™ot est la sous-algébre des périodes motiviques de motifs effectifs et séparés.
C’est un pont important entre périodes motiviques et périodes de de Rham, qui s’appelle aussi
la projection de de Rham.
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Théoréme 3.6 ([BD21a], Theorem 1.7). SiM"™ (X \ A, B\ AN DB) est séparé alors le morphisme
ey :HB(X\ A, B\ANB) — HR(X\B,A\ANB) &,k

peut étre calculé explicitement, I'image ¢ () d’une classe y pouvant étre représentée canoni-
quement par une n-forme algébrique globale v, sur X X, k avec poles logarithmiques le long

de B.

La “recette” v — v, revient essentiellement a I'idée que la forme v, a des poles le long
des composantes irréductibles de B ou le bord de ~y est supporté. Cette notion devrait étre
essentiellement équivalente a celle de “forme canonique” qui apparait dans la littérature sur
les “géométries positives” en physique des amplitudes [AHBL17].

3.4 Amplitudes des cordes en genre zéro

L’article [BD21b] est un compagnon de [BD21a] qui étudie les amplitudes en théorie des
cordes avec le point de vue de I'intégration univaluée. Si dans le formalisme des graphes de
Feynman les particules sont des objets de dimension zéro (des points) interagissant via un
objet de dimension un (le graphe), la théorie des cordes remplace les particules par des objets
unidimensionnels (appelés cordes) interagissant via un objet bidimensionnel (appelé surface
d’univers). Les cordes sont soit ouvertes (c’est-a-dire un intervalle (0, 1)), soit fermées (c’est-
a-dire un cercle S'). En premiére approximation, on peut considérer la surface d’univers
comme une surface dont le bord est donnée par les cordes en interaction, ou, puisqu’on ne
s’intéresse a la surface d’univers qu’a équivalence conforme prés, comme une surface de
Riemann épointée. La figure suivante montre une interaction de quatre particules dans la
représentation du graphe de Feynman (a gauche) et dans la représentation de la théorie des
cordes (a droite).

N
A

On considére 'interaction de n + 3 cordes via une surface d’univers de genre zéro, et les
amplitudes de diffusion correspondantes, qui s’écrivent naturellement comme des intégrales
sur I'espace de modules M ,,+3 qui parametre les surfaces d'univers. Il est classique d’écrire
ces intégrales dans les “coordonnées simpliciales” (¢1, . . ., ) sur Mg ,, 13, obtenues en fixant
les trois derniers points a 1, oo, 0. Les amplitudes des cordes sont de deux types, selon que
I’on considére des cordes ouvertes ou fermées, et sont données par les formules intégrales :

PR (¢, 5) = / H (t; — ;)% | w
0<t1 < <tp<1

0<i<j<n+1
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et

1elosed (g, 5) = (2ir) " / I 15-aP|viw

€™ \o<i<j<n+t1

Les s;; sont des parametres physiques appelés variables de Mandelstam, w est n’importe quelle
forme différentielle algébrique sur My ,,43 avec poles logarithmiques le long de O Mg 43,
et

n
V= :I:H(tl'+1 — ti)_ldtl A Adty,
=0

avec la convention?y = 0,?,,11 = 1. Les amplitudes des cordes divergent autour de s;; = O et
sont données par un développement de Laurent, dont on souhaite étudier les coefficients. Afin
de comprendre la partie polaire de ce développement il est pratique d’utiliser les coordonnées
diédrales introduites par Brown [Bro09] (et utilisées dans [DV17]), notées u,. ou c est une
corde d’un (n + 3)-gone. Ces coordonnées sont réguliéres sur /\/lg’n 3. Dans ce systeme de
coordonnées on a les formules

IOPGn(w,ﬁ) = / (H ugc> w
Xnts \c

olt X2 5 est le domaine de Mg,m—s (R) ou toutes les coordonnées u,. sont > 0, et

Iclosed(wvg) — (2171_)—17, / (H ’u0’283> vAD.

Mo, (C) -

La structure opéradique des espaces de modules Mg’n 3 permet d’expliciter la structure des
divergences des amplitudes des cordes autour de s;; = 0, via le théoréme suivant.

Théoréme 3.7 ([BD21b], Theorem 1.1). Il existe une renormalisation canonique

1
IOpen(w,s):Z/ Q7 avec SJ:HSC7
— 57 Jx,

ced

indexée par les ensembles .J de cordes du N-gone qui ne se croisent pas, et ot X7 est explici-
tement définie. Les intégrales du coté droit de I’égalité convergent autour de s, = O et sont par
définition des produits d’intégrales sur des domaines X°. Un énoncé similaire décrit les ampli-
tudes 19°%°4 des cordes fermées.

Ce théoréme nous permet de considérer le développement de Laurent des amplitudes
9P (), 5) et 199% (i, 5) autour de s = 0. On interpréte chacun des coefficients comme une
période d"un motif M" (M N3 oM} N43) pour un N > n. En appliquant les résultats de
[BD21a] a ces motifs on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.8 ([BD21b], Theorem 1.2, Theorem 1.3). Il existe une amplitude motivique des
cordes en genre zéro

I"(w,5) € Pyt ()
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qui est une série de Laurent dont les coefficients sont des périodes motiviques effectives des motifs
de Tate mixtes sur Z. Sa période est donnée par 'amplitude des cordes ouvertes :

per " (w, s) = [P (w, 5).
La période univaluée de sa projection de de Rham est égale a 'amplitude des cordes fermées :
S7TdR Imot (W,ﬁ) _ Iclosed(w’ §)‘

Ce théoréme donne un lien entre amplitudes des cordes ouvertes et fermées (les secondes
sont les “versions univaluées” des premiéres) qui avait été conjecturé par Stieberger [Stil4,
ST14].

Une autre conséquence de ce théoréme, en utilisant [Bro12], est que les coefficients du
développement de Laurent de I°P®" (resp. de I°°®d) sont des valeurs zéta multiples (resp. des
valeurs zéta multiples univaluées). Une autre preuve de ce fait, qui n’utilise pas le formalisme
motivique, a été donnée par Vanhove et Zerbini [VZ18].

Il est naturel d’essayer de généraliser les résultats de [BD21b] aux amplitudes des cordes
en genre quelconque. Une difficulté semble étre qu’il n’y a pas de consensus sur la définition
des amplitudes des cordes ouvertes! Les amplitudes des cordes fermées, elles, sont données
par des intégrales de la forme

/ exp ZsijGC(zi,zj) w (3.8)
Myg.n

1<j

ot G (2, ;) est I'évaluation en deux points marqués z;, z; d’une fonction de Green sur une
surface de Riemann C. Les fonctions de Green sont essentiellement la méme chose que les
hauteurs non archimédiennes, et les résultats de [BD21a] suggérent une interprétation de
(3.8) comme un quotient de déterminants de périodes univaluées, associées a des motifs a
définir et a étudier.

3.5 Lathéorie de Galois motivique des fonctions hypergéomé-
triques de Lauricella

L’article [BD22] étudie I'idée que le groupe de Galois motivique agit de maniére simple
sur certaines séries formelles (ou de Laurent) dont les coefficients sont des périodes. Cette
idée a notamment été suggérée par le travail impressionnant de physiciens [ABD"21] sur
certaines intégrales de Feynman. L’exemple de base du phénomeéne dont il est question est la
fonction béta d’Euler,

B o ¢ dz T(s)I'(¢)
B(s,t)_/O z*(1 — ) z(1—z) T(s+1t) '

On a le développement classique en série de Laurent :

B(s, 1) = exp (Z C (e 47— (s +t>">> .

n>2
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Les valeurs zéta ((n) se relévent en des versions motiviques (™°%(n), qui sont des périodes
des motifs de Tate mixtes sur Z, et dont la théorie de Galois est trés simple. En effet, ((2n)
est une période de Q(—2n) et ((2n + 1) est une période d’une extension de Q(—(2n + 1))
par Q(0). On a donc, pour g un point du groupe de Galois motivique (pro-unipotent, pour
simplifier) de MT(Z), une formule

g.¢™% (n) = ™ (n) + o’ (3.9)
oug > aén) est une fonction sur le groupe de Galois motivique qui est nulle si n est pair. Si
I'on reléve B(s,t) en une série de Laurent B™°%(s,¢) a coefficients dans les périodes moti-
viques en remplacant chaque ¢ (n) par ("™°!(n), on obtient alors une théorie de Galois “terme

3 terme” de la forme :
g. BmOt(sa t) = Ag(S, t) BmOt(37 t):

ol g — Agy(s,t) est une fonction inversible sur le groupe de Galois a coefficients dans les
séries de Laurent. Du point de vue dual de la coaction, cela s’écrit

p(B™°(s,1)) = B™%(s,1) @ A(s, t).

11 est notable qu’une formule aussi compacte encode la théorie de Galois motivique (3.9) de
toutes les valeurs zéta.

Dans un travail en cours [BDFT23] nous montrons que ce phénoméne est général et
s’applique a toutes les transformées de Mellin algébriques, qui sont les intégrales

F(sl,...,sN):/ffl--- Fw (3.10)

ou f; sont des fonctions inversibles sur une variété algébrique X, w est une forme différen-
tielle algébrique sur X, et o est un cycle (éventuellement avec bord) sur X (C). Le résultat
principal de [BDFT23] est que 'action terme a terme sur les développements en série de
Laurent de (3.10) du groupe de Galois motivique s’exprime de maniére finie avec des séries
formelles. Dit autrement, les transformées de Mellin algébriques ont des groupes de Galois
motiviques (“groupes de Galois—Mellin locaux”) qui sont des groupes algébriques a coeffi-
cients dans des corps de séries de Laurent.

Avant cela, nous avons étudié dans P'article [BD22] un cas particulier de ce phénoméne,
qui est le cas ou X est un ouvert de Al et les f; sont linéaires. Plus précisément, on fixe
un corps de nombres & C C, un nombre fini de points o9 = 0,071,...,0, € Al(k), et on
consideére les fonctions de variables sq, s1,. .., s, de type “intégrale hypergéométrique de
Lauricella”,

o n
‘ dx
Ly = —sj/o e TJ0-ao - a<ij<n)
1=1 J

Pourn = letoy = lonaly; = szoj;l B(sp, s1). Pour n = 2 on retrouve comme cas

particulier les intégrales hypergéométriques qui définissent la fonction 2 F; de Gauss :

1
B(b,c—b)2F1(a,b,c;y) = /0 2P (1 — 2)7b(1 — yx)am(ldfx) '
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En général les fonctions L;; ont des développements en série entiére autour de s; = 0,
dont les coefficients sont toutes des intégrales itérées (1.9). Grace au formalisme du groupe
fondamental motivique de Deligne-Goncharov [DGO05] on les reléve canoniquement en des
périodes motiviques (des motifs de Tate mixtes sur k), d’ou des séries L?}Ot a coeflicients dans
les périodes motiviques. On définit aussi des variantes L%R a coefficients dans les périodes de
de Rham. La coaction motivique des intégrales itérées, donnée par la formule (1.14) (ou plutot
sous la forme d’une formule d’action initialement due a Ihara) se simplifie en une formule de
coaction “terme a terme” pour les fonctions L;j, donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.9 ([BD22], Theorem 1.2). On a la formule de coaction motivique “terme a terme”

n

pE) = DT @ L,
k=0

qui s’écrit sous forme matricielle :
p(Lmot) — J,mot ® LdR.

Ce théoréme est un “modéle-jouet” du phénomeéne plus général étudié dans [BDFT23] et
qui concerne toutes les transformées de Mellin algébriques. On utilise ces idées pour montrer
I'existence d’une “théorie de Galois cosmique” pour les intégrales de Feynman en régulari-
sation dimensionnelle (c’est-a-dire dans une dimension d’espace-temps D = 4 — 2¢ avec €
infiniment petit), qui en coordonnées paramétriques s’écrivent sous la forme de transformées
de Mellin algébriques

IF(E)Z/ flpr.

Le calcul explicite cette théorie de Galois ainsi que de ses conséquences sur I'arithmétique
des intégrales de Feynman est un projet qui devrait nous occuper pendant quelques années.
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