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Problema de los timbres : propuesto por Ian Stewart
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Problema de los timbres

Dados n timbres de valores a1, . . . , an con gcd(a1, . . . , an) = 1
(tenemos tantos timbres de valor ai como queramos)
¿Cuál es el entero mas grande a partir del cual cualquier valor
puede ser alcanzada pegando una combinación exacta de timbress
en el sobre ?

Ejemplo : Dos timbres de 4¢ y 5¢
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Problema diofántico de Frobenius

Sean a1, . . . , an enteros positivos. Diremos que el entero s es
representable por a1, . . . , an si existen enteros xi ≥ 0 tales que

s =
n∑

i=1

xiai .

Supongamos que gcd(a1, . . . , an) = 1. El célebre problema
diofántico de Frobenius plantea encontrar el entero más grande
que no es representable por a1, . . . , an. (denotado como
g(a1, . . . , an) y llamado número de Frobenius).

Ejemplo : a1 = 3, a2 = 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 · · · Entonces g(3, 8) = 13.
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Teorema g(a1, . . . , an) existe y es finito.

Prueba (idea). Como gcd(a1, . . . , an) = 1 entonces
m1a1 + · · ·+ mnan = 1 para algún mi ∈ Z

Sea P y −Q la suma de términes positivos y negativos
respectivamente (por lo que P − Q = 1).

Sea k ≥ 0, tenemos que (a1− 1)Q + k = (a1− 1)Q + ha1 + k ′ con
h ≥ 0 y 0 < k ′ < a1.

Entonces, (a1 − 1)Q + k = ha1 + (a1 − 1− k ′)Q + k ′P.
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Algoritmos

Cuando n = 3
• Selmer, Bayer, 1978
• Rödseth, 1978
• Davison, 1994
• Scarf, Shallcross, 1993

Cuando n ≥ 4
• Heap, Lynn, 1964
• Wilf, 1978
• Nijenhuis, 1979
• Greenberg, 1980
• Killingbergto, 2000
• Einstein, Lichtblau, Strzebonski, Wagon, 2007
• Roune, 2008
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Los algoritmos más rápidos

Método de Einstein, Lichtblau, Strzebonski, Wagon (2008)
Calcula g(a1, . . . , a4) números con 100 cifras en algunos segundos
Calcula g(a1, . . . , a10) números con 10 cifras en dos d́ıas
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Los algoritmos más rápidos

Método de Roune (2008)
Calcula g(a1, . . . , a4) números con 10 000 cifras en algunos
segundos
Calcula g(a1, . . . , a13) números con 10 cifras en algunos d́ıas

J.L. Raḿırez Alfonśın IMAG, Université de Montpellier, Francia UMI J.-C. Yaccoz - CNRS/IMPA, Brasil
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Teorema (R.A., 1996) g(a1, . . . , an) es NP-dif́ıcil.

La existencia de un método polinomial para calcular g(a1, . . . , an)
implicaŕıa que ¡NP = P ! Esto daŕıa una respuesta negativa a la
pregunta : ¿es verdad que NP 6= P ?
Uno de los siete famosos problemas por los que el Instituto
Clay (USA) ofrece un premio de 1 millón de dólares por la
solución de cada uno de los problemas.
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Método de Kannan

Teorema (Kannan, 1992) Existe un algoritmo polinomial que
détermina g(a1, . . . , an) cuando n ≥ 2 es fijo.
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Sea P un conjunto cerrado y acotado de Rn y sea L una latiz de
dimensión n también en Rn.

El más pequeño real positivo t tal que tP + L sea igual a Rn es
llamado covering radius de P con respecto a L (denotado por
µ(P, L)).
Teorema (Kannan, 1992) Sean

L = {(x1, . . . , xn−1)|xi enteros y
n−1∑
i=1

aixi ≡ 0 mod an} y

S = {(x1, . . . , xn−1)|xi ≥ 0 reales y
n−1∑
i=1

aixi ≤ 1}.

Entonces, µ(S , L) = g(a1, . . . , an) + a1 + · · ·+ an.
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¿Quieres ganar un millón de dólares ? ¡Resuelve el problema de los timbres !



Sea P un conjunto cerrado y acotado de Rn y sea L una latiz de
dimensión n también en Rn.
El más pequeño real positivo t tal que tP + L sea igual a Rn es
llamado covering radius de P con respecto a L (denotado por
µ(P, L)).
Teorema (Kannan, 1992) Sean

L = {(x1, . . . , xn−1)|xi enteros y
n−1∑
i=1

aixi ≡ 0 mod an} y

S = {(x1, . . . , xn−1)|xi ≥ 0 reales y
n−1∑
i=1

aixi ≤ 1}.

Entonces, µ(S , L) = g(a1, . . . , an) + a1 + · · ·+ an.
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Ejemplo : Sean a1 = 3, a2 = 4 y a3 = 5.

0 1 2 3 4 5 6 7
x1

2x

7

6

5

3

4

2

1
S
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Ejemplo cont ... Notemos que 14S cubre el plano pero 13S no lo
cubre. Entonces, µ(L, S) = 14 y g(3, 4, 5) = 2.
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Fórmulas

Teorema (Sylvester, 1883) g(a, b) = ab − a− b.

J.L. Raḿırez Alfonśın IMAG, Université de Montpellier, Francia UMI J.-C. Yaccoz - CNRS/IMPA, Brasil
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Prueba Sea a, b dos enteros positivos tales que gcd(a, b) = 1.

S

0

1/a

b 2b 3b

El más pequeño real t tal que tS cubre el intervalo [0, b] es ab.

Entonces, g(a, b) = µ(S , L)− a− b = ab − a− b.
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Pregunta : ¿Existe una fórmula similar para g(a1, a2, a3) ?

Teorema (Curtis, 1990) No existe un conjunto finito de polinomios
{h1, . . . , hm} tales que para cada tripleta a1, a2, a3 hay alguna i tal
que hi (a1, a2, a3) = g(a1, a2, a3).

Pregunta : ¿Existe una fórmula semi-explicita para g(a1, a2, a3) ?
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Pregunta : ¿Existe una fórmula similar para g(a1, a2, a3) ?

Teorema (Curtis, 1990) No existe un conjunto finito de polinomios
{h1, . . . , hm} tales que para cada tripleta a1, a2, a3 hay alguna i tal
que hi (a1, a2, a3) = g(a1, a2, a3).
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SeanL1, L2 y L3 los enteros positivos más pequeños tales que
existen enteros xij ≥ 0, 1 ≤ i , j ≤ 3, i 6= j con

L1a1 = x12a2 + x13a3,
L2a2 = x21a1 + x23a3,
L3a3 = x31a1 + x32a2.

Teorema (Denham 2000, R.A., Rødseth 2008 ) Sean a1, a2, a3

enteros positivos primos relativos y {i , j , k} = {1, 2, 3}. Entonces,

g(a1, a2, a3) =


max{Liai + xjkak , Ljaj + xikak} −

3∑
n=1

an si xij > 0

para todo i , j ,

Ljaj + Liai −
3∑

n=1
an si xij = 0.
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Huecos

Un semigrupo numérico es un subconjunto S de N que contiene al
cero, que es estable bajo adiciones y con complemento finito N \ S.

Denotaremos 〈a1, . . . , an〉 el semigrupo numérico generado por
a1, . . . , an, esto es, el conjunto de enteros que son representables
por a1, . . . , an.

Los elementos N \ S son llamados huecos de S y su cardinal,
denotado por k(S), es llamado el género de S.
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Teorema (Sylvester 1882) k(〈a, b〉) = g(a,b)−1
2 .

Teorema (Nijenhuis, Wilf 1972) k(〈a1, . . . , an〉) ≥ g(a1,...,an)−1
2 .

Un semigrupo es simétrico si k(〈a1, . . . , an〉) = g(a1,...,an)−1
2 .

Noción interesante : ramas algebraicas planas, curvas
monomiales, anillos locales Noetherianos, teoŕıa de códigos, etc.

Pregunta : Dado k ∈ N ¿cuál es el número nk de semigrupos
numéricos S de género k ?

Teorema (Bras-Amorós 2008) Determinó nk para todo k ≤ 50.

Conjetura (Bras-Amorós 2008) nk ≥ nk−1 + nk−2 para todo k
(desigualdad tipo- Fibonacci)
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¿Quieres ganar un millón de dólares ? ¡Resuelve el problema de los timbres !



Teorema (Sylvester 1882) k(〈a, b〉) = g(a,b)−1
2 .

Teorema (Nijenhuis, Wilf 1972) k(〈a1, . . . , an〉) ≥ g(a1,...,an)−1
2 .

Un semigrupo es simétrico si k(〈a1, . . . , an〉) = g(a1,...,an)−1
2 .

Noción interesante : ramas algebraicas planas, curvas
monomiales, anillos locales Noetherianos, teoŕıa de códigos, etc.
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Teorema (Bras-Amorós 2008) Determinó nk para todo k ≤ 50.
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Sea n(k , l) el número de semigrupos numéricos de género k y con
un conjunto minimal generador de cardinal l .

Teorema (R.A., Eliahou 2011) n(2k , 2) = s+1
2 donde s es el factor

más grande de k + 1.

¿Que podemos decir para n(pk , 2) para p ≥ 3 primo ?

Podemos demostrar que n(pk , 2) es igual al número de ı́ndices
i ∈ {0, . . . , k} tales que

gcd(pi + 1, 2pk−i + 1) = 1.
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En el caso i = k − 1 con k = 2t + 1 se puede demostrar que

gcd(p2t + 1, 2p + 1) = gcd(22t + 1, 2p + 1).

Entonces para determinar n(pk , 2) se requiere saber, en particular,
cuando gcd(22t + 1, 2p + 1) = 1.

i.e., se requiere saber la factorización del número de Fermat
Ft = 22t + 1.

El record en 2010, la factorización de Ft es conocida
completamente solo para t ≤ 11.

(W. Keller, Prime factors k2n + 1 of Fermat numbers Fm and
complete factoring status, web page available at
http://www.prothsearch.net/fermat.html).
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Poset

Sea (P,≤) un poset localmente finito, i.e,

el conjunto P es ordenado parcialmente por ≤,

para cada a, b ∈ P el conjunto {c ∈ P | a ≤ c ≤ b} es finito.

Una cadena de longitud l ≥ 0 entre a, b ∈ P es

{a = a0 < a1 < · · · < al = b} ⊂ P.

Sea cl(a, b) el número de cadenas de longitud l entre a y b.

La función de Möbius µP es definida por

µP : P × P −→ Z

µP(a, b) =
∑
l≥0

(−1)lcl(a, b).
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J.L. Raḿırez Alfonśın IMAG, Université de Montpellier, Francia UMI J.-C. Yaccoz - CNRS/IMPA, Brasil
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Consideremos el poset (N, | ) de enteros no negativos ordenados
por la divisibilidad, i.e., a | b ⇐⇒ a divide b. Calculemos
µN(2, 36). Como {c ∈ N; 2 | c | 36} = {2, 4, 6, 12, 18, 36}
entonces las cadenas de

longitud 1 → {2, 36}

longitud 2


{2, 4, 36}
{2, 6, 36}
{2, 12, 36}
{2, 18, 36}

longitud 3


{2, 4, 12, 36}
{2, 6, 12, 26}
{2, 6, 18, 36}

2

64

12 18

36

Obteniendo,
µN(2, 36) = −c1(2, 36) + c2(2, 36)− c3(2, 36) = −1 + 4− 3 = 0.
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La función aritmética de Möbius clásica

Dado n ∈ N la función aritmética de Möbius µ(n) es definida como

µ(n) =


1 si n = 1
(−1)k si n = p1 · · · pk con pi primos diferentes
0 sino (i .e; n admite al menos un factor cuadrado

mas grande que uno)

Ejemplo : µ(2) = µ(7) = −1, µ(4) = µ(8) = 0, µ(6) = µ(10) = 1

La función inversa de Riemann ζ, s ∈ C,Re(s) > 0

ζ−1(s) =

(
+∞∑
n=1

1
ns

)−1

=
∏

p−prime
(1− p−1) =

+∞∑
n=1

µ(n)
n2 .
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La función aritmética de Möbius clásica
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µ(n) =


1 si n = 1
(−1)k si n = p1 · · · pk con pi primos diferentes
0 sino (i .e; n admite al menos un factor cuadrado

mas grande que uno)

Ejemplo : µ(2) = µ(7) = −1, µ(4) = µ(8) = 0, µ(6) = µ(10) = 1

La función inversa de Riemann ζ, s ∈ C,Re(s) > 0

ζ−1(s) =

(
+∞∑
n=1

1
ns

)−1

=
∏

p−prime
(1− p−1) =

+∞∑
n=1

µ(n)
n2 .
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Hay resultados impresionantes que usan µ.

Ejemplo : Para un entero n

Pr(n no tenga factores cuadrados ) =
6

π2

Para el poset (N, | ) tenemos para todo a, b ∈ N

µN(a, b) =


(−1)r si b/a es el producto de r primos distintos

0 sino

µN(2, 36) = 0 porque 36/2 = 18 = 2 · 32
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Poset de un semigrupo

Sea S := 〈a1, . . . , an〉 un semigrupo generado por a1, . . . , an ∈ N,
i.e.,

S := 〈a1, . . . , an〉 = {x1a1 + · · ·+ xnan | x1, . . . , xn ∈ N}.

S induce un orden parcial ≤S en N dado por

x ≤S y ⇐⇒ y − x ∈ S.

Denotemos por µS la función de Möbius asociada a (N,≤S).

Se puede verificar que µS(x , y) = 0 si y − x /∈ N, o bien
µS(x , y) = µS(0, y − x) sino. Consideremos entonces la función de
Möbius reducida definida

µS(x) := µS(0, x) para todo x ∈ N.
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Série de Hilbert asociado a un semigrupo

Sea A[S] = K [z1, . . . , zn] el anillo de polinomios sobre un campo K
(de caracteristica 0) asociado al semigrupo S = 〈a1, . . . , an〉.
La série de Hilbert de A[S] es dada por

HS(z) =
∑
i∈S

zs =
Q(z)

(1− za1) · · · (1− zan)
·

Observación

g(a1, . . . , an) = grado de HS(z)
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J.L. Raḿırez Alfonśın IMAG, Université de Montpellier, Francia UMI J.-C. Yaccoz - CNRS/IMPA, Brasil
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Ejemplo : Sea S = 〈2, 3〉 ⊂ N, tenemos que S = {0, 2, 3, 4, 5 . . .}

HS(t) = 1 + t2 + t3 + t4 + t5 + · · ·

t2HS(t) = t2 + t4 + t5 + · · ·

Entonces, (1− t2)HS(t) = 1 + t3, por lo que

HS(t) =
1 + t3

1− t2
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Funcion de Möbius vs série de Hilbert

Supongamos que podemos escribir

HS(z) =

∑
b∈∆ fb z

b

(1− zc1) · · · (1− zck )

para algún conjunto finito ∆ ⊂ N y algunos c1, . . . , ck ∈ N.

Teorema (Chappelon, Garcia-Marco, Montejano, R.A., 2015)∑
b∈∆

fb µS(x − b) = 0

para todo x /∈ {
∑

i∈A ci |A ⊂ {1, . . . , k}}.
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Consideremos GS la función generatriz de la función de Möbius,
i.e.,

GS(z) :=
∑
b∈N

µS(b) zb.

Teorema (Chappelon, Garcia-Marco, Montejano, R.A., 2015)

HS(z) GS(z) = 1.
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Una aplicación a teselaciones

Una teselación es un recubrimiento del plano con figuras planas
llamadas teselas o azulejos.

Sea R(a, b) el rectángulo 2-dimensional de lados a y b. Diremos
que el rectángulo R puede ser teselado con azulejos (rectángulos
2-dimensionales más pequños) R1, . . .Rk , si R puede ser llenado
completamente con copias disjuntas de Ri , 1 ≤ i ≤ k , sin usar
rotaciones.
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J.L. Raḿırez Alfonśın IMAG, Université de Montpellier, Francia UMI J.-C. Yaccoz - CNRS/IMPA, Brasil
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Ejemplo : Teselación de R(13, 13) con R(2, 2),R(3, 3) y R(5, 5)
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Pregunta : ¿Existe una función CR tal que, para cualesquiera
enteros a, b ≥ CR el rectángulo R(a, b) puede ser teselado con
copias de los rectángulos R(x , y) and R(u, v) ?

El caso especial cuando x = 4, y = 6, u = 5 y v = 7 fué una de
las preguntas del William Mowell Putnam Examination
(Problem B-3) en 1991.

Teorema (Klosinski, Alexanderson, Larson, 1992) R(a, b) puede ser
teselado con R(4, 6) y R(5, 7) si a, b ≥ 2214.
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Teorema (Labrousse, R.A., 2010) Sean p, q, r , s enteros tales que
gcd(qs, qr , rs) = gcd(p, r) = gcd(p, s) = gcd(r , s) = 1. Entonces,
R(a, b) puede ser teselado con R(p, q) y R(r , s) si

a, b > max{2qrs − (qs + qr + rs), ps − p − s, rs − r − s}.

Caso especial : Si p = 6, q = 4, r = 5 y s = 7 entonces R(a, b)
puede ser teselado con R(4, 6) y R(5, 7) si a, b > 197.

Teorema (Narayan, Schwenk, 2002) R(a, b) puede see teselado
con R(4, 6) y R(5, 7) si a, b ≥ 33.
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Ejemplo : Teselación de R(29, 29) con R(6, 4) y R(7, 5)
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Teorema (Labrousse, R.A., 2010) Sean 1 < a1 < a2 < · · · < an+1

enteros positivos primos relativos, n ≥ 1. Entonces R(a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n

)

puede ser teselado con R(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
n

), . . . ,R(an+1, . . . , an+1︸ ︷︷ ︸
n

) si

a > g(A1, . . . ,An+1) = nP −
n+1∑
i=1

Ai

donde Ai = P/ai con P =
∏n+1

j=1 aj .
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Teselación de R(17, 17) con R(2, 2),R(3, 3) y R(7, 7).
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Toro 2-dimensional

Aqúı pensaremos en el toro 2-dimensional T (a, b) de lados a y b
como un rectángulo, cuyos lados paralelos son identificados en la
forma usual.

Diremos que el toro T puede ser teselado con rectángulos
2-dimensionales más pequños R1, . . .Rk , si T puede ser llenado
completamente con copias disjuntas de Ri , 1 ≤ i ≤ k , sin usar
rotaciones.
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Ejemplo : Teselación de T (15, 10) con R(1, 6)
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Pregunta : ¿Existe una función CT = CT (x , y , u, v) tal que, para
cualesquiera enteros a, b ≥ CT el toro T (a, b) puede ser teselado
con copias de los rectángulos R(x , y) and R(u, v) ?

Teorema (Labrousse, R.A., 2010) La función CT (x , y , u, v) existe si
y solamente si gcd(xy , uv) = 1.

Teorema (Labrousse, R.A., 2010) Sean u, v , x y y enters positivos
tales que gcd(xy , uv) = 1. Entonces, T (a, b) puede ser teselado
con R(x , y) y R(v , u) si

a, b ≥ min{n1(uv + xy) + 1, n2(uv + xy) + 1}

donde n1 = max{vx , uy} y n2 = max{ux , vy}.
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y solamente si gcd(xy , uv) = 1.
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Ejemplo : Teselación T (13, 13) con R(2, 2) y R(3, 3)
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Ya’ab Niib óolal !
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Aplicación 2 : método Shell-sort

lista a ordenar : 3,2,7,9,8,1,1,5,2,6

(secuencia de incrementación : 7,3,1)

7-ordenado : 3,2,6,9,8,1,1,5,2,6

3-ordenado : 1,2,1,3,5,2,7,8,6,9

1-ordenado : 1,1,2,2,3,5,6,7,8,9

Sea nd(a1, . . . , an) el número de múltiplos de d que no son
representables por a1, . . . , an.
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¿Quieres ganar un millón de dólares ? ¡Resuelve el problema de los timbres !



Aplicación 2 : método Shell-sort

lista a ordenar : 3,2,7,9,8,1,1,5,2,6

(secuencia de incrementación : 7,3,1)

7-ordenado : 3,2,6,9,8,1,1,5,2,6

3-ordenado : 1,2,1,3,5,2,7,8,6,9

1-ordenado : 1,1,2,2,3,5,6,7,8,9

Sea nd(a1, . . . , an) el número de múltiplos de d que no son
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Lema El número de pasos necesarios para hj -ordenar N enteros que
ya han sido hj+1 − hj+2 − · · · − ht-ordenados es

O

(
Nnhj (hj+1, hj+2, . . . , ht)

hj

)
.

Lema Si gcd(a1, . . . , an) = 1 entonces

nd(a1, . . . , an) <
g(a1, . . . , an)

d
.

Teorema (Incerpi, Sedgewick, 1985) El tiempo de ejecución del
Shell-sort es O(N3/2) donde N es el número de elementos del
arreglo (en promedio y en el peor caso).
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Fórmulas para secuencias particulares

(Brauer 1942) g(a, a + 1, . . . , a + k − 1) =
(⌊

a−2
k−1

⌋
+ 1
)
a− 1.

(Roberts 1956) Sean a, d , s ∈ N con gcd(a, d) = 1.
g(a, a + d , . . . , a + sd) =

(⌊
a−2
s

⌋
+ 1
)
a + (d − 1)(a− 1)− 1.

(Selmer 1977) Sean a, h, d , k ∈ N+ con gcd(a, d) = 1. Entonces,
g(a, ha+d , ha+ 2d , . . . , ha+kd) = ha

⌊
a−2
k

⌋
+a(h−1) +d(a−1).

(R.A., Rødseth 2008) Fórmula semi-explicita para
g(a, a + d , . . . , a + kd , c) con gcd(a, d) = 1.
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Fórmulas para secuencias particulares

(Brauer 1942) g(a, a + 1, . . . , a + k − 1) =
(⌊

a−2
k−1

⌋
+ 1
)
a− 1.

(Roberts 1956) Sean a, d , s ∈ N con gcd(a, d) = 1.
g(a, a + d , . . . , a + sd) =

(⌊
a−2
s

⌋
+ 1
)
a + (d − 1)(a− 1)− 1.

(Selmer 1977) Sean a, h, d , k ∈ N+ con gcd(a, d) = 1. Entonces,
g(a, ha+d , ha+ 2d , . . . , ha+kd) = ha

⌊
a−2
k

⌋
+a(h−1) +d(a−1).
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Cotas Superiores

(Schur 1942) g(a1, . . . , an) ≤ (a1 − 1)(an − 1)− 1.

(Erdős, Graham 1972) g(a1, . . . , an) ≤ 2an−1

⌊
an
n

⌋
− an.

(Selmer 1977) g(a1, . . . , an) ≤ 2an
⌊
a1
n

⌋
− a1.

Cotas Inferiores

(Hujter 1982)

g(a1, . . . , an) ≥
(
n−1
n

)
((n − 1)!a1a2 · · · an)

1
n−1 −

n∑
i=1

ai .

(Killingbergtrø 2000)

g(a1, . . . , an) ≥ ((n − 1)!a1a2 · · · an)
1

n−1 −
n∑

i=1
ai .
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J.L. Raḿırez Alfonśın IMAG, Université de Montpellier, Francia UMI J.-C. Yaccoz - CNRS/IMPA, Brasil
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