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Un ciclo de longitud n > 3 de G es una sucesién de vértices

Vo, V1, ..., Vv, todos distintos tales que u = vg,v =v, y v,_1 €s
adyacente a vj para i =1,...,ny vy y Vv, son también adyacentes.
- Un ciclo es simple si todas las aristas utilizadas son diferentes.
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Vo, V1, ..., Vv, todos distintos tales que u = vg,v =v, y v,_1 €s
adyacente a vj para i =1,...,ny vy y Vv, son también adyacentes.
- Un ciclo es simple si todas las aristas utilizadas son diferentes.

Dos ciclos (u, v,w,u)y (z,z)
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Ciclos

Teorema Una grafica G es bipartita si y solamente si G no
contiene ciclos de longitud impar.
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Teorema Una grafica G es bipartita si y solamente si G no
contiene ciclos de longitud impar.

Observacién Si G es bipartita entonces x(G) > 3.
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Graficas hamiltonianas

Un ciclo hamiltoniano de una grafica G de orden n es un ciclo

simple de longitud n.
Si G admite un ciclo hamiltoniano diremos que la grafica G es

hamiltoniana.
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Graficas hamiltonianas

Un ciclo hamiltoniano de una grafica G de orden n es un ciclo

simple de longitud n.
Si G admite un ciclo hamiltoniano diremos que la grafica G es

hamiltoniana.
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Graficas hamiltonianas

Teorema Sea G una grafica simple de orden al menos 4. Si para
toda pareja de vértices {u, v} no adyacentes de G, tenemos que
d(u) + d(v) > n, entonces G es hamiltoniana.




Graficas hamiltonianas

Teorema Sea G una grafica simple de orden al menos 4. Si para
toda pareja de vértices {u, v} no adyacentes de G, tenemos que
d(u) + d(v) > n, entonces G es hamiltoniana.

Observacién La reciproca del Teorema no es verdadero en general.
Por ejemplo, un ciclo de longitud n > 5 es hamiltoniano sin
embargo tenemos que para todo u,v € V, d(u) +d(v) =4 < n.
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Graficas hamiltonianas

Teorema Sea G una grafica simple de orden al menos 4. Si para
toda pareja de vértices {u, v} no adyacentes de G, tenemos que
d(u) + d(v) > n, entonces G es hamiltoniana.

Observacién La reciproca del Teorema no es verdadero en general.
Por ejemplo, un ciclo de longitud n > 5 es hamiltoniano sin
embargo tenemos que para todo u,v € V, d(u) +d(v) =4 < n.

Corolario Toda grafica simple de orden n > 3, con §(G) >
hamiltoniana.

€s
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Graficas hamiltonianas

El Presidente de un club decide de reunir a todos los miembros
alrededor de una mesa redonda. Los miembros del club tienen un
caracter muy dificil y cada uno tiene pocos amigos y antipatia
contra todos los otros.

El Presidente decide de sentar miembros

< amigos > consecutivamente en la mesa redonda para evitar
disputas. Después de varios ensayos, se da cuenta que no puede
encontrar una solucién tomando en cuenta la condicién de
‘amistad’. Desesperado el Presidente contacta su amigo
matematico y le platica el problema.

El matematico le contesta :
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Graficas hamiltonianas

iEs absolutamente imposible ! pero si uno de ustedes no viene a la
reunidn entonces si se puede encontrar una solucién tomando en
cuenta la condicién de la amistad.

i Quién no debe venir? pregunta el Presidente

No importa quien, dice el matemdtico, quien agrega, ademas si
hubiera menos miembros, esta curiosa propiedad no se podria dar.

El Presidente decide de sacrificarse y no venir, preteniendo que
esta enfermo el dia de la reunién.

i Cudntos miembros hay en el club?;Cudles son los amigos y las
antipatias que existen entre ellos 7 Demostrar que la solucén que
verifica las condiciones es tnica.
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Graficas hamiltonianas

Podemos formular este problema en terminos de graficas.

Una gréfica simple G = (V, E) es hipohamiltoniana si no tiene un
cyclo hamiltoniano pero G \ {v} es hamiltoniana para todo vértice
v de G.

Encontrar una grafica hipohamiltoniana de orden minimal y
demostrar que la solucién es lnica.

Teorema Si G es hipohamiltoniana entonces es de orden al menos
10. Mds aln, cuando su orden es exactamente 10 entonces G est
isomorfa a la gréfica de Petersen.
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Arboles

Un 4rbol es una grafica conexa y sin ciclos.
Une bosque es una grafica sin ciclos.
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Teorema En un arbol T con mds de un vértice, existen al menos
dos vértices de grado uno.
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Teorema En un arbol T con mds de un vértice, existen al menos
dos vértices de grado uno.

Demostracién Sea P un camino maximal de T. Entonces, |P| > 2
y los extremos de P tienen grado uno.

Los vertices de grado uno en un drbol T son llamado hojas de T.

Teorema Un arbol T es bipartito.
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Teorema Dado una grafica T, las siguientes afirmaciones son
equivalentes :

e T es un arbol
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e T es conexa, y para todo e € E(T) se tiene que T \ e es
disconexa.
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Teorema Dado una grafica T, las siguientes afirmaciones son
equivalentes :

e T es un arbol
e Para cualesquiera u,v € V/(T), existe un dnico uv-camino en T

e T es conexa, y para todo e € E(T) se tiene que T \ e es
disconexa.

e T no tiene ciclos y para todo u,v € V(T) tales que
(u,v) & E(T) se tiene que T + (u, v) tiene exactamente un ciclo
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Teorema Una grafica G es conexa si y solamente si G tiene una
subgrafica generadora isomorfa a un arbol.
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Demostracién (Suficiencia) Facil.

(Necesidad) Supongamos que G sea de orden n > 2y sea G’ una
subgrafica generadora de G conexa maximal (esto es, G’ es conexa
pero G’ \ e no es conexa para toda arista e de G').

J. Ramirez Alfonsin




Teorema Una grafica G es conexa si y solamente si G tiene una
subgrafica generadora isomorfa a un arbol.

Demostracién (Suficiencia) Facil.
(Necesidad) Supongamos que G sea de orden n > 2y sea G’ una

subgrafica generadora de G conexa maximal (esto es, G’ es conexa
pero G’ \ e no es conexa para toda arista e de G').

Entonces la grafica G’ verifica una de las condiciones equivalentes
del teorema, por lo que G’ es un &rbol.
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Arboles

Tenemos 8 ciudades que estan aisladas y entre las que se quiere
construir carreteras de la manera mas econémica posible de modo
que todas las ciudades estén conectadas.
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Teorema (Caley) Hay n"=2 4rboles etiquetados en n vértices.
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Teorema (Caley) Hay n"=2 4rboles etiquetados en n vértices.

Demostracién (idea) Una demostracién utiliza el cédigo de Priifer,
que da una biyeccién entre el conjunto de drboles etiquetados y el
conjunto de cadenas de longitud n — 2 con n simbolos.
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Teorema (Kruskal) Dado una grafica completa con aristas
ponderadas (con Pesos). Entonces, existe un algoritmo

< eficiente > que encuentra un arbol generador etiquetado en n
vértices de peso minimo.
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Teorema (Kruskal) Dado una grafica completa con aristas
ponderadas (con Pesos). Entonces, existe un algoritmo

< eficiente > que encuentra un arbol generador etiquetado en n
vértices de peso minimo.

Algoritmo Glotén

e Escoger una arista de costo minimo.
e Repetir el paso anterior verificando, en cada paso, que la nueva
arista no forman ciclo con las ya escogidas.

J. Ramirez Alfonsin




Teorema (Kruskal) Dado una grafica completa con aristas
ponderadas (con Pesos). Entonces, existe un algoritmo

< eficiente > que encuentra un arbol generador etiquetado en n
vértices de peso minimo.

Algoritmo Glotén

e Escoger una arista de costo minimo.

e Repetir el paso anterior verificando, en cada paso, que la nueva
arista no forman ciclo con las ya escogidas.

e El algoritmo termina cuando se hayan escogido n — 1 aristas.
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Graficas Eulerianas

i Es posible de hacer un recorrido cruzando cada uno de los
puentes de Konigsberg sobre el rio Presel solo una vez y regresar al
punto de inicial ?




Graficas Eulerianas

Lenhardt Euler (1736) contesté a la pregunta de forma negativa.
(Euler es considerado como el padre de la Teoria de gréficas)

SOLVTIO PROBLEMATE e
T 4=
GEOMETRIAM SITVS 5 &




Graficas Eulerianas

- Un recorrido en una grafica G es una sucesion de vértices y
aristas vp, €g, V1, €1,...,€x_1, vk donde e;_1 es adyacente a e; para
todoi=1,...,k—1.

- El recorrido se dice euleriano si inicia y termina en el mismo
vértice y utiliza cada arista exactamente una sola vez.

- Una grafica es euleriana si admite un recorrido euleriano.
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Graficas Eulerianas

- Un recorrido en una grafica G es una sucesion de vértices y
aristas vp, €g, V1, €1,...,€x_1, vk donde e;_1 es adyacente a e; para
todoi=1,...,k—1.

- El recorrido se dice euleriano si inicia y termina en el mismo
vértice y utiliza cada arista exactamente una sola vez.

- Una grafica es euleriana si admite un recorrido euleriano.
Representacién de los puentes con una grafica
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Graficas Eulerianas

- Un recorrido en una grafica G es una sucesion de vértices y
aristas vp, €g, V1, €1,...,€x_1, vk donde e;_1 es adyacente a e; para
todoi=1,...,k—1.

- El recorrido se dice euleriano si utiliza cada arista exactamente
una sola vez. Un ciclo euleriano es un recorrido euleriano que inicia
y termina en el mismo vértice.

- Una grafica es euleriana si admite un ciclo euleriano.

iNO ES EULERIANA'!
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Graficas Eulerianas

Teorema (Euler) Una grafica G es euleriana si y solamente si es
conexa y todos sus vértices tienen grado par.




Graficas Eulerianas

Teorema (Euler) Una grafica G es euleriana si y solamente si es
conexa y todos sus vértices tienen grado par.

- Una grafica es semi-euleriana si admite un recorrido euleriano.

Teorema Una gréfica es semi-euleriana si y solamente si es conexe
y admite 0 o 2 vértices de grado impar.




Graéficas dirigidas

Una grafica dirigida G = (V, A) es una grafica en donde las aristas
tienen una direccién. Los elementos de A(G) son llamados arcos.
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Graéficas dirigidas

Una grafica dirigida G = (V, A) es una grafica en donde las aristas
tienen una direccién. Los elementos de A(G) son llamados arcos.

- Si a={u,v} € A(G) decimos que el arco a tiene vértice inicial
en u dirigido al vértice final v.

-Sea v e G.

El grado exterior de v, denotado por d*(v), es el nimero de arcos
que salen de v.

El grado interior de v, denotado por d~(v), el ndmero de arcos
que entran a v.
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Graéficas dirigidas

Una gréfica G = (V, E) de orden n con m aristas es conservativa
si existe una direccién del conjunto de sus aristas y una biyeccién

w: E(G) —{1,...,m},

tal que para todo vértice v de G,

ec Ny, eeN,”

N es el conjunto de arcos que salen de v
N, es el conjunto de arcos que entran en v
(si Nf =N, =0 entonces > w(e)= > w(e)=0).

eeNS ee NS
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Graéficas dirigidas

Esta propiedad en cada vértice es concocida como la ley de
corriente de Kirchhoff. Kirchhoff consideré la circulacién de agua
en una red de tuberias o bien la circulacién de coriente eléctrica en
un circuito.

Ejemplo : Los arcos representan las tuberias de agua y la etiqueta
de cada arco representa los litros de agua por segundo que puede
circular en esta red.
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Graéficas dirigidas

Teorema Sea G una grafica que admite una descomposicién en dos
ciclos hamiltonianos. Entonces, G es conservativa
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- Si ninglin cuadro es contenido en otro, entonces el rectdngulo
cuadratizado es llamadao simple

- Por mucho tiempo se desconocia la existencia de cuadrados
perfectos simples. Mds atn, fué conjeturado que no existian tales
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Problema de Cuadrados perfectos

- Si ninglin cuadro es contenido en otro, entonces el rectdngulo
cuadratizado es llamadao simple

- Por mucho tiempo se desconocia la existencia de cuadrados
perfectos simples. Mds atn, fué conjeturado que no existian tales
cuadrados.

- En 1940, se dié un método para construir cuadrados perfectos
simples utilizando gréaficas conservativas.
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Problema de Cuadrados perfectos

- Asociar una gréfica dirigida
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- Asociar una gréfica dirigida con pesos en sus vértices
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Problema de Cuadrados perfectos

Teorema Si G es una grafica plana, 3-conexay (x,y) es una arista
de G entonces un flujode x a y en G\ (x, y) determina un
rectangulo cuadratizado simple.
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