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Apolonio de Perga

- Conocido como “El gran geometra”
- Su libro famoso Conics introduce los terminos de hyperbola y
elipse.
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Teorema de Apolonio

Teorema (Apolonio de Perga) Dados 3 circulos mutuamente
tangentes existen exactamente dos circulos tangentes a los tres.
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Teorema de Apolonio

Teorema (Apolonio de Perga) Dados 3 circulos mutuamente
tangentes existen exactamente dos circulos tangentes a los tres.
Prueba (idea) :

SQROS SRy

g(p)=00
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Diferentes representaciones

Posibles representaciones de 4 circulos mutuamente tangentes

H &

o OO

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Empaquetamientos de Apolonio : construccién

- Tomemos 4 circulos mutuamente tangentes
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Empaquetamientos de Apolonio : construccién

- Tomemos 4 circulos mutuamente tangentes
- Agreguemos nuevos circulos tangentes a 3 de los cuatro circulos
(previsto por Teorema de Apolonio)
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Empaquetamientos de Apolonio : construccién

- Tomemos 4 circulos mutuamente tangentes

- Agreguemos nuevos circulos tangentes a 3 de los cuatro circulos
(previsto por Teorema de Apolonio)

- Agreguemos otros nuevos circulos a la nueva configuracién
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Empaquetamientos de Apolonio : construccién

- Tomemos 4 circulos mutuamente tangentes

- Agreguemos nuevos circulos tangentes a 3 de los cuatro circulos
(previsto por Teorema de Apolonio)

- Agreguemos otros nuevos circulos a la nueva configuracién

- Continuemos el procedimiento indifinidamente
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Curvaturas

. . . . 1
Cada circulo etiquetado con su curvatura : curv(C) = Tadio(C)
La curvatura del circulo exterior es —1 (orientado al exterior para

que los interiores sean disjuntos).
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Teorema de Descartes

Un empaquetamiento Apolonio es integral si todas sus curvaturas
son enteras.
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Teorema de Descartes

Un empaquetamiento Apolonio es integral si todas sus curvaturas
son enteras.
Pregunta : j Existe algun empaquetamiento Apolonio integral ?
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Teorema de Descartes

Un empaquetamiento Apolonio es integral si todas sus curvaturas
son enteras.
Pregunta : j Existe algun empaquetamiento Apolonio integral 7 S|
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Teorema de Descartes

Un empaquetamiento Apolonio es integral si todas sus curvaturas
son enteras.

Pregunta : j Existe algun empaquetamiento Apolonio integral 7 S|
Teorema (Descartes 1643) Si a, b, ¢, d son las curvaturas de cuatro
circulos mutuamente tangentes si y solo si satisface la ecuacién
cuadrdtica 2(a® + b> + 2+ d?) = (a+ b+ c + d)?
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Teorema de Descartes

Un empaquetamiento Apolonio es integral si todas sus curvaturas
son enteras.

Pregunta : j Existe algun empaquetamiento Apolonio integral 7 S|
Teorema (Descartes 1643) Si a, b, ¢, d son las curvaturas de cuatro
circulos mutuamente tangentes si y solo si satisface la ecuacién
cuadrdtica 2(a® + b> + 2+ d?) = (a+ b+ c + d)?

"je pense, donc j'existe"
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Resultados relacionados

Teorema (Soddy 1936) Si los cuatro primeros circulos de un
empaquetamiento Apolonio P tienen curvaturas enteras entonces
P es integral.
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Resultados relacionados

Teorema (Soddy 1936) Si los cuatro primeros circulos de un

empaquetamiento Apolonio P tienen curvaturas enteras entonces
P es integral.

Teorema (Soddy-Gosset 1937) Las curvaturas ki, ..., kg42 de
d + 2 d-bolas en IR? tangentes por parejas verifican
d(kg + - Kg0) = (K14 + Kai2)?.
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Resultados relacionados

Teorema (Soddy 1936) Si los cuatro primeros circulos de un

empaquetamiento Apolonio P tienen curvaturas enteras entonces
P es integral.

Teorema (Soddy-Gosset 1937) Las curvaturas ki, ..., kg42 de
d + 2 d-bolas en IR? tangentes por parejas verifican
d(kg + - Kg0) = (K14 + Kai2)?.

2((—=1)2+224+224+32) =36 =(—1+2+2+3)
2(22 + 62 4+ 32 4+232) = 1156 = (2 + 6 + 3 + 23)
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Empaquetamientos utilizando inversiones

A partir del Tetraedro

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Empaquetamientos utilizando inversiones

A partir del Tetraedro

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Empaquetamientos utilizando inversiones

A partir del Tetraedro

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Empaquetamientos utilizando inversiones

A partir del Tetraedro

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Empaquetamientos utilizando inversiones

A partir del Tetraedro

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Otros empaquetamientos utilizando inversiones

A partir del Octaedro
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Tres empaquetamientos

A partir del Tetraedro, Octaedro y el Cubo

Figuras realizadas con un software programado por |. Rasskin
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Algunas preguntas

Es natural preguntarse
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Algunas preguntas

Es natural preguntarse

Pregunta 1; Qué nimeros enteros aparecen como curvaturas en
un empaquetamiento ?
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Algunas preguntas

Es natural preguntarse

Pregunta 1; Qué nimeros enteros aparecen como curvaturas en
un empaquetamiento ?

Pregunta 2 ; Que podemos decir sobre empaquetamientos de
d-bolas en IRY ?

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Algunas preguntas

Es natural preguntarse

Pregunta 1; Qué nimeros enteros aparecen como curvaturas en
un empaquetamiento ?

Pregunta 2 ; Que podemos decir sobre empaquetamientos de
d-bolas en IRY ?

Pregunta 3 Existen otras relaciones de tipo-Descartes ?
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Un poco sobre la teoria de Lorenzianos

Sea d > 1. El espacio Lorentziano LA*t11 de dimension d + 2, es
el espacio vectorial de dimension d + 2 dotado del producto
Lorentziano

(x,y) =x1y1 + -+ + Xd41Yd+1 — Xd4+2Yd+2, X, ¥ € Lottt
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Un poco sobre la teoria de Lorenzianos

Sea d > 1. El espacio Lorentziano LA*t11 de dimension d + 2, es
el espacio vectorial de dimension d + 2 dotado del producto
Lorentziano

(X,y) = xay1 + -+ Xd41¥d+1 — Xd+2Yd+2, X,y € LITH
El vector v € IL9T1! se llama space-like si (v,v) >0y
normalizado si |(v, v)| = 1.
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Un poco sobre la teoria de Lorenzianos

Sea d > 1. El espacio Lorentziano LA*t11 de dimension d + 2, es
el espacio vectorial de dimension d + 2 dotado del producto
Lorentziano

(x,y) =x1y1 + -+ + Xd41Yd+1 — Xd4+2Yd+2, X, ¥ € Lottt

El vector v € IL9T1! se llama space-like si (v,v) >0y
normalizado si |{v,v)| = 1.

. o : ~d

e Existe una biyeccidn entre el espacio de d-bolas Ball(IR") en
~d . .

IR™ :=IRYU {0} y el conjunto de vectores space-like

normalizados de T.9+1:1,
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Un poco sobre la teoria de Lorenzianos

Sea d > 1. El espacio Lorentziano LA*t11 de dimension d + 2, es
el espacio vectorial de dimension d + 2 dotado del producto
Lorentziano

(X,y) = xay1 + -+ Xd41¥d+1 — Xd+2Yd+2, X,y € LITH
El vector v € IL9T1! se llama space-like si (v,v) >0y
normalizado si |{v,v)| = 1.

N

e Existe una biyeccidn entre el espacio de d-bolas Ball(IR") en
~d . .
IR™ :=IRYU {0} y el conjunto de vectores space-like

normalizados de T.9+1:1, j
e El grupo de Mobius Mob(IR ™) es el grupo generado por las
inversiones de d-bolas.
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Arreglo de bolas

Sea P un (d + 1)-politopo esfera-exterior (vertices afuera de la
esfera)
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Arreglo de bolas

Sea P un (d + 1)-politopo esfera-exterior (vertices afuera de la
esfera)

El arreglo de bolas proyectado de P, B(P), es la coleccién de
d-bolas cuyas fuentes de luz son los vértices de P.
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Arreglo de bolas

Sea P un (d + 1)-politopo esfera-exterior (vertices afuera de la
esfera)

El arreglo de bolas proyectado de P, B(P), es la coleccién de
d-bolas cuyas fuentes de luz son los vértices de P.

Si P es un (d + 1)-politopo arista-inscribible (i.e., todas las aristas

de P son tangentes a S?) entonces B(P) es un empaquetamiento
de d-bolas Bp.
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Empaquetamientos polytopales

Un empaquetamiento de d-bolas Bp est politopal si existe
L eMéb(]f{d) tal que u(B,) = B(P).
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Empaquetamientos polytopales

Un empaquetamiento de d-bolas Bp est politopal si existe

L eMéb(]f{d) tal que u(B,) = B(P).

Observaciones

- el grafo de tangencia de Bp y el esqueleto de P son isomorfos.
- No todos los empaquetamientos de d-bolas son politopales
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Empaquetamientos polytopales

Un empaquetamiento de d-bolas Bp est politopal si existe

1 eMab(IR?) tal que u(B,) = B(P).

Observaciones

- el grafo de tangencia de Bp y el esqueleto de P son isomorfos.
- No todos los empaquetamientos de d-bolas son politopales
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Proyecciones de empaquetamientos centrados

Realizacién arista-inscribible de un (d + 1)-politopo regular.

La proyeccién centrada es la coleccién de proyecciones de las bolas
con una k-cara cuyo baricentro esta en el rayo generado a partir
del polo Norte.
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Proyecciones de empaquetamientos centrados

Realizacién arista-inscribible de un (d + 1)-politopo regular.

La proyeccién centrada es la coleccién de proyecciones de las bolas
con una k-cara cuyo baricentro esta en el rayo generado a partir
del polo Norte.

Edge-scribed realization | Vertex centered at oo Edge centered at co Face centered at co
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Proyecciones de empaquetamientos centrados
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.

- Py una realizacién de P conteniendo el origen.
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.
- Py una realizacién de P conteniendo el origen.

- Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.
- Py una realizacién de P conteniendo el origen.
- Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

- Existe una transformacién de Mobius p tal que p(Bp) = B(Po).
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.

- Py una realizacién de P conteniendo el origen.

- Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

- Existe una transformacién de Mobius p tal que p(Bp) = B(Po).
- El dual de Bp es el arreglo de bolas B}, := u~1(B(P*)).
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.

- Py una realizacién de P conteniendo el origen.

- Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

- Existe una transformacién de Mobius p tal que p(Bp) = B(Po).
- El dual de Bp es el arreglo de bolas B}, := u~1(B(P*)).

- Como Py es arista-inscribible P§ es ridge-scribed ((d — 1)-cara
inscribible).
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.

- Py una realizacién de P conteniendo el origen.

- Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

- Existe una transformacién de Mobius p tal que p(Bp) = B(Po).
- El dual de Bp es el arreglo de bolas B}, := u~1(B(P*)).

- Como Py es arista-inscribible P§ es ridge-scribed ((d — 1)-cara
inscribible).

- d = 2, Py es también arista-inscribible y entonces Bp and Bj son
ambos empaquetamientos de discos.
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Dualidad

- P un (d + 1)-politopo arista-inscribible.

- Py una realizacién de P conteniendo el origen.

- Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

- Existe una transformacién de Mobius p tal que p(Bp) = B(Po).
- El dual de Bp es el arreglo de bolas B}, := u~1(B(P*)).

- Como Py es arista-inscribible P§ es ridge-scribed ((d — 1)-cara
inscribible).

- d = 2, Py es también arista-inscribible y entonces Bp and Bj son
ambos empaquetamientos de discos.

- La union de Bp U B es llamado representacion primal-dual de P.
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Ejemplo de dualidad

Teorema (Brightwell, Scheinerman) Siempre existe una Unica
representacién (bajo una posible transformacién de Mobius)
primal-dual para todo poliedro.
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Ejemplo de dualidad

Teorema (Brightwell, Scheinerman) Siempre existe una Unica
representacién (bajo una posible transformacién de Mobius)
primal-dual para todo poliedro.

- Considerado como una version mas fuerte del conocido teorema
de empaquetamientos de circulos de Koebe-Andreev-Thurston.
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Mobius unicidad

Dos empaquetamientos de d-bolas B y B’ son Mobius equivalentes
si uno puede enviar uno al otro con una transformaciéon de Mobius.
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Mobius unicidad

Dos empaquetamientos de d-bolas B y B’ son Mobius equivalentes
si uno puede enviar uno al otro con una transformaciéon de Mobius.

Un (d + 1)-politopo arista-inscribible es Mobius dnico si las
proyecciones de arreglo de bolas de todas sus realizaciones
arista-inscribible son Mobius eqivalentes.
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Mobius unicidad

Dos empaquetamientos de d-bolas B y B’ son Mobius equivalentes
si uno puede enviar uno al otro con una transformaciéon de Mobius.

Un (d + 1)-politopo arista-inscribible es Mobius dnico si las
proyecciones de arreglo de bolas de todas sus realizaciones
arista-inscribible son Mobius eqivalentes.

Teorema (Rasskin + R.A. 2021)

a) El dnico poligono Mobius tnico es el triangulo.

b) El (d + 1)-simplex es Mobius tnico, para todo d > 1.
c) El (d + 1)-cubo es Mdbius tnico, para todo d > 2.
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Mobius unicidad

Dos empaquetamientos de d-bolas B y B’ son Mobius equivalentes
si uno puede enviar uno al otro con una transformaciéon de Mobius.
Un (d + 1)-politopo arista-inscribible es Mobius dnico si las
proyecciones de arreglo de bolas de todas sus realizaciones
arista-inscribible son Mobius eqivalentes.

Teorema (Rasskin + R.A. 2021)

a) El dnico poligono Mobius tnico es el triangulo.

b) El (d + 1)-simplex es Mobius tnico, para todo d > 1.

c) El (d + 1)-cubo es Mdbius tnico, para todo d > 2.

Prueba (idea) : B Mdbius equivalente B’ sss Gram(B) = Gram(B')

dénde
<V17V1> <V17Vn>

Gram(B) =

<Vn7 V1> T <V17 Vn>

B={v,...v,} Cc RItHL
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Grupos de Apolonio

Sea Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

A

El grupo Simétrico : Sym(Bp) := (1 € Mob(IR)|u(Bp) = Bp)
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Grupos de Apolonio

Sea Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

El grupo Simétrico : Sym(Bp) := (1 € Mob(IR)|uu(Bp) = Bp)
El grupo Apoloniano : A(Bp) := (S(B})) dénde S(Bp) es el
conjunto de inversiones de las d-bolas de B
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Grupos de Apolonio

Sea Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

El grupo Simétrico : Sym(Bp) := (1 € Mob(IR)|uu(Bp) = Bp)
El grupo Apoloniano : A(Bp) := (S(B})) dénde S(Bp) es el
conjunto de inversiones de las d-bolas de B

El grupo Super Simétrico Apoloniano :

SSA(Bp) := (Sym(Bp) U A(Bp) U A(B}))
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Grupos de Apolonio

Sea Bp un empaquetamiento d-bolas polytopal.

El grupo Simétrico : Sym(Bp) := (1 € Mob(IR)|uu(Bp) = Bp)
El grupo Apoloniano : A(Bp) := (S(B})) dénde S(Bp) es el
conjunto de inversiones de las d-bolas de B

El grupo Super Simétrico Apoloniano :

SSA(Bp) := (Sym(Bp) U A(Bp) U A(Bp))

Teorema (Rasskin + R.A. 2021)

Existen empaquetamientos del tetraedrales, clbicos y
dodecaedrales de Apolonio donde el conjunto de curvaturas

contienen todos los cuadrados perfectos.
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Ejemplo de empaquetamien

Tetraedral
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Ejemplo de empaquetamiento

Cubico
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Dodecaedral (¢ es el nimero dureo HT\@)
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Curvaturas Lorentzianas de politopos

Para todo x € IL9t11 definamos
K(x) = —(xn, X)

dénde xy = (411 + eg42) con e; vector candnico de ILIT11L,
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Curvaturas Lorentzianas de politopos

Para todo x € IL9t11 definamos
K(x) = —(xn, X)

dénde xy = (411 + eg42) con e; vector candnico de ILIT11L,

Notemos que si x es space-like normalizado entonces
(curvatura de b)  k(b) = —(xn, Xp)
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Curvaturas Lorentzianas de politopos

Para todo x € IL9t11 definamos
K(x) = —(xn, X)

dénde xy = (411 + eg42) con e; vector candnico de ILIT11L,

Notemos que si x es space-like normalizado entonces
(curvatura de b)  k(b) = —(xn, Xp)

Sea P C E9*1 esfera-exterior. El baricentro Lorentziano de P es

1
Xp = = Xp(y
P 1 R(P)) 2 %)

VG-Fo(P)

dénde b(v) es la région iluminada a partir de v.
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Curvaturas Lorentzianas de politopos

La curvatura Lorentziana de P es definida commo

kp = K(xp)
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Curvaturas Lorentzianas de politopos

La curvatura Lorentziana de P es definida commo

kp = K(xp)

Por linearidad tenemos que

1
Kp ::m Z k(b(v))
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Resultado

Teorema (Rasskin 4+ R.A. 2021) Sea d > 1. Tomemos una
realizacién arista-inscribible de un (d + 1)-politopo regular P con
simbolos de Schlafli {p1,...,pg}. Las curvaturas Lorentzianas de
una bandera (fo, fi, ..., fy, f4+1 = P) satisface

d

2
2 — Io(d 1 ('Liﬁ - "iﬁ#l)
wp = Le(d+ ); Lo(i+1) — Lp(7)

con
1 i 0
{_/921 pgy F2<i<d+l

donde l¢,, . . esla mitad de la longitud de una arista de la
ralizacién arista-inscribible de la cara regular f;.
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Integralidad empaquetamientos Octaedral

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k1, k2, k3 las curvaturas
de tres discos dos a dos tangentes de un empaquetamiento de
discos politopal octaedral Bp. Si k1, k2, k3 Y

\/2(/11&2 + K1k3 + K2K3) son enteros entonces el
empaquetamiento Apolonio generado a partir de Bp es integral.
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Integralidad empaquetamientos Octaedral

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k1, k2, k3 las curvaturas
de tres discos dos a dos tangentes de un empaquetamiento de
discos politopal octaedral Bp. Si k1, k2, k3 Y

\/2(/11&2 + K1k3 + K2K3) son enteros entonces el
empaquetamiento Apolonio generado a partir de Bp es integral.

J. L. Ramirez Alfonsin Empaquetamientos de Apolonio, politopos y Descartes



Integralidad empaquetamientos Cibico

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k;_1, Kj, ki+1 las
curvaturas de tres discos consecutivamente tangentes de un
empaquetamiento de discos politopal cibico B¢. Si kj_1, ki, Kit1 Y
\/—/@,? + KjRkit1 + Kiki—1 + Ki_1Kj+1 son enteros entonces el
empaquetamiento Apolonio generado a partir de B¢ es integral.
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Integralidad empaquetamientos Cibico

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k;_1, Kj, ki+1 las
curvaturas de tres discos consecutivamente tangentes de un
empaquetamiento de discos politopal cibico B¢. Si kj_1, ki, Kit1 Y
\/—/@,? + KjRkit1 + Kiki—1 + Ki_1Kj+1 son enteros entonces el
empaquetamiento Apolonio generado a partir de B¢ es integral.
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Integralidad empaquetamientos lcoedral

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k1, k2, k3 las curvaturas
de tres discos dos a dos tangentes de un empaquetamiento de
discos politopal icoaedral B;. Si k1, k2, k3 Y \/K1k2 + K1Kk3 + K2K3
estan en Z[p] entonces el empaquetamiento Apolonio generado a
partir de B, es -integral.
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Integralidad empaquetamientos lcoedral

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k1, k2, k3 las curvaturas
de tres discos dos a dos tangentes de un empaquetamiento de
discos politopal icoaedral B;. Si k1, k2, k3 Y \/K1k2 + K1Kk3 + K2K3
estan en Z[p] entonces el empaquetamiento Apolonio generado a
partir de B, es -integral.
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Integralidad empaquetamientos Dodecaedral

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k;_1, Kj, ki+1 las
curvaturas de tres discos consecutivamente tangentes de un
empaquetamiento de discos politopal dodecaedral Bp. Si

Ri—1,Kjy Kj+1Y \/—802%,2 + KiKi+1 + KiKj—1 + Ki—1Ki+1 estan en
Z[¢] entonces el empaquetamiento Apolonio generado a partir de
Bp es p-integral.
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Integralidad empaquetamientos Dodecaedral

Proposicién (Rasskin + R.A. 2021) Sean k;_1, Kj, ki+1 las
curvaturas de tres discos consecutivamente tangentes de un
empaquetamiento de discos politopal dodecaedral Bp. Si

Ki—1,Ki, Rit1y \/—90211,2 + KiKi+1 + KiKj—1 + Ki—1Ki+1 estan en
Z[¢] entonces el empaquetamiento Apolonio generado a partir de
Bp es p-integral.
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Gracias por su atencion!!
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