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Objectif

@ Déterminer la fonction valeur
@ Trouver un contréle optimal (s'il en existe)
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Formulation |

Allocati . Actif sans risque 0_go0
optimale de VEUS UK q dS¢ = S'rdt

porée/fg;ille ACUf riqué dSt - /j,Stdt + O'StdBt
SGopora @ Etat: richesse W; = N¢S; + N2dS?
Introduction

@ Controle : proportion de la richesse investie dans I'actif
risqué T = NV‘V—?‘ € [0;1]

Dynamique auto-financée : dW,™ = N;dS; + N2dS?

dWy NS dS; | NS?dsp
W/ Wr St Wy s
dS ds?
= Ft?t + (1 — Wt)?

t
= (ﬂtu + (1 — ﬂ't)r)dt + 7TtO'dBt
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Benoite de

Saporta U(X) = Xa’ 0 <a<l

Introduction

Fonction valeur

V(t,x) = sup E[U(W;*™)]

@ Déterminer la fonction valeur

@ Trouver un contréle optimal (s'il en existe)
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enoite de q)
BSaporral a—(t,X)—i— Sup qu)(t,x) = 0
ot pe[0;1]

®(T,x) = Ux) = x°

Introduction

o® 1 0?0
,Cpq)(t,X) = X(pM + (1 - p)r)a_x(tax) + 202p2x2m(t7x)

Comme U(W}*™) = U(xWH™) = x*U(WH™), on cherche
une solution de la forme ®(t,x) = x%p(t)

0 = (1) +pt) sup {afput(1-p))+ 2@ -Dp22)

pe[0:1] 2
1 = ¢(T)
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o(t,x) = x*e’T-1
Introduction
avec
-1
g = sup fafput (1 p)) + 20 Hp22)
pel0;1] 2
a(p —r)?
= r _—
or+ 2(1 - a)o?
atteinten p* = 4=

(1-a)o?
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Benoite de T
S (T, W) = ¢(t,x)+/ (—8 +£”“d>>(u,wf,’x”r)du
t

ou
Introduction .
-+ martingale
T
o
UWr*m) < <D(t,x)+/ (8—+ sup £p¢>(u,Wj’x’“)du
t ou pel0:1]
-+ martingale
< &(t,x) + martingale
Donc

o(t,x) > E[U(W;*T)]

avec égalité lorsque 7y, = p*, Vt<u<T
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Conclusion

@ V(t,x)=xe -1

Introduction

@ Controle optimal constant m, = —(lf ;;02
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Conclusion

Introduction

@ V est solution de I'’équation d’Hamilton Jacobi Bellman
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Benoite de

Saporta @ Approche fondamentale
@ principes économiques

Motivation

@ Analyse technique
@ comportement passé des prix

@ Approche mathématique
e modéles mathématiques

Comparer les performances de I'analyse technique et de
I'approche mathématique
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Actif sans risque  dS? = Srdt
Actif risqué dSt = p(t)Sidt + 0StdBy

@ B mouvement Brownien standard,
Motivation @ u(t) € {1, p2} indépendant de B,

@ controle m; € {0, 1} proportion de la richesse investie
dans I'actif risqué

@ état W, richesse correspondant a la stratégie 7
@ critére espérance de I'utilité de la richesse finale

Maximiser I'espérance de I'utilité de la richesse finale |
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Moyenne mobile

Saporta

t

1
M= [ Sudu
0 Jizs

Motivation

@ Si St > M? achat

@ Si S < Mt‘S vente T e
p1 = —0.2, up = 0.2, 0 = 0.15,

- 0=0.8.
Optimiser

@ l|a taille de la fenétre §
@ les instants de décision



= Travaux précédents
e Modéle
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optimale de

portefeile BLANCHET, DIoP, GIBSON, KAMINSKI, TALAY, TANRE (2005)

Un seul changement de
dérive
@ pu(t)y=ppsit<r
@ u(t)=ppsit>r
avec P(7 > t) = e

Stratégie B T A T I I )
$ r
detecter 7 4y = —0.2, iy = 0.2, ¢ = 0.15,

A=2.

Motivation
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Résultats
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@ Etude théorique de la détection de rupture

Motivation @ Comparaisons numérigues des stratégies
e détection bien calibrée

e détection mal calibrée

@ moyenne mobile

@ Moyenne mobile meilleure si paramétres mal calibrés
@ Taux d’erreur a partir duquel c’est vrai




Allocation
optimale de

portefeuille
17/31

e Cadre de travail
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@ Plusieurs changements de
Sy dérive

(§2n+1) iid Exp(A1)

(€2n) iid Exp(A2)

=0, m=8&+" " +&

_ M1 if op <t < Ton+1
p2 M 1onp1 St <Tonyo2

@ Colts de transaction w1 = —0.2, up = 0.2,
@ o1 colt d’achat oc=0.15 )\ =X\ =2.
@ (0 colt de vente
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Contréle : m¢ € {0, 1} proportion de la richesse investie dans
I'actif risqué

m doit étre F°-adapté

Probléme

Fo # FP =o(Bu,u<t)

— Reformuler le probléme de controle
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Nouvelle formulation

Contrble : m¢

Etat : couple (W, Fy)

Dynamique :
dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(ulFt—i—,uz(l—Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tO'dBt
t—
— 9015(A7rt = 1) — 9105(A7Tt = —1)
dE _ H1 — K2 S
t = (—)\1Ft-f-)\z(l—Ft))dt+TFt(l—Ft)dBt,

Critére : espérance de I'utilité de la richesse finale
Utilité : U(x) = x%, a €]0,1]
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dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(HlFt +M2(l*Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tadBt
t—
— 9015(A7rt = 1) — 9105(A7Tt = —1)
dE _ H1 — K2 S
t = ( — )\1Ft —+ )\2(1 — Ft))dt + TFt(l — Ft)dBt,
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Dynamique :
dw.r™ _
Wﬂt' = (Wt(ulFt—i—,uz(l—Ft))—l-(l—ﬂ't)r)dt—l-ﬂ'tO'dBt
t—
—go1d(Am = 1) — g1od(Am = —1)
dE _ H1 — K2 S
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Utilité : U(x) = x%, a €]0,1]
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Fonction
Valeur

@ Etude de la fonction Valeur
@ Résultats théoriques
@ Résultats numériques
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It x.f,m) = E[UWT)|WT =x,F=f]

Saporta
Sim- =1
It x,fm) = E[U(WT) | WT =x,F =f]

Fonction
Valeur

Fonction valeur
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Saporta VO t’X’f Vl(t,(l_gOl)va)

AVARIYS

Vl(t,X,f) Vo(tv(l_glo)x7f)
Continuité
S Pour tousi € {0;1}
o<tt<T
X,X >0

o<ff<1:

IVIE, %, f) = Vi(t,x, )|
< CA+x2T 4R (IR — x|+ x(If —f| + [T - t]/?))

4
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Principe de la Programmation Dynamique
Pourtous0 <s <t <Tetx,f,i:

Vi(S,X’f) = sup ]E[Vﬂ't_ (t,WtsiX’f’W’ Fts’f )]
s

Résultats théoriques
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Bzz(;]xlt:r!le min { ‘CO()OO ¥ ( f) - gpl(tj X(l - g01)7f)} =0
min { — S5 — Lh o1 (t,%,f) — ©°(t,x(1 — 910),f)} =0

Lot x,f) = xra—w(t,x,f)-i-(—Alf-&-)\z(l—f))z—f(t,x,f)-&-
Résultats théoriques l /Jl MZ 28 So
2( o )f (=05 (b 1)

0 0?
Lro(t, x,f) = x(u1f+u2(1—f))8—f(t,x,f)+ XZUZTf(t x,f)

9 &
—|—( — )\1f + )\2(1 — f))—(t,x,f) + X(/,L]_ — /,Lz)f(l — f)m(t,x,f)

1/ — 2P
+z (B2 ~ )f(l—f) Z2tx,h)
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S V, : ensemble des ¢ continues sur [0; T] x [0; +o00[x[0; 1]
Benoite de telles que (t,0,f) =0 et

Saporta

~

SUp ’SO(IaX?f) - gO(t,)?,f)‘
[0;T]x]0;+oo2x[0;1]2 (1 +x2~1 +Xe=1)(|x — X[ 4 x|f —f])

Théoreme

Résultats théoriques

(VO V1) est I'unique solution de viscosité de HIB sur
Vo X V, Vérifiant

VO(T,x,f) = VYT, x,f) = U(x) = x
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Vi(t,x,f) = supE[U(WIT™)] = xevi(t,1,f)

Benoite de
Saporta

Schéma numérique

o VO(T,fy=VYT,f)=1
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Vi(t,x,f) = supE[U(WIT™)] = xevi(t,1,f)
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Saporta

o VO(T,fy=VYT,f)=1
@ Avec la partie EDP de HJB, calculer VO(t, ) et VI(t, ) &
partir de VO(t +dt,-) et V(t +dt,")
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Vi(t,x,f) = supE[U(WIT™)] = xevi(t,1,f)

o VO(T,fy=VYT,f)=1
@ Avec la partie EDP de HJB, calculer VO(t, ) et VI(t, ) &
partir de VO(t +dt,-) et V(t +dt,")
@ Comparaison
@ siVO(t,f) > (1 - go1)*V(t,f), prendre o
VO(t,f) = VO(t, ) sinon VO(t,f) = (1 — gos )V L(t,f)
o siVI(t,f) > (1 —g10)*VO(t,f), prendre o
Vit f) = VI(t,f) sinon V(t,f) = (1 — g10)*VO(t, )
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@ Calculer VO, V1

@ Estimer F X At
!

@ Comparer VO(t,Fy) et
Vl(t7 Ft) :

. @ achat si R R

VO(t,Fy) = (1 — go1)*Vi(t, Fy)

. @ vente Si R R
Vit F) =(1- glo)“VO(t, Ft)

Estm

~0.2, yp = 0.2, 0 = 0.15,

M1 =
M=2,20=2T=3
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B;’;‘;Lgfr;'é e pas de discrétisation en temps 10~°
e pas de discrétisation en espace 103

@ 10° simulations de Monte Carlo de la stratégie efficace

Fo 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
VO 1.061 | 1.057 | 1.053 | 1.049 | 1.045 | 1.043
Stratégie | 1.061 | 1.056 | 1.052 | 1.049 | 1.045 | 1.043

Fo 0.6 0.7 0.8 0.9 1
VO 1.041 | 1.039 | 1.038 | 1.037 | 1.036
Stratégie | 1.040 | 1.039 | 1.038 | 1.037 | 1.036
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Resas Paramétres mal calibrés : Parameétres mal calibrés :
uy = —1.8, up =1.8, 0 = 0.15, uy = —1.8, up =1.8, 0 = 0.25,
M=4, ) =4 M=4, =4

Vrais parameétres : pup = —0.2, up = 0.2, 0 = 0.15, \; = 2,
M=2T=3,§=0.8
100000 simulations Monte Carlo
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