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Définition

Introduction

Années 80, M. Davis

Modéle général dynamique aléatoire de type non diffusif pour
traiter des problémes d’optimisation en recherche
opérationnelle, files d’attente, biologie, fiabilité, finance. ..

Description : deux variables

variable euclidienne d’état x; € RY, grandeurs physiques

variable discrete de mode m; € {1,2..., p}, régime de
fonctionnement

Xt = (Xt, my)
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Définition

Dynamique

Caractéristiques
m Flot  mouvement déterministe entre deux sauts
m Intensité )\ des sauts aléatoires

m Noyau Markovien Q sélectionne la valeur juste aprés un
saut

m t*(x, m) temps d’'atteinte de la frontiere partant de (x, m)
m Loi du temps de saut partant de (x, m)

e JoA(etxme)ds Gy pr(x m)

BT = )= si t>t*(x,m)
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Définition

Construction itérative

Point de départ :
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Définition

Construction itérative

X; suit le flot jusqu’au premier temps de saut Ty = S :

Xt =o(x,mt), t< Ty

g Evy
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Définition

Construction itérative

Nouvelle position Z; sélectionnée par

Q(¢(X, m, T1 ), )
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Définition

Construction itérative

X; suit le flot jusqu’au prochain tempsdesaut o =T1 + So :

XT1+t = ¢(Z17t)7 < 82

12
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Définition

Construction itérative

Nouvelle position Z, sélectionnée par

Q(¢(Z1,S2),) -

12
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Exemples

Exemple simple

m mobile en déplacement sur [0; 1] a vitesse constante v
m un seul mode

Caractéristiques

mP(x, t)=x+ vt
B \(x)=0x% >0, a>1:plus on approche de la
frontiére 1 plus les chances de sauter augmentent

m Q(x, ) loi uniforme sur [0; 1/2]

Benoite de Saporta, Frangois Dufour INRIA CQFD, IMB, Université de Bordeaux

Arrét Optimal des PDMP



PMDM
(o] To)

Exemples

Trajectoires

Exemples de trajectoires pour Xo =0, v=1,a=1,3 =3 et
jusqu’au 10éme saut

08 b

o8- b

07r b

0B b

asr b

04 - b

03r b

0zr b

01 b
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Exemples

Trajectoires

Exemples de trajectoires pour Xo =0, v=1,a=1,3 =3 et
jusqu’au 10éme saut

08r a

o8- b

(k43 B

06~ b

0s5r b

04t B

03r b

0zr b

oir R
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Exemples

Exemple du réservoir

Levelsgna m 64 modes en fonction
des positions des 3
Normally on S vannes (ouverte,
po e fermée, bloquée
G i Lo ouverte, bloquée
- fermée)
A .. m 2variables d'état : la
oution hauteur et la
e température du
S Tank liquide
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Formulation

Définition

m Fonction colt g
m My ensemble des temps d’arrét 7 < Ty

Arrét optimal

m calculer

V(x) = sup Ex[g(X;)]

TEMp

m trouver 7* qui réalise le sup
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Résolution

Construction itérative

U. Gugerli 1986 : V(x) = vp(x)

Programmation dynamique
V=g
B v, =L(Vki1,9) pourk < N —1

L(v,9)(x)
= sup {E[V(Z1)1{S1<u} +9(o(x, ) gs,>u | Z0= X]}

u<t*(x)

V E[V(Z1) } 2y = X]
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Méthode numérique
[ le]

Méthode classique

Méthode numérique pour les diffusions

Bally, Pages, Pham, Printems 98-05
Y: processus de diffusion en temps continu

discrétisation en temps (schéma d’Euler) : Yx=Yka; chaine
de Markov en temps discret
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Méthode numérique
[ le]

Méthode classique

Méthode numérique pour les diffusions

Bally, Pages, Pham, Printems 98-05
Y: processus de diffusion en temps continu

discrétisation en temps (schéma d’Euler) : Yx=Yka; chaine
de Markov en temps discret

quantification : remplacer Yy par une variable a valeurs
dans un ensembile fini Yy
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Méthode numérique
[ le]

Méthode classique

Méthode numérique pour les diffusions

Bally, Pages, Pham, Printems 98-05
Y: processus de diffusion en temps continu

discrétisation en temps (schéma d’Euler) : Yx=Yka; chaine
de Markov en temps discret

quantification : remplacer Yy par une variable a valeurs
dans un ensembile fini Yy

remplacement des espérances conditionnelles par des
sommes finies
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Méthode numérique
[ le]

Méthode classique

Méthode numérique pour les diffusions

Bally, Pages, Pham, Printems 98-05
Y: processus de diffusion en temps continu
discrétisation en temps (schéma d’Euler) : Yx=Yka; chaine
de Markov en temps discret
quantification : remplacer Yy par une variable a valeurs
dans un ensembile fini Yy
remplacement des espérances conditionnelles par des
sommes finies

Hypothéses + fonction colt Lipschitz —> vitesse de
convergence de la fonction valeur discrétisée vers la fonction
valeur d’origine
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Méthode classique

Spécificité des PMDM

m sauts a des instants aléatoires
m fonctions indicatrices méme si la fonction co(t est réguliére

utiliser la chaine en temps discret (Z,, Sp)
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Méthode numérique
[ le]

Calcul de la fonction valeur

Approximation de la fonction valeur

L(v,g)(x)
= sup {E[V(Z1)1{S1<u} + 9(o(x, ) 1ys5uy | 2o = X]}

u<t*(x)
V E[V(Z1) } 2o = X]

quantification de la chaine (Z,, S,) et transformation des
espérances conditionnelles en sommes finies

discrétisation des intervalles [0, t*(z)] pour z dans les
grilles de quantification et transformation du sup en max
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Méthode numérique
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Calcul de la fonction valeur

Vitesse de convergence

Théoreme
Hypothéses de type Lipschitz sur ¢, A\, Q, t* et g

IV(x) — V(x)| < CVEQ

C constante explicite,
EQ erreur de quantification
/- prix a payer pour les indicatrices
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Méthode numérique
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Temps d’arrét e-optimal

Regle d’arrét

Avec la méme discrétisation, sans calculs supplémentaires on
construit une regle d’arrét 7 qui est un vrai temps d’arrét pour X;

Théoréme
Mémes hypothéses

|V(x) = Ex[g(X:)]] < C1EV + CoVEQ

C,, Cs constantes explicites,

EV erreur dans I'approximation de la fonction valeur
EQ erreur de quantification
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Résultats numériques
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Exemple du mobile

m mobile en déplacement sur [0; 1] a vitesse constante 1
m un seul mode

mo(x, t)=x+1t
m \(x) = 3x : plus on approche de la frontiére 1 plus les
chances de sauter augmentent

m Q(x, ) loi uniforme sur [0; 1/2]
m horizon : N = 10 sauts
m départenx =0
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Grilles de quantification 500 points
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Grilles de quantification 500 points
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Résultats numériques
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Regle d’arrét

Exemples de trajectoires stoppées
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Résultats numériques
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Calculs de la fonction valeur

Vraie fonction valeur inconnue

Ex[g(X,)] < V(x) < E[ sup g(X;)] = 0.9878

0<t<Ty
Résultats numériques
Pt QE A Vo Vo B, B> Bs

10 | 0.0943 | 0.151 | 0.7760 | 0.8173 | 0.1705 | 74.64 | 897.0
50 | 0.0418 | 0.100 | 0.8298 | 0.8785 | 0.1093 | 43.36 | 511.5
100 | 0.0289 | 0.083 | 0.8242 | 0.8850 | 0.1028 | 34.15 | 400.3
500 | 0.0133 | 0.056 | 0.8432 | 0.8899 | 0.0989 | 21.03 | 243.1
900 | 0.0102 | 0.049 | 0.8514 | 0.8968 | 0.0910 | 17.98 | 206.9
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