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Motivation

Maintenance préventive

Machine pouvant tomber en panne

Probléme de maintenance

Trouver un équilibre optimal entre
@ changer les piéces trop tot/souvent

@ ne rien faire jusqu'a la panne totale

V.

Probléme mathématique

@ arrét optimal

@ contréle impulsionnel

N
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Profil d'emploi

Stockage dans 3 ambiances différentes
@ atelier
© sous-marin nucléaire en mission

© sous-marin en cale séche

Exigence du sireté trés forte

4

Maitriser I'évolution de |'épaisseur
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Motivation

Politique de Maintenance

Une seule intervention avant la rupture = remise a neuf de la
structure

Optimisation de la maintenance : équilibre entre

@ une maintenance trop précoce

@ une maintenance trop tardive

| A

Optimisation des marges

En phase de conception

@ consolider les marges de dimensionnement par rapport aux
spécifications

@ assurer a 95% qu'aucune maintenance ne sera nécessaire avant
la date objective contractuelle
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PDP

Processus markoviens déterministes par morceaux

Davis (80's)
Classe générale de processus hybrides de type non-diffusion :
trajectoire déterministe entre des sauts ponctuels aléatoires.

Applications

biologie, trafic internet, fiabilité dynamique,. ..
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PDP

Dynamique

Processus hybride X; = (mq, yt)
@ mode discret m; € {1,2,...,p}
o variable d'état euclidienne y; € RY

Caractéristiques locales dans le mode m

o E,, ouvert de RY, OE,, sa frontiére E,, sa fermeture

@ Flot ¢,: RY x R — RY mouvement déterministe entre les
sauts

o Intensité \,,: E,, — R, intensité des sauts aléatoires

e Noyau markovien Q, sur (En, B(E,)) sélectionne la nouvelle
position aprés les sauts
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PDP

Deux types de sauts

e t*(m,y) temps de sortie déterministe de E,
t*(m,y) =inf{t >0: ¢m(y,t) € OEn}

@ Loi du premier temps de saut T3

Pimy)(T1 > t) = e S Am(omlr)ds gy < t*(m, y)
’ 0 si t>t*(m,y)

Remarque importante

T1 a une densité sur [0, t*(m, y)[ mais a un atome en t*(m, y):

Pimy)(T1 = t*(m,y)) >0
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PDP

Construction itérative

Point de départ
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PDP

Construction itérative

X: suit le flot déterministe jusqu'au premier temps de saut 71 = S;

Xt = (ma ¢m(Y7 t))? t< Ty
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PDP

Construction itérative

Position aprés saut Z; = (My, Y1) tirée suivant la loi

Qm (¢m(y; Tl)? )
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PDP

Construction itérative

X: suit le flot jusqu'au deuxiéme temps de sautT, = T1 + S5

XT1+1.' = (M17¢M1(Y17 t))7 t < 52
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PDP

Construction itérative

Postion aprés saut Z, = (Mo, Y>) tirée suivant la loi

Qui (Dmy (Y1, 52),-) - -
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PDP

Chaine de Markov sous-jacente

{X¢} processus de Markov fort (M.H.A. Davis)

Chaine de Markov sous-jacente
@ Zj point de départ du processus, So =0, S1 = T3

@ Z, nouveaux mode et position aprés le n-éme saut,
Sp= T, — Tp_1, durée inter-saut

Proposition

(Zn, Sp) est une chaine de Markov en temps discret
Seule source d'aléa du PDP
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Objectif

Probléme d'arrét optimal

@ Fonction de performance g
@ Horizon aléatoire : N-éme temps de saut Ty du PDP

@ My ensemble des temps d'arrét 7 < Ty

Probléme d'arrét optimal

@ calculer la fonction valeur

V(x) = _sup Ex[g(X7)]

@ trouver un temps d'arrét (e-)optimal 7% qui atteint V/(x)(—¢)

v
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Objectif

But de |'exposé

Objectif
Proposer une méthode numérique pour calculer

o la fonction valeur

@ une régle d'arrét e-optimal

avec des bornes de |'erreur commise

Stratégie

Adapter la méthode numérique de quantification utilisée pour les
EDS
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© Arrét optimal pour les EDS
@ Démarche
@ Quantification
@ Spécificités des PDP
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Démarche

Méthode numérique pour les diffusions

Y; processus de diffusion a temps continu
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Démarche

Méthode numérique pour les diffusions

Y; processus de diffusion & temps continu

@ discrétisation en temps (schéma d'Euler) : Yix=Yjia: chaine de
Markov en temps discret a espace d'états continu
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Démarche

Méthode numérique pour les diffusions

Y; processus de diffusion a temps continu

@ discrétisation en temps (schéma d'Euler) : Yix=Yjia: chaine de
Markov en temps discret a espace d'états continu

@ quantification : remplacer Y} par une variable aléatoire Y a
valeurs dans un espace d'état fini
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Démarche

Méthode numérique pour les diffusions

Y; processus de diffusion a temps continu

@ discrétisation en temps (schéma d'Euler) : Yix=Yjia: chaine de
Markov en temps discret a espace d'états continu

@ quantification : remplacer Y} par une variable aléatoire Y a
valeurs dans un espace d'état fini

© replacer les espérances conditionnelles dans |I'équation de
programmation dynamique par des sommes finies

Benoite de Saporta, Francois Dufour

ue pour le contrdle optimal des processus Markoviens déterministes par morceaux



Stratégie
[ ]

Démarche

Méthode numérique pour les diffusions

Y; processus de diffusion a temps continu

@ discrétisation en temps (schéma d'Euler) : Yix=Yjia: chaine de
Markov en temps discret a espace d'états continu

@ quantification : remplacer Y} par une variable aléatoire Y a
valeurs dans un espace d'état fini

© replacer les espérances conditionnelles dans |I'équation de
programmation dynamique par des sommes finies

Hypothéses + régularité Lipschitz de la fonction de performance
— borne de I'erreur d'approximation de la fonction valeur
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Quantification

Principe

Quantification d'une variable aléatoire X € LP(RY)

Approcher X par X prenant un nombre fini de valeurs et telle que
|X — X]|p soit minimum
o Construire une grille ' a [I| = K points

o Poser X = pr(X) le projeté au plus proche voisin
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Quantification

Priopriétés

Propriétés asymptotiques

Si E[|X|PT] < 400 pour un n > 0, alors

K—oo

] p/d . _XMp — d/(d+p)
i KP/ min X = X712 = [ 1140 w)l)

ot Py(du) = h(u)\y(du) + v avec v L A4 et J, 4 une constante.

v
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Quantification

Calcul des grilles

Algorithme de quantification

@ entrée : simulateur de X
@ sortie :
o grille
e la poids de chaque point de I

o les probabilités de transition pour la quantification de chaines
de Markov

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Quantification

Exemple N (0,
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Quantification

Exemple N (0, )
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Quantification

Exemple N (0, )
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Quantification

Réferences

Quantification des EDS avec applications en
@ probabilités numériques Pagés (98)
e filtrage non linéaire Pageés & Pham (05)

@ contrdle stochastique appliqué en finance Bally & Pages (03);
Pagés & Pham &Printemps (05); Bally & Pagés & Printemps
(05)
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Spécificités des PDP

Spécificités des PDP

@ sauts a des instants aléatoires

@ fonctions indicatrices dans |'équation de programmation
dynamique

o utiliser la chaine induite (Z,, Sp)

@ construire judicieusement les grilles en temps
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Plan

© Meéthode numérique
@ Programmation dynamique
@ Approximation de la fonction valeur
@ Temps d’arrét e-optimal
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Programmation dynamique

Résultats théoriques

Equation de programmation dynamique rétrograde (U. Gugerli,
1986)

Vv =8
® v, =L(Vpy1,8) pour n< N—1

VO(X) = Sup Ex[g(X‘r)] = V(X)

TEMp
L(w,g)(x)
AL (x) *
= sgg [/ AQw(p(x, s))e ") ds 4 g(p(x, tnt” (X)))efA(X’Mt (X))]
t>0 LJo

" (x) )
Y / AQu((x, s))e "V ds + Qu(g(x, t*(x)))e "¢ 0D
0
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Programmation dynamique

Interprétation probabiliste

Interpretation de |'opérateur L

L(w,g)(x)

AL (x) )
= sup| / AQW(9(x, 5))e " ds + g (3(x, t At (x))) e W]
t>0 0

*

t"(x) )
\// AQw(g(x, s))e "™ ds + Qu(g(x, t*(x)))e Nt (D
0
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Programmation dynamique

Interprétation probabiliste

Interpretation de |'opérateur L

L(w,g)(x)
~ aup {EX [W(zl)1{51<u} +g(o(x, U))l{slzu}} }

u<t*(x)

V Ex [W(Zl)]
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Programmation dynamique

Interprétation probabiliste

Interpretation de |'opérateur L

L(w,g)(x)

- <Su(pZ ) E [W(Zn+1)l{5n+1<”} + g(qS(Z,,, u))1{5n+1ZU} | Zn= X} }
u<t*(Zn

v E[W(Zn+1) | ya— X]
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Programmation dynamique

Construction itérative

Equation de programmation dynamique rétrograde

° vn(Zn) = g(2n)
® vp(Zn) = L(Vnt1,8)(Zn) pour n < N —1

VO(ZO): sup Ex[g(XT)]
TEMpN

Vn(Zn) = L(vay1,8)(Zn)

= ugil:(pz,,) {E[Vn+l(zn+l)1{5n+1<u} + &(0(Zn, 1) 15,150} | Zn”

\ IE[Vn—O—l(Zn—&—l) ‘ Zn]
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Programmation dynamique

Calcul rétrograde

Equation de programmation dynamique rétrograde

° vw(Zn) = &(Zn)
® vp(Zn) = L(Vnt1,8)(Zn) pour n < N —1

w(Zo) = sup Ex[g(X7)]

TEMp
Time
(Zo.,Sp) (Z¢.Sy) (Zn SN
- | ]
Vo (Zo) P (Z) g (Zy)
Calculation

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Approximation de la fonction valeur

Discrétisation

Approximation de la fonction valeur

o vn(Zn) = g(2n)
o vp(Zp) = L(vnt1,8)(Zp) forn < N —1

L(vat1,8)(Zn)

= s {E[V(Zoa)ls,cu) +8(0(Z0 ) L5020 | Z0) }
u<t*(Zn)

V E[v(Zns1) | Za)
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Approximation de la fonction valeur

Discrétisation

Discrétisation en temps

o vn(Zn) = g(Zn)
® vp(Zy) = L(Vnt1,8)(Zp) forn < N —1

Ld(vn+l7g)(zn)
= ue”&a(én){E[V(Zn+1)1{5n+1<u} + g(¢(Zna u))1{5n+12u} ‘ Zn} }

V E[V(Zn+1) ‘ Z,,]
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Approximation de la fonction valeur

Discrétisation

Quantification

o vn(Zn) = g(Zn)
® vp(Zp) = L(Vnt1,8)(Zp) forn < N —1

La(vns1.8)(Z0)
- ug&??ﬂ){E [V(Zn+1)1{§n+1<u} + g(¢(Zn7 u))1{§n+1ZU} ‘ Zn} }

V E[v(Znt1) | Z]
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Approximation de la fonction valeur

Discrétisation

Approximation de la fonction valeur

o Un(Zn) = g(Zn)

~

0 Vn(Zn) = La(Vps1,8)(Zy) for n< N —1

La(vns1.8)(Z0)
- ug&??ﬂ){E [V(Zn+1)1{§n+1<u} + g(¢(Zn7 u))1{§n+1ZU} ‘ Zn} }

N E[V(Zn+1) ‘ 2n]
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Approximation de la fonction valeur

Vitesse de convergence

Théoréme
Hypotheses de régularité Lipschitz sur ¢, A\, Q, t* and g

vo(x) = Vo(x)| < CVEQ

C constante explicite,
EQ erreur de quantification

/- due aux indicatrices

Benoite de Saporta, Frangois Dufour
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Approximation de la fonction valeur

Indicatrices

Soit 1) t.q. Yu € G(Zp), u+n< t*(Z)

1 =
Z — 4 < — _
uen;a(go) EZo [’1{51<U} 1{$1<U}‘:| H2 = n “S]_ 51”2 + CT]

Cas faciles
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Approximation de la fonction valeur

Indicatrices

Soit 1) t.q. Yu € G(Zp), u+n< t*(Z)

1 =
Z — 4 < — _
uen;a(go) EZo [’1{51<U} 1{$1<U}‘:| H2 = n “S]_ 51”2 + CT]

Cas faciles
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Approximation de la fonction valeur

51 et 51 sont de part et d'autre de u

Lisi<uy = Lgicu| < Lgsiui<m + s, 8, 5m

E3, L nssicosm] = E|E[Luyssicuin | Z0] | Z0]
u+n
= [ N6 < C
u—n

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Approximation de la fonction valeur

51 et 51 sont de part et d'autre de u

|
!
S1

m }t (x)
U

Lisi<uy = Lgicu| < Lgsiui<m + 1is, 8, om

E3, L nssicosm] = E|E[Luyssicuin | Z0] | Z0]
u+n
= [ N6 < C
u—n
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Temps d'arrét c-optimal

Temps d'arrét optimal : 7*

]Ex[g(XT* )] = VO(X) = ZUMP ]Ex[g(X‘r)]

Existence?

Benoite de Sapor
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Temps d'arrét c-optimal

Temps d'arrét optimal : 7*

Ex[g(Xr+)] = wo(x) = TZUMP Ex[g(X7)]

Existence?

v

Temps d'arrét e-optimal : 7

vo(x)—€ < Ex[g(Xz)] < vo(x)

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Temps d'arrét c-optimal

égle d'arrét calculable 7

@ construction itérative explicite

@ pas de calculs supplémentaires

Benoite de Saporta, Frangois Dufour
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Temps d'arrét c-optimal

Régle d'arrét calculable 7

@ construction itérative explicite

@ pas de calculs supplémentaires

@ vrai temps d'arrét pour la filtration du processus (X;)

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Temps d'arrét c-optimal

Optimalité

Théoréme

Mémes hypothéses

vo(x) — Ex[g(X:)]] < GEV + GVEQ

Cy, G, constantes explicites
EV erreur de la fonction valeur
EQ erreur de quantification

Autre approximation de la fonction valeur par Monte Carlo

Benoite de Saporta, Frangois Dufour
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@ Exemple
Modélisation

@ Mise en oeuvre de la méthode
Résultats
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Modélisation

Dynamique du processus de dégradation

Succession déterministe des ambiances ; 1 —-2—3—1. ..

@ Temps aléatoire passé dans |'ambiance i loi Exp(\;)

@ Protection anti-corrosion initiale d’'une durée aléatoire suivant
une loi de Weibul

@ Equation de la perte d'épaisseur dans |'ambiance i :

di = Pi(t —ni + TZieXP(—t/ﬁi))

@ p; taux de corrosion stable aléatoire suivant une loi uniforme
dépendant de I'ambiance /

@ 7); durée de transition déterministe dans |'ambiance /.

On dispose de valeurs numériques pour tous les paramétres.
Structure inutilisable si d; > 0.2mm
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Modélisation

Exemples de trajectoires simulées
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Modélisation

Modélisation par un PDMP

Fonction de performance g

Processus Markovien déterministe s

par morceaux

Xt = (mt7 dt7 Yt Pt)

mode m; : ambiance a l'instant t
~¢ © reste de la protection 0
anti-corrosion a l|'instant t 0

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Mise en oeuvre de la méthode

Probléme pratique

Echelles des différents paramétres
e taux de corrosion stable p ~ 107

@ temps moyen de séjour dans |'ambiance 2 )\2_1 =131400 h
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Mise en oeuvre de la méthode

Probléme pratique

Echelles des différents paramétres

e taux de corrosion stable p ~ 107°

@ temps moyen de séjour dans |'ambiance 2 A;l =131 400 h

Loi uniforme
[0, 1] x [0,5000]

algorithme standard

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Mise en oeuvre de la méthode

Probléme pratique

Echelles des différents paramétres

e taux de corrosion stable p ~ 107°

@ temps moyen de séjour dans |'ambiance 2 A;l =131 400 h
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e ® o o ° o o o o o o o
. . 4s00F o @ e o ° . e * e 4 o °
Loi uniforme  sur I )
4000 ® . . . .
. . . .
. . . . 3 .
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Mise en oeuvre de la méthode

Grilles pour le processus de dégradation

Dans I'ambiance 2 aprés le ler saut

140

0.8
0.6

0.4
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Mise en oeuvre de la méthode

Grilles pour le processus de dégradation

Dans I'ambiance 3 aprés le 2éme saut

09
0.8
0.7

06 -
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Mise en oeuvre de la méthode

Grilles pour le processus de dégradation

Dans I'ambiance 1 aprés le 15éme saut

181

0.8

0.4

0.2
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Résultats

Reégle d'arrét itérative
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Résultats

Reégle d'arrét itérative

x10°

Benoite de Saporta, Francois Dufour

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

x10°

Benoite de Saporta, Francois Dufour

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

x10°

Benoite de Saporta, Francois Dufour

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

Benoite de

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

x10°

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

x10°

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

Benoite de

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

Benoite de

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats

Reégle d'arrét itérative

Benoite de

Méthode numérique pour le contréle optimal des processus Markoviens déterministes par morcea



Résultats
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Résultats

Optimisation des marges

Seuil Probabilité
2000/ 5 ans 0.0002
10 ans 0.0304
15 ans 0.0524
20 ans 0.0793
40 ans 0.2647
60 ans 0.6048
80 ans 0.8670
100 ans 0.9691
150 ans 0.9997

L L L
140 160 180 200
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Résultats

Calcul de la fonction valeur

Résultats numériques (vraie valeur : 4)

Nombre de points dans Fonction valeur | Fonction valeur
les grilles de quantification approchée par Monte Carlo

10 2.48 0.94

50 2.70 1.84

100 2.94 2.10

200 3.09 2.63

500 3.39 3.15

1000 3.56 3.43

2000 3.70 3.60

5000 3.82 3.73

8000 3.86 3.75
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Plan

© Conclusion et perspectives
@ Points forts
@ Prochaine étape
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Perspectives
L]

Points forts

Conclusion

méthode numérique performante
calculs lourds off line indépendants de la fonction coiit
calcul de la régle arrét en temps réel

régle d'arrét adaptée a chaque trajectoire

pas besoin de mesure en continu : seulement aux changements
d'ambiance
@ contexte mathématique rigoureux

o algorithme général pour ce type de processus
o preuve de convergence avec vitesse

EADS-Astrium étude exploratoire en vue d'optimiser et de
justifier les marges de conception

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Perspectives
@00000

Prochaine étape

Contréle impulsionnel

Maintenance avec réparations éventuellement partielles
= contrdle impulsionnel

@ choisir les instants d'intervention

@ choisir le nouveau point de départ du processus aprés
intervention

Benoite de Saporta, Frangois Dufour
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Perspectives
(o] lelele]e]

Prochaine étape

Définition du probléme de contréle impulsionnel

Stratégie S = (7n, Rn)n>1
@ T, dates d’'intervention

@ R, nouvelles positions aprés intervention a valeurs dans U fini

Fonction valeur

T =6 | [ e i(vds+ Y e (Y, Vo))

0 i=1

V(x) = é@; TS (x).
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Perspectives
[e]e] lele]e]

Prochaine étape

Programmation dynamique

Costa, Davis, 1988

pour N assez grand
o vy =g
@ vy, = L(Mvpy1,Vpg1) pour n < N —1

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Perspectives
000e00

Prochaine étape

Opérateur a itérer

L(Mw,w)(Z,)

= < inf E[F(Zn, t) —i—eias"*l W(Zn+1)1{5n+1<t/\t*(2,,)}

teRy
+e—atAt*(Zn)MW(¢(Zn, tA t*(Zn))1{5n+1>t/\t*(Zn)}‘Zn:|>

AR [F(Zn, t5(Z,)) + e oS W(Zn+1)‘Zn:| .

avec

tAL*(x)
F(x,t) = /O e~ N (g(x, 5)) ds
Mw(x) = JE{J{C(X,Y)JFW(Y)}

Benoite de Saporta, Francois Dufour
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Perspectives
0000e0

Prochaine étape

Solution

Plus de relation de récurrence sur les v,(Z,)
o calculer My, a part

o utiliser deux séries de grilles de quantification

Théoréme

Convergence du schéma numérique vers V(x) avec vitesse

Stratégie optimale?

aucun résultat de stratégie € optimale
— Sujet de post doc financé par I'ANR
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