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IntroductionDéfinitiondumodèle

Auto-régressionàrégimemarkovien:

Yn+1=anYn+bn,n∈Z,

(an)estune(fonctionnelled’une)chaînedeMarkov

Sérieschronologiquesquichangentderégimeaucoursdutemps

sériesmacroéconomiques
donnéesclimatiques
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IntroductionExempledeHamilton1

ExempledeHAMILTON1989
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IntroductionExempledeHamilton2

EtudedelavariationtrimestrielleduPIBaméricainentre1952et1984
Modèle:

Xn=an(0)+an(1)Xn−1+···+an(4)Xn−4+bn

-Xn=100log
PIBn

PIBn−1

-an=(an(j),j=0,..,4)chaînedeMarkovàdeuxétats

(909,265,29,−126,−110)/1000

(−420,216,628,−73,97)/1000

-Matricedetransition(
0.8820.118

0.2860.714

)

Interprétationdesétats:
1=croissance,2=récession=⇒Cycleséconomiques
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IntroductionSolutionstationnaire

BRANDT1986,BOUGEROLetPICARD1992:si(an,bn)stationnaire,et

α=E[log|a0|]<0,Elog
+
|b0|<∞,

Alors:uniquesolutionstationnaire

Rn=
∞∑

k=1

an−1···an−kbn−k−1,

∀s>0,

E|R1|
s
≤
∑∞

k=0E|a0a−1···a−k+1|
s
E|b−k|

s
sis<1,

(E|R1|
s
)
1/s

≤
∑∞

k=0(E|a0a−1···a−k+1|
s
)
1/s

(E|b−k|
s
)
1/s

sis≥1.

Sib0adesmomentsàtoutordre,Raunmomentd’ordressi

k(s)=lim
n

(E|a1a2···an|
s
)
1/n

<1
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IntroductionConvexité

s7−→logk(s)estconvexe

3caspossibles:
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IntroductionRéférences

KESTEN1973,1974:(an,bn)iid,dimensiond,matricespositives
LEPAGE1983:(an,bn)iid,dimensiond,matricesquelconques
GOLDIE1991:(an,bn)iid,dimension1

E|R
s
1|<∞sietseulementsik(s)<1

Sik(κ)=1,queuepolynômiale:

P(|R1|>t)∼Ct
−κ

RésultatanaloguepourlesARàrégimemarkovien.
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O-UMarkovienLemodèle

XprocessusMarkoviendesautergodique.
-espaced’étatsE={1,···,N},N>1,
-fonctiond’intensitéλ>0surE
-noyauQ=(qij)irréductible,àdiagonalenulle
-loistationnaireµ
-Ptsemi-groupeMarkovienassocié:∀i,j,etpourhpetit,

P(Xh=j|X0=i)=Ph(i,j)=

{
λ(i)q(i,j)h+o(h)sij6=i,

1−λ(i)h+o(h)sij=i.

WmouvementbrownienstandardindépendantdeX,(Ft)filtration
associée

Processusd’OrnsteinUhlenbeckàrégimemarkovien
{

Y0F0−mesurable,

dYt=e(Xt)Ytdt+σ(Xt)dWt.
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O-UMarkovienExempleà2régimes

(e(1),e(2))=(−1,1)

(λ(1),λ(2))=(1,2)

σ(1)=σ(2)=1

0.013.727.441.154.868.582.295.9109.6123.3137.0
−8.66

−7.13

−5.61

−4.09

−2.57

−1.05

0.47

1.99

3.52

5.04

6.56

X
Y

Diffusion de Ornstein−Uhlenbeck avec deux régimes

UnetrajectoiredeXtetYt.
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Histogramme pour 50000 valeurs de Y

Histogrammede50000valeursde
Y.
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O-UMarkovienErgodicité

OrnsteinUhlenbeckstandard

dYt=eYtdt+σdWt.

Sie<0,loistationnaireN(0,
σ

2

2|e|).

OrnsteinUhlenbeckàrégimemarkovien

GUYON,IOVLEFF,YAO2004
Si

α=Eµ[e(Xt)]=
∑

i∈E

e(i)µ(i)<0,

alorsYauneuniqueloistationnaireν.
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O-UMarkovienMoments

ThéorèmeS.ETYAO,AAP2005
Si∀i,e(i)≤0,alors∀s>0:

∫

R

|x|
s
ν(dx)<∞.

Si∃itelquee(i)>0,alors∃κ>0etL>0:

t
κ
ν(]t,+∞[)−−−−→

t→+∞
L,

t
κ
ν(]−∞,−t[)−−−−→

t→+∞
L.
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O-UMarkovienCaractérisationdeκ

Caspolynômial:

s1=min
{λ(i)

e(i)

∣∣
∣e(i)>0

}
.

Pour0≤s<s1,

(Ms)ij=
q(i,j)λ(i)

λ(i)−se(i)
.

Propositionκestl’unique0<s<s1telque

ρ(Ms)=1.

(ρdésignelerayonspectral)
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O-UMarkovienExempleà2régimes

E={1,2},
e(1)>0oue(2)>0,
noyau:

Q=

(
01

10

)
,

loiinvariante:

µ=
(λ(2)

λ(1)+λ(2)
,

λ(1)

λ(1)+λ(2)

)
,

Conditiond’ergodicité:

λ(1)e(2)+λ(2)e(1)<0.
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O-UMarkovienExempleà2régimes

Soitri=
e(i)
λ(i).

Onar1+r2<0,r1r2>0,ets1=max{r
−1
1,r

−1
2}.

Ms=

(
0

1
1−sr1

1
1−sr20

)
.

Rayonspectral

ρ(Ms)=
[
(1−sr1)(1−sr2)

]−1/2
.

Ilvaut1pour

s=κ=r
−1
1+r

−1
2=

λ(2)

e(2)
+

λ(1)

e(1)
.
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DiscrétisationsFormeexplicitedeYt

Rappel:dYt=e(Xt)Ytdt+σ(Xt)dWt.

a(s,t)=as,t=exp

∫t

s
e(Xu)du,∀0≤s≤t.

Alors∀0≤s≤t,Ysatisfaitl’équationrécursivealéatoire:

Yt=a(s,t)
[
Ys+

∫t

s
a(s,u)

−1
σ(Xu)dWu

]

=as,tYs+V
1/2
s,tξs,t,

avecξs,t∼N(0,1)dépendantuniquementde(Wu),s≤u≤t,et

Vs,t=

∫t

s
exp

[
2

∫t

u
e(Xv)dv

]
σ

2
(Xu)du.
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DiscrétisationsAutoRégression

∀δ>0,ladiscrétisationdepasδdeYestleprocessusY
(δ)

=(Ynδ)n∈N.

∀δ>0,Y
(δ)

vérifie
Y(n+1)δ=anYnδ+V

1/2
nξn+1,

avec




an=an(δ)=exp
[∫(n+1)δ

nδe(Xu)du
]
,

Vn=Vn(δ)=
∫(n+1)δ
nδexp

[
2
∫(n+1)δ
ue(Xv)dv

]
σ

2
(Xu)du,

et(ξn)iidN(0,1)indépendantede(an,Vn).
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DiscrétisationsSolutionstationnaire

PropositionSiα<0,∀δ>0,l’auto-régressionsatisfaiteparY
(δ)

aune
uniquesolutionstationnaire(Ỹnδ)avec:

Ỹnδ=
∞∑

k=0

an−1an−2···an−kV
1/2
n−k−1ξn−k−1,n∈Z.

Deplus,∀δ>0,Ỹnδ∼ν.

JournéeOMEGA-3octobre2005–p.20/25



DiscrétisationsUnopérateurauxiliaire

s≥0etδ>0fixés

A(s,δ)ϕ(i)=Ei[a
s
0(δ)ϕ(Xδ)]=

N∑

j=1

Ei[a
s
01IXδ=j]ϕ(j),

∀ϕ:E→RetidansE.

Propriétés:∀s,δ,γ,

A(s,δ)estunematricepositive,irréductibleetapériodique.

Semi-groupe:
A(s,δ)A(s,γ)=A(s,δ+γ).

Rayonspectral

ρ(A(s,δ))=lim
k→∞

(
Eµ[(a1···ak)

s
]
)1/k

.
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DiscrétisationsCaractérisationdesdeuxcas

Choixdeδindifférent:s≥0fixé,

∃δtelqueρ(A(s,δ))<1⇐⇒∀δ,ρ(A(s,δ))<1,

demêmepour>1et=1.

Caractérisationdesdeuxcas:

∀i∈E,e(i)≤0⇐⇒∀s>0,ρ(As)<1.

Momentsdelaloistationnaire:GUYON,IOVLEFF,YAO2004
Siρ(As)<1,alorsνaunmomentd’ordres
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Preuve1

Solutionstationnaire(Rn)deloiνavec

R1=
∞∑

k=0

a0a−1···a−k+1b−k.

Oncherche
lim

t→+∞
t
κ
ν(]t,+∞)=lim

t→+∞
t
κ
Pµ(R1>t).

Régularisation:

Zi(t)=e
−t
∫e

t

0
u

κ
Pµ(R1>u,X1=i)du.
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Preuve2

Auto-régression,stationnaritéetpropriétédeMarkov=⇒système
d’équationsderenouvellement

Zi(t)=
N∑

j=1

Fij∗Zj(t)+Gi(t)

avec
Fij(t)=Ej[a

κ
01IX1=i1It≥loga0].

Gi(t)=e
−t
∫e

t

0
u

κ[
Pµ(R1>u,X1=i)−Pµ(a0R0>u,X1=i)

]
du.

Théoriedurenouvellementadaptée
Etudedelalimite.
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