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Introduction

Mes premiers travaux en thèse à partir de septembre 2001 à l’Université de
Rennes 1 ont porté sur les processus auto-régressifs à régime markovien (MS-AR).
Il s’agit de processus stochastiques en temps discret. Les processus auto-régressifs
linéaires forment la classe la plus simple de séries temporelles où l’observation au
temps n + 1 est une transformation affine aléatoire de l’observation au temps n.
Quand la série change de régime au cours du temps, c’est-à-dire quand les coeffi-
cients aléatoires de la transformation affine forment une chaîne de Markov, on parle
de processus auto-régressif à régime markovien. A l’aide de la théorie du renouvel-
lement et de propriétés des processus de Markov, j’ai étudié la queue de la solution
stationnaire des processus MS-AR, ce qui permet de caractériser la fréquence d’oc-
currence d’événements rares de type dépassement de seuils élevés. Ces travaux ont
été publiés dans [dS03, dS05].

Par la suite, j’ai poursuivi mes recherches sur les processus à régime markovien
en temps continu. Toujours pendant ma thèse, j’ai commencé par travailler avec
mon directeur de thèse Jian-Feng Yao (Université Rennes 1 et University of Hong
Kong) sur une extension de mes résultats sur les MS-AR à une classe de processus
de diffusion de type Ornstein-Uhlenbeck dont les paramètres changent au cours
du temps suivant une dynamique markovienne. Nous avons donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour obtenir une loi stationnaire à queue lourde [dSY05].

En collaboration avec Christophette Blanchet-Scalliet (Ecole Centrale Lyon), Ra-
jna Gibson (Université de Genève), Etienne Tanré et Denis Talay (TOSCA, Inria
Sophia Antipolis Méditerranée), lors de mon post doc chez Inria Sophia Antipo-
lis, je me suis intéressée à un problème de contrôle stochastique issu de la finance
faisant intervenir un processus de Black et Scholes à régime markovien. A chaque
instant, un agent peut soit investir toute sa fortune dans un actif risqué suivant une
dynamique de Black et Scholes à deux régimes (l’un favorable, l’autre défavorable),
soit investir toute sa fortune dans un actif non risqué. Toute transaction est sou-
mise à un coût proportionnel à la valeur échangée. L’agent souhaite alors maximiser
l’espérance de l’utilité de sa richesse sur un horizon fixé. Nous avons entièrement ca-
ractérisé la fonction valeur de ce problème comme unique solution de viscosité d’un
jeu d’équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman, proposé un schéma d’approximation de
cette fonction valeur et d’une stratégie de gestion proche de l’optimalité. Le but de
ce travail était de comparer les performances de la stratégie mathématique optimale
en présence d’erreurs de calibration des paramètres du modèle avec une stratégie de
type moyenne mobile qui ne requiert aucune modélisation sous-jacente [BSGB+09].
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Depuis septembre 2006, je suis maître de conférences à l’Université Montesquieu
Bordeaux IV en mathématiques appliquées. Je suis membre du GREThA (groupe-
ment de recherche en économie théorique et appliquée), de l’équipe Probabilités et
Statistique de l’IMB (Institut de Mathématiques de Bordeaux) et de l’équipe Inria
CQFD (contrôle de qualité et fiabilité dynamique). Depuis mon arrivée à Bordeaux,
mes travaux de recherche se poursuivent dans deux directions principales : l’une
concerne les processus auto-régressifs de bifurcation sur des arbres binaires et l’autre
le développement d’outils numériques pour le contrôle des processus markoviens dé-
terministes par morceaux. Il s’agit de processus en temps continu qui changent de
régime de façon markovienne au cours du temps. Ce mémoire présente uniquement
mes travaux réalisés à Bordeaux depuis 2006.

Le premier chapitre de ce mémoire concerne les processus auto-régressifs de bi-
furcation. Ce sont des travaux en collaboration avec Bernard Bercu (Université Bor-
deaux 1 et Inria Aléa), Anne Gégout-Petit (Université Bordeaux Ségalen et Inria
CQFD) et Laurence Marsalle (Université Lille 1).

Les chapitres 2 et 3 proposent une boîte à outils numériques pour le contrôle
et l’estimation de performances des processus markoviens déterministes par mor-
ceaux. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec François Dufour (Institut
Polytechnique de Bordeaux et Inria CQFD). Nous avons co-encadré deux thèses sur
ce sujet : celle de Karen Gonzalez (2007-2010) et celle d’Adrien Brandejsky (2009-
2012). Huilong Zhang (Université Bordeaux 1 et Inria CQFD) a aussi participé à
certaines parties. Ces travaux ont été partiellement financés par l’ANR Fautocoes
(Fault tolerant control for embedded systems, ANR-009-SEGI-004) du programme
Arpège (2009-2013), et la thèse d’Adrien a été financée par Astrium.

Enfin, le chapitre 4 présente rapidement les contrats industriels auxquels j’ai
participé avec Astrium, DCNS et EDF. Quelques nouveaux projets qui sont en train
de démarrer sont mentionnés dans la conclusion.



Chapitre 1

Processus autorégressifs de
bifurcation et division cellulaire

1.1 Motivation

Les processus autorégressifs de bifurcation permettent de modéliser des données
dépendantes structurées en arbres binaires. Typiquement, il s’agit de données de
division cellulaire. En effet, lors de son cycle de vie, une cellule se divise pour donner
naissance à deux cellules filles, qui vont se diviser à leur tour et ainsi de suite. Leur
arbre généalogique est ainsi un arbre binaire. On mesure une caractéristique sur une
cellule et toutes ses descendantes : la durée de vie, la taille avant la division, le taux
de croissance, . . . tout en gardant les informations sur la généalogie des cellules. Les
données ainsi récoltées sont donc bien structurées en arbres binaires, et elles ne sont
pas indépendantes à cause des relations de filiation entre cellules issues d’un même
ancêtre.

1.1.1 Le modèle historique

Le premier modèle de processus autorégressif de bifurcation (BAR pour bifur-
cating autoregressive en anglais) a été introduit par Cowan et Staudte [CS86] en
1986. Il s’agit d’une extension du modèle autorégressif classique aux arbres binaires
puisqu’on retrouve cette structure sur chaque branche de l’arbre généalogique. On
numérote le premier ancêtre 1, puis on numérote 2k et 2k + 1 les deux filles de la
cellule k, voir la Figure 1.1 pour une illustration de la numérotation d’une généa-
logie. On note Xk la caractéristique quantitative de la cellule k. Le processus BAR
est alors défini par {

X2k = a+ bXk + ε2k,
X2k+1 = a+ bXk + ε2k+1,

où a et b sont des paramètres réels à estimer et le bruit (ε2k, ε2k+1)k≥1 est une suite
de gaussiennes bivariées centrées indépendantes et identiquement distribuées telles
que E[ε22k] = E[ε22k+1] = σ2 et E[ε2kε2k+1] = ρ.

Ce qui intéresse principalement Cowan et Staudte dans ce modèle est la mesure
des corrélations entre cellules d’une même population. Si l’on suppose que X1 est
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8 CHAPITRE 1. PROCESSUS BAR ET DIVISION CELLULAIRE

Figure 1.1 – Arbre généalogique

une gaussienne d’espérance a/(1−b) et de variance σ2/(1−b2) alors on est en régime
stationnaire et en particulier toutes les variables aléatoires Xk ont même espérance
et même variance. On peut alors interpréter le paramètre b comme la corrélation
mère-fille et φ = b2 + (1 − b2)ρ/σ2 comme la corrélation entre soeurs. Toutes les
autres corrélations s’expriment à l’aide de ces deux paramètres : la corrélation entre
cousines est b2φ, celle entre grand-mère et petite fille b2, . . . Le but de la modélisation
BAR est d’expliquer la part de ces corrélations qui vient du fait que deux cellules
soeurs grandissent dans le même environnement (coefficient ρ venant du bruit) et la
part purement héréditaire (coefficient b).

Les premiers articles sur les processus BAR proposent des estimateurs par maxi-
mum de vraisemblance pour ces coefficients de corrélation et des calculs de variance
asymptotique lorsqu’on observe un seul grand arbre [CS86, Hug96a, Hug96b, HB00]
ou bien un grand nombre de petits arbres [HS94, SZH96, BH98, HB99]. Différentes
variantes sont également proposées à commencer par la constructions d’estima-
teurs robustes aux données aberrantes [HS94, Hug96a] et l’étude d’estimateurs des
moindres carrés [ZB05a]. Le bruit est toujours supposé indépendant et identiquement
distribué, mais pas nécessairement gaussien. Il peut être elliptiquement symétrique
[Hug96a], satisfaire seulement à des condition de moments [BZ04, ZB05a], être ex-
ponentiel [ZB05b], Weibull [Zha11] ou à densité [HBY09]. Le modèle d’origine a
également été étendu à des ordres plus élevés : la caractéristique quantitative d’une
cellule peut alors dépendre de sa mère et de sa grand-mère ainsi que de ses ancêtres
d’ordre supérieur [HB99, HB00, ZB05a]. Enfin, le modèle est étendu au cas bivarié
où l’on s’intéresse à deux caractéristiques pour chaque cellule et leur relation de
dépendance [BH98].

1.1.2 Asymétrie de la division cellulaire

Une deuxième série d’articles ne s’intéresse plus aux corrélations dans la généa-
logie, mais à l’éventuelle asymétrie de la division cellulaire. L’origine de ces travaux
vient d’une étude du vieillissement de la bactérie Escherichia coli [SMPT05]. E. coli
est une bactérie de forme allongée qui se divise de façon apparemment symétrique
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Figure 1.2 – Division d’E. coli avec anciens pôles (rouge) et nouveaux pôles (bleu).
Figure extraite de [SMPT05]

en son milieu. Lors de cette division, chacune des deux cellules filles hérite d’une
ancienne membrane de sa mère à une extrémité ou pôle et créée une nouvelle mem-
brane à l’autre pôle. On peut ainsi donner un âge aux cellules en comptant depuis
combien de divisions leur ancien pôle perdure, voir Figure 1.2. L’imagerie permet
de détecter quelle cellule a hérité de l’ancien pôle de sa mère et quelle cellule du
nouveau. On peut donc définir un nouveau modèle de BAR asymétrique, où cette
fois-ci les numéros 2k et 2k + 1 ne sont pas attribués arbitrairement aux deux filles
de la cellule k, mais par exemple la fille paire 2k est celle qui a hérité du nouveau
pôle tandis que la fille impaire 2k + 1 a hérité de l’ancien pôle. Ce modèle a été
introduit par Guyon [GBP+05, Guy07]

{
X2k = a+ bXk + ε2k,

X2k+1 = c+ dXk + ε2k+1.

Les deux filles dépendent maintenant de la mère à travers deux jeux de paramètres
différents (a, b) et (c, d). Le but est maintenant d’estimer les quatre paramètres
a, b, c et d pour pouvoir tester la symétrie du modèle. Guyon inscrit ce modèle
dans une classe plus générale de chaînes de Markov bifurquantes (voir aussi [ZB05b]
définissant un cadre markovien bifurquant pour les BAR). Ce modèle a ensuite été
enrichi dans [DM10] pour prendre en compte la mort possible des cellules avant la
fin de l’observation.

1.1.3 Contribution

Les travaux présentés ici ont été réalisés en collaboration avec Bernard Bercu
(Université Bordeaux 1 et Inria Aléa) et Anne Gégout-Petit (Université Bordeaux
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Ségalen et INRIA CQFD) [BdSG09], puis avec Anne Gégout-Petit et Laurence Mar-
salle (Université Lille 1) [dSGP+11, dSGP+12, dSGP+13a, dSGP+13b]. Ils se placent
tous dans le cadre du modèle BAR asymétrique.

Dans [BdSG09], nous nous sommes affranchis de l’hypothèse d’indépendance sur
la suite des bruits (ε2k, ε2k+1)k≥1. Nous l’avons remplacée par une structure d’ac-
croissements de martingale, avec des hypothèses de moments conditionnels relati-
vement faibles. Nous avons développé des méthodes de martingales pour étudier le
comportement asymptotique de nos estimateurs. Les méthodes martingales avaient
déjà été utilisées dans le cadre des BAR pour montrer la normalité asymptotique
[Hug96a, HB00, HBY09] mais pas pour obtenir des vitesses de convergence fines des
estimateurs.

Lorsque nous avons voulu appliquer notre procédure d’estimation aux données
de [SMPT05], nous avons été confrontées à deux nouveaux problèmes. D’une part,
les généalogies observées ne sont pas complètes (certaines cellules peuvent sortir du
champ d’observation), d’autre part elles ne présentent pas plus de 9 générations de
cellules chacune, ce qui peut être trop faible pour assurer une bonne puissance des
tests de symétrie. Nous avons donc proposé dans [dSGP+11, dSGP+12] un modèle
pour les données présentes ou absentes de la généalogie. Dans la lignée de [DM10],
il s’agit d’un processus de Galton Watson. Nous lui avons ajouté une dépendance
en le type de la cellule mère. Nous avons alors proposé une nouvelle analyse asymp-
totique des estimateurs en tenant compte de ce schéma particulier d’observation.
Pour contourner le problème d’un trop petit nombre de générations observées, nous
avons proposé une nouvelle procédure d’estimation prenant en compte plusieurs
arbres [dSGP+13b] en nombre fixé. Contrairement à [HS94, SZH96, BH98, HB99],
l’asymptotique n’est pas en nombre d’arbres, mais bien en nombre total de cellules
observées.

Enfin, nous avons proposé un modèle de BAR à coefficients aléatoires, toujours
sous observation partielle du processus et dans un cadre asymétrique. Notre modèle
est plus général que ceux proposés par [BH99, BZ04, Bla12a, BB12] car nous autori-
sons des corrélations dans les sources d’aléa. Notre approche combine les méthodes
martingales utilisées dans [BdSG09, dSGP+11, dSGP+12] avec l’approche chaîne de
Markov bifurquante de [Guy07, DM10]. Nos résultats sont détaillés dans les sections
suivantes.

1.2 Modélisation
Nous commençons par introduire quelques notations sur les arbres binaires, puis

nous définissons le processus d’observation et les différents processus BAR que nous
avons étudiés.

1.2.1 Structure des arbres binaires par générations

Les premiers travaux de la littérature sur les processus BAR ne prennent pas
complètement en compte la structure d’arbre binaire des données, dans la mesure ou
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les observations sont rangées dans un vecteur (gaussien) et l’asymptotique considérée
est simplement le nombre de données observées. Nos travaux adoptent un autre
point de vue, dans la lignée de [Guy07] : on considère que les données arrivent
génération par génération, et notre asymptotique est alors le nombre de générations.
Il semble logique en effet de considérer ensemble les cellules d’une même génération
qui ont été obtenues à partir de l’ancêtre originel par un même nombre de divisions
donc d’itération de notre modèle récursif. Nous introduisons une première série de
notations pour classer les données par génération.

Rappelons que l’ancêtre originel est numéroté 1 et que les deux filles de l’indi-
vidu k sont numérotées 2k et 2k+1. Réciproquement, la mère de l’individu k est [k

2
]

(où [·] désigne la partie entière), sa grand-mère [k
4
] et plus généralement son ancêtre

à ` générations est [ k
2`

]. Comme nous nous intéressons à des BAR asymétriques, nous
supposerons également que chaque individu a un type (par exemple, correspondant
à l’héritage de l’ancien pôle ou du nouveau pôle de la cellule mère pour E. coli). Ce
type est directement encodé dans la numérotation des individus : nous supposerons
que les filles paires sont de type 0 et les filles impaires de type 1. Ainsi, 2k est la fille
de type 0 de l’individu k et 2k + 1 est sa fille de type 1.

Pour tout n ≥ 0, on appelle Gn la n-ème génération des descendants de l’individu
d’origine

Gn = {2n, 2n + 1, . . . , 2n+1 − 1}.
En particulier, G0 = {1} est la génération du seul ancêtre initial et G1 = {2, 3} est
la première génération de ses filles. On note

Tn =
n⋃

`=0

G`

le sous arbre de tous les individus jusqu’à la génération n comprise et T = ∪n≥0Gn =
∪n≥0Tn = N∗ l’arbre complet, voir Figure 1.3 pour une illustration. Le cardinal de
Gn est |Gn| = 2n et celui de Tn est |Tn| = 2n+1 − 1.

1.2.2 Processus d’observation

Dans les données expérimentales comme celles de [SMPT05], les généalogies ob-
servées sont souvent incomplètes car les cellules peuvent sortir du champ d’obser-
vation ou se superposer. Il est donc nécessaire de prendre en compte ce phénomène
d’observation partielle dans notre procédure d’estimation. Ce processus d’observa-
tion doit être compatible avec la structure d’arbre binaire des données, et autoriser
une éventuelle asymétrie en fonction du type de la mère et du type des filles. Pour
cela, nous proposons de le modéliser par un processus de Galton Watson (GW) à
deux types, voir par exemple [Har63] pour une description générale de ces processus.

Processus GW à deux types

Le processus d’observation est noté (δk)k∈T. Si la cellule k est observée, on aura
δk = 1, sinon δk = 0. On le construit récursivement de la façon suivante. On suppose
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G0

G1

G2

Gn

Tn

2n k 2n+1 − 1

2k 2k + 1

1

2 3

4 5 6 7

Figure 1.3 – Arbre généalogique et générations

que δ2 = δ3 = 1 1 et pour tout k ≥ 4, on pose

δ2k = δkζ
0
k , δ2k+1 = δkζ

1
k ,

où (ζk = (ζ0
k , ζ

1
k))k≥2 est une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs

dans {0, 1}2, ζ ik étant le nombre de descendants de type i de l’individu k. La loi de ζk
dépend en outre du type de l’individu k. Pour k pair (0) et impair (1) respectivement,
elle est donnée par les fonctions génératrices

f (0)(s0, s1) = p(0)(0, 0) + p(0)(1, 0)s0 + p(0)(0, 1)s1 + p(0)(1, 1)s0s1,

f (1)(s0, s1) = p(1)(0, 0) + p(1)(1, 0)s0 + p(1)(0, 1)s1 + p(1)(1, 1)s0s1,

où p(i)(j0, j1) est ainsi la probabilité qu’un individu de type i donne naissance à
j0 fille de type 0 et j1 fille de type 1. Ceci définit complètement la suite (δk)k≥2

qui est bien à valeurs dans {0, 1}. De par sa construction multiplicative, cette suite
vérifie la propriété suivante, cohérente avec les données expérimentales : si l’individu
k n’est pas observé (δk = 0), alors ses deux filles ne sont pas observées non plus
(δ2k = δ2k+1 = 0, ce qui peut aussi se traduire par δ2k+i = δkδ2k+i).

On définit les ensembles des individus observés par génération et pour les sous-
arbres par

G∗n = {k ∈ Gn : δk = 1}, T∗n = {k ∈ Tn : δk = 1}
1. En pratique, si la cellule à l’origine de la colonie est bien observée, sa caractéristique quantita-

tive ne l’est pas forcément, car cette cellule n’a pas nécessairement été observé depuis sa naissance,
rendant le calcul de son taux de croissance (par exemple) impossible. Faire démarrer le processus
d’observation par les cellules 2 et 3 permet aussi d’éviter d’attribuer un type à la cellule mère
d’origine.
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respectivement. Les cardinaux de ces ensembles sont maintenant des variables aléa-
toires, ce qui va compliquer notre étude asymptotique des estimateurs. En particu-
lier, il est possible que |G∗n| s’annule à partir d’un certain rang.

Le processus (Zn)n≥1 comptabilisant les individus de chaque type par génération
et défini par Zn = (Z0

n, Z
1
n) où

Zi
n =

∑

k∈Gn−1

δ2k+i

est un processus de Galton Watson à deux types (type 0 et type 1) dont le compor-
tement asymptotique est donné par sa matrice de descendance

P =

(
p00 p01

p10 p11

)
,

où pij est le nombre moyen de descendants de type j d’un individu de type i : pi0 =
p(i)(1, 0) + p(i)(1, 1) et pi1 = p(i)(0, 1) + p(i)(1, 1). On note E l’ensemble d’extinction
de ce processus

E =
⋃

n≥1

{|G∗n| = 0} =
⋃

n≥1

{Zn = (0, 0)},

et Ec son complémentaire. On se place dans le cas sur-critique pour assurer que
l’extinction du processus d’observation n’est pas presque sure. Tous nos résultats
asymptotiques seront conditionnées à cette non-extinction.

Processus GW simplifié

Pour l’étude des BAR à coefficients aléatoires, nous avons en fait utilisé un modèle
d’observation simplifié identique à celui de [DM10] où la loi des variables aléatoires
ζk = (ζ0

k , ζ
1
k) ne dépend plus du type de k. Leur fonction génératrice s’écrit alors

simplement

f(s0, s1) = p(0, 0) + p(1, 0)s0 + p(0, 1)s1 + p(1, 1)s0s1,

où p(j0, j1) est la probabilité de donner naissance à j0 fille de type 0 et j1 fille de
type 1. La suite (|G∗n|)n≥0 est alors un processus GW standard dont le comportement
asymptotique est régi par le nombre moyen π de descendants de chaque individu :
π = p(1, 0) + p(0, 1) + 2p(1, 1).

1.2.3 Processus BAR

Nous avons étudié trois types de processus BAR asymétriques : le BAR d’ordre p
(sous observation totale) dans [BdSG09], le BAR d’ordre 1 (sous observation par-
tielle) dans [dSGP+11, dSGP+12, dSGP+13b] ainsi qu’un modèle d’ordre 1 à co-
efficients aléatoires (sous observation partielle) dans [dSGP+13a]. Si par un jeu de
notations on peut unifier les trois écritures de ces processus, leur traitement statis-
tique respectif garde certaines spécificités incontournables.
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Processus BAR(1)

Commençons définir le processus BAR asymétrique d’ordre 1. On se donne un
ancêtre X1 et une suite de bruits (ε2k, ε2k+1)k≥1. Le processus BAR est défini par

{
X2k = a+ bXk + ε2k,

X2k+1 = c+ dXk + ε2k+1.
(1.1)

Processus BAR(p)

Le modèle BAR(p) (p ≥ 1) est défini par la donnée des ancêtres des p − 1
premières générations {Xk, 1 ≤ k ≤ 2p − 1} et d’une suite de bruits (ε2k, ε2k+1)k≥1.
Il se construit récursivement en suivant la formule{

X2k = u0 +
∑p

r=1 urX[ k
2r−1 ] + ε2k,

X2k+1 = v0 +
∑p

r=1 vrX[ n
2r−1 ] + ε2k+1.

(1.2)

Comme pour les processus autorégressifs standards, on peut récrire ce modèle comme
un BAR d’ordre 1 multidimensionnel{

X2k = a+ bXk + ε2k,
X2k+1 = c+ dXk + ε2k+1,

où Xk = (Xk, X[ k
2

], . . . , X[ k
2p−1 ])

t, a = u0e1, c = v0e1, ε2k+i = ε2k+ie1, e1 est le
premier vecteur de la base canonique de Rp : e1 = (1, 0, . . . , 0)t et b et d sont les
matrices compagnon

b =




u1 u2 · · · up
1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

0 0 1 0


 , d =




v1 v2 · · · vp
1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

0 0 1 0


 .

Ici la principale difficulté à gérer est le caractère multidimensionnel des différentes
variables. Il est important de remarquer que notre choix de notations par génération
se prête particulièrement bien au passage multidimensionnel si l’on prend quelques
bonnes précautions, voir le paragraphe 1.3.1.

Processus R-BAR

Enfin, notre processus BAR à coefficients aléatoires est défini par la donnée
d’un ancêtre initial X1, de deux suites de bruits (ε2k, ε2k+1)k≥1 et (η2k, η2k+1)k≥1 et
l’équation récursive

{
X2k = a+ (b+ η2k)Xk + ε2k,

X2k+1 = c+ (d+ η2k+1)Xk + ε2k+1.
(1.3)

On peut également le récrire sous une forme similaire au BAR(1) de la façon sui-
vante : {

X2k = a+ bXk + ε2k,
X2k+1 = c+ dXk + ε2k+1,

avec ε2k+i = ε2k+i + η2k+iXk. Ici on retrouve l’autorégression à l’intérieur du bruit
ce qui pose de vrais problèmes et impose un changement d’approche par rapport au
traitement du processus BAR standard à coefficients fixes.
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1.2.4 Hypothèses

Pour conclure ce paragraphe de présentation de nos modèles, nous énonçons les
hypothèses sous lesquelles nous nous sommes placées, principalement celles concer-
nant les différentes suites de bruits. Comme énoncé à la section 1.2.2, on suppose
tout d’abord que notre processus de Galton Watson à deux types est en régime
sur-critique. Ceci se caractérise par la valeur propre dominante π de la matrice de
descendance P du processus, voir [Har63].

(H.GW) Les coefficients pij de la matrice de descendance P sont strictement po-
sitifs et son rayon spectral π est strictement supérieur à 1.

On suppose ensuite naturellement que le processus GW qui génère les observa-
tions et le processus BAR sont indépendants.

(H.I) Le processus (δk)k≥2 est indépendant des suites (Xk)k≥1 et (ε2k, ε2k+1)k≥1 (et
des suites (ε2k, ε2k+1)k≥1 et (η2k, η2k+1)k≥1 le cas échéant).

Passons maintenant aux hypothèses sur le BAR lui-même. La première est une
condition de type stabilité du BAR qui garantit que le processus n’explose pas. Sa
formulation est légèrement différente dans les trois cas étudiés, mais l’idée est la
même : la récursion doit être globalement contractante, ce qui impose une condition
sur le coefficient multiplicatif.

(H.C)-BAR(1) On suppose que max{|b|, |d|} < 1.
(H.C)-BAR(p) On suppose que max{‖b‖, ‖d‖} < 1.
(H.C)-R-BAR Il existe κ ≥ 1 tel que

p(1, 0) + p(1, 1)

π
E[(b+ η2)4κ] +

p(0, 1) + p(1, 1)

π
E[(d+ η3)4κ] < 1. (1.4)

La dernière formulation pour le processus BAR à coefficients aléatoires est à première
vue de nature assez différente des deux autres puisqu’elle fait intervenir les coefficient
du processus d’observation. On aurait pu la remplacer par l’hypothèse plus forte

E[(b+ η2)4κ] < 1, et E[(d+ η3)4κ] < 1.

L’hypothèse (1.4) est en fait plus faible que les trois autres, puisque dans un cadre
complètement observé avec coefficients fixes (η = 0) elle deviendrait (bs + ds)/2 < 1
pour un certain s. L’origine de cette formulation sera expliquée au paragraphe 1.4.2,
ce qui permettra également de comprendre pourquoi elle est très probablement plus
proche de l’optimalité que les autres. L’intérêt principal des deux premières formula-
tions est de pouvoir faire disparaître le caractère asymétrique du processus par une
majoration par une constante unique. Dans le cadre des coefficients aléatoires, une
telle majoration presque sure n’est pas raisonnable, d’où un changement d’approche
menant à une nouvelle formulation de l’hypothèse de non explosion du BAR.

En ce qui concerne les suites de bruit, nous ne faisons pas d’hypothèse sur leur
loi. On se donne d’abord des conditions de moment.

(H.B1) Les variables aléatoires X1 (Xk, pour k ≤ 2p−1 dans le cadre BAR(p)) εk,
εk et ηk ont des moments jusqu’à l’ordre 4γ avec γ ≥ 1.
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On précise ensuite la structure de dépendance. Pour cela, on introduit la filtration
naturelle F = (Fn)n≥0 processus BAR vu génération par génération

Fn = σ(Xk, k ∈ Tn),

ainsi que la filtration du processus observé FO = (FOn )n≥0 définie par

FOn = σ(δkXk, k ∈ Gn) ∨ σ(δk, k ∈ T).

Ici encore, les hypothèses de dépendance du bruit sont différentes pour les cas co-
efficients fixes et coefficients aléatoires. Pour les coefficients aléatoires, le bruit est
indépendant et identiquement distribué. Dans les autres cas, on suppose seulement
une indépendance des paires de soeurs d’une même génération conditionnellement
aux générations précédentes.
(H.B2)-BAR(1,p) Pour tout n ≥ 1, les vecteurs {(ε2k, ε2k+1), k ∈ Gn} sont indé-

pendants conditionnellement à Fn.
(H.B2)-R-BAR Les vecteurs (ε2k, η2k, ε2k+1, η2k+1)k≥1 sont indépendants et iden-

tiquement distribués. Ils sont également indépendants de X1.
Pour finir, on introduit quelques notations et hypothèses supplémentaires sur les

moments du bruit.
(H.B3)-BAR(1,p) Pour tous k dans Gn et i dans {0, 1}, on a

E[ε2k+i | Fn] = 0, E[ε22k+i | Fn] = σ2, E[ε42k+i | Fn] = τ 4,

E[ε2kε2k+1 | Fn] = ρ, E[ε22kε
2
2k+1 | Fn] = ν2.

Si de plus γ ≥ 2, on a aussi

E[ε82k+i | Fn] = φ8, E[ε42kε
4
2k+1 | Fn] = λ4.

(H.B3)-R-BAR On pose

E[ε2] = E[ε3] = 0, E[ε2
2] = E[ε2

3] = σ2
ε , E[ε2ε3] = ρε,

E[η2] = E[η3] = 0, E[η2
2] = E[η2

3] = σ2
η, E[η2η3] = ρη,

et pour (i, j) ∈ {0, 1}

E[ε2+iη2+j] = ρij, ρ =
1

2
(ρ01 + ρ10).

En particulier, le processus de bruit sommé de génération en génération (
∑

kTn εk)n≥1

est une martingale dans les filtrations F et FO.

1.3 Principaux résultats
Notre contribution principale est l’étude des propriétés asymptotiques fines d’es-

timateurs pour les différents paramètres des processus BAR : les paramètres θ =
(a, b, c, d)t de l’autorégression ainsi que les moments du bruit qui sont utiles pour la
construction de tests.
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1.3.1 Construction des estimateurs

Dans le cadre partiellement observé, les données dont nous disposons sont les
deux suites (δk)k≥1 et (δkXk)k≥1. Rappelons également que l’on considère que les
données sont regroupées par génération.

Estimation de θ

Pour le coefficient θ = (a, b, c, d)t, nous avons choisi l’estimateur des moindres
carrés θ̂n = (ân, b̂n, ĉn, d̂n) défini par

θ̂n = S−1
n−1

∑

k∈Tn−1

(δ2kX2k, δ2kXkX2k, δ2k+1X2k+1, δ2k+1XkX2k+1)t , (1.5)

où
Sn−1 =

(
S0
n−1 0
0 S1

n−1

)
, et Sin−1 =

∑

k∈Tn−1

δ2k+i

(
1 Xk

Xk X2
k

)
.

Dans le cadre BAR(p), θ = (a, b1, c,d1)t = (u0, . . . , up, v0, . . . , vp)
t (où b1 est la

première ligne de la matrice b et de même pour d) est un vecteur de taille 2(p+ 1)
et son estimateur s’écrit exactement comme ci-dessus en remplaçant Xk par Xt

k (et
en gardant X2k et X2k+1) dans (1.5) et en prenant

Sin−1 =
∑

k∈Tn−1

δ2k+i

(
1 Xt

k

Xk XkXt
k

)
.

Dans toute la suite, les jeux d’écritures qui permettent de passer du BAR(1) au
BAR(p) sont du même ordre et ne seront plus précisés, voir [BdSG09] pour les
détails.

Dans le cas d’une observation complète du processus, on a S0
n = S1

n pour tout n.
Dans le cas des observations partielles, ces deux matrices ne sont plus nécessairement
égales. Il est important de remarquer qu’elles ne correspondent pas simplement à
éliminer les données non observées, elles éliminent également les données qui n’ont
pas de fille paire ou impaire observée.

Estimation des paramètres du bruit

Dans le cas le plus général des coefficients aléatoires, on utilise des estimateurs
des moindres carrés modifiés. On commence par définir les résidus empiriques. Pour
tout k ∈ Gn, on pose

{
ε̂2k = δ2k(X2k − ân − b̂nXk),

ε̂2k+1 = δ2k+1(X2k+1 − ĉn − d̂nXk).

L’estimateur de σ = (σ2
ε , ρ00, ρ11, σ

2
η)
t qui minimise

∆n(σ) =
1

2

n−1∑

`=1

∑

k∈G`

(ε̂22k − E[ε22k|FO` ])2 + (ε̂22k+1 − E[ε22k+1|FO` ])2,
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est

σ̂n =




σ̂2
ε,n

ρ̂00,n

ρ̂11,n

σ̂2
η,n


 = U−1

n−1

∑

k∈Tn−1




ε̂22k + ε̂22k+1,
2Xk ε̂

2
2k,

2Xk ε̂
2
2k+1,

X2
k(ε̂22k + ε̂22k+1)


 ,

avec

Un =
∑

k∈Tn




δ2k + δ2k+1 2δ2kXk 2δ2k+1Xk (δ2k + δ2k+1)X2
k

2δ2kXk 4δ2kX
2
k 0 2δ2kX

3
k

2δ2k+1Xk 0 4δ2k+1X
2
k 2δ2k+1X

3
k

(δ2k + δ2k+1)X
2
k 2δ2kX

3
k 2δ2k+1X

3
k (δ2k + δ2k+1)X

4
k


 .

Dans le cas des coefficients constants (où σ2
η = 0) l’estimateur de σ2

ε = σ2 est
simplement l’estimateur empirique

σ̂2
n =

1

|T∗n|
∑

k∈T∗n−1

(ε̂22k + ε̂22k+1).

De même, l’estimateur des moindres carrés modifié de ρ = (ρε, ρ, ρη)
t qui minimise

∆n(ρ) =
1

2

n−1∑

`=1

∑

k∈G`

(ε̂2k ε̂2k+1 − E[ε2kε2k+1|FO` ])2,

est

ρ̂n =




ρ̂ε,n
ρ̂n
ρ̂η,n


 = V −1

n−1

∑

k∈Tn−1




ε̂2k ε̂2k+1,
2Xk ε̂2k ε̂2k+1,
X2
k ε̂2k ε̂2k+1


 ,

avec

V n =
∑

k∈Tn

δ2kδ2k+1




1 2Xk X2
k

2Xk 4X2
k 2X3

k

X2
k 2X3

k X4
k


 .

On ne peut pas identifier ρ01 et ρ10, donc on n’estime que leur moyenne ρ = (ρ01 +
ρ10)/2. Dans le cas des coefficients constants, ceci correspond encore à l’estimateur
empirique de la covariance

ρ̂n =
1

|T∗01
n−1|

∑

k∈Tn−1

ε̂2kε̂2k+1,

où T∗01
n = {k ∈ Tn : δ2kδ2k+1 = 1} est le nombre d’individus jusqu’à la génération n

qui ont exactement deux filles.

On peut construire sur le même modèle des estimateurs des moments d’ordre
plus élevé du bruit, voir [dSGP+13b].
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1.3.2 Convergence

Nos premiers résultats concernent la convergence des estimateurs. Des résultats
de ce type existaient déjà dans la littérature sur les processus BAR, en particulier
pour le modèle BAR(p) (les deux autres modèles étant originaux), mais avec des
hypothèses beaucoup plus restrictives sur les bruits.

Théorème 1.1 Sous les hypothèses (H.GW), (H.I), (H.C) et (H.B1-3) avec
γ ≥ 1 dans le cas BAR(p) complètement observé et γ ≥ κ ≥ 2 dans les autres cas,
on a

lim
n→∞

1{|G∗n|>0}θ̂n = θ1Ec p.s.

Si de plus γ ≥ κ ≥ 4 dans le cas du modèle R-BAR à coefficients aléatoires (et sans
autre hypothèse supplémentaire dans les autres cas), on a

lim
n→∞

1{|G∗n|>0}σ̂n = σ1Ec , lim
n→∞

1{|G∗n|>0}ρ̂n = ρ1Ec p.s.

Les différences de moments requis ont deux causes principales. D’une part, lors-
qu’on utilise des lois des grands nombres pour martingales de carré intégrable, la
présence du processus d’observation aléatoire (δk) fait doubler le nombre de moments
nécessaires, voir [dSGP+11, Lemme 6.1]. D’autre part, pour le processus R-BAR à
coefficients aléatoires nous avons choisi une approche par chaîne de Markov bifur-
quante qui demande intrinsèquement que les quantités d’intérêt aient des moments
d’ordre 4. Or il faut contrôler des sommes de Xq

k avec q allant jusqu’à 2 pour θ̂n et
4 pour σ̂n et ρ̂n.

Les résultats suivants, qui sont les tout premiers de ce type à avoir été publiés
donnent en plus une vitesse pour les convergences ci-dessus.

Théorème 1.2 Sous les hypothèses (H.GW), (H.I), (H.C) et (H.B1-3) avec
γ ≥ 1 dans le cas BAR(p) complètement observé, γ ≥ 2 pour le BAR(1) sous
observation partielle et γ ≥ κ ≥ 4 pour le R-BAR, on a

1{|G∗n|>0}θ̂n = O
(

log |T∗n−1|
|T∗n−1|

)
1Ec p.s.

On a aussi la loi forte quadratique

lim
n→∞

1{|G∗n|>0}
1

n

n∑

`=1

(θ̂` − θ)tSΣ−1S(θ̂` − θ) = tr(ΓΣ−1)1Ec p.s.

où S, Σ et Γ sont des matrices carrée (de taille 4× 4 pour les modèles d’ordre 1, de
taille 2(p+ 1)× 2(p+ 1) pour le modèle d’ordre p) que l’on peut écrire explicitement
en fonction des paramètres des modèles (voir [BdSG09, Théorème 5.2], [dSGP+11,
Théorème 3.2] et [dSGP+13a, Théorème 3.2] pour les détails).

Pour l’analogue de ce résultat sur les coefficients du bruit, on introduit de nou-
velles notations :

σn = U−1
n−1

∑

k∈Tn−1




ε22k + ε22k+1,
2Xkε

2
2k,

2Xkε
2
2k+1,

X2
k(ε22k + ε22k+1)


 , ρn = V −1

n−1

∑

k∈Tn−1




ε2kε2k+1,
2Xkε2kε2k+1,
X2
kε2kε2k+1


 .
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En effet, on va exprimer une vitesse pour σ̂n−σn et ρ̂n−ρn plutôt que de comparer
directement les estimateurs à leur limite.

Théorème 1.3 Sous les hypothèses (H.GW), (H.I), (H.C) et (H.B1-3) avec
γ ≥ 1 dans les cas BAR(p) complètement observé, γ ≥ 2 pour le BAR(1) sous
observation partielle et γ ≥ κ ≥ 8 pour le R-BAR, on a les convergences presque
sures

lim
n→∞

1{|G∗n|>0}
|T∗n−1|
n

(σ̂n − σn) = `σ1Ec

lim
n→∞

1{|G∗n|>0}
|T∗n−1|
n

(ρ̂n − ρn) = `ρ1Ec

où `σ et `ρ sont des vecteurs que l’on peut écrire explicitement en fonction des
paramètres des modèles (voir [BdSG09, Théorème 5.3], [dSGP+11, Théorème 3.3]
et [dSGP+13a, Théorèmes 3.3 et 3.4] pour les détails).

1.3.3 Normalité asymptotique et tests

Nous obtenons également des théorèmes de la limite centrale pour tous nos esti-
mateurs. Dans le cas des processus sous observation partielle, ces résultats ne sont
valables que conditionnellement à la non extinction du processus. On définit alors
une nouvelle probabilité PEc par

PEc(·) =
P(· ∩ Ec)

P(Ec)
et on prouve la normalité asymptotique sur l’espace (Ec,PEc).
Théorème 1.4 Sous les hypothèses (H.GW), (H.I), (H.C) et (H.B1-3) avec
γ ≥ 2 dans les cas BAR(p) et BAR(1) sous observation partielle et γ ≥ κ ≥ 8 pour
le R-BAR, on a sur l’espace (Ec,PEc)

|T∗n−1|1/2(θ̂n − θ)
L−→ N (0,Γθ).

Si de plus γ ≥ κ ≥ 16 dans le cas du modèle R-BAR à coefficients aléatoires (et
sans autre hypothèse supplémentaire dans les autres cas), on a

|T∗n−1|1/2(σ̂n − σ)
L−→ N (0,Γσ)

|T∗n−1|1/2(ρ̂n − ρ)
L−→ N (0,Γρ)

où Γθ, Γσ et Γρ sont des matrices explicites (voir [BdSG09, Théorème 5.4], [dSGP+11,
Théorème 3.4] et [dSGP+13a, Théorème 3.5] pour les détails).

A partir de ce résultat, on peut tout naturellement construire des intervalles de
confiance (voir [dSGP+13b] pour les formes explicites) et des tests de symétrie pour
les coefficients du BAR. Nous en proposons deux : un qui compare directement les
coefficients des deux soeurs (a, b) et (c, d), et un qui compare les valeurs stationnaires
a/(1−b) et c/(1−d) qu’on obtiendrait pour les deux BAR symétriques correspondant
aux coefficients (a, b) et (c, d) respectivement.
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Test (a, b) = (c, d)

– Hypothèse nulle Hc
0 : (a, b) = (c, d)

– Hypothèse alternative Hc
1 : (a, b) 6= (c, d)

– Statistique de test
Y c

n = |T∗n−1|(ân − ĉn, b̂n − d̂n)(DctΓ̂θ,n−1Dc)
−1(ân − ĉn, b̂n − d̂n)t,

où

Dc =




1 0
0 1
−1 0
0 −1




est le gradient de (a, b, c, d) 7−→ (a− c, b−d)t et whΓθ,n est un estimateur empirique
de la matrice de variance-covariance asymptotique Γθ que l’on peut construire par
plug-in à l’aide des estimateurs des moments du bruit, voir [dSGP+12, dSGP+13b]
pour les détails. Sous l’hypothèse nulle, Y c

n converge en loi vers une loi du χ2 à deux
degrés de liberté.

Test a/(1− b) = c/(1− d)

– Hypothèse nulle Hf
0 : a/(1− b) = c/(1− d)

– Hypothèse alternative Hf
1 : a/(1− b) 6= c/(1− d)

– Statistique de test
Y f
n = |T∗n−1|(Df tΓ̂θ,n−1Df)−1

(
ân/(1− b̂n)− ĉn/(1− d̂n)

)2
,

où

Df =

(
1

1− b,
a

(1− b)2
,
−1

1− d,
−c

(1− d)2

)t

est le gradient de (a, b, c, d) 7−→ (a/(1− b)− c/(1− d)). Sous l’hypothèse nulle, Y f
n

converge en loi vers une loi du χ2 à un degré de liberté.

1.4 Stratégie de résolution
Pour montrer la convergence de nos estimateurs avec vitesse, nous avons choisi

une approche martingale. En effet, on peut écrire

θ̂n − θ = S−1
n−1

∑

k∈Tn−1

(ε2k, Xkε2k, ε2k+1, Xkε2k+1)t = S−1
n−1Mn, (1.6)

avec

Mn =
n−1∑

`=0

∑

k∈G`

(ε2k, Xkε2k, ε2k+1, Xkε2k+1)t . (1.7)

La suite (Mn) ainsi définie est une martingale vectorielle pour la filtration FO des
générations observées grâce aux hypothèses (H.I) et (H.B3). Cependant, on ne
peut pas utiliser les résultats connus de [Duf97] sur la convergence des martingales
vectorielles de carré intégrable, car le nombre de cellules observées croît de façon
exponentielle avec les générations (il est multiplié par 2 à chaque génération si toutes
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les cellules sont observées, sinon il est asymptotiquement multiplié par π). Nous
avons donc adapté l’approche de [Duf97] aux martingales définies comme ci-dessus
sur des arbres binaires, complets ou non.

1.4.1 Martingales sur un arbre binaire

Après avoir adapté plusieurs fois l’approche de [Duf97] à notre contexte parti-
culier dans [BdSG09] et [dSGP+11], nous avons finalement démontré un résultat
général de convergence de martingales sur un arbre de Galton Watson [dSGP+13a,
Théorème 5.1].

Théorème 1.5 Soit (Mn) une FO-martingale vectorielle de dimension p sur l’arbre
de Galton Watson T∗ : Mn =

∑n
`=1

∑
k∈G∗`

W k, avec W k = (w1
k, w

2
k, . . . , w

p
k)
t. Soit

<M >n=
∑n−1

`=0 Γ` le processus croissant de (Mn) i.e.

Γn = E[∆Mn+1∆M t
n+1 | FOn ].

Soit enfin (Ξn) une suite de matrices symétriques définies positives de taille p × p.
Si les hypothèses suivantes sont vérifiées
(A.1) (Mn) est de carré intégrable ;
(A.2) |T∗n−1|−1 <M >n converge presque sûrement vers une matrice semi-définie

positive Γ sur Ec ;
(A.3) La FO-martingale matricielle (Kn) de taille p× p définie par

Kn =
n∑

`=1

|T∗` |−1(∆M `+1∆M t
`+1 − E[∆M `+1∆M t

`+1 | FO` ])

est de carré intégrable et le processus croissant de chacune de ses coordonnées
est O(n) p.s. sur Ec ;

(A.4) |T∗n|−1Ξn converge vers une matrice définie positive Ξ p.s. sur Ec ;
alors M t

nΞ
−1
n−1Mn = O(n) et ‖Mn‖2 = O(nπn) p.s. Si de plus les coordonnées de

(Mn) vérifient
(A.5) supn E[(π−n/2

∑
k∈G∗n w

i
k)

4 | FOn−1] <∞ p.s.

alors pour tout δ > 1/2, on a ‖Mn‖2 = o(nδπn) p.s. et

lim
n→∞

1{|G∗n|>0}
1

n

n∑

`=1

M t
`Ξ
−1
`−1M ` = tr(ΓΞ−1)1Ec p.s.

Pour pouvoir appliquer ce résultat à notre martingale principale, il faut donc
tout d’abord étudier la convergence de son processus croissant et l’ordre de gran-
deur du crochet de la martingale correspondante (Kn). Toutes ces quantités sont de
même nature de la forme

∑
δ2k+iε

q
2k+iX

r
k ou bien

∑
δ2kδ2k+1ε

q
2kε

r
2k+1X

s
k. Il faut donc

commencer par établir des lois des grands nombres pour les suites (δ2k+iε
q
2k+iX

r
k)

et (δ2kδ2k+1ε
q
2kε

r
2k+1X

s
k). Remarquons que c’est l’hypothèse (A.3) ci-dessus qui fait

intervenir les moments d’ordre les plus élevés et qui conditionne donc le nombre de
moments requis pour le bruit.
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1.4.2 Lois des grands nombres pour les processus GW et BAR

On peut remarquer que les quantités qui nous intéressent sont également celles
qui apparaissent dans nos estimateurs. Etablir ces lois des grands nombres permettra
donc directement d’obtenir la convergence de nos estimateurs (car, par exemple
X2k = a + bXk + ε2k). L’approche martingale n’est vraiment utile que pour établir
en plus des vitesses de convergence.

La première remarque importante pour calculer ces lois des grands nombres est de
voir qu’on peut facilement remplacer la normalisation par la quantité aléatoire |T∗n|
par une normalisation par la constante πn. En effet, les propriétés des processus GW
permettent de passer facilement d’une écriture à l’autre, voir par exemple [dSGP+11,
Lemme 2.1].

Lorsque les sommes ne font intervenir que des δ2k+i et des ε2k+i, les lois des grands
nombres s’obtiennent directement à l’aide des résultats de convergence des martin-
gales scalaires de carré intégrable (avec la filtration FO lorsque le bruit intervient,
avec la filtration (On = σ{δk, k ∈ Tn}) lorsqu’il n’y a que des δ2k+i). Le résultat
est présenté de façon abstraite générale dans [dSGP+11, Lemme 5.1]. Quand le pro-
cessus BAR intervient, nous avons utilisé deux approches complètement différentes
selon que les coefficients sont constants ou aléatoires.

BAR à coefficients fixes

Pour les processus BAR à coefficients fixes, l’obtention des lois des grands nombres
se fait en deux étapes. Dans un premier temps, on majore la somme des Xq

k pour
la plus grande valeur de q qui nous intéresse pour obtenir l’ordre de grandeur de
la somme. Dans un second temps, on calcule effectivement la limite de la somme
correctement normalisée. La première étape sert à obtenir l’ordre de grandeur du
processus croissant d’une nouvelle martingale qui apparaît à la deuxième étape.

Pour la première étape, l’hypothèse (H.C) permet de majorer les deux coeffi-
cients multiplicatifs b et d par unemême constante β < 1. Ceci permet d’une certaine
façon de gommer l’asymétrie du processus. En utilisant cette majoration, des itéra-
tions successives de la récursion définissant le processus, des inégalités de Cauchy-
Schwartz et un changement d’indice adapté à la structure binaire (voir [BdSG09,
p2516]) on obtient les majorations voulues.

Pour la deuxième étape, on exploite à nouveau la structure récursive du proces-
sus. On montre que la somme desXk jusqu’à une génération donnée s’écrit elle-même
récursivement comme une fonction affine de la somme des Xk jusqu’à la génération
précédente. En itérant cette relation de récurrence, on peut récrire la somme cherchée
en fonction de quantités dont on connaît déjà les limites ou dont on peut facilement
calculer les limites à l’aide de résultats de convergence des martingales scalaires.
Essentiellement, pour obtenir (A.3) des moments d’ordre 4 suffisent si le processus
est parfaitement observé. Sinon il faut des moments d’ordre 8. Les valeurs explicites
de toutes les limites qui nous intéressent sont détaillées dans [dSGP+13b].
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BAR à coefficients aléatoires

Comme mentionné au paragraphe 1.2.4, dans le cas des coefficients aléatoires
on ne peut plus majorer b + η2k et d + η2k+1 par une même constante plus petite
que 1. La méthode décrite ci-dessus devient donc inutilisable. Pour obtenir nos lois
des grands nombres, nous avons utilisé l’interprétation du processus BAR comme
une chaîne de Markov bifurquante (BMC ou bifurcating Markov chain en anglais)
introduite par [Guy07] et étendue par [DM10] au cas d’un arbre de Galton Watson
(à un seul type).

Le principal intérêt de l’approche BMC vient du fait qu’on peut relier le compor-
tement asymptotique du processus bifurquant (Xk) à celui d’une chaîne de Markov
simple sous-jacente (Yn) ne prenant qu’une valeur par génération et qui suit une
lignée tirée au hasard dans l’arbre (lorsque celui-ci est complet ; dans le cas d’un
arbre de Galton Watson incomplet, la construction la construction correspond en loi
au tirage au hasard d’un individu présent dans chaque génération). Le lien formel
entre la BMC et sa chaîne induite est le suivant [DM10, Lemme 2.1]

πnE[f(Yn)] =
∑

k∈Gn

E[f(Xk)1{k∈T∗}], (1.8)

pour les fonctions f dans une bonne classe. L’étude des lois des grands nombres
pour la BMC se ramène donc à l’étude de l’ergodicité de la chaîne induite. Dans le
cas des processus BAR, on est ramené à une étude d’ergodicité pour un processus
auto-régressif classique (à coefficients aléatoires i.i.d.).

Dans notre cas de processus BAR à coefficients aléatoires, la chaîne induite est
construite de la façon suivante. Pour tout n ≥ 1, on définit la suite (An, Bn)n≥1

comme une suite de variables aléatoires i.i.d. de même loi que
(
(a+ ε2, b+ η2)1{ξ=0} + (c+ ε3, d+ η3)1{ξ=1}

)
,

où ξ suit une loi de Bernoulli de paramètre (p(0, 1) + p(1, 1))/π indépendante de
(ε2, η2, ε3, η3). On pose alors

{
Y0 = X1

Yn+1 = An+1 +Bn+1Yn, ∀n ≥ 0.

L’hypothèse (H.C)-R-BAR se récrit alors simplement comme E[|B1|4κ] < 1. Il est
alors facile de montrer que sous cette hypothèse la chaîne induite (Yn) admet une
unique loi invariante µ qui a des moments au moins jusqu’à l’ordre 4κ, voir [Bra86].
Des développements similaires dans ma thèse [dS04, dS05] sur les queues et les mo-
ments de lois stationnaires permettent de comprendre également que c’est bien une
hypothèse de ce type qui a des chances d’être minimale pour obtenir l’ergodicité de la
chaîne induite et des moments suffisants de la loi invariante, et donc par conséquent
les lois des grands nombres pour le BAR et la convergence simple de nos estima-
teurs. La principale différence entre notre travail sur les BMC et les résultats de la
littérature est que nous avons fait l’hypothèse d’un nombre fini de moments pour les
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bruits, contre des moments à tout ordre. Ceci nous empêche d’utiliser directement
les résultas de [Guy07, DM10] mais la démarche est essentiellement la même.

Si l’approche BMC permet d’affaiblir l’hypothèse (H.C)-R-BAR, elle impose en
revanche de renforcer les autres hypothèses. En effet, elle requiert plus de moments
sur le bruit car elle repose sur des méthodes L2 : il faut quatre fois plus de moments
(×2 pour être de carré intégrable et à nouveau ×2 à cause de la bifurcation) que
le degré de la loi des grands nombres voulue. De plus, pour pouvoir définir la BMC
et son noyau de transition, les hypothèses de d’indépendance et d’identité en loi du
bruit sont nécessaires, on ne peut plus se contenter d’accroissements de martingales.
Enfin, pour pouvoir construire la chaîne induite (Yn), nous avons dû simplifier le
processus de Galton Watson des observations et ne plus tenir compte du type de
la mère dans la loi de reproduction. L’approche GW à deux type pose problème
essentiellement parce que la matrice de descendance P du processus divisée par sa
valeur propre dominante π n’est pas en général une matrice stochastique.

BAR à coefficients aléatoires avec GW à deux types

Récemment, nous avons réussi à contourner cette dernière difficulté. Suite à des
échanges avec Nathalie Krell (Université Rennes 1), nous avons utilisé une idée
qu’elle a introduite dans le cadre des processus de fragmentation [Kre09, DHKR13].
La clé est l’obtention d’une formule analogue à (1.8), dite many to one formula,
puisqu’elle permet de passer d’un processus complexe sur un arbre à un processus
scalaire beaucoup plus simple. Une telle formule n’est pas généralisable telle quelle
pour la raison évoquée plus haut qu’on ne peut pas normaliser simplement la matrice
de descendance P du processus en une matrice de transition. En fait, il faut une
normalisation aléatoire, et donc rajouter des termes auxiliaires dans la many to one
formula, à savoir le type de la cellule et cette normalisation aléatoire.

Plus précisément, on définit la suite (Yn, In,Πn) sur R × {0, 1}×]0,+∞[ de la
façon suivante. Pour l’initialisation, Y0 a la même loi que X1, I0 est un type tiré
de façon aléatoire suivant une loi bien choisie et Π0 = 1. Ensuite, le processus est
défini récursivement. Conditionnellement à (Yn, In,Πn) = (y, i,m), le type au rang
n + 1, In+1 est tiré au hasard suivant la loi de Bernoulli de paramètre (p(i)(0, 1) +
p(i)(1, 1))/πi où πi = +p(i)(1, 0) + p(i)(0, 1) + 2p(i)(1, 1) est la moyenne de la loi de
reproduction d’un individu de type i, Πn+1 = mπi et Yn+1 est obtenu par l’équation
du R-BAR numéro Πn+1 à partir de y. On obtient alors la many to one formula
suivante

E(x,i,1)[f(Yn, In,Πn)] =
∑

k∈Gn

E(x,i)[f(Xk, ik,mk)1{k∈T∗}],

où ik est le type de l’individu k et mk =
∏n−1

`=0 πi[k/2`] .

On peut alors obtenir l’analogue des Théorèmes 18 de [Guy07] et 3.1 de [DM10],
et les lois des grands nombres pour le R-BAR couplé à un GW à deux types résultent
ainsi de l’ergodicité de la chaîne (Yn, In,Πn), qui correspond (pour Yn) à un processus
auto-régressif scalaire à coefficients aléatoires (An, Bn) modulés par la chaîne de
Markov (In). Ici encore, des idées de ma thèse [dS04] devraient permettre d’obtenir
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l’ergodicité avec des moments suffisants pour la loi invariante sous une condition de
la forme

lim sup
n→∞

(
E[(B−n · · ·B−1)4κ]

)1/n
< 1,

qui peut également être caractérisé par une condition sur le rayon spectral d’une
certaine matrice dépendant des paramètres du problème. Ce travail est actuellement
en cours de rédaction.

1.4.3 Vitesse de convergence des estimateurs

Une fois obtenues les lois de grands nombres, les hypothèses (A.2-3) du théo-
rème 1.5 sont vérifiées. Les hypothèses (A.1) et (A.5) sont faciles à obtenir en
mettant suffisamment de moments sur le bruit. Pour obtenir les vitesses de conver-
gence des estimateur il reste à choisir judicieusement la suite (Ξn). Essentiellement,
il faut la choisir comme une version réduite du processus croissant de la martingale :
on remplace tous les termes de variance du bruit (σ2, σ2

ε , σ2
η) par 1 et tous les termes

de covariance (ρ, ρ00, ρ11, ρε, ρη) par 0.

Pour obtenir la vitesse de convergence de θ̂n, on utilise a martingale (Mn) définie
en (1.7) et la relation (1.6). Pour la vitesse de convergence de (σ̂n − σn), on utilise
deux fois le théorème 1.5, une fois avec les deux premières coordonnées de (Mn),
une fois avec les deux dernières (avec des matrices Ξn différentes dans les deux cas).
Pour la vitesse de convergence de (ρ̂n − ρn), on ne peut plus appliquer directement
théorème 1.5 car les matrices Ξn qui apparaissent naturellement ne sont pas défi-
nies positives. Cependant, elles restent symétriques, inversibles, et sont de la forme
Ξ−1/2
n ∆nΞ

−1/2
n pour les mêmes matrices Ξn que celles utilisée pour la convergence

de θ̂n, et avec la suite ∆n qui converge vers une matrice symétrique inversible. Dans
ce cas, nous avons montré que la loi forte quadratique du théorème 1.5 reste valable
[dSGP+13a, Corolaire 5.3].

1.4.4 Théorème central limite

Pour obtenir la normalité asymptotique de nos estimateurs, trois problèmes se
posent. Premièrement, toujours à cause de la croissance exponentielle du nombre de
nouvelles données à chaque génération, la condition de Lindebergh n’est pas vérifiée.
Ensuite, il n’y a aucun espoir d’obtenir la normalité asymptotique sur l’ensemble
d’extinction du processus. Enfin, la quantité par laquelle on veut normaliser |T∗n| est
aléatoire.

Pour contourner le premier problème d’explosion du nombre de données par
génération, on change de filtration. Au lieu de prendre la filtration des génération
on choisit celle des soeurs

GOp = O ∨ σ{X1, (X2k, X2k+1), 1 ≤ k ≤ p}

autrement dit GOp est la tribu engendrée par le processus d’observation et tous les
individus jusqu’aux deux filles de l’individu p. Grâce à la propriété d’indépendance
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conditionnelle des bruits des paires de soeurs dans une même génération, la suite
(M p) définie par

M p =

p∑

k=1

(ε2k, Xkε2k, ε2k+1, Xkε2k+1)t .

est encore une martingale pour la filtration (GOp ), et on a la relation θ̂n − θ =

S−1
n−1M |Tn−1| qui permet de revenir à notre estimateur.

Pour traiter le problème de l’extinction éventuelle, on réduit notre espace d’étude
à l’ensemble de non extinction Ec, muni de la probabilité PEc . On montre alors un
théorème central limite sur (Ec,PEc), c’est-à-dire conditionnel à la non extinction.
Grâce à l’hypothèse d’indépendance des processus GW et BAR, toutes les propriétés
de moments conditionnels du bruit sous P restent vraies à l’identique sous PEc .

Enfin, pour la normalisation aléatoire, nous avons utilisé le Théorème 2.1.9 de
[Duf97]. On obtient ainsi la normalité asymptotique de tous nos estimateurs. Des
tests et des intervalles de confiance en découlent de façon usuelle.

1.5 Extensions et application aux données E. coli

Les idées et la démarche développées ci-dessus nous ont permis d’obtenir deux
autres séries de résultats en lien avec les BAR et les GW à deux types.

1.5.1 Inférence pour les GW à deux types

Il existe dans la littérature beaucoup de résultats sur l’inférence de processus de
Galton-Watson multi-type, voir par exemple [Gut91, MT05]. Les estimateurs des
lois de reproduction reposent sur l’observation du nombre d’individus de chaque
type à chaque génération, c’est-à-dire l’équivalent de notre suite (Zn). Or dans
notre contexte, nous disposons avec les (δk) d’une information beaucoup plus pré-
cise, puisque nous savons à chaque noeud de l’arbre binaire si la cellule correspon-
dante est observée ou non. Nous avons donc proposé dans [dSGP+12] de nouveaux
estimateurs empiriques des lois de reproduction basés sur l’observation des (δk). Les
méthodes martingales exposées plus haut permettent d’obtenir le comportements
asymptotique fin de ces estimateurs. Il faut noter qu’ici, comme les δk ne prennent
que les valeurs 0 et 1 on a des moments à tout ordre.

1.5.2 Inférence multi-arbre

Toujours dans [dSGP+12], nous avons réalisé une étude empirique de la puis-
sance des tests d’asymétrie pour le BAR partiellement observé. Cette étude montre
que la puissance est relativement faible pour un nombre de générations observées
de l’ordre de la dizaine. Or, dans les données de division d’E. coli de [SMPT05],
les généalogies observées ont au mieux 9 générations. En revanche, le nombre de
généalogies enregistrées est relativement grand (94). Nous avons donc cherché un
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moyen d’utiliser toute l’information disponible plutôt que de faire de l’inférence sur
une seule généalogie à la fois.

Ainsi, dans [dSGP+13b] nous avons introduit des estimateurs multi-arbres pour
les BAR sous observation partielle. On suppose que le nombre d’arbre est fixé à
l’avance, et l’asymptotique est le nombre total de cellules observées sur tous les
arbres. Les estimateurs obtenus ne sont pas simplement la moyenne des estimateurs
mono-arbre. De plus, nous avons relâché la condition de non extinction, puisqu’au
lieu de supposer la non extinction de chacun des arbres, on se contente de suppo-
ser qu’au moins un arbre ne s’éteint pas (on se place sur l’union des ensembles
de non extinction et non pas leur intersection). Autrement dit, certains arbres
peuvent s’éteindre à condition qu’au moins un continue à grandir jusqu’à l’infini.
Ce choix nous empêche d’utiliser directement les résultats mono-arbre. En revanche,
les mêmes techniques permettent d’obtenir la convergence fine des nouveaux esti-
mateurs.

1.5.3 Application à E. coli

Nous avons appliqué notre méthode d’inférence multi-arbre aux données de di-
vision cellulaire d’E. coli de [SMPT05]. Le problème biologique consiste à détecter
le vieillissement de la bactérie E. coli en testant l’asymétrie de la division entre les
cellules ayant hérité de l’ancien pôle de leur mère et les cellules ayant hérité du
nouveau pôle.

Les auteurs ont filmé 94 colonies d’E. coli. Ils ont mesuré le taux de croissance
de chaque cellule et identifié toutes les filiations en distinguant entre nouveau pôle
(type 0) et ancien pôle (type 1). Les 94 jeux de données comprennent 22394 cellules
(11189 de type 0 et 11205 de type 1). Le nombre de générations observées va de 4
à 9. Le taux de croissance moyen des cellules de type 0 est 0.0371, celui des cellules
de type 1 est 0.0369.

Ces données ont déjà été étudiées dans plusieurs articles [SMPT05, GBP+05,
Guy07]. Dans [SMPT05], les auteurs ne trouvent pas d’asymétrie significative pour
les généalogies prises une à une. En revanche, en étudiant la généalogie obtenue en
moyennant tous les arbres et en effectuant des comparaisons entre toutes les paires
de cellules soeurs (en les supposant indépendantes) ils concluent que les cellules de
type vieux pôle présentent un taux de croissance inférieur, ont des cellules filles de
masse plus faible et une probabilité accrue de mort. Cependant dans les généalo-
gies de division cellulaire, les paires de soeurs d’une même génération ne sont pas
indépendantes.

Les études suivantes ne proposent de l’inférence que sur un seul arbre. Dans
[GBP+05], les auteurs introduisent un modèle markovien de bifurcation pour cons-
truire les estimateurs, mais ils ne prennent pas en compte non plus la dépendance
entre paires de soeurs pour construire des tests. L’hypothèse de symétrie est reje-
tée (p-valeur< 0.1) pour la moitié des généalogies, une conclusion globale est donc
difficile à tirer.
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a 0.0203 [0.0197; 0.0210] c 0.0195 [0.0188; 0.0201]
b 0.4615 [0.4437; 0.4792] d 0.4782 [0.4605; 0.4959]

Table 1.1 – Estimations ponctuelles et intervalles de confiance à 95% pour θ =
(a, b, c, d)t.

σ2 1.81 · 10−5 [1.12 · 10−5; 2.50 · 10−5]
ρ 0.48 · 10−5 [0.44 · 10−5; 0.52 · 10−5]

Table 1.2 – Estimations ponctuelles et intervalles de confiance à 95% pour σ2 et ρ.

Dans [Guy07], la structure de dépendance des données est rigoureusement prise
en compte pour la première fois à travers un modèle de BMC pour la construction des
estimateurs et des tests de symétrie. Cependant, le modèle ne prend pas en compte
les éventuelles données manquantes dans les arbres généalogiques. Or aucune des
généalogies de [SMPT05] n’est complète. Les auteurs fournissent des résultats de
tests mais la prise en compte des données manquantes n’est pas du tout explicitée.

Notre méthode multi-arbre pour les BAR couplés à un processus d’observation
permet de prendre en compte simultanément la structure de dépendance des données
et les données manquantes. Elle permet également d’utiliser toute l’information dis-
ponible des 94 généalogies simultanément et donc de pallier le problème de la faible
puissance des tests mono-arbre. Nous avons aussi pour la première fois proposé une
estimation de la loi du processus GW d’observation sur ces données.

Nos résultats sont les suivants. L’estimation de θ avec intervalles de confiance à
95% est donnée dans la Table 1.1. Les intervalles de confiance pour b et d montrent
que l’hypothèse (H.C) est bien vérifiée. La Table 1.2 donne l’estimation de la va-
riance et de la covariance du bruit. Nous avons également proposé un modèle dans
[dSGP+13b] où les deux composantes du bruit ε2k et ε2k+1 peuvent avoir des va-
riances différentes, mais le l’hypothèse d’égalité entre les deux n’est pas rejetée (p-
valeur= 0.19). Pour les test de symétrie, l’hypothèse (a, b) = (c, d) est rejetée (p-
valeur= 10−5) et de même pour le test d’égalité des points fixes a/(1−b) = c/(1−d)
(a/(1 − b) estimé à 0.03773, c/(1 − d) estimé à 0.03734, p-valeur= 2 · 10−3). Nous
pouvons donc confirmer rigoureusement une asymétrique statistiquement significa-
tive dans la division d’E. coli.

La Table 1.3 donne l’estimation des deux lois de reproduction du processus GW
à deux types. La valeur propre dominante de la matrice de descendance est estimée à
1.204 [1.191; 1.217], on a donc bien un processus sur-critique. Les moyennes des deux
lois de reproduction sont estimées à 1.2048 pour le type 0 et 1.2032 pour le type 1.
L’hypothèse d’égalité de ces moyennes n’est pas rejetée (p-valeur= 0.9). Cependant,
on voit dans la Table 1.3 que les intervalles de confiance de p(0)(i, j) et de p(1)(i, j)
ne s’intersectent pas. L’hypothèse d’égalité des deux lois de reproduction est rejetée
(p-valeur= 2 · 10−5). L’interprétation de cette asymétrie en terme de division d’E.
coli n’est pas évidente car les données manquantes sont dues principalement à des
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p(0)(0, 0) 0.35579 [0.35574; 0.35583] p(1)(0, 0) 0.35611 [0.35606; 0.35616]

p(0)(1, 0) 0.03621 [0.03620; 0.03622] p(1)(1, 0) 0.04707 [0.04706; 0.04708]

p(0)(0, 1) 0.04740 [0.04739; 0.04741] p(1)(0, 1) 0.03755 [0.03754; 0.03756]

p(0)(1, 1) 0.56060 [0.56055; 0.56065] p(1)(1, 1) 0.55928 [0.55923; 0.55933]

Table 1.3 – Estimations ponctuelles et intervalles de confiance à 95% pour les lois
de reproduction du GW.

difficultés de mesure (cellules hors champs ou qui se superposent) et pas à la mort
des cellules (seuls 16 cellules sont mortes sur les 22394 étudiées).

1.6 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé une série de modèles pour étudier des données de division
cellulaire. Ces modèles ont été affinés pour coller au mieux à la nature des données
disponibles. Pour chacun de ces modèles paramétriques, nous avons proposé des
estimateurs des différents paramètres, et prouvé leurs propriétés fines de convergence.
Nous avons démontré pour ce faire de nouveaux théorèmes sur la convergence des
martingales et chaînes de Markov bifurquantes sur des arbres de Galton-Watson à
deux types. Enfin, nous avons appliqué notre procédure à des données réelles de
division de la bactérie Escherichia coli.

D’autres équipes ont poussé l’étude de ces modèles dans de nouvelles directions,
comme la définition et l’étude de BAR à coefficients entiers [Bla12b], l’étude des
déviations [BDG11, BD12, BD13], l’introduction de parasites dans les cellules, avec
leur propre loi de reproduction et de répartition lors de la division [Ban08, Ban09].
Ce type de modèle a aussi été développé en temps continu, pour tenir compte du
temps passé avant chaque division [BT11, BDMT11, DHKR13].

Du point de vue des biologistes, le phénomène du vieillissement des organismes
unicellulaires n’est pas encore complètement compris. On s’attendrait à ce que le
taux de croissance des cellules de la lignée qui hérite à chaque fois du vieux pôle
diminue au cours du temps comme semble l’indiquer l’étude de [SMPT05] sur les pre-
mières générations. Or des expériences récentes [WRP+10] montrent qu’au contraire
ce taux se stabilise assez vite. Même si cette observation est en accord avec la modé-
lisation BAR qui prévoit effectivement ce comportement (convergence vers c/(1−d)
pour la deuxième équation itérée), elle appelle de nouvelles études mathématiques
pour réconcilier cette observation avec celle de [SMPT05] d’une baisse du taux, au
moins sur les premières générations. On pourrait par exemple essayer une estima-
tion non paramétrique du lien entre une cellule et ses deux filles, pour valider ou
non l’hypothèse linéaire du modèle BAR à partir des données expérimentales.

Une autre piste de recherche est aussi de chercher à expliquer le vieillissement par
une stratégie de la cellule mère d’accumulation des déchets dans les cellules vieux
pôles. On peut imaginer de modéliser l’apparition et la répartition de ces déchets
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dans les généalogies de cellules, voir d’optimiser la stratégie de partage des déchets
entre cellules filles pour la survie de la colonie.

Les progrès de l’imagerie médicale permettrons certainement dans les années à
venir de proposer des modèles mathématiques sophistiqués pour étudier ces phéno-
mènes de vieillissement ou autres, et de les confronter à des données réelles. C’est
un domaine qui m’intéresse tout particulièrement.
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Chapitre 2

Méthodes numériques pour le
contrôle des processus markoviens
déterministes par morceaux

2.1 Motivation

Les processus markoviens déterministes par morceaux (PDP pour Piecewise de-
terministic Markov processes en anglais) on été introduits par Davis [Dav84, Dav93]
dans les années 80. Il s’agit d’une vaste classe de processus markoviens non diffu-
sifs qui modélisent des systèmes physiques dont la dynamique peut être perturbée
par des événements ponctuels et aléatoires. Ce sont des processus hybrides décrits
par deux variables : à la variable euclidienne usuelle représentative de l’état, on
adjoint une variable discrète, appelée mode ou régime, à valeurs dans un ensemble
dénombrable. La variable euclidienne est représentative des grandeurs physiques du
système. Il peut s’agir, par exemple, de la hauteur de liquide dans un réservoir, de
la température, de l’épaisseur perdue par corrosion,. . . Le mode traduit quant à lui
l’apparition des pannes et des dysfonctionnements ou les conditions extérieures et
caractérise ainsi le régime de fonctionnement du système.

D’un point de vue mathématique, la trajectoire d’un tel processus peut se défi-
nir de façon très intuitive par itération, voir paragraphe 2.2.1. L’espace d’état est
constitué d’une réunion d’ouverts d’espaces métriques. Entre deux sauts, l’état du
système suit une trajectoire régie par un flot indexé par le mode qui reste constant.
Il existe deux types de sauts pouvant induire des ruptures sur le vecteur d’état et/ou
sur le mode.

– Le premier type de saut est de nature déterministe. Il est conditionné par le fait
que le vecteur d’état tente de franchir la frontière d’un ouvert. Par exemple,
la pression dépasse un seuil qui déclenche l’ouverture d’une soupape.

– Le second type de saut est purement stochastique. Il suit une loi poissonienne
dont l’intensité est une fonction non linéaire du mode et de l’état.

Du point de vue de la modélisation, les PDP permettent de prendre en compte de
manière dynamique et réaliste les divers types d’interactions pouvant exister entre les

33
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différentes grandeurs physiques du système et son comportement global. Des choix
adéquats des différents paramètres du processus permettent de couvrir des domaines
applicatifs très divers, comme par exemple en assurance [Dav93, section 33], fiabilité
dynamique [DD02, ZDDG08, dSDZ+12], neurosciences [PTW10], division cellulaire
[DHKR13], trafic internet [CMP10], ou finance [BR11] pour n’en citer que quelques
uns. Des exemples concrets sont présentés partie 2.4.

2.1.1 Méthodes numériques pour le contrôle impulsionnel

Je m’intéresse dans ce chapitre au contrôle des PDP. En toute généralité, le
contrôle peut être soit continu soit impulsionnel. Il est continu si la variable de
contrôle agit à tout instant sur la dynamique du processus en modifiant le mou-
vement déterministe et la probabilité de sauter. On parle de contrôle impulsionnel
quand le contrôleur intervient à des instants spécifiques ponctuels pour déplacer le
processus vers un nouveau point de l’espace d’états. Ce chapitre ne concerne que le
contrôle impulsionnel des PDP.

La forme la plus simple de contrôle impulsionnel s’appelle arrêt optimal. Dans ce
cas, il y a une seule intervention qui consiste à choisir le meilleur instant (au sens d’un
critère de performance donné) pour arrêter le processus. Du point de vue applicatif,
en fiabilité dynamique l’arrêt optimal correspond à de la maintenance préventive :
on cherche à intervenir pour remettre à neuf le système avant la panne. Ne rien faire
ou changer les composants trop souvent peut coûter cher. Il s’agit d’optimiser la
maintenance entre ces deux politiques extrêmes. Le contrôle impulsionnel général
correspond à de la maintenance tolérante aux pannes où on choisit des instants pour
procéder à des réparations éventuellement partielles du système, voir [Dav93, AJ99].

Malgré la richesse et l’importance de leurs domaines applicatifs, peu d’outils nu-
mériques ont été développés pour le contrôle impulsionnel des PDP. A ma connais-
sance seuls deux articles de Costa et Davis [CD88, CD89] et un de Costa [Cos91]
proposent une méthode de calcul pratique de la performance optimale et d’une
stratégie permettant d’approcher l’optimum basée sur les courbes de niveau de la
performance optimal approchée. La méthode proposée repose sur une discrétisation
du noyau markovien de saut, correspondant à une discrétisation (cartésienne dans
leurs exemples) des positions du processus après les sauts. Ils obtiennent la conver-
gence de leur méthode sur tous les compacts de l’espace d’états lorsque le nombre
de points de la discrétisation tend vers l’infini, mais n’ont pas de résultats sur la
vitesse de convergence de leur méthode.

En revanche, une vaste littérature existe autour des outils numériques pour les
processus de diffusion. L’objet de ce travail est de fournir de nouveaux outils numé-
riques pour les PDP et d’étudier de façon théorique et pratique leurs performances.
Pour cela, on s’inspire des méthodes existantes pour les processus de diffusion qui
reposent sur une méthode de discrétisation des variables aléatoires appelée quanti-
fication, voir par exemple [Pag98, BP03, PPP04a, PPP04b, BPP05, PP05, PRS05].
Cependant, de telles méthodes ne peuvent s’appliquer directement aux PDP pour au
moins deux raisons. D’une part, il s’agit de processus à sauts. D’autre part, les PDP
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ne sont pas diffusifs, leur loi fait intervenir des composantes absolument continues
ainsi que des composantes ponctuelles qu’il faut gérer de façon adaptée.

Pour contourner des deux difficultés, nous utilisons principalement une autre
spécificité des PDP. Comme pour les processus ponctuels, tout l’aléa d’un PDP est
contenu dans une chaîne de Markov en temps discret sous-jacente au processus.
Ainsi, toute grandeur d’intérêt faisant intervenir la loi du processus peut se récrire
uniquement en fonction de cette chaîne de Markov. Une discrétisation adéquate de
cette chaîne devrait donc fournir une approximation numérique de la quantité à
calculer. C’est le programme qui sera mis en œuvre dans ce chapitre et le suivant.

2.1.2 Contribution

Les travaux présentés ici ont tous été réalisés en collaboration avec François Du-
four (Institut Polytechnique de Bordeaux et Inria CQFD) dans le cadre de l’équipe
Inria CQFD. En particulier, nous avons co-encadré deux thèses sur ce sujet, celle
de Karen Gonzalez (2007-2010) [Gon10] et celle d’Adrien Brandejsky (2009-2012)
[Bra12]. Certains travaux ont également été réalisés avec Huilong Zhang (Université
de Bordeaux et Inria CQFD). Ces travaux s’inscrivent également dans le cadre de
l’ANR Fautocoes (2009-2013).

Dans un premier travail avec Karen Gonzalez [dSDG10], nous avons proposé
une méthode numérique d’approximation de la performance optimale et proposé
une règle d’arrêt calculable en pratique pour le problème d’arrêt optimal d’un PDP
générique. Nous avons étudié la convergence de notre méthode et obtenu des bornes
pour la vitesse de convergence. Cette méthode a été implémentée sur un exemple
industriel fourni par Astrium [dSDZ+12] ainsi que sur un cas-test reconnu de fiabilité
dynamique [dSZ13]. Il sont également en cours d’application à la maintenance d’un
équipement optronique [BBdS+12] dans le cadre de la thèse de Camille Baysse (2010-
2013), thèse cifre avec Thales Optronique encadrée par Jérôme Saracco (Institut
Polytechnique de Bordeaux et Inria CQFD) et Anne Gégout-Petit (Université de
Bordeaux et Inria CQFD). Des discussions sont en cours avec Thales Optronique
pour le dépôt d’un brevet.

Ces travaux ont ensuite été étendus dans deux directions. D’une part, avec Adrien
Brandejsky [BdSD13], nous avons étudié le problème d’arrêt optimal sous observa-
tion partielle. Au lieu de supposer que le processus est parfaitement observé aux
instants de sauts, nous supposons que l’observation est bruitée. Nous avons alors
obtenu l’équation du filtre et les équations de la programmation dynamique. Nous
avons également proposé une méthode d’approximation numérique de ce problème,
et nous avons montré sa convergence avec vitesse.

D’autre part, nous avons proposé une première approche numérique du problème
de contrôle impulsionnel général [dSD12]. Nous avons proposé une approximation
de la performance optimale, et démontré sa convergence avec vitesse. Ces travaux
sont présentés plus en détail dans les sections suivantes.
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2.2 Processus markoviens déterministes par mor-
ceaux

Commençons par définir un PDP et fixer les notations que nous utiliserons dans
ce chapitre ainsi que dans le suivant. Pour tout espace métrique E , on note B(E) sa
tribu borélienne, B(E) l’espace des fonctions à valeurs réelles, bornées et mesurables
définies sur E et BC(E) et BL(E) les sous-espaces des fonctions de B(E) qui sont
continues et lipschitziennes respectivement. On note ∂E la frontière de E , E son
adhérence et pour tout sous-ensemble A de E , on note Ac son complémentaire dans E .

2.2.1 Définition d’un PDP

SoitM un ensemble fini correspondant aux différents régimes du PDP. Pour tout
m ∈ M , le processus évolue dans Em un sous-ensemble ouvert de Rd, avec d ≥ 1,
muni de la norme euclidienne notée | · |. On note E l’espace d’états du processus

E = {(m,x), m ∈M, x ∈ Em},

muni de la distance |(m,x) − (m′, x′)| = [x − x′|1{m=m′} +∞1{m6=m′}. Un PDP est
défini sur E par trois caractéristiques locales : le flot Φ, l’intensité des sauts λ et le
noyau markovien de sauts Q.

– Pout tout m ∈M , le flot dans le mode m est Φm : Rd×R+ → Rd une fonction
continue obtenue comme solution d’une équation différentielle ordinaire. En
particulier, pour tout t ∈ R+, Φm(·, t) est un homéomorphisme et t→ Φm(·, t)
est un semi-groupe i.e. pour tout x ∈ Rd, Φm(x, s+ t) = Φm(Φm(x, s), t).

– Pour tout m ∈ M , l’intensité de saut dans le mode m est λm : Em → R+ une
fonction mesurable. On suppose de plus que

∀(m,x) ∈ E, ∃ε > 0 tel que
∫ ε

0

λm(Φm(x, t))dt < +∞,

pour s’assurer qu’il n’y a pas de saut instantané.
– Pour tout m ∈ M , le noyau de transition dans le mode m est Qm un noyau

markovien sur (Em,B(Em)) qui a la propriété suivante pour tout x dans Em

Qm(x, {(m,x)}c) = 1.

Cette condition garantit que chaque saut modifie au moins une des deux com-
posantes (discrète ou continue) du processus.

A partir de ces caractéristiques locales, Davis [Dav93, page 57] montre qu’il existe
un espace probabilisé

(
Ω,F , (Ft)t∈R+ , (Pz)z∈E

)
sur lequel est défini un processus

(Xt)t∈R+ qu’on peut construire de façon récursive. Le processus part de la position
x0 dans le mode m0. Le premier instant de saut est déterminé comme suit. Pour
tout point (m,x) de l’espace d’états E, on définit le temps de sortie déterministe de
E, ou temps d’atteinte de la frontière de E par

t∗m(x) = inf{t > 0 tel que Φm(x, t) ∈ ∂Em},
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avec la convention usuelle inf ∅ = +∞. Soit alors T1 une variable aléatoire positive
de loi donnée par

P(m0,x0)(T1 > t) =

{
e−Λm0 (x0,t) si 0 ≤ t < t∗m0

(x0),
0 si t ≥ t∗m0

(x0),

où l’intensité de saut cumulée Λm est définie pour tous (m,x) dans E et t ≥ 0 par

Λm(x, t) =

∫ t

0

λm(Φm(x, s))ds.

On tire alors une variable aléatoire Z1 à valeurs dansE selon la loiQm0(Φm0(x0, T1), ·).
La trajectoire de Xt pour t ≤ T1 est donnée par

Xt =

{
(m0,Φm0(x, t)) si t < T1,
Z1 si t = T1.

Partant du pointXT1 = Z1, on choisit alors d’une façon similaire la durée S2 = T2−T1

entre le premier instant de saut T1 et l’instant de saut suivant T2, ainsi que les
mode et position Z2 après le deuxième saut et ainsi de suite. Davis montre [Dav93,
section 25] que le processus (Xt)t∈R+ ainsi obtenu est un processus de Markov fort.
Ce processus est continu à droite avec des limites à gauche et saute aux instants
(Tn)n∈N (avec T0 = 0).

2.2.2 Notations

Pour simplifier les notations, dans toute la suite on notera pour tous z = (m,x)
dans l’espace d’états E et t ≥ 0

Φ(z, t) = Φm(x, t), λ(z, t) = λm(x, t), Q(z, ·) = Qm(x, ·),
t∗(z) = t∗m(x), Λ(z, t) = Λm(x, t).

Pour des fonctions appliquées au processus (Xt)t∈R+ , la notion de régularité glo-
bale sur E est parfois trop contraignante. En fait, on a besoin seulement de régularité
le long des trajectoires possibles du processus, c’est-à-dire de régularité le long du
flot Φ. Soit BCΦ(E) le sous espaces des fonctions de B(E) qui sont continues le long
du flot Φ avec limite finie à la frontière, c’est-à-dire les fonctions w ∈ B(E) telles
que pour tout z dans E, w

(
Φ(z, ·)

)
est continue sur [0, t∗(z)[ avec une limite finie

lorsque t temps vers t∗(z) si t∗(z) < ∞, notée w
(
Φ(z, t∗(z))

)
. On définit également

BLΦ(E) le sous espaces des fonctions de BCΦ(E) qui sont lipschitziennes le long du
flot au sens suivant

– il existe
[
w
]

1
∈ R+ tel que pour tous (z, z′) ∈ E2 et u ∈ [0, t∗(z)∧ t∗(z′)], on a

∣∣w(Φ(z, u))− w(Φ(z′, u))
∣∣ ≤

[
w
]

1
|z − z′|,

– il existe
[
w
]

2
∈ R+ tel que pour tous z ∈ E, et (u, u′) ∈ [0, t∗(z)]2, on a

∣∣w(Φ(z, u))− w(Φ(z, u′))
∣∣ ≤

[
w
]

2
|u− u′|,
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– il existe
[
w
]
∗ ∈ R+ tel que pour tous (z, z′) ∈ E2, on a

∣∣w(Φ(z, t∗(z)))− w(Φ(z′, t∗(z′)))
∣∣ ≤

[
w
]
∗|z − z

′|.

Dans la suite, pour toute fonction w de B(E) on note Cw sa borne supérieure

Cw = sup
z∈E
|w(z)|,

et pour toute fonction w de BL(E) ou BL(E) on note [w] sa constante de Lipschitz

[
w
]

= sup
z 6=z′∈E

∣∣w(z)− w(z′)
∣∣

|z − z′| .

Remarquons que BLΦ(E) est un sous-ensemble de BL(E) et toute fonction w de
BLΦ(E) vérifie

[
w
]
≤
[
w
]

1
.

2.2.3 Hypothèses

La première hypothèse est classique, voir [Dav93, section 24]. Elle assure en
particulier que le PDP n’explose pas (pas d’accumulation de sauts) et que la suite
des temps de saut tend vers l’infini.

(H.1) Pour tous z ∈ E et t ≥ 0, on a Ez

[∑∞
n=0 1{Tn≤t}

]
<∞.

Les hypothèses suivantes sont plus spécifiques à notre méthode de discrétisation.
Elles sont nécessaires pour obtenir des vitesses de convergence pour nos approxima-
tions. Elles imposent essentiellement que les caractéristiques locales du PDP soient
bornées et de régularité Lipschitz (éventuellement le long du flot).

(H.2) L’intensité de saut λ est bornée et il existe
[
λ
]

1
∈ R+ tel que pour tous

(z, z′) ∈ E2 et u ∈ [0, t∗(z) ∧ t∗(z′)[,
∣∣λ(Φ(z, u))− λ(Φ(z′, u))

∣∣ ≤
[
λ
]

1
|z − z′|.

(H.3) Le temps d’atteinte de la frontière t∗ est dans BL(E).

(H.4) Le noyau markovien Q est Lipschitz au sens suivant : il existe
[
Q
]
∈ R+

tel que pour toute fonction w de BLΦ(E), les deux conditions suivantes sont
satisfaites
– pour tous (z, z′) ∈ E2 et u ∈ [0, t∗(z) ∧ t∗(z′)[, on a

∣∣Qw
(
Φ(z, u)

)
−Qw

(
Φ(z′, u)

)∣∣ ≤
[
Q
][
w
]

1
|z − z′|,

– pour tous (z, z′) ∈ E2, on a

∣∣Qw
(
Φ(z, t∗(z))

)
−Qw

(
Φ(z′, t∗(z′))

)∣∣ ≤
[
Q
][
w
]
∗|z − z

′|.
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2.3 Arrêt optimal
Le premier problème qui nous intéresse est l’approximation numérique du pro-

blème d’arrêt optimal pour un PDP. Pour tout entier n ≥ 0, on noteMn l’ensemble
des temps d’arrêts pour la filtration (Ft) qui sont inférieurs au n-ème temps de saut
Tn du processus. On se fixe un horizon de calcul N . Soit g une fonction de BLΦ(E)
appelée fonction de gain. La performance associée au temps d’arrêt τ dansMN est

Ez[g(Xτ )].

Le problème d’arrêt optimal consiste à trouver la performance maximale sur MN

ainsi qu’un temps d’arrêt qui réalise ce maximum, s’il en existe. Sinon on cherche
un temps d’arrêt dont la performance est arbitrairement proche de l’optimum. On
parle alors de temps d’arrêt ε-optimal. La performance maximale s’appelle la fonction
valeur du problème d’arrêt optimal

v(z) = sup
τ∈MN

Ez[g(Xτ )] = sup
τ∈MN

E[g(Xτ ) | X0 = z].

Notre premier travail dans [dSDG10] est la construction d’une approximation de
v(z) ainsi que d’un temps d’arrêt ε-optimal calculable en pratique.

Le choix d’un horizon en temps de saut du processus est dicté par l’utilisation de
la chaîne induite. Le cas d’un horizon de temps fixe T a été discuté dans [BdSD12b]
dans un cas similaire. Il s’agit essentiellement d’utiliser le processus augmenté du
temps (Xt, t) qui est encore un PDP, mais dont les caractéristiques locales ne sont
plus les mêmes et ne vérifient pas automatiquement les mêmes hypothèses de régu-
larité, voir la section 3.2.2. On définit alors l’espace d’états en temps comme étant
[0, T [ avec un saut à la frontière vers un état cimetière lorsque t = T . On s’assure
ensuite empiriquement qu’on peut fixer un nombre de sauts N tel que la probabilité
d’avoir (T ≥ TN) soit suffisamment petite voire nulle. Voir la partie 2.4 pour des
exemples concrets.

2.3.1 Stratégie de résolution

On peut montrer que la fonction valeur du problème d’arrêt optimal pour les
PDP peut se construire en itérant un opérateur de programmation dynamique, voir
[Gug86] et l’équation (2.1). Cet opérateur fait intervenir des espérances condition-
nelles qui sont compliquées à calculer et surtout à itérer numériquement. Notre
méthode de discrétisation est inspirée de [BP03, PPP04a] qui traitent de problèmes
similaires pour les processus de diffusion. Leur stratégie est la suivante.

– On commence par discrétiser la diffusion, par exemple avec un schéma d’Euler
pour obtenir une chaîne de Markov en temps discret (à espace d’états continu).
On montre que la fonction valeur du problème d’arrêt optimal pour cette chaîne
discrète est proche de la fonction valeur du problème d’origine.

– On propose une approximation à espace d’états fini de la chaîne de Markov.
On remplace les occurrences de la chaîne par son approximation discrète dans
les opérateurs de programmation dynamique, qui sont alors faciles à itérer
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numériquement car ils deviennent de simples sommes pondrées. On obtient
également une borne sur l’erreur commise sur la fonction valeur.

La méthode choisie pour discrétiser la chaîne de Markov à espace d’états continu
s’appelle quantification. Etant donnée une variable aléatoire X à support continu,
cette méthode consiste à trouver une grille finie Γ et projeter X au plus proche
voisin sur cette grille pour obtenir une variable aléatoire X̂ à support fini. La grille
Γ est choisie de façon à minimiser l’erreur en norme L2 entre X et X̂. Cette méthode
permet d’évaluer facilement des différences de la forme f(X)−f(X̂) en norme L2, dès
que la fonction f est lipschitzienne. De plus, on peut montrer que l’erreur commise
tend vers 0 lorsque le nombre de points dans la grille Γ tend vers l’infini, voir par
exemple [Pag98, BP03, PPP04a, PPP04b, BPP05, PP05] et les références qui y
sont mentionnées. On peut également quantifier une chaîne de Markov et obtenir les
matrices de transition entre les grilles successives.

Les PDP ont certaines spécificités qui empêchent l’application directe des tech-
niques utilisées pour les processus de diffusion. D’une part, ce sont des processus à
sauts, et ces sauts ont une double nature, soit poissonienne soit ponctuelle en pré-
sence de frontières, lorsque le flot tente de sortir de l’espace d’états. L’existence de ces
sauts à la frontière implique que la loi du processus possède aussi cette double nature
absolument continue avec des masses de Dirac. En particulier, même en imposant
de fortes conditions de régularité sur la fonction coût g et sur les caractéristiques lo-
cales du PDP, l’opérateur de programmation dynamique fait intervenir des fonctions
indicatrices qui ne sont donc pas lipschitziennes, voir Eq. (2.1).

D’autre part, comme pour les processus ponctuels classiques, tout l’aléa d’un
PDP est contenu dans sa chaîne induite (Zn, Sn)n≥0, définie par les modes et positions
après saut et les durées inter-saut

(Z0, S0) = (X0, 0), (Zn, Sn) = (XTn , Tn − Tn−1) ∀n ≥ 1.

En effet, si on connaît le processus (Xt)t∈R+ , on connaît ses temps de saut et ses
positions après saut. Réciproquement, si on connaît les positions après saut et les
durées entre les sauts, on peut reconstituer les temps de sauts et la trajectoire
déterministe du processus entre les sauts. Par ailleurs, le processus (Zn, Sn)n≥0 est
une chaîne de Markov à valeurs dans E×R+, et la loi de (Zn+1, Sn+1) ne dépend en
fait que de Zn. Cette propriété est très importante pour les applications numériques
car contrairement aux processus de diffusion, il n’y a donc pas besoin d’une étape
préliminaire de discrétisation pour obtenir une chaîne de Markov en temps discret.

2.3.2 Schéma d’approximation

Gugerli a montré dans [Gug86] que les équations de la programmation dynamique
sont les suivantes pour la fonction valeur du problème d’arrêt optimal pour les PDP

{
vN = g,
vn = L(vn+1, g) pour 0 ≤ n ≤ N − 1,
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avec v0 = v la fonction valeur du problème, et L l’opérateur de programmation
dynamique défini par

L(w, h)(z) = sup
0≤u≤t∗(z)

J(w, h)(z, u) ∨Kw(z),

où a ∨ b = max{a, b} et

J(w, h)(z, u) = E
[
h
(
Φ(Zn, u)

)
1{Sn+1≥u} + w(Zn+1)1{Sn+1<u} | Zn = z

]
,

Kw(z) = E
[
w(Zn+1) | Zn = z

]
, (2.1)

pour toutes fonctions w dans B(E), h dans B(E) et tous z dans E et u ≥ 0. Comme
attendu, cette expression ne fait intervenir que la chaîne induite (Zn, Sn).

Essentiellement, les équations de la programmation dynamique découlent de la
propriété de Markov et de la structure spécifique des temps d’arrêts pour les PDP.
Sur l’intervalle de temps avant le premier saut, la performance optimale est obtenue
en prenant la meilleure des deux options suivantes : ne rien faire jusqu’au prochain
saut (opérateur K) ou bien choisir l’instant donnant la performance maximale sur
la portion déterministe de la trajectoire entre 0 et le temps d’atteinte de la frontière
t∗(z) (opérateur sup J). Les indicatrices dans l’opérateur J rendent compte du fait
qu’un saut aléatoire peut intervenir avant de toucher la frontière.

Approximation de la fonction valeur

Les opérateurs discrédités que nous proposons ne sont pas définis sur tout l’espace
d’états, mais seulement sur les grilles de quantification, ce qui permet leur itération
aisée. Ceci est possible car les équations de programmation dynamique qui portent
sur les fonctions vn peuvent se récrire comme une récursion sur les variables aléatoires
Vn = vn(Zn). En effet, on a VN = g(ZN) et pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1

Vn = sup
0≤u≤t∗(Zn)

(
E
[
g
(
Φ(Zn, u)

)
1{Sn+1≥u} + Vn+11{Sn+1<u} | Zn

])
∨ E
[
Vn+1 | Zn

]
.

C’est donc en fait ces variables aléatoires que nous discrétisons. Nous obtenons alors
une approximation de V0(Z0) autrement dit de v(X0) la fonction valeur au point de
départ (supposé déterministe) du processus.

Nous proposons une méthode de discrétisation des opérateurs en deux étapes. La
première consiste à remplacer la maximisation continue sur l’intervalle [0, t∗(z)] dans
l’opérateur L par une maximisation sur une grille finie. Ceci revient à discrétiser les
trajectoires déterministes du processus entre les sauts. Pour tout z dans E, on se
fixe un pas de discrétisation 0 < ∆(z) < t∗(z), et on appelle G(z) l’ensemble des
points de la forme i∆(z) pour les entiers i positifs tels que i∆(z) ≤ t∗(z) − ∆(z).
Le fait d’exclure un voisinage de t∗(z) est une nécessité technique due à la présence
des fonctions indicatrices et des sauts à la frontière, voir section 2.3.3. Nous aurions
pu garder la maximisation continue et la résoudre numériquement, mais le fait de
choisir une grille permet de calculer explicitement l’erreur commise en fonction du
pas de discrétisation ∆(z).
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La deuxième étape consiste à quantifier la chaîne de Markov (Zn, Sn) jusqu’à l’ho-
rizon N pour obtenir une suite de variables aléatoires à support fini (Ẑn, Ŝn)0≤n≤N .
On appelle Γn le support de (Ẑn, Ŝn), ou n-ème grille de quantification, et ΓZn le sup-
port de Ẑn. On remplace alors toutes les occurrences de (Zn, Sn) dans les opérateurs
de programmation dynamique par leur approximation quantifiée

Ĵn(w, h)(z, u) = E
[
h
(
Φ(Ẑn, u)

)
1{bSn+1≥u} | Ẑn = z

]
+ E

[
w(Ẑn+1)1{bSn+1<u} | Ẑn = z

]
,

K̂nw(z) = E
[
w(Ẑn+1) | Ẑn = z

]
,

L̂n(w, h)(z) = max
u∈G(z)

Ĵn(w, h)(z, u) ∨ K̂nw(z),

pour toutes fonctions w dans B(ΓZn+1), h dans B(E) et tous z dans ΓZn et u dans la
grille G(z). En général, l’approximation quantifiée d’une chaîne de Markov n’est plus
une chaîne de Markov. Si on peut modifier les matrices de transition pour garder
la structure markovienne, en revanche la chaîne obtenue ne sera pas homogène. On
obtient donc une discrétisation différente à chaque pas de temps pour les opérateurs.

Par itération, on obtient une approximation des fonctions vn sur les grilles de
quantification,

{
v̂N = g,

v̂n = L̂n(v̂n+1, g) pour 0 ≤ n ≤ N − 1,

puis des variables aléatoires Vn en posant V̂n = v̂n(Ẑn), soit V̂N = g(ẐN) et pour
tout 0 ≤ n ≤ N − 1

V̂n = max
u∈G( bZn)

(
E
[
g
(
Φ(Ẑn, u)

)
1{bSn+1≥u} + V̂n+11{bSn+1<u} | Ẑn

])
∨ E
[
V̂n+1 | Ẑn

]
.

Règle d’arrêt

A partir du temps d’arrêt ε-optimal construit par Gugerli dans [Gug86], nous
proposons également une règle d’arrêt calculable en pratique. Elle a en outre l’avan-
tage de n’utiliser que des quantités déjà calculées pour l’approximation de la fonction
valeur. Essentiellement, il s’agit de garder en mémoire qui a gagné la maximisation
entre les opérateurs max Ĵn et K̂n. Toujours à cause des sauts à la frontière, notre
méthode ne revient cependant pas à remplacer directement les variables aléatoires
(Zn, Sn) par leur approximation quantifiée dans la construction de Gugerli.

Plus précisément, pour construire notre règle d’arrêt, on commence par définir la
projection pn au plus proche voisin sur la n-ème grille de quantification. Autrement
dit, on a (Ẑn, Ŝn) = pn(Zn, Sn) et plus généralement, pour tous (z, s) dans E×R+ on
pose (ẑn, ŝn) = pn(z, s). Il faut noter que la projection dépend des deux coordonnées
z et s. Pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1, on définit maintenant le premier instant qui
maximise Ĵn(v̂n+1, g)(ẑn, ·) dans la grille G(ẑn)

s∗n(z, s) = min
{
t ∈ G(ẑn)

∣∣∣Ĵn(v̂n+1, g)(ẑn, t) = max
u∈G(bzn)

Ĵn(v̂n+1, g)(ẑn, u)
}
.
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On définit alors une nouvelle suite de fonctions à valeurs positives qui sont construites
en fonction du maximum entre K̂n et Ĵn

rn,β(z, s) =

{
t∗(z) si K̂nv̂n+1(ẑn) > maxu∈G(bzn) Ĵn(v̂n+1, g)(ẑn, u),
s∗n(z, s)1{s∗n(z,s)<t∗(z)} + (t∗(z)− β) sinon.

On utilise le vrai temps d’atteinte de la frontière t∗(z) et non pas une approximation
car cette règle d’arrêt sera appliquée sur les vraies trajectoires du processus et non
sur des trajectoires approchées. On a donc besoin à la fois de la vraie valeur de (z, s)
et de son approximation quantifiée pour pouvoir utiliser les calculs de la fonction
valeur, et parce que les opérateurs approchés ne sont définis que sur les grilles de
quantification et pas sur tout l’espace. L’utilisation du seuil β permet de garantir
que rn,β(z, s) = t∗(z) si et seulement si l’opérateur K̂n a gagné la maximisation.
C’est une condition technique qui permet de borner l’erreur commise, voir la fin de
la section 2.3.3. En effet, il se pourrait que s∗n(z, s) soit supérieur ou égal à t∗(z)
puisqu’on sait seulement que s∗n(z, s) < t∗(ẑ) mais on ne sait pas si t∗(ẑ) est plus
grand ou plus petit que t∗(z).

Enfin, à partir de ces fonctions on définit une nouvelle suite de variables aléatoires
qui va correspondre à des instants d’arrêt potentiels du système

{
R̂0,β = r̂0,β(Z0, S0),

R̂n,β = r̂n,β(Zn, Sn)1{ bRn−1,β≥Sn−1}

et on définit notre règle d’arrêt τ̂ par

τ̂ =
N−1∑

n=0

Rn,β ∧ Sn+1,

où a ∧ b = min{a, b}. Autrement dit, une fois les calculs d’approximation de la
fonction valeur effectués et étant donné le point de départ Z0 du processus (on a
S0 = 0), on calcule une première date R̂0,β en projetant (Z0, S0) dans la grille de
quantification correspondant au 0-ème saut. Si cette date arrive avant le premier
temps de saut, c’est la date d’arrêt qu’on choisit, sinon, on relance un calcul à partir
de la nouvelle position après le premier saut et de la durée jusqu’au premier saut.
Cette nouvelle date T1 + R̂1,β est calculée avec la grille de quantification au saut 1.
Si cette nouvelle date arrive avant le deuxième saut, c’est notre date d’arrêt, sinon,
on relance un nouveau calcul, et ainsi de suite jusqu’au dernier instant de saut TN
où on s’arrête sans autre condition si on y arrive.

2.3.3 Principaux Résultats

Notre premier résultat donne la convergence de notre méthode avec une borne
pour la vitesse exprimée en fonction des erreurs de quantification. Supposons que
Zn et Sn ont des moments au moins jusqu’à l’ordre 2. On a alors le résultat suivant.
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Théorème 2.1 Sous les hypothèses (H.1-4) et pour tout 0 ≤ n ≤ N−1, supposons
que les pas de discrétisation ∆(z), pour z dans la ΓZn vérifient

min
z∈Γzn
{∆(z)} > (2Cλ)

−1/2
([
t∗
]
‖Ẑn − Zn‖2 + ‖Sn+1 − Ŝn+1‖2

)1/2
.

Alors l’erreur de discrétisation pour Vn est majorée par

‖Vn − V̂n‖2 ≤
∥∥Vn+1 − V̂n+1

∥∥
2

+ α‖∆(Ẑn)‖2 + βn‖Ẑn − Zn‖2

+2
[
vn+1

]
‖Ẑn+1 − Zn+1‖2 + γ

([
t∗
]
‖Ẑn − Zn‖2 + ‖Ŝn+1 − Sn+1‖2

)1/2
,

avec des constantes explicites en fonction des paramètres du problème

α =
[
g
]

2
+ 2CgCλ,

βn =
[
vn
]

+
[
vn+1

]
1
(Ct∗Cλ

[
Q
]
) + Cg

(
2Cλ

[
t∗
]

+ Ct∗
[
λ
]

1
(2 + Ct∗Cλ)

)

+
([
g
]

1
+
[
g
]

2

[
t∗
])
∨
([
vn+1

]
∗

[
Q
])
,

γ = 4Cg(2Cλ)
1/2.

Par récurrence, ce résultat montre donc la convergence de notre méthode lorsque
l’erreur de quantification tend vers 0, c’est-à-dire lorsque le nombre de points dans
les grilles de quantification tend vers l’infini.

Ce résultat repose sur les propriétés de la quantification d’une part, et sur le fait
que les opérateurs J , K et L préservent la régularité Lipschitz et envoient BLΦ(E)
dans lui-même. Ainsi, dès que g est dans BLΦ(E), toutes les fonctions valeurs vn y
sont aussi, et on peut calculer explicitement toutes les constantes de Lipschitz. La
preuve du théorème 2.1 se fait en décomposant l’erreur en quatre termes

‖Vn − V̂n‖2

≤ ‖ sup
u≤t∗(Zn)

J(vn+1, g)(Zn, u) ∨Kvn+1(Zn)− sup
u≤t∗( bZn)

J(vn+1, g)(Ẑn, u) ∨Kvn+1(Ẑn)‖2

+‖ sup
u≤t∗( bZn)

J(vn+1, g)(Ẑn, u) ∨Kvn+1(Ẑn)− max
u∈G( bZn)

J(vn+1, g)(Ẑn, u) ∨Kvn+1(Ẑn)‖2

+‖ max
u∈G( bZn)

J(vn+1, g)(Ẑn, u) ∨Kvn+1(Ẑn)− max
u∈G( bZn)

Ĵn(vn+1, g)(Ẑn, u) ∨ K̂nvn+1(Ẑn)‖2

+‖ max
u∈G( bZn)

Ĵn(vn+1, g)(Ẑn, u) ∨ K̂nvn+1(Ẑn)− max
u∈G( bZn)

Ĵn(v̂n+1, g)(Ẑn, u) ∨ K̂nv̂n+1(Ẑn)‖2.

Le premier et le dernier termes sont majorés en utilisant la régularité Lipschitz de
vn. Le deuxième terme est majoré en utilisant la régularité en temps de J(vn+1, g).
C’est dans le troisième terme qu’intervient la différence en norme L2 des fonctions
indicatrices 1{Sn+1<u} et 1{bSn+1<u}. Cette différence ne peut pas être rendue presque
sûrement arbitrairement petite. En revanche, on peut montrer que l’événement où
les deux indicatrices diffèrent est de probabilité suffisamment petite, à condition que
le point u soit dans le support de la partie absolument continue de la loi de Sn+1.
C’est pour cela que nous avons construit les grilles de discrétisation en temps en
excluant un voisinage des temps d’atteinte de la frontière. C’est aussi ce qui impose
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la condition reliant le pas de discrétisation ∆(z) à l’erreur de quantification dans
l’énoncé du théorème. Pour majorer ce troisième terme d’erreur, on a également
besoin des propriétés de la quantification. En particulier du fait que (Ẑn, Ŝn) est
obtenu comme projection de (Zn, Sn), et donc que σ(Ẑn, Ŝn) la tribu engendrée par
(Ẑn, Ŝn) est une sous-tribu de σ(Zn, Sn).

Notre deuxième résultat concerne notre règle d’arrêt τ̂ . Tout d’abord, il s’agit
d’un temps d’arrêt pour la filtration de départ (Ft), ce qui est un résultat très fort,
sans analogue pour les processus de diffusion. Ensuite, nous montrons que c’est bien
un temps d’arrêt ε-optimal en calculant la différence entre la performance lorsqu’on
s’arrête en τ̂ et la performance optimale. Comme pour le premier résultat, on calcule
une différents entre variables aléatoires. Pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1, on pose

vn(z) = E
[
g(Xbτn)

∣∣Zn = z
]
,

V n = vn(Zn),

où τ̂n =
∑N−1

k=n Rk,β ∧ Sk+1, de sorte que τ̂ = τ̂0. On obtient le résultat suivant.

Théorème 2.2 Sous les hypothèses (H.1-4) et pour tout 0 ≤ n ≤ N−1, supposons
que les paramètres de discrétisation sont fixés de sorte qu’il existe 0 < a < 1 vérifiant

β

a
= (2Cλ)

−1/2
( [t∗

]

1− a‖Ẑn − Zn‖2 + ‖Sn+1 − Ŝn+1‖2

)1/2

< min
z∈Γzn
{∆(z)}

pour tout z dans ΓZn . Alors on a pour n = N − 1

∥∥V N−1 − VN−1

∥∥
2
≤

∥∥V̂N−1 − VN−1

∥∥
2

+ 3
[
g
]∥∥ZN − ẐN

∥∥
2

+ aN−1

∥∥ZN−1 − ẐN−1

∥∥
2

+4Cg(2Cλ)
1/2
( [t∗

]

1− a‖ẐN−1 − ZN−1‖2 + ‖SN − ŜN‖2

)1/2

,

et pour 0 ≤ n ≤ N − 2

∥∥V n − Vn
∥∥

2
≤

∥∥V n+1 − Vn+1

∥∥
2

+
∥∥V̂n+1 − Vn+1

∥∥
2

+
∥∥V̂n − Vn

∥∥
2

+2
[
vn+1

]∥∥Zn+1 − Ẑn+1

∥∥
2

+ an
∥∥Zn − Ẑn

∥∥
2

+4Cg(2Cλ)
1/2
( [t∗

]

1− a‖Ẑn − Zn‖2 + ‖Sn+1 − Ŝn+1‖2

)1/2

,

avec dans les deux cas

an = 2
[
vn+1

]
1
Ct∗Cλ

[
Q
]
+2CgCt∗

[
λ
]

1
(2+Ct∗Cλ)+

(
4CgCλ

[
t∗
]
+2
[
vn+1

]
∗

[
Q
])
∨(3
[
g
]

1
).

Ici encore, par récurrence on obtient que l’erreur peut être rendue aussi petite
que voulu lorsque le nombre de points dans les grilles de quantification tend vers
l’infini, et donc que τ̂ est bien un temps d’arrêt ε-optimal.

Ce résultat se démontre en commençant par établir (à l’aide de la propriété
de Markov) une relation de récurrence type programmation dynamique entre les
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fonctions vn qui se traduit une fois de plus en une relation de récurrence entre les
variables aléatoires V n

vn(Zn)

= E
[
g(Xrn,β(Zn,Sn))1{Sn+1>rn,β(Zn,Sn)}

∣∣Zn
]

+ E
[
vn+1(Zn+1)1{Sn+1≤rn,β(Zn,Sn)}

∣∣Zn
]

= 1{rn,β(Zn,Sn)≥t∗(Zn)}Kvn+1(Zn) + 1{rn,β(Zn,Sn)<t∗(Zn)}J(vn+1, g)(Zn, rn,β(Zn, Sn)).

Ensuite, on remarque que par définition, on a
{
rn,β(Zn, Sn) ≥ t∗(Zn)

}
=
{
K̂nv̂n+1(Ẑn) > max

s∈G( bZn)
Ĵn(v̂n+1, g)(Ẑn, s)

}
,

ce qui permet de comparer facilement V n et V̂n.

2.3.4 Comparaison avec la méthode de Costa et Davis

Notre méthode numérique présente un certain nombre de similarités avec celle
de Costa et Davis développée dans [CD88, CD89]. En effet, les deux méthodes re-
posent sur le remplacement de Zn par une version discrétisée dans les équations de
programmation dynamique, cette version discrétisée correspondant à une projection
au plus proche voisin dans une grille donnée.

Là où les méthodes diffèrent est dans la construction de cette grille. Pour Costa
est Davis, elle est construite arbitrairement. C’est une discrétisation cartésienne
régulière de l’espace d’états dans les exemples qu’ils traitent. Elle ne dépend pas du
temps, et donc s’applique de préférence pour les PDP qui restent confinés dans une
même zone de l’espace. En revanche dans notre approche, à la place d’une unique
grille on a une série de grilles indexée par le temps, pour tenir compte du fait que
le PDP peut visiter des zones différentes de l’espace d’états au cours du temps (voir
l’exemple de la section 2.4.3 et la Figure 2.4 pour un exemple concret). De plus,
ces grilles ne sont pas arbitraires mais optimisées par la méthode de quantification.
Ces grilles multiples et optimisées sont bien sûr plus longues à obtenir, mais elles
nous permettent d’avoir des bornes pour la vitesse de convergence, contrairement à
[CD88, CD89].

Comme la grille de discrétisation de Costa et Davis est unique, ils peuvent ob-
tenir une approximation en tout point pour la fonction valeur, et donc connaître
ses courbes de niveaux. Ceci leur permet de construire une règle d’arrêt basée sur
les niveaux de la fonction valeur, et définir des région de continuation et d’arrêt
dans l’espace d’états du processus. Avec notre méthode, les grilles de quantification
dépendent du point de départ du processus. En théorie, il faut donc relancer tous
les calculs de grilles pour chaque point en lequel on veut approcher la fonction va-
leur. En pratique, on peut aussi partir d’une grille uniforme sur tous les points de
départ voulus. Il est cependant plus compliqué d’obtenir les ensembles de niveau de
la fonction valeur. Aussi notre règle d’arrêt est-elle différente. Elle ne repose pas sur
les lignes de niveau de la fonction valeur, mais sur des seuils en temps actualisées
à chaque saut. Il n’est donc pas nécessaire de connaître la position du processus
à chaque instant pour savoir si on doit s’arrêter ou non. Il suffit de l’observer aux
instants de sauts.
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2.4 Applications

Notre méthode d’approximation a été mise en œuvre sur plusieurs exemples
de problèmes de maintenance issus de l’industrie. Avant de les détailler, je donne
quelques indications générales sur l’implémentation de la méthode.

2.4.1 Implémentation

La première étape pour l’implémentation pratique de notre méthode consiste
à créer un simulateur numérique du processus à contrôler. Il se trouve que dans
les exemples que nous avons traités, le flot a une expression explicite. Si ce n’est
pas le cas, il faut un schéma numérique d’intégration des équations différentielles
définissant le flot. Il n’existe que très peu de travaux mesurant l’impact de cette ap-
proximation sur la simulation d’un PDP, voir par exemple [Rie13] pour un cas très
particulier de PDP venant des neurosciences. Pour simuler les temps de saut qui
dépendent de l’état du système, on utilise l’algorithme de rejet décrit dans [CT97,
Proposition 1.21]. Pour un processus industriel, il faut donc commencer par le mo-
déliser par un PDP et expliciter les différents paramètres par estimation ou avis
d’expert selon les cas.

Avec ce simulateur de trajectoires, on construit les grilles de quantifications en
utilisant l’algorithme CLVQ (Competitive Learning Vector Quantization), voir par
exemple [BP03]. On crée les grilles initiales par simulation, avec les nombres de
points souhaités. Ensuite on affine ces grilles en simulant une nouvelle trajectoire.
On cherche le plus proche voisin à chaque instant dans les anciennes grilles, et on
déplace ces points à l’aide d’un gradient stochastique. En réitérant cette procédure,
on espère obtenir des grilles de quantification proches des grilles minimisant la norme
L2 de l’erreur. Il existe des preuves partielles de convergence de cet algorithme, voir
[BP97, Pag98]. On obtient également par simulations de Monte Carlo les poids de
chaque point dans les grilles, ainsi que les matrices de transition entre les grilles
successives. Ces simulations de Monte Carlo peuvent également donner une approxi-
mation de l’erreur de quantification. L’étape de quantification est très coûteuse en
temps, surtout lorsque la dimension du processus à quantifier est grande, que l’ho-
rizon de calcul est grand, et qu’on souhaite un grand nombre de points dans chaque
grille. Cependant, le calcul des grilles peut-être réalisé hors ligne une fois pour toutes.

Une fois les grilles calculées, on choisit le pas de discrétisation en temps ∆. Dans
le plupart des applications, ∆ est le même pour tous les points de toutes les grilles.
Il suffit donc de calculer t∗(z) pour tous les z dans les grilles, et de caler ∆ à partir
du minimum des t∗(z) pour avoir un nombre minimal de points dans chacune des
grilles en temps. Il n’est pas nécessaire de garder en mémoire les grilles en temps.
En effet, avec les valeurs de ∆ et t∗ elles sont très faciles à reconstituer.

L’étape suivante consiste à lancer l’optimisation proprement dite et calculer les V̂n
à chaque pas de temps. On garde également en mémoire pour chaque point de la grille
qui a gagné la maximisation entre max Ĵn et K̂n. On obtient ainsi une approximation
de la fonction valeur. On peut calculer la performance de notre règle d’arrêt par
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simulations de Monte Carlo. Pour chaque nouvelle trajectoire tirée, on calcule la
valeur de Rn,β à chaque nouveau saut et on décide de s’arrêter ou non selon que
cette valeur est plus petite ou plus grande que le temps Sn+1 jusqu’au prochain saut.
On peut ainsi comparer la performance obtenue avec τ̂ à la performance optimale
approchée.

2.4.2 Equipement optronique

Notre méthode a été mise en œuvre par Camille Baysse dans sa thèse [BBdS+12,
BBGP+13]. Dans le cadre de l’optimisation de la fiabilité, Thales Optronique in-
tègre désormais dans ses équipements, des systèmes d’observation de leur état de
santé. Chacun des équipements suivis possède donc un journal de bord qui fournit
différentes informations à chaque mise en marche : nombre d’utilisations, temps de
fonctionnement cumulé de l’équipement, température initiale et temps de mise en
froid noté Tmf. Ce temps de mise en froid est le temps de passage du système d’une
température initiale (en général la température ambiante) à une température très
basse. Cet abaissement de la température est nécessaire au fonctionnement de l’équi-
pement et se fait à chaque mise en marche. Pour les experts, une augmentation du
Tmf traduit une détérioration du système. Selon cette hypothèse, le suivi de l’évo-
lution du Tmf peut permettre de déterminer l’état du système et de déclencher une
maintenance pour prévenir la panne.

La dynamique du système de mise en froid est décrite par un PDP particulière-
ment simple, qui tient également compte du temps courant (qui influe sur les taux
de panne). Le système a 3 modes possibles M = {1, 2, 3}. Le mode 1 correspond au
fonctionnement normal, le mode 2 à un état dégradé (Tmf augmenté) et le mode
3 à la panne totale. La variable continue est le temps cumulé de fonctionnement
depuis la première mise en service. Le temps représente ainsi une mesure de l’âge du
système. L’équipement est en état stable m = 1 au début de l’étude. Les transitions
possibles sont les suivantes, voir Figure 2.1

– S’il passe directement dans l’état de panne (m = 3), la cause de cette panne
directe est électronique ou due à un problème de roulement à billes. Les taux
instantanés de survenue de ces pannes sont respectivement λ1 et λ3(t).

– S’il passe dans l’état dégradé (m = 2), c’est suite à une usure du système de
mise à froid. Le taux de survenue de la dégradation est noté λ0(t).

– De l’état dégradé m = 2, la transition vers l’état de panne m = 3 due à une
cause électronique ou de roulement à billes est toujours possible. A ces deux
causes s’ajoute la panne de l’appareil de mise en froid de taux λ2.

– Lorsque l’appareil est dans l’état de panne ou l’état dégradé, il ne peut revenir
dans l’état stable.

Selon les avis d’experts, les taux de panne λ0(t) et λ3(t) dépendent de l’âge t du
système, contrairement aux autres taux qui sont fixes. Les caractéristiques locales
du PDP sont donc les suivantes. Pour tout z = (m, t) dans l’espace d’états E =
{1, 2, 3} × R+, et tout s ≥ 0 on a
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1

3 2

λ1 + λ3(t) λ0(t)

λ1 + λ2 + λ3(t)

1

Figure 2.1 – Transitions entre les différents états de l’équipement optronique.

Φ(z, s) = (m, t+ s),

λ(z) = (λ0(t) + λ1 + λ3(t))1{m=1} + (λ1 + λ2 + λ3(t))1{m=2},

Q(z, {(m′, t′)}) = 1{t=t′}

(λ0(t)1{m=1,m′=2} +
(
λ1 + λ3(t)

)
1{m=1,m′=3}

λ0(t) + λ1 + λ3(t)
+ 1{m=2,m′=3}

)
.

Les valeurs des paramètres sont fournies par avis d’expert et confidentielles, mais
λ0(t) et λ3(t) vérifient bien les conditions de régularité requises.

Dans ce modèle, le temps déterministe d’atteinte de la frontière de l’espace d’états
est t∗(z) = +∞ pour tout z dans E. Ceci n’est cependant pas restrictif. En effet,
on cherche à optimiser sur un horizon tf = 10 000 heures. On peut donc sans
restriction tuer le processus (le placer dans un état cimetière) lorsqu’il atteint ce
seuil et considérer l’espace d’états E = {1, 2, 3} × [0, 10 000[. On a alors t∗(m, t) =
10 000− t qui vérifie bien l’hypothèse (H.3). Les autres hypothèses sont clairement
vérifiées. Comme le processus a au maximum deux sauts avant d’atteindre la panne
totale ou l’état cimetière, l’horizon de calcul est naturellement T2.

La fonction de gain g est construite de sorte à pénaliser une non intervention
avant la panne totale, mais également à favoriser l’utilisation la plus longue possible
du système avant une intervention. On choisit donc

g(m, t) = t1{m6=3}.

Les résultats obtenus sont résumés dans la Table 2.1 pour 1000 points dans
les grilles de quantification, 107 réplications de Monte Carlo pour la colonne sans
maintenance, et 107 réplications de Monte Carlo des trajectoires stoppées pour la
colonne avec maintenance. Il n’y a pas de valeur théorique pour comparer, mais
on peut constater que les performances du système sont nettement améliorées avec
notre stratégie de maintenance. Certains temps moyens de panne étant très courts,
on choisit de ne pas effectuer de maintenance systématiquement avant, car ceci
conduirait à une performance moyenne plus faible, puisque le fonction de coût est
multiple du temps de fonctionnement. Le fait qu’on optimise en moyenne et que
l’observation du temps courant ne fournisse pas d’information sur l’état du système
explique que certains tirages donnent quand même une performance nulle.
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sans maintenance avec maintenance
performance moyenne 519 2280
tirages à performance nulle 94.81% 51.44%

Etat 1 → Etat 2 39.47% 31.40%
Etat 1 → Etat 3
panne électronique 39.33% 34.20%
panne du roulement à billes 16.10% 10.85%
panne de la machine à froid 0 0
tf atteint dans l’état 1 5.10% 0
Etat 1 → maintenance 0 23.55%

Etat 2 → Etat 3
panne électronique 0.93% 0.20%
panne du roulement à billes 0.50% 0.08%
panne de la machine à froid 98.35% 20.08%
tf atteint dans l’état 2 0.22% 0
Etat 2 → maintenance 0 79.64%

Table 2.1 – Comparaison des performances avec et sans maintenance.

D’autres travaux sont en cours avec une fonction de gain tenant compte de la
différence entre le prix de réparation de l’équipement selon le type de panne et le
prix d’une maintenance préventive.

2.4.3 Structure soumise à corrosion

Un deuxième exemple industriel nous a été fourni par Charles Elegbede d’As-
trium dans le cadre de l’ANR Fautocoes. Il s’agit d’optimiser la maintenance d’une
structure métallique en aluminium soumise à corrosion. Il s’agit d’une petite struc-
ture qui sert de support à des éléments critiques à l’intérieur d’un missile balistique
stratégique. En temps de paix, le missile est stocké dans un sous marin nucléaire lan-
ceur d’engin et inspecté avec une périodicité donnée. Ces engins sont potentiellement
faits pour avoir des durées de stockage importantes. L’exigence de sûreté sur cette
structure est très forte. Les contraintes mécaniques qui s’exercent sur la structure
dépendent de son épaisseur. Une perte d’épaisseur entraine des sur-contraintes et
donc des risques de rupture. Il est donc crucial de maîtriser l’évolution de l’épaisseur
de la structure dans le temps, et d’intervenir avant la rupture.

La structure en aluminium séjourne successivement dans trois ambiances ou en-
vironnements : l’atelier (ambiance 1), le sous-marin en opération (ambiance 2) et le
sous-marin en cale sèche (ambiance 3). La succession des ambiances est déterministe
(1, 2, 3, 1 et ainsi de suite), mais le temps passé dans chaque ambiance est aléatoire
suivant une loi exponentielle dont le paramètre λm dépend de l’ambiance m. Ces
environnements sont plus ou moins corrosifs pour la structure. Typiquement, les en-
vironnements 1 et 3 sont les plus corrosifs, mais le temps passé dans l’environnement
2 est plus long en moyenne.
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Figure 2.2 – 100 trajectoires de la perte d’épaisseur en fonction du temps

La structure est revêtue d’une protection anti-corrosion qui agit pendant une
durée aléatoire qui suit une loi de Weibull. Une fois la protection entamée, elle
n’agit plus et la perte d’épaisseur par corrosion démarre. La dynamique de la perte
d’épaisseur dt en fonction du temps passé dans l’ambiance m est alors donnée par

dt = ρt

(
t− (γt + ηm) + ηm exp

(
− t− γt

ηm

))
1{t≥γt},

où γt est la durée restante de la protection anti-corrosion à l’instant t, ηm est une
durée de transition déterministe qui dépend de l’ambiance et ρt est le taux de cor-
rosion stable à l’instant t. C’est une grandeur qui est constante entre deux change-
ments d’environnement, mais qui est tirée de façon aléatoire à chaque changement
d’environnement (suivant une loi uniforme dont les paramètres dépendent de l’en-
vironnement) pour rendre compte des incertitudes sur le caractère plus ou moins
corrosif de chaque ambiance.

La valeur des différents paramètres est donnée dans [dSDZ+12, dSDZ+10], ainsi
que les caractéristiques locales du PDP correspondant. L’ensemble des modes est de
cardinal 6 : on prend en compte les trois ambiances et le fait que la protection anti-
corrosion agit encore ou non. La composante euclidienne de ce PDP doit prendre en
compte toutes les quantités aléatoires. Elle est donc de dimension 2 avec les variables
(ρt, γt) lorsque la protection anti-corrosion agit et les variables (ρt, dt) lorsqu’elle
n’agit plus.

Ici, l’horizon naturel de calcul n’est ni un temps de saut du processus, ni un
temps fixe. Il correspond au seuil critique de 0.2mm qu’on ne veut pas dépasser.
Une fois encore, pour obtenir des t∗ bornés on tue le processus lorsqu’il atteint ce
seuil critique. L’horizon de calcul est fixé de façon empirique par simulations de
Monte Carlo à N = 25 sauts. En effet, après 25 sauts presque toutes les trajectoires
ont dépassé le seuil. Des exemples de trajectoires illustrant la forte dispersion du
phénomène étudié sont donnés dans la Figure 2.2.
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Figure 2.3 – Fonction de gain en fonction de la perte d’épaisseur

La fonction de gain g est choisie de façon a fortement pénaliser les interventions
après le seuil critique (performance nulle), et à pénaliser également les interventions
trop précoces. Elle ne dépend que de la perte d’épaisseur et est représentée Fi-
gure 2.3. Son maximum 4 est atteint pour une perte d’épaisseur de 0.18mm. Comme
la perte d’épaisseur est continue et monotone, la fonction valeur de ce problème vaut
exactement 4 et un temps d’arrêt optimal est le temps d’atteinte du seuil 0.18mm.
Ceci va donc nous permettre de comparer les performances de notre algorithme avec
les vraies valeurs.

Dans ce modèle, les différentes variables du problème ont des échelles radica-
lement différentes : de l’ordre de 10−6 pour ρ et de 105 pour le temps passé dans
l’ambiance 2. Ceci pose un problème dans l’algorithme CLVQ classique pour la quan-
tification, car la recherche du plus proche voisin et les calculs de gradient se font
en norme euclidienne, ce qui favorise les variables de grande valeur. Ce défaut est
corrigé par une renormalisation des variables. Nous avons donc utilisé une norme eu-
clidienne pondérée pour quantifier la chaîne de Markov associée à notre processus de
dégradation. La Figure 2.4 montre quelques projections des grilles de quantifications
à 2000 points que nous avons utilisées. Les instants sont choisis de façon à illustrer
le caractère irrégulier et aléatoire de ces grilles qui sont construites sur mesure pour
approcher au mieux la loi de notre processus de dégradation.

La Table 2.2 donne notre approximation de la fonction valeur ainsi que la perfor-
mance moyenne de notre règle d’arrêt en fonction du nombre de points dans les grilles
de quantification. Ceci illustre bien la convergence lorsque ce nombre de points aug-
mente. Nous avons également tracé (Figure 2.5) un histogramme de la loi de notre
règle d’arrêt ainsi qu’un histogramme de la loi du temps d’atteinte de 0.18mm qui
est un temps d’arrêt optimal pour notre problème. Les deux histogrammes sont très
proches, alors que notre règle d’arrêt n’utilise absolument pas le seuil de 0.18mm,
elle est complètement générale. C’est un point fort en faveur de notre méthode.
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(a) Ambiance 2, temps T1
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(b) Ambiance 3, temps T2
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(c) Ambiance 2, temps T10
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(d) Ambiance 1, temps T15
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(e) Ambiance 2, temps T19
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(f) Ambiance 2,temps T25

Figure 2.4 – Grilles de quantification (perte d’épaisseur et durée inter-sauts) pour
le processus de corrosion.

Nombre de points Approximation de la Performance de la
dans les grilles fonction valeur règle d’arrêt
de quantification

10 2.48 0.94
50 2.70 1.84
100 2.94 2.10
200 3.09 2.63
500 3.39 3.15
1000 3.56 3.43
2000 3.70 3.60
5000 3.82 3.73
8000 3.86 3.75

Table 2.2 – Approximation de la fonction valeur.
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(a) Règle d’arrêt calculée
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Figure 2.5 – Histogrammes de la règle d’arrêt et du temps d’arrêt optimal (100 000
simulations.

2.4.4 Le cas test du réservoir

Le dernier exemple concerne un cas test de l’industrie gazière. Il s’agit d’un
modèle de réservoir chauffé dont les vannes d’alimentation et de sortie de liquide
peuvent tomber en panne. C’est un cas représentatif des problèmes de fiabilité dy-
namique, voir [Dev97]. Ce modèle a été introduit par [Ald87] sans la température,
et par [Mar94] pour le modèle complet. Le premier défi concernant ce modèle est
d’arriver à le simuler, la principale difficulté venant du fait que les variables discrètes
et continues interagissent les unes sur les autres en une boucle fermée, contrairement
aux deux exemples précédents. Ce problème est toujours partiellement d’actualité
[Siu94, MZ95, MZ96, Coj96, TA96, DCST97, SACH06, LMZR10, LMK11], même
si un simulateur exact basé sur une modélisation par les PDP a été proposé dans
[ZDDG08].

Le réservoir (Figure 2.6) contient un liquide dont le niveau est régulé par trois
unités : deux pompes d’arrivée de liquide (unités 1 et 2) et une vanne de sortie
(unité 3) regulées par un bloc de contrôle. Une source thermique chauffe le liquide
à l’intérieur du réservoir. Les grandeurs continues sont la hauteur h du liquide dans
le réservoir et sa température θ. Chacune des trois unités peut être dans les quatre
états suivants : ouverte (ON), fermée (OFF), bloquée ouverte (Stuck ON) ou bloquée
fermée (Stuck OFF). Une fois qu’une unité est bloquée, elle ne peut plus changer
d’état. Les transitions possibles sont représentées sur la Figure 2.7. L’intensité de
saut λi pour l’unité i dépend de la température λi = a(θ)li avec

a(θ) =
b1 exp

(
bc(θ − 20)

)
+ b2 exp

(
− bd(θ − 20)

)

b1 + b2

,

voir Figure 2.8 et [dSDZ12, dSZ13] pour les valeurs des différents paramètres. La
forme de cette fonction est choisie pour engendrer un fort faux de panne lorsque la
température augmente. Un bloc de contrôle peut également agir sur les unités pour
maintenir le niveau de liquide dans le domaine acceptable (6m ≤ h ≤ 8m). Si la
hauteur de liquide descend en dessous de 6m, les unités sont placées respectivement
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Figure 2.6 – Le réservoir chauffé
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Figure 2.8 – a(θ) en fonction de θ
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en position ON, ON et OFF (si elles ne sont pas bloquées) pour remplir le réservoir.
Au contraire, si le niveau dépasse 8m, elles sont placées en position OFF, OFF et ON
pour le vider. Pour limiter le nombre de sauts du processus, nous avons également
supposé que le bloc de contrôle peut lui-même tomber en panne (ce qui n’est pas
le cas dans le modèle d’origine). A chaque sollicitation, le bloc de contrôle réussit
son action avec probabilité p = 0.8, indépendamment des succès précédents. Une
fois qu’il a échoué, il reste définitivement en mode échec. Le bloc de contrôle a donc
deux états possible, succès 1 ou échec 0.

L’évolution de la hauteur h dépend naturellement de la position des unités, et
celle de la température θ dépend des unités et de la hauteur

∂h

∂t
= (ν1 + ν2 − ν3)G,

∂θ

∂t
=

(
(ν1 + ν2)G(θin − θ) +K

)
h−1,

où νi = 1 si l’unité i set en position ouverte ON ou Stuck ON et νi = 0 sinon. A
l’instant initial, le bloc de contrôle est en fonctionnement (état 1) et les unités en
position respective ON, OFF et ON, de sorte que le niveau de liquide est constant
h = 7m ainsi que la température θ = 30.9261◦C. Le système est en équilibre jusqu’à
la première panne. Le système s’arrête définitivement si l’un des événements redoutés
est atteint : assèchement (h < 4m), débordement (h > 10m) ou surchauffe (θ >
100◦C). Voir [ZDDG08, dSDZ12, dSZ13] pour la modélisation par PDP, et [Gon10]
pour le détail des caractéristiques locales du PDP (en l’absence de pannes du bloc
contrôle).

Pour le problème de maintenance du réservoir, on souhaite intervenir avant la
panne totale, mais favoriser le plus longtemps possible le bon fonctionnement dans la
zone acceptable. Nous avons donc à nouveau rajouté le temps courant au processus,
et considéré un horizon de calcul de 1000 heures, toujours en tuant le processus
au-delà de ce seuil. La fonction de gain est de la forme g(h, θ, t) = f(h, θ)tα avec la
fonction f représentée à la Figure 2.9. Elle est maximale (égale à 1) dans la zone de
bon fonctionnement et nulle sur les événements redoutés. Dans cet exemple, on ne
sait pas calculer la fonction valeur théorique ni un temps d’arrêt optimal.

Les difficultés rencontrées lors de l’implémentation sont de nature différente de
celles rencontrées pour le modèle de corrosion. L’une d’entre elles est purement tech-
nique et due au fait que nous avons interfacé un code de simulation de trajectoires
en C avec le CLVQ et l’optimisation en matlab, ce qui a causé certaines erreurs d’ar-
rondi. D’autre part, une difficulté importante ici est le nombre de modes du système
(128 en théorie, mais en réalité au maximum 30 modes simultanément possibles à
un instant de saut donné), et surtout l’existence de modes relativement rares. Si on
veut qu’ils apparaissent dans les grilles de quantification, il faut forcer leur présence
à l’étape d’initialisation (car on en projette jamais un mode sur un autre), et ne pas
utiliser de grilles avec un nombre trop faible de points pour ne pas trop surpondérer
ces modes. Une étude préalable fine des probabilités de chaque mode à chaque temps
de saut a été réalisée avec 3 · 109 simulations de Monte Carlo.



2.4. APPLICATIONS 57

Figure 2.9 – Graphe de f en fonction de h et θ

Nombre de points Approximation de la Performance de la
dans les grilles fonction valeur règle d’arrêt
de quantification

200 334.34 305.55
300 333.04 319.45
400 332.95 322.20
800 330.43 323.63
1000 330.87 324.04

Table 2.3 – Approximation de la fonction valeur.
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sans maintenance avec maintenance
performance moyenne 211.80 330.87
gain nul 80.33% 0.02%
6 ≤ h ≤ 8 28.25% 90.02%
θ ≤ 50◦C 80.33% 95.09%
h = 4 16.65% 0%
h = 10 54.55% 0%
θ = 100 9.13% 0.02%

Table 2.4 – Comparaison des performances avec et sans maintenance.

Les résultats de nos calculs sont donnés dans la Table 2.3. On voit encore la
convergence de la méthode lorsque le nombre de points dans les grilles augmente.
Comme on ne peut pas comparer ces résultats à une valeur théorique, nous avons
comparé simplement les performances de notre politique de maintenance avec celle
qui consiste à ne rien faire jusqu’à la panne pour 105 trajectoires simulées. Les
résultats sont donnés dans la Table 2.4 et illustrent le gain obtenu par notre méthode.
En particulier, les événements redoutés sont presque systématiquement évités. Ils
sont en effet faciles à prévoir par l’observation de la hauteur et de la température,
contrairement au cas de l’équipement optronique.

2.5 Arrêt optimal sous observation partielle

Lors de présentations des résultats ci-dessus dans des conférences ou séminaires
en présence d’industriels, une question est souvent revenue. Pour mettre en œuvre
notre méthode, il faut une observation parfaite du processus aux instants de saut.
Or souvent les mesures sont entachées d’erreur. Comment procéder dans ce cas ? En
réponse à cette question, nous avons étendu les résultats précédents au cas où le
processus est seulement partiellement observé [BdSD13]. Dans la lignée de [PRS05],
nous avons en fait traité un cas particulier plus simple où les temps de saut sont
observés, et les positions après saut ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs
dans un ensemble E0 = {z1, . . . zq}, avec 0 < t∗(z1) ≤ t∗(z2) ≤ · · · ≤ t∗(zq) <∞. On
pose t∗(zi) = t∗i .

2.5.1 Processus d’observation et filtrage

Nous supposons donc que les instants de saut sont parfaitement observés, mais
les modes et positions après saut sont observés à travers un bruit. Plus précisément,
le processus d’observations (Yn)n≥0 est défini par Y0 = Z0 ∈ E0 (déterministe) et
pour n ≥ 1,

Yn = ϕ(Zn) +Wn,

où ϕ est une fonction de E0 dans Rd et le bruit (Wn)n≥1 est une suite de variables
aléatoires à valeurs dans Rd, indépendantes et identiquement distribuées de densité
bornée fW , indépendantes de (Zn, Sn)n≥0. Pour pouvoir définir les temps d’arrêts
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adaptés à la filtration des observations, on introduit une version en temps continu
du processus d’observations

Yt =
+∞∑

j=0

1{[Tj ,Tj+1[}(t)Yj.

Le processus (Yt) contient donc l’information donnée par les Yn ainsi que les durées
inter-sauts Sn. Soit alors FY = (FYt )t≥0 la filtration continue engendrée par le pro-
cessus d’observations complétée par les ensembles de mesure nulle, etMY

N l’ensemble
des FY -temps d’arrêt majorés par TN .

On introduit ensuite le processus de filtrage qui donne la meilleurs approximation
(au sens de l’espérance conditionnelle) des positions après-saut compte tenu des
observations disponibles à chaque instant. Le processus de filtrage (Πn)n≥0 à valeurs
dans l’ensemble M1(E0) des probabilités sur E0 est alors défini par

Πn({zi}) = Πi
n = E[1{Zn=zi}|FYTn ],

pour tous 1 ≤ i ≤ q et n ≥ 0. Remarquons que cette étape fait passer des positions
après-saut (inconnues) à valeurs dans E0 à un processus connu, mais plus compliqué
à valeurs dans l’ensemble des mesures de probabilités sur E0.

On s’intéresse maintenant au problème d’arrêt optimal suivant

v(π) = sup
τ∈MY

N

E[g(Xτ )|Π0 = π],

où g est une fonction bornée lipschitzienne en temps le long du flot. On n’a plus
besoin du caractère Lipschitz en espace car les variables aléatoires Zn sont à valeurs
dans E0 fini. Pour la même raison, les hypothèses sur les caractéristiques du PDP
sont affaiblies.
(H.2’) L’intensité de saut λ est bornée.
(H.3’) Le temps d’atteinte de la frontière t∗ borné sur E0.
(H.4’) Le noyau markovien Q vérifie Q(z, E0) = 1 pour tout z dans E.

Comme dans la littérature classique sur les problèmes d’arrêt optimal sous ob-
servation partielle, notre stratégie est en deux étapes. D’abord, on récrit le problème
d’arrêt optimal sous observation partielle comme un nouveau problème complète-
ment observé pour le processus de filtrage. Ensuite, on résout ce nouveau problème
en obtenant les équations de la programmation dynamique puis en les discrétisant.

Une étape préliminaire consiste à étudier le processus de filtrage, et en particulier
montrer qu’on peut le construire récursivement à partir du processus d’observation
(Yn, Sn), condition indispensable à la mise en œuvre pratique de la méthode et à
la construction des grilles de quantification. Il s’agit d’un résultat original pour un
PDP général (voir [AHN92] pour le filtrage des processus ponctuels qui peuvent
être vus comme une sous-classe des PDP). La formule de récurrence (voir [BdSD13,
Prop. 3.4]) fait à nouveau apparaître le caractère hybride du processus, avec des
composantes continues et des composantes ponctuelles. On établit également que les
processus (Πn), (Πn, Sn) et (Πn, Sn, Yn) ont la propriété de Markov pour la filtration
des observations FY .
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2.5.2 Programmation dynamique

A partir des propriétés du filtre et de la structure particulière des FY -temps d’ar-
rêt, on obtient la reformulation de notre problème d’arrêt optimal sous observation
partielle en un problème complètement observé faisant intervenir la chaîne (Πn, Sn)
[BdSD13, Prop. 4.2]. Ici encore, on obtient une formulation non standard qui mêle la
chaîne (Πn, Sn) en temps discret et des aspects venant du temps continu puisqu’on
maximise sur les temps d’arrêt par rapport à une filtration continue. La formulation
obtenue ressemble à celle des PDP obtenue dans [Gug86], mais ne correspond pas à
cette classe de processus car la chaîne (Πn, Sn) n’est pas la chaîne induite d’un PDP.
Il faut donc établir de nouvelles équations de la programmation dynamique pour ce
processus. On propose également la construction d’un temps d’arrêt ε-optimal, en
s’inspirant de [Gug86]. Par certains aspects, les opérateurs qui apparaissent mainte-
nant sont plus compliqués que ceux de l’arrêt optimal classique car ils font intervenir
la formule de récurrence du filtre Πn = Ψ(Πn−1, Yn, Sn), par d’autres aspects ils sont
plus simples car les Zn ne prennent qu’un nombre fini de valeurs.

On obtient le résultat suivant [BdSD13, Th 4.5], qui se démontre en utilisant la
structure spécifique des temps d’arrêt pour la filtration des observations FY ainsi
que la propriété de Markov.

Théorème 2.3 Soit J , K et L les opérateurs définis par

J(v, h)(π, u) = E
[
v(Π1)1{S1≤u} +

q∑

i=1

h ◦ Φ(zi, u)Πi
01{u<t∗i }1{S1>u}|Π0 = π

]
,

Kv(π) = J(v, h)(π, t∗q),

L(v, h)(π) = sup
0≤u≤t∗q

J(v, h)(π, u) ∨Kv(π),

pour tous v dans B
(
M1(E0)

)
, h dans B(E), π dans M1(E0) et u ≥ 0. Alors la

fonction valeur v du problème d’arrêt optimal sous observation partielle est égale à
v0 avec {

vN =
∑q

i=1 g(zi)π
i,

vn = L(vn+1, g) pour 0 ≤ n ≤ N − 1.

2.5.3 Schéma numérique

On propose alors une discrétisation des équations de la programmation dyna-
mique basée sur les mêmes idées que pour le problème d’arrêt optimal complètement
observé. Elle repose sur la discrétisation par quantification de la chaîne (Πn, Sn).
C’est entre autre pour cette étape qu’il est important que le filtre soit de dimen-
sion finie, et donc que les positions après saut Zn ne prennent qu’un nombre fini de
valeurs. On construit également une règle d’arrêt calculable qui est encore un vrai
temps d’arrêt pour la filtration des observations.

Pour la discrétisation en temps, on fait en sorte que la grille ne contienne aucun
des voisinages des t∗i . On commence par fixer un pas ∆ qui vérifie

∆ <
1

2
min

{
|t∗i − t∗j | pour 0 ≤ i, j,≤ q tels que t∗i 6= t∗j

}
.
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Ici, ce pas n’a pas besoin de dépendre de z puisque les Zn ne prennent qu’un nombre
fini de valeurs. Ensuite, pour tout 1 ≤ m ≤ q tel que t∗m < t∗m−1 on pose

Grm(∆) = {t∗m + i∆, 1 ≤ i ≤ im} ∪ {t∗m+1 −∆},

avec im le maximum des entiers tels que t∗m + i∆ ≤ t∗m+1 − ∆. On note Gr(∆) =
∪mGrm(∆), de sorte que tout point de la grille est à distance au moins ∆ des t∗i .
Avec des notations analogues à celles de la partie 2.3, on appelle v̂n l’approximation
quantifiée de vn et on pose Vn = vn(Πn) et V̂n = v̂n(Π̂n). On a le résultat de
convergence suivant.

Théorème 2.4 Sous les hypothèses (H.1), (H.2’-4’) et pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1,
supposons que le pas de discrétisation ∆ vérifie

∆ > (2Cλ)
−1/2‖Sn+1 − Ŝn+1‖1/2

2 .

Alors l’erreur de discrétisation pour Vn est majorée par

‖Vn − V̂n‖2 ≤ ‖Vn+1 − V̂n+1‖2 + a∆ + b‖Sn+1 − Ŝn+1‖
1
2
2

+cn‖Πn − Π̂n‖2 + 2[vn+1]‖Πn+1 − Π̂n+1‖2,

avec des constantes explicites en fonction des paramètres du problème

a = [g]2 + 2CgCλ, b = 2Cg(2Cλ)
1
2 , cn = [vn] + 4Cg + 2[vn+1].

La preuve est analogue à celle du Théorème 2.1. On obtient également l’analogue
du Théorème 2.2 pour notre règle d’arrêt.

Exemple

Pour l’instant, cette méthode n’a été testée que sur un petit exemple acadé-
mique. Soit E = [0, 1[ l’espace d’états et ∂E = {1} sa frontière. Le flot est défini
par Φ(x, t) = x + t, l’intensité de saut par λ(x) = 3x, et Q(x, ·) correspond à
une loi discrète sur {1/4, 1/2} qui charge les points en fonction de la position du
processus Q(x, ·) = xδ1/4(·) + (1 − x)δ1/2(·). Comme le processus part de 0, on a
E0 = {0, 1/4, 1/2}. Le processus se déplace donc à vitesse 1 vers la frontière, et plus
il s’approche de la frontière plus sa probabilité de sauter est grande. Un exemple de
trajectoire est donné Figure 2.10 pour un horizon de 10 sauts. Le processus d’obser-
vation est défini par Yn = Zn+Wn avecWn ∼ N (0, 0.12). Les croix roses représentent
les observations Yn. La Table 2.5 donne les valeurs calculées du filtre.

On choisit une fonction de gain g(x) = x de sorte que la performance est maxi-
male lorsque le processus est proche de 1, mais il a alors une forte probabilité de
sauter sur une valeur plus défavorable. Ici encore, il n’y a pas de valeur théorique ac-
cessible pour la fonction valeur. On peut cependant comparer les performances avec
un majorant naturel E[supXt] = 0.997. Les résultats sont donnés dans la Table 2.6.
On constate à nouveau que la performance s’améliore lorsque le nombre de points
dans les grilles de quantification augmente.
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Figure 2.10 – Exemple de trajectoire avec observations

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zn 0 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
Yn 0 0.34 0.27 0.41 0.18 0.29 0.45 0.28 0.19 0.08 0.26

1 0.00 0.03 0.00 0.21 0.01 0.00 0.02 0.16 0.74 0.03
Πn 0 0.67 0.91 0.29 0.78 0.87 0.13 0.89 0.83 0.26 0.92

0 0.31 0.06 0.71 0.01 0.11 0.87 0.09 0.01 0.00 0.05

Table 2.5 – Valeurs du processus de filtrage.

Nombre de points dans Fonction valeur Performance de la
les grilles de quantification approchée règle d’arrêt

50 0.924 0.932
100 0.926 0.938
200 0.931 0.940
500 0.934 0.942

Table 2.6 – Fonction valeur en fonction du nombre de points dans les grilles de
quantification
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2.6 Contrôle impulsionnel

L’étape naturelle qui suit celle de l’arrêt optimal est le contrôle impulsionnel
plus général. Il s’agit d’un problème beaucoup plus difficile, car il faut d’une cer-
taine façon itérer des problèmes d’arrêt optimal couplés, mais également choisir la
nouvelle valeur du processus après chaque intervention. Ce nouveau degré de liberté
pose des problèmes numériques, car on ne peut plus transformer les équations de la
programmation dynamique sur les fonctions valeur en équations récursives pour des
variables aléatoires. Il faut donc adopter une stratégie légèrement différente de celle
de l’arrêt optimal.

2.6.1 Formulation du problème

La formulation mathématique précise du problème de contrôle impulsionnel pour
les PDP demande une construction spécifique sur l’espace canonique pour pou-
voir définir les trajectoires tuées et redémarrées au moment des interventions, voir
[CD89]. Cette construction ne sera pas détaillée ici.

Informellement, on appelle stratégie S = (τn, ζn)n≥1 une suite de temps d’arrêts
(τn) et de variables aléatoires non anticipatives (ζn) à valeurs dans l’espace d’états E
et définies sur un espace mesurable (Ω,F). Les temps τn correspondent aux instants
d’intervention du contrôleur, et les variables aléatoires ζn correspondent au nouveau
point de départ du processus après intervention. Autrement dit, entre les temps τn
et τn+1, le système suit la trajectoire du PDP (Xt) partant de ζn. Si une intervention
a lieu lorsque le processus est dans l’état z ∈ E, l’ensemble des points admissibles
d’où le contrôleur peut faire redémarrer le processus est noté U ⊂ E. On supposera
que cet ensemble U est fini et ne dépend pas de z. On appelle u son cardinal

U = {zi, 1 ≤ i ≤ u}.

La stratégie S induit une famille de mesures de probabilité (PSz , z ∈ E) sur (Ω,F).
On appelle S l’ensemble des stratégies S qui vérifient τ∞ =∞ PSz -presque sûrement
pour tout z dans E.

On définit enfin le coût J S associé à la stratégie S avec facteur d’oubli α, lorsque
le processus part de z ∈ E par

J S(z) = ESz

[∫ ∞

0

e−αsf(Ys)ds+
∞∑

n=1

e−ατnc(Yτn , Yτ+
n

)

]
,

où (Yt) désigne le processus avec les interventions. La fonction f correspond au coût
instantané, et la fonction c(z, z′) au coût d’intervention ponctuel de déplacement
de l’état z à l’état z′. On suppose que f est une fonction positive, c(·, z) est dans
BL(∂E) pour tout z dans l’espace de contrôles U, 0 < c0 < c(z, z′) < Cc pour tous
(z, z′) ∈ E × U et que le coût de deux interventions simultanées est toujours plus
élevé que le coup d’une seule intervention : c(z, z′) + c(z′, z′′) ≥ c(z, z′′), pour tous
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z ∈ E et (z′, z′′) ∈ U2. La fonction valeur pour ce problème de contrôle impulsionnel
à horizon infini avec facteur d’oubli est alors

V(z) = inf
S∈S
J S(z) = inf

S∈S
ESz

[∫ ∞

0

e−αsf(Ys)ds+
∞∑

n=1

e−ατnc(Yτn , Yτ+
n

)

]
.

2.6.2 Schéma numérique

Comme pour l’arrêt optimal classique, notre schéma numérique est basé sur une
écriture des équations de programmation dynamique à l’aide de la chaîne induite
(Zn, sn), puis une discrétisation par quantification de cette chaîne.

Programmation dynamique

Pour ce problème de contrôle impulsionnel, les équations de programmation dy-
namique ont été obtenues dans [CD89]. Pour tous z dans E, u ≥ 0 et (v, w) dans
BLΦ(E)2 on définit les opérateurs suivants

F (z, u) =

∫ u∧t∗(z)

0

e−αs−Λ(z,s)f
(
Φ(z, s)

)
ds,

J(v, w)(z, u) = E
[
F (Zn, u) + e−αSn+1w(Zn+1)1{Sn+1<u∧t∗(Zn)} +

e−αu∧t
∗(Zn)v

(
Φ(Zn, u ∧ t∗(Zn)

)
1{Sn+1≥u∧t∗(Zn)} | Zn = z

]
,

Kw(z) = E
[
F
(
Zn, t

∗(Zn)
)

+ e−αSn+1w(Zn+1) | Zn = z
]
,

Mw(z) = min
z′∈U
{c(z, z′) + w(z′)},

L(v, w)(z) = inf
u≤t∗(z)

J(v, w)(z, u) ∧Kw(z),

Lw(z) = L(Mw,w)(z).

Ici, les espérances sont prises par rapport au processus d’origine (Xt). Les différences
avec les opérateurs de la programmation dynamique pour l’arrêt optimal sont les
suivantes. On a transformé les maximisations en minimisation car on cherche main-
tenant à calculer un coût minimal. La présence du facteur d’oubli induit les termes
en e−α. Un nouveau terme apparaît : l’intégrale du coût instantané. Et surtout,
un nouvel opérateur M entre en jeu. C’est celui qui permet de choisir la meilleure
nouvelle position après l’intervention.

La fonction valeur se construit alors par itération de l’opérateur L. Cette fois-ci,
l’itération est infinie car le problème d’optimisation est à horizon infini. En consé-
quence, on a de la souplesse pour l’initialisation. Soit h le coût de la stratégie ne
rien faire, ou zéro impulsion

h(z) = Ez

[∫ ∞

0

e−αsf(Xs)ds

]
,

et g une fonction de BLΦ(E) qui domine h : g(z) ≥ h(z) pour tout z dans E. On
construit alors la fonction coût récursivement comme suit{

Vg0 = g,
Vgn+1 = L(Vgn) pour n ≥ 1,
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alors V = limn→∞ Vgn. Si on choisit g = h, alors Vhn est la fonction coût correspondant
au problème où on autorise seulement n sauts ou impulsions. Même si cette quan-
tité est interprétable donc intéressante à calculer numériquement, en pratique cela
demande la connaissance de la fonction h pour tous les points de toutes les grilles de
quantification (voir paragraphe 2.6.2), ce qui peut être numériquement compliqué à
obtenir (voir la partie 3.2 pour des pistes de solution). En revanche, le choix d’une
fonction g étant peu contraint, on peut par exemple choisir une constante qui majore
h. Comme f est supposée bornée par Cf , un choix possible est donc g = Cf/α.

Horizon de calcul

Un nouveau problème qui se pose également est celui du choix de l’horizon de
calcul puisque les équations de programmation dynamique donnent une récurrence
infinie. En toute généralité, trouver un entier N tel que |VgN − V| est petit est un
problème très difficile. En pratique, on peut lancer le calcul pour plusieurs choix
de l’horizon N et trouver empiriquement une valeur raisonnable, voir paragraphe
2.6.2. La méthode décrite ici est en fait une méthode d’approximation de VgN pour
un horizon N fixé.

Difficultés de la récursion

Une fois l’horizon N fixé, on change la numérotation des fonctions pour se rap-
procher des notations de l’arrêt optimal. On pose v(z) = VgN(z) et le système à
discrétiser devient

{
vN = g,
vn = L(vn+1) pour 0 ≤ n ≤ N − 1,

On a alors v0 = v(z) = VgN(z). Comme annoncé plus haut, ce système de récur-
rence sur des fonctions ne peut plus se traduire en une récurrence sur des variables
aléatoires. En effet, on a

vn(Zn) = inf
u≤t∗(z)

{
E
[
F (Zn, u) + e−αSn+1vn+1(Zn+1)1{Sn+1<u∧t∗(Zn)} +

e−αu∧t
∗(Zn)Mvn+1

(
Φ(Zn, u ∧ t∗(Zn)

)
1{Sn+1≥u∧t∗(Zn)} | Zn = z

]}

∧E
[
F
(
Zn, t

∗(Zn)
)

+ e−αSn+1vn+1(Zn+1) | Zn = z
]
.

En effet, le terme en Mvn+1 fait intervenir les vn+1(z′) pour z′ dans l’ensemble de
contrôle U qui ne sont pas des points de la forme vn+1(Zn+1). Cependant, nous
avons choisi U fini. Dont il suffit de faire un pré-calcul des valeurs des fonction vn
sur l’ensemble U. Ceci peut se faire avec la récurrence suivante

{
vN(Zi

N−n) = g(Zi
N−n),

vn+k(Z
i
k) = L(vn+k+1)(Zi

k) pour 0 ≤ k ≤ N − n− 1,

où (Zi
n, S

i
n) est la chaîne induite avec point de départ (Zi

0, S
i
0) = (zi, 0). On obtient

alors pour k = 0 la valeur de vn(zi).
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Il y a encore une difficulté cachée dans les équations de programmation dy-
namique. En effet, pour calculer vn(zi), il faut connaître tous les vn+k(Z

i
k) avec

1 ≤ k ≤ N − n. Or, pour calculer vn+ 1(zi) on a déjà calculé les vn+1+k(Z
i
k) pour

1 ≤ k ≤ N − n − 1, mais ces valeurs ne peuvent pas être réutilisées pour la calcul
suivant à cause du décalage d’indice. Les calculs doivent donc être intégralement
recommencés à chaque itération, ce qui mène à un schéma triangulaire assez lent à
faire tourner, voir Figure 2.11 pour une illustration.

Discrétisation

Comme les grilles de quantification dépendent du point de départ du processus,
on propose une méthode en deux étapes, qui utilise plusieurs séries de grilles de
quantification.

– Une première série de grilles est construite à l’aide des chaînes (Zi
n, S

i
n) ayant

pour point de départ les points de l’ensemble de contrôle U : Zi
0 = zi, pour tout

1 ≤ i ≤ u. On appelle (Ẑi
n, Ŝ

i
n)0≤n≤N l’approximation quantifiée de (Zi

n, S
i
n).

– Une deuxième série de grilles est utilisée pour calculer la fonction valeur au
point z. On appelle (Ẑn, Ŝn)0≤n≤N l’approximation quantifiée de (Zn, Sn) avec
Z0 = z.

Nous avons alors autant de versions discrétisées des opérateurs : L̂in sur le support de
(Ẑi

n, Ŝ
i
n) et L̂n sur celui de (Ẑn, Ŝn), avec des notations similaires à celles des parties

précédentes, voir [dSD12] pour les détails.

A l’aide de la première série de grilles, on construit une approximation ṽn(zi) de
vn(zi) pour tous 1 ≤ n ≤ N et 1 ≤ i ≤ u de la façon suivante : ṽN(zi) = g(zi) et
pour n ≤ N − 1, ṽn(zi) = v̂i,nn (zi) est construit récursivement par

{
v̂i,nN (Ẑi

N−n) = g(Ẑi
N−n),

v̂i,nn+k(Ẑ
i
k) = L̂ik(Mṽn+k+1, v̂n+k+1)(Ẑi

k) pour 0 ≤ k ≤ N − n− 1.

Cette approximation est utilisée pour les calculs avec l’opérateur M . On utilise
ensuite l’autre série de grilles pour calculer une approximation v̂n(Ẑn) de vn(Zn)
pour tout 0 ≤ n ≤ N

{
v̂N(ẐN) = g(ẐN),

v̂n(Ẑn) = L̂n(Mṽn+1,v̂n+1)(Ẑn) pour 0 ≤ n ≤ N − 1.

La procédure est schématisée sur la Figure 2.11. Sous les hypothèses (H.1-4), on
obtient encore la convergence de la méthode, voir [dSD12, Théorèmes 5.11 et 5.23].

Exemple

Cette méthode a été implémentée sur un exemple académique simple. Soit E =
[0, 1[ l’espace d’états et ∂E = {1} sa frontière. Le flot est défini par Φ(x, t) = x+ t,
l’intensité de saut par λ(x) = 3x, et Q(x, ·) correspond à la loi uniforme sur [0, 1/2].
Le processus se déplace donc à vitesse 1 vers la frontière, et plus il s’approche de la
frontière plus sa probabilité de sauter est grande. Deux exemples de trajectoires sont
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(Ẑ

i 1
)

L̂
i N
−

2
v̂

i,
1

N
−

1
(Ẑ
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Figure 2.11 – Schéma d’approximation
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Figure 2.12 – Exemples de trajectoires.

donnés Figure 2.12 pour un horizon de 10 sauts. Le coût instantané est f(x) = 1−x et
le coût des interventions est constant et vaut c0 = 0.08. La meilleure performance est
donc obtenue quand la valeur du processus est proche de 1, mais alors la probabilité
de sauter vers une valeur plus défavorable est grande. Le facteur d’oubli est fixé à 2.
Cette valeur élevée permet d’avoir un horizon de calcul relativement faible. L’espace
des contrôles est une discrétisation de l’espace d’états

U =

{
k

50
, 0 ≤ k ≤ 49

}
.

Dans ce cas particulier où la grille de contrôle est une discrétisation de tout l’espace
d’états, une seule série de grilles de quantification est suffisante pour l’implémenta-
tion de notre méthode, avec un point de départ Z0 qui suit une loi uniforme sur U.
En revanche, la structure triangulaire de l’algorithme reste inchangée, et une fois les
grilles construites, il n’y a pas moins de calculs à effectuer.

Nous avons fait tourner notre algorithme avec plusieurs valeurs pour l’horizon de
calcul : 5, 10 et 15 temps de saut. La lourdeur de l’algorithme ne permet pas d’aller
beaucoup plus loin. Les figures 2.13, 2.14 et 2.15 donnent les résultats obtenus pour
la fonction valeur, pour 50, 100 et 500 points dans les grilles de quantification, et pour
chacun des points de U comme valeur initiale du processus. On peut constater que
la fonction valeur approchée à l’horizon N = 10 prend des valeurs significativement
plus petites que celle pour l’horizon N = 5. En revanche, l’ordre de grandeur est le
même que pour l’horizon N = 15, voir Figure 2.16. Comme il s’agit d’un problème
de minimisation, plus l’horizon (donc le nombre d’interventions possibles) est grand,
plus la fonction valeur est petite. Ceci suggère donc que le choix d’un horizon N = 5
n’est pas approprié pour approcher la fonction valeur correspondant à l’horizon
infini. En revanche, le choix de N = 10 est suffisant.

Les erreurs théoriques pour les différents horizons sont données dans la Table 2.7.
Sans surprise, l’erreur augmente considérablement avec le nombre d’étapes de calcul,
donc avec l’horizon. Comme il s’agit de bornes très générales, on ne peut pas at-
tendre qu’elles soient très fines sur cet exemple précis. On observe cependant bien la
décroissance attendue lorsque le nombre de points dans les grilles de quantification
augmente.
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Figure 2.13 – Approximation de la fonction valeur, horizon N = 5.
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Figure 2.14 – Approximation de la fonction valeur, horizon N = 10.
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Figure 2.15 – Approximation de la fonction valeur, horizon N = 15.
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Figure 2.16 – Approximation de la fonction valeur, horizons N = 5, N = 10 et
N = 15 pour 500 points dans les grilles de quantification.

Nombre de points ‖v0(Z0)− v̂0(Z0)‖2 ‖v0(Z0)− v̂0(Z0)‖2 ‖v0(Z0)− v̂0(Z0)‖2

dans les grilles N = 5 N = 10 N = 15
50 4636 5.341·1011 1.460·1021

100 3700 4.501·1011 1.288·1021

500 2141 2.567·1011 0.750·1021

Table 2.7 – Erreurs théoriques en fonction de l’horizon et du nombre de points
dans les grilles de quantification.
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2.7 Conclusion et perspectives
Nous avons proposé une méthode de calcul pratique de la fonction valeur et d’une

règle d’arrêt pour le problème d’arrêt optimal pour un PDP. Cette méthode repose
sur les équations de la programmation dynamique et sur une discrétisation par quan-
tification de la chaîne induite du processus. Nous avons prouvé la convergence de
notre méthode et obtenu des vitesse de convergence en terme de l’erreur de quantifi-
cation. Notre méthode a été testée avec succès sur divers exemples industriels. Nous
l’avons ensuite étendue au cas d’une observation partielle puis au cas du problème
de contrôle impulsionnel.

2.7.1 Arrêt optimal

Comme nous l’avons vu dans les exemples, certaines de nos hypothèses qui ne
sont pas a priori vérifiées par le modèle d’origine peuvent être validées par des
modifications simples comme l’ajout d’un état cimetière ou l’ajout de la variable
temps. Il doit être possible d’obtenir les mêmes résultats pour des fonctions de
gain différentes, par exemple un coût instantané intégré comme pour le contrôle
impulsionnel qui tient compte de toute la trajectoire du processus jusqu’à l’arrêt.

Des discussions sont en cours avec Thales Optronique pour déposer un brevet
sur une méthode d’optimisation de la maintenance reposant entre autres sur notre
méthode numérique.

Une autre piste de travail découle de discussions avec des industriels. S’il est
opportun de pouvoir intervenir à un instant optimisé pour la maintenance d’un
système, l’intervention elle-même peut dépendre de contraintes opérationnelles et
donc nécessiter un certain délai. La question nous a donc été posée de voir comment
résoudre le problème d’arrêt optimal lorsqu’on veut optimiser en tenant compte du
délai, c’est à dire si la performance est de la forme E[g(Xτ+δ)] pour un δ fixé. Sur le
plan théorique, ce problème est complètement résolu pour les processus markoviens.
Il revient à un problème d’arrêt optimal standard pour une fonction de gain modifiée
qui prend la forme d’une espérance : g̃(z) = Ez[g(Xδ)]. La performance à optimiser
s’écrit alors comme

E [EXτ [g(Xδ)]] ,

voir [Øks05]. Pour mettre en œuvre notre méthode, il faut pouvoir calculer la fonction
de gain g̃ sur tous les points des grilles de quantification, ce qui demande donc le
calcul de nombreuses espérances. Des pistes de solutions sont présentées au chapitre
suivant.

2.7.2 Observations partielles

En ce qui concerne le problème d’arrêt optimal sous observation partielle, nous
avons étudié un cas particulier où les positions après saut ne prennent qu’un nombre
fini de valeurs. Si cette hypothèse n’est pas vérifiée, on peut au préalable discrétiser
les positions après saut du processus. Il serait intéressant d’étudier l’impact de cette
discrétisation sur la fonction valeur du problème d’arrêt optimal. Il faut cependant
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noter qu’une telle discrétisation ne peut se faire qu’avec un nombre relativement petit
de points car ceci correspond à la dimension du filtre, et on ne peut efficacement
quantifier que des processus de petite dimension. Il faudrait réfléchir à des solutions
alternatives pour les autres cas.

Dans ce cas aussi, il serait intéressant d’étudier d’autres types de fonctions de
gain, en particulier des fonctions autorisées à dépendre également directement du
processus d’observation, pour faire un compromis entre la précision de l’observation
et la volonté de s’arrêter.

Le vrai point difficile consiste à lever l’hypothèse que les instants de saut sont
parfaitement observés. En effet, si cette hypothèse est raisonnable dans le cas où le
mode correspond à l’environnement extérieur, comme dans l’exemple de la corrosion,
en général elle ne l’est plus si le mode correspond à un état caché du système. Il
faudrait alors mettre en œuvre des méthodes de détection de rupture pour avoir
une valeur approchée des instants de sauts. Cependant, toute notre approche serait
alors à reprendre car elle repose fortement sur le fait que les temps de sauts sont des
temps d’arrêt pour la filtration du processus ponctuel d’observation. Il s’agit d’un
problème difficile, mais très intéressant pour les applications potentielles.

2.7.3 Contrôle impulsionnel

Pour le problème de contrôle impulsionnel, nous avons fait l’hypothèse que l’en-
semble de contrôle U est fini et ne dépend pas de la position z avant le saut. L’hypo-
thèse de finitude n’est pas très contraignante, puisque pour toute méthode numérique
il faudra discrétiser un éventuel ensemble continu. Ceci va rajouter un terme d’er-
reur dans notre approximation au moment du calcul de l’opérateur M . Cette erreur
devrait être petite dès qu’on a de la régularité Lipschitz sur les fonctions valeur.
Autoriser l’espace de contrôle à dépendre de la position du processus n’est probable-
ment pas très contraignant non plus, à condition que le nombre total de possibilités
reste fini.

Le temps de calcul de notre procédure est très long à cause de la récurrence trian-
gulaire. Ceci est dû au fait que les points de l’ensemble de contrôle n’ont en général
aucune raison de se trouver dans les grilles de quantification. On pourrait cependant
rajouter ces points après le calcul des grilles optimisées par l’algorithme CLVQ mais
avant le calcul des lois et matrices de transition. On y perdrait probablement en
précision car la loi de (Zn, Sn) dépend en général de l’instant n, alors que les points
de contrôle rajoutés dans la grille à l’instant n correspondent en fait à un point
de départ à l’instant 0. Cependant le gain en temps de calcul serait appréciable. Il
faudrait tester cette possibilité sur des exemples concrets pour en mesurer l’impact.

Le problème ouvert le plus intéressant concerne l’approximation de stratégies
optimales. Il est très certainement possible de construire une stratégie du même
type que celle de Gugerli [Gug86] pour l’arrêt optimal, basée sur les gagnants des
minimisations successives. Cependant, aucun résultat théorique n’est disponible dans
ce sens. Pour obtenir un tel résultat, il faut se plonger dans le formalisme de l’espace
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canonique et la construction rigoureuse des stratégies admissibles. Il faudra ensuite
passer à l’étape de discrétisation.

Enfin, quand nous aurons une méthode d’approximation de stratégies proches
de l’optimalité, il serait intéressant de voir si cette méthode peut raisonnablement
être mise en œuvre sur des problèmes réels. Des discussions sont également en cours
avec Thales Optronique pour une thèse sur ce sujet, dans la continuité des travaux
de thèse de Camille Baysse.
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Chapitre 3

Méthodes numériques pour
l’estimation de performance des
processus markoviens déterministes
par morceaux

3.1 Motivation

La méthode adoptée dans la chapitre précédent pour le contrôle des PDP per-
met aussi de calculer d’autres quantités d’intérêt pour ces processus. En effet, l’idée
sous-jacente est très générale. Comme la chaîne induite (Zn, Sn) contient tout l’aléa
du processus, n’importe quelle espérance de fonctionnelle du processus doit pou-
voir s’écrire simplement avec cette chaîne en temps discret. Grâce à la propriété de
Markov, on peut aussi s’attendre à obtenir une formulation récursive, comme pour
les équations de programmation dynamique. Il suffit donc de discrétiser la chaîne
induite, par exemple par quantification, pour obtenir une valeur approchée de la
quantité d’intérêt, avec une borne de l’erreur commise.

On s’intéresse dans ce chapitre au calcul d’espérances de fonctionnelles de PDP,
ainsi qu’à des problèmes de temps de sortie d’ouverts de l’espace d’états. Du point
de vue applicatif en fiabilité, ceci correspond à de l’évaluation de performance par
le calcul d’indicateurs de fiabilité, comme la probabilité de tomber en panne ou la
durée de service du système, c’est à dire le temps moyen de bon fonctionnement.

3.1.1 Espérance de fonctionnelles

Pour les espérances de fonctionnelles, il n’existe à nouveau que très peu de mé-
thodes autres que celle de Monte Carlo dans la littérature sur ce genre de problèmes
pour les PDP. Davis établit dans [Dav93, chapitre 3] une construction récursive
pour des espérances de fonctionnelles de PDP très générales (sans faire apparaître
la chaîne induite). Il propose ensuite une méthode numérique théorique pour les
calculer, basée sur la résolution d’un système d’équations intégro-différentielles. Il
ne met pas en œuvre cette méthode, qui pose de nombreux problèmes en pratique,

75
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j’y reviendrai à la partie 3.2.1. Il est plus compliqué qu’il n’y paraît d’appliquer
cette méthode sur des cas particuliers, et il semble impossible à l’heure actuelle de
l’appliquer de façon générique.

D’autres travaux reposent également sur des équation intégro-différentielles, mais
ils sont valables uniquement sur des sous-classes de PDP dont la loi admet une
densité suffisamment régulière [CTEM06, CTEM+06, EMP08, LMZR10]

3.1.2 Temps de sortie

En ce qui concerne les méthodes numériques pour le calcul des moments de temps
de sortie, il existe des résultats généraux pour les processus de Markov [HRS01,
LPR04]. Le problème de calcul des moments se ramène alors à de la programmation
linéaire sous contraintes linéaires. Cependant, pour appliquer cette procédure, il faut
des hypothèses sur le générateur du processus Markovien, hypothèses qui ne sont en
général pas vérifiées pour les PDP.

3.1.3 Contribution

L’objet de ce chapitre est donc de présenter des méthodes numériques alterna-
tives pour faire des calculs autour des PDP. Dans ce chapitre, j’utiliserai les mêmes
notations et idées que dans le chapitre précédent. La première partie, concernant
les espérances de fonctionnelles de PDP concerne des travaux réalisés avec François
Dufour (Institut Polytechnique de bordeaux et Inria CQFD), nos doctorants Adrien
Brandejsky pour la méthode probabiliste [BdSD12a] et Karen Gonzalez pour la mé-
thode déterministe. Les travaux de Karen ont été poursuivis dans le cadre de l’ANR
Fautocoes avec Franck Boyer (Aix-Marseille Université), Mathieu Colin (Université
Bordeaux 1 et Inria MC2), Thierry Colin (Institut Polytechnique de bordeaux et
Inria MC2) et Kévin Santugini (Institut Polytechnique de bordeaux et Inria MC2).
Elle est toujours en cours de développement. La deuxième partie sur les temps de
sortie a été réalisées en collaboration avec François Dufour et Adrien Brandejsky
[BdSD12b].

3.2 Espérance de fonctionnelles

Davis montre dans [Dav93, chapitre 3] que la forme très générique d’espérance
de fonctionnelles de PDP ci-dessous couvre de très nombreux problèmes

f(z) = Ez

[∫ ∞

0

`(Xt)dt+

∫ ∞

0

c(Xt−)dp∗t

]
, (3.1)

où ` et c sont des fonctions données et p∗t le processus de comptage des sauts à la
frontière du PDP (Xt).
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3.2.1 Méthode déterministe

Les théorèmes 32.2 et 32.10 de [Dav93] établissent sous des conditions de régu-
larité assez faibles, que la fonction f ci-dessus est l’unique solution (dans une bonne
classe de fonctions) du système intégro-différentiel suivant




d

dt
f ◦ Φm(x, t) + λm(x)

(
Qmf(m,x)− f(m,x)

)
+ `(m,x) = 0, (m,x) ∈ E,

Qmf(m,x)− f(m,x) + c(m,x) = 0, (m,x) ∈ ∂E.

Il s’agit bien d’un système d’équations pour les fonctions f(m, ·), qui sont couplées
à travers le noyau de saut Q. Comme l’écrit Davis, il suffit donc de discrétiser ces
équations par une méthode classique pour obtenir une approximation numérique de
l’espérance cherchée.

Or, si la formulation du système ci-dessus semble simple et concise, sa résolution
pratique pose de nombreux problèmes qui sont intrinsèquement spécifiques à chaque
application particulière. Il s’agit d’équations de transport, mais avec des conditions
au bord qui sont en fait des conditions terminales. Par ailleurs, pour expliciter com-
plètement ce système, il faut préciser l’espace d’états Em et sa frontière ∂Em mode
par mode, ce qui est un travail en soi. Ces espaces peuvent avoir une géométrie
complexe, et ne pas être de simples pavés car ils sont construits à partir des trajec-
toires possibles du flot. Par ailleurs, les différents flots peuvent requérir des maillages
différents et obliger à des interpolations entre les différents points de discrétisation.
Enfin, même si chaque équation prisé séparément peut être relativement simple, la
nature du couplage par le noyau de saut Q peut rendre très complexe la résolution
du système.

Nous avons rencontré toutes ces difficultés en essayant de mettre en œuvre cette
méthode sur l’exemple du réservoir décrit à la partie 2.4.4. Le détail du système
correspondant ainsi que des résultats numériques sont donnés dans la thèse de Karen
Gonzalez [Gon10]. Une méthode un peu plus sophistiquée a été développée par
Franck Boyer, Mathieu Colin et Kévin Santugini [BCS10, BCS12].

Un code similaire est en cours de développement pour l’exemple de la corrosion
décrit à la section 2.4.3, pour calculer le temps moyen d’atteinte du seuil critique de
0.2mm. Cet exemple est par certains aspects plus simple que celui du réservoir. En
particulier, il y a moins de modes, et les domaines ont une géométrie plus simple.
Mais il est aussi plus compliqué par d’autres aspects. Dans le cas du réservoir,
le système va vers la panne, et dans le système d’équations intégro-différentielles
plusieurs équations sont en fait autonomes, ce qui permet de les résoudre toutes
les unes après les autres. Seuls deux fonctions interagissent en boucle. En revanche,
pour le modèle de corrosion les 6 modes sont en boucle fermée, donc on n’a plus
d’équation autonome. Par ailleurs, la durée de vie de la structure avant d’atteindre
le seuil critique est très longue, ce qui ralentit considérablement les calculs pour un
maillage fin.

Ma contribution à cette partie déterministe consiste uniquement à expliquer le
problème probabiliste sous-jacent aux numériciens, leur fournir le système d’équa-
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tions correspondant à la quantité à calculer et croiser leurs résultats avec ceux des
méthodes probabilistes.

Pour expliciter le système d’équations, notons 1, 2, et 3 les trois premières am-
biances lorsque la protection anti-corrosion agit, et 4, 5 et 6 ces mêmes ambiances
lorsqu’elle n’agit plus. Dans les modes 1, 2 et 3, les variables sont la protection anti-
corrosion restante γ(t), le taux de corrosion stable ρ et le temps t depuis l’entrée
dans l’ambiance courante. Dans les autres modes, les variables sont la perte d’épais-
seur d(t), le taux de corrosion stable ρ et le temps t depuis l’entrée dans l’ambiance
courante.

Le temps moyen avant d’atteindre le seuil critique peut s’écrire sous la forme de
l’équation (3.1) comme

fm(x) = E(m,x)

[∫ ∞

0

`(Xt)dt

]
,

où `(γ, ρ, t) = 1 dans les modes 1, 2, et 3 et `(d, ρ, t) = 1{d≤0.2} dans les autres
modes. Le système intégro-différentiel correspondant est le suivant.

Pour le mode m = 1, on a E1 =]0,+∞[×[10−6, 10−5] × [0,+∞[, ∂E1 = {0} ×
[10−6, 10−5]× [0,+∞[ et




− ∂

∂γ
f1(γ, ρ, t) +

∂

∂t
f1(γ, ρ, t) + λ1

∫ 10−6

10−7

(
f2(γ, ρ′, 0)− f1(γ, ρ, t)

) dρ′

|10−6 − 10−7| + 1 = 0 sur E1

f4(0, ρ, 0) = f1(0, ρ, t) sur ∂E1.

Pour le mode m = 2, on a E2 =]0,+∞[×[10−7, 10−6] × [0,+∞[, ∂E2 = {0} ×
[10−7, 10−6]× [0,+∞[ et




− ∂

∂γ
f2(γ, ρ, t) +

∂

∂t
f2(γ, ρ, t) + λ2

∫ 10−5

10−6

(
f3(γ, ρ′, 0)− f2(γ, ρ, t)

) dρ′

|10−5 − 10−6| + 1 = 0 sur E2

f5(0, ρ, 0) = f2(0, ρ, t) sur ∂E2.

Pour le mode m = 3, on a E3 = E1, ∂E3 = ∂E1 et



− ∂

∂γ
f3(γ, ρ, t) +

∂

∂t
f3(γ, ρ, t) + λ3

∫ 10−5

10−6

(
f1(γ, ρ′, 0)− f3(γ, ρ, t)

) dρ′

|10−5 − 10−6| + 1 = 0 sur E3

f6(0, ρ, 0) = f3(0, ρ, t) sur ∂E3.

Pour le mode m = 4, on a E4 = [0, 0.2[×[10−6, 10−5] × [0,+∞[, ∂E4 = {0.2} ×
[10−6, 10−5]× [0,+∞[ et




ρ
(
1− exp(− t

η1
)
) ∂
∂d
f4(d, ρ, t) +

∂

∂t
f4(d, ρ, t) + λ1

∫ 10−6

10−7

(
f5(d, ρ′, 0)− f4(d, ρ, t)

) dρ′

|10−6 − 10−7| + 1 = 0 sur E4

f4(0.2, ρ, t) = 0 sur ∂E4.

Pour le mode m = 5, on a E5 = [0, 0.2[×[10−7, 10−6] × [0,+∞[, ∂E5 = {0.2} ×
[10−7, 10−6]× [0,+∞[ et




ρ
(
1− exp(− t

η2
)
) ∂
∂d
f5(d, ρ, t) +

∂

∂t
f5(d, ρ, t) + λ2

∫ 10−5

10−6

(
f6(d, ρ′, 0)− f5(d, ρ, t)

) dρ′

|10−5 − 10−6| + 1 = 0 sur E5

f5(0.2, ρ, t) = 0 sur ∂E5.
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Enfin, pour le mode m = 6, on a E6 = E4, ∂E5 = ∂E4 et



ρ
(
1− exp(− t

η3
)
) ∂
∂d
f6(d, ρ, t) +

∂

∂t
f6(d, ρ, t) + λ3

∫ 10−5

10−6

(
f4(d, ρ′, 0)− f6(d, ρ, t)

) dρ′

|10−5 − 10−6| + 1 = 0 sur E6

f6(0.2, ρ, t) = 0 sur ∂E6.

Une valeur de référence obtenue par simulations de Monte Carlo (108 réplications)
est de 526·103 heures pour l’espérance intégrée contre la loi initiale de γ et ρ

∫
f1(γ, ρ, 0)

1{[10−6,10−5]}(ρ)

|10−5 − 10−6| 1{γ≥0}
α

β

(γ
β

)α−1

exp
(
−
(γ
β

)α)
dγdρ.

La méthode déterministe donne 528·103 heures pour cette même quantité, ce qui est
donc très proche de la vraie valeur. Des développements sont encore en cours pour
améliorer la méthode déterministe.

3.2.2 Méthode probabiliste

Une méthode probabiliste reposant sur une quantification de la chaîne induite
a été proposée dans [BdSD12a]. Elle repose sur la Proposition 32.34 de [Dav93]
qui montre à l’aide de la propriété de Markov qu’une espérance de la forme (3.1)
s’obtient en itérant jusqu’à l’infini l’opérateur G défini par

Gf(z) =

∫ t∗(z)

0

e−Λ(z,s)
(
`(Φ(z, s)) + λ(Φ(z, s))Qf(Φ(z, s))

)
ds

+e−Λ(z,t∗(z))
(
c(Φ(z, t∗(z))) +Qf(Φ(z, t∗(z)))

)
,

pour tout point z dans E et toute fonction f dans B(E). On commence par récrire
cet opérateur à l’aide de la chaîne induite

f(z) = E
[ ∫ Sn

0

`
(
Φ(Zn, t)

)
dt+ c

(
Φ(Zn, t

∗(Zn))
)
1{Sn+1=t∗(Zn)} + f(Zn+1) | Zn = z

]
,

puis on procède comme dans le chapitre précédent en choisissant de façon adéquate
un horizon en temps de saut et en discrétisant la chaîne induite par quantification. Ici
encore, une fonction indicatrice apparaît et pose problème pour obtenir une vitesse
de convergence.

Comme c’est une fonction indicatrice qui fait apparaître le temps d’atteinte de
la frontière t∗, et non plus un point d’une grille de discrétisation loin de t∗, on ne
peut pas utiliser la même approche que dans le chapitre précédent. A la place, on
remplace cette indicatrice par une approximation triangulaire affine par morceaux
de constante de Lipschitz fixée, ce qui induit un terme d’erreur supplémentaire in-
versement proportionnel à cette constante de Lipschitz qui doit donc être grande
pour que l’approximation par la fonction triangulaire soit bonne, mais petite pour
que l’erreur induite par la procédure de quantification soit petite. Il y a ainsi là un
compromis à faire.
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Sous les hypothèses (H.1-4), et si ` est dans BLΦ(E) et c dans BL(∂E), on a
alors la convergence de la méthode avec une vitesse exprimée en fonction de l’er-
reur de quantification, voir [BdSD12a, Théorème 4.5]. Il s’agit d’une application
relativement directe de la méthodologie développée au chapitre précédent.

Un résultat un peu plus intéressant et novateur est le calcul d’espérances de fonc-
tionnelles de PDP qui dépendent également du temps. En théorie, c’est en fait un cas
particulier de la formulation précédente (3.1), car le processus augmenté du temps
(Xt, t) est encore un PDP. S’il est aisé de voir qu’il vérifie toujours les hypothèses
(H.1-3), l’hypothèse (H.4) qui porte sur le caractère Lipschitz global de l’opérateur
Q n’est en revanche plus valide en général pour le processus augmenté du temps.
Nous avons donc remplacé cette hypothèse par une nouvelle formulation de type
propriété de Lipschitz locale, qui est en fait suffisante pour obtenir la convergence
de notre méthode, et qui elle reste valide pour le processus augmenté du temps.

On appelle BLsΦ(E) les fonctions de BCΦ(E) qui sont Lipschitz le long du flot
(au sens de la définition de BLΦ(E)) jusqu’au temps s. En particulier, les constantes
de Lipschitz qui interviennent peuvent désormais dépendre de s.
(H.4”) Le noyau markovien Q est localement Lipschitz au sens suivant : il existe[

Q
]
∈ R+ tel que pour tout s ≥ 0 et toute fonction w de BLsΦ(E), les deux

conditions suivantes sont satisfaites
– pour tous (z, z′) ∈ E2 et u ∈ [0, t∗(z) ∧ t∗(z′) ∧ s[, on a

∣∣Qw
(
Φ(z, u)

)
−Qw

(
Φ(z′, u)

)∣∣ ≤
[
Q
][
w
]s

1
|z − z′|,

– pour tous (z, z′) ∈ E2 tels que t∗(z) ∨ t∗(z′) ≤ s, on a
∣∣Qw

(
Φ(z, t∗(z))

)
−Qw

(
Φ(z′, t∗(z′))

)∣∣ ≤
[
Q
]
(
[
w
]s
∗ +

[
w
]s

1
)|z − z′|.

Lorsque les fonctions ` et c sont Lipschitz en temps et en espace, nous obtenons
la convergence de notre méthode avec vitesse en terme de l’erreur de quantification.
Nous avons également étudié le cas où ` et c sont de la forme h(z)1{t≤tf} pour un
temps tf fixé. Ceci permet de prendre en compte un horizon de temps déterministe
et non plus en temps de saut. Nous avons montré que l’hypothèse de continuité
Lipschitz en temps sur ` n’est en fait pas nécessaire, car cette fonction n’intervient
qu’à travers des intégrales en temps. En revanche, cette simplification n’est pas pos-
sible pour c, et nous avons proposé une méthode par encadrement avec des fonctions
Lipschitz. Ces résultats sont énoncés dans les Théorèmes 5.4 et 5.9 de [BdSD12a].
Cette méthode a été implémentée sur l’exemple de corrosion de la section 2.4.3.

3.2.3 Comparaison des deux méthodes

S’il s’agit juste de calculer une seule espérance, aucune des deux méthodes pré-
sentées ci-dessus n’est réellement compétitive par rapport à la méthode de Monte
Carlo.

La méthode probabiliste demande le pré-calcul des grilles de quantification, qui ne
dépendent que de la dynamique du processus sous-jacent, et pas des fonctions ` et c
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choisies. Cette méthode est donc particulièrement intéressante s’il faut faire plusieurs
calculs pour des fonctions différentes. Comme vu dans le chapitre précédent, les
mêmes grilles de quantification peuvent également servir à calculer d’autres quantités
et à faire de l’optimisation sur le processus. Comme pour la méthode de Monte
Carlo, il suffit d’avoir un simulateur du processus pour pouvoir construire les grilles
de quantification.

La méthode déterministe demande un pré-travail plus complexe et méticuleux,
car il faut complètement expliciter les domaines du processus mode par mode, ainsi
que leurs frontières, ce qui n’est en général pas nécessaire pour construire un si-
mulateur du processus. Il faut également écrire toutes les équations, ce qui peut
être fastidieux lorsqu’il y a de nombreux modes possibles, comme pour l’exemple du
réservoir. En revanche, un avantage intéressant de cette méthode par rapport aux
deux autres est qu’au lieu d’avoir une seule espérance pour un point de départ du
processus, on a une valeur des fonctions f(m, ·) pour tous les modes et tous les points
des grilles de discrétisation. Le résultat obtenu est donc beaucoup plus riche. Cette
méthode couplée avec notre algorithme pour l’arrêt optimal pourrait permettre de
résoudre de façon pratique le problème d’arrêt optimal avec délai évoqué dans les
perspectives du chapitre précédent.

3.3 Temps de sortie
Notre approche numérique d’approximation de la chaîne induite d’un PDP par

quantification a été utilisée pour un autre problème, à savoir le calcul de la loi de
temps de sortie. Ce problème du calcul d’un temps de sortie, ou durée de service du
point de vue applicatif nous a été soumis par Astrium et a fait l’objet des premiers
travaux de thèse d’Adrien Brandejsky. On se donne un ouvert U de l’espace d’états
du PDP

U = {(m,x), m ∈M, x ∈ Um},
où Um est un ouvert de Em. On suppose que le processus part de U et en sort en
temps fini presque sûrement. On appelle τ le temps mis par le processus pour sortir
de U

τ = inf{t ≥ 0, Xt /∈ U}.
On veut calculer les moments de τ et sa fonction de survie. Pour l’espérance, on
peut utiliser la méthode probabiliste décrite ci-dessus à condition que le processus
ne reviennent pas dans U après en être sorti (cette propriété est vraie pour l’exemple
de la corrosion). Sinon, il faut tuer le processus quand il sort de U , mais ceci peut
faire perdre les bonnes propriétés de continuité Lipschitz du noyau de saut Q. Nous
avons donc plutôt choisi une approche plus spécifique à ce problème, en exhibant
une relation de récurrence directement sur la quantité à calculer.

3.3.1 Fonction de survie

On veut une approximation numérique de la fonction de survie du temps de sortie

F (t) = P(τ > t).
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Comme notre méthode repose sur la quantification à horizon fini de la chaîne induite,
nous avons en fait calculé la fonction de survie conditionnée à un nombre de saut
du processus, c’est-à-dire les quantités

pn(t) = P(τ > t | τ ≤ Tn),

qui peuvent se construire récursivement par p0(t) = 0 et

pn+1(t) =
pn(t)qn + rn(t)

qn+1

,

si qn+1 > 0 et pn+1(t) = 0 sinon, avec

qn = P(τ ≤ Tn), rn(t) = P
(
{τ > t} ∩ {Tn < t ≤ Tn+1}

)
,

puisque le temps de sortie est plus petit que le n+1-ème temps de saut si et seulement
si soit il est plus petit que le n-ème temps de saut, soit il est compris entre le saut
n et le saut n + 1. Une fois la récurrence obtenue, on l’exprime en fonction de la
chaîne induite du PDP

qn = E[1{Uc}(Zn)], rn(t) = E[1{(Tn+u∗(Zn))∧Tn+1>t}1{Zn∈U}1{Zn+1∈Uc}],

où u∗(z) est le temps de sortie déterministe de U

u∗(z) = inf{t ≥ 0, Φ(z, t) ∈ ∂U},
et en faisant l’hypothèse qu’une fois sorti de U , le processus n’y revient pas (quitte
à le tuer à la sortie de U , ce qui ne posera pas de problème de continuité avec
cette approche). On fixe empiriquement un horizon de calcul N de sorte que la
probabilité P(τ > TN) que le temps de sortie dépasse le N -ème temps de saut soit
petite. On obtient ainsi une approximation p̂n(t) de pn(t) en remplaçant (Zn, Tn) par
son approximation quantifiée.

Pour obtenir la convergence de la méthode, il faut des hypothèses techniques
supplémentaires. L’hypothèse (H.1) est toujours en vigueur. L’hypothèse (H.3) est
remplacée par son analogue pour le temps de sortie u∗ de U .
(H.3U) Le temps d’atteinte u∗ de la frontière de U est dans BL(E).
L’hypothèse (H.2) n’est plus requise et (H.4) est remplacée par une nouvelle hy-
pothèse qui impose que la probabilité de sauter très près de la frontière de U est
contrôlée. Plus précisément, pour tout α > 0, on note Uα = {z ∈ E, d(x, ∂U) ≤ α}
le voisinage d’ordre α de la frontière de U .
(H.4U) Il existe C > 0 et β > 0 tels que P(Zn ∈ Uα) ≤ Cαβ pour tout 1 ≤ n ≤ N .
Enfin, on rajoute une hypothèse de convexité de U . Les propriétés de la quantifica-
tions permettent d’assurer que si U est convexe et Zn ∈ U , alors son approximation
Ẑn est également dans U . Cette propriété permet donc de gérer facilement les indi-
catrices 1{Zn∈U}.
(H.5U) Pour toutm dans l’ensembleM des modes, on suppose que Um est convexe.

Sous les hypothèses (H.1) et (H.3U-5U), on obtient la convergence de la fonc-
tion de survie approchée vers la vrai fonction de survie. En général, on n’obtient pas
de vitesse de convergence mais elle est accessible dans certains cas particuliers, voir
[BdSD12b, Théorème 4.2].
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Nombre de points dans p̂N,1 (×103 h) Erreur relative à 526× 103h
les grilles de quantification

20 points 572 8.7%
50 points 569 8.2%
100 points 557 5.9%
200 points 551 4.8%
500 points 539 2.5%

Table 3.1 – Estimation de la moyenne du temps de sortie

3.3.2 Moments

On procède de même pour calculer les moments du temps de sortie. On pose

pn,j = E[τ j | τ ≤ Tn], rn,j = E[τ j1{Tn<τ≤Tn+1}].

Les moments conditionnels peuvent alors se calculer récursivement de la façon sui-
vante : pn,j = 0 et

pn+1,j =
pn,jqn + rn,j

qn+1

,

si qn+1 > 0 et pn+1,j = 0 sinon. A nouveau, on exprime rn,j à l’aide de la chaîne
induite

rn,j = E
[(

(Tn + u∗(Zn)) ∧ Tn+1

)j
1{Zn∈U}1{Zn+1∈Uc}

]
,

et on obtient une approximation en remplaçant (Zn, Tn) par son approximation
quantifiée. Sous les hypothèses (H.1), (H.4U-5U) et en supposant seulement u∗
Lipschitz et t∗ borné, on obtient la convergence de la méthode, voir [BdSD12b,
Théorème 4.3].

3.3.3 Application à l’exemple de corrosion

Pour l’espérance du temps d’atteint du seuil de 0.2mm (qui est la même quantité
que celle calculée à la partie 3.2.1), les résultats sont donnée dans la Table 3.1,
avec l’erreur relative à l’estimation de Monte Carlo. Pour la fonction de survie, les
résultats sont donnés dans la Table 3.2 et représentés sur la Figure 3.1 pour des
grilles à 500 points. On voit à nouveau la décroissance de l’erreur lorsque le nombre
de points dans les grilles de quantification augmente. La méthode donne un résultat
comparable à celui de la méthode de Monte Carlo pour des temps de calcul bien
moindre, une fois les grilles de quantification pré-calculés.

3.4 Conclusion et perspectives
L’objet de ce chapitre comme du précédent est de fournir une boîte à outils

numériques pour les PDP. On exprime les quantités à calculer de façon récursive
à l’aide de la chaîne induite. On quantifie ensuite cette chaîne pour obtenir une
approximation de la quantité d’intérêt. Nous avons ainsi présenté des méthodes de
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Figure 3.1 – Fonction de survie du temps de sortie estimée par Monte Carlo (tirets)
et quantification (trait plein). Ecart entre les courbes (courbe en bas).

Nombre de points dans max0≤t≤1 |pN(t)− p̂N(t)|
les grilles de quantification

20 points 0.145
50 points 0.119
100 points 0.040
200 points 0.039
500 points 0.020

Table 3.2 – Erreur d’estimation pour la fonction de survie du temps de sortie
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contrôle, de calcul d’espérances, de moments et de fonctions de survie. Nos méthodes
ont été testées sur plusieurs exemples.

Il est très simple de mettre en œuvre l’algorithme CLVQ pour calculer les grilles
de quantification optimisées à partir d’un simple simulateur du processus, même si
certains ajustements sont nécessaire au cas par cas. Le calcul des grilles de quanti-
fication peut être très coûteux en temps de calcul. Cependant, il peut être réalisé
off-line. De plus, ces grilles ne dépendent que de la dynamique du PDP, et non pas
de la quantité à calculer. Les mêmes grilles peuvent donc servir à plusieurs séries de
calculs. C’est là le principal avantage de notre méthode par rapport à celle de Monte
Carlo.

Adrien Brandejsky a présenté dans sa thèse [Bra12] des études relativement fines
de la vitesse de convergence empirique de l’algorithme CLVQ et de nos méthodes
sur l’exemple de la corrosion. Il serait intéressant de pousser plus loin cette étude,
par exemple en comparant sur nos exemples les performances de l’algorithme CLVQ
avec l’algorithme de Lloys, voir par exemple [BP03]. Cette algorithme repose sur un
principe de point fixe et non plus un gradient stochastique.
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Chapitre 4

Contrats industriels

L’équipe Inria CQFD est régulièrement en contact avec des industriels. J’ai par-
ticipé à trois séries de contrats de l’équipe : avec Astrium Space Transportation,
DCNS et EDF. Dans tous les cas, il s’agit d’échanges avec les équipes de recherche
et de développement qui prospectent sur des méthodes innovantes pour leurs ser-
vices, sans forcément avoir en vue une application réelle immédiate. Il s’agit de
recherche amont.

J’ai également participé d’un peu plus loin à la collaboration entre CQFD et
Thales optronique autour de la thèse de Camille Baysse, puisque Camille a utilisé
notre méthode d’arrêt optimal. Il s’agit ici de recherche à visée réellement appliquée
dont les premiers résultats sont d’ores et déjà mis en pratique par Thales. Des dis-
cussions sont en cours pour le dépôt d’un brevet autour de nos méthodes numériques
d’optimisation de la maintenance.

4.1 Astrium Space Transportation

Depuis sa création, l’équipe CQFD a des relations privilégiées avec Charles Eleg-
bede d’Astrium ST. Nous avons commencé notre collaboration paÒr deux études
bibliographiques des modèles probabilistes pour la propagation de fissures, en met-
tant en avant l’intérêt d’une modélisation par processus markoviens déterministes
par morceaux, voir chapitre 2.

Astrium est ensuite devenu un des partenaires de l’ANR Fautocoes, pour des
problématiques de propagation de fissure, mais aussi pour du calcul de durées de
service et de l’optimisation de la maintenance de systèmes complexes. Dans ce cadre,
Astrium a financé la thèse d’Adrien Brandejsky, et nous a fourni la problématique du
temps de sortie traitée au chapitre 3, ainsi que l’exemple de corrosion présenté à la
partie 2.4.3 sur lequel nous avons pu faire tourner toutes nos méthodes numériques.
Comme ces résultats ont déjà été présentés dans les chapitres précédents, je n’y
reviendrai pas ici.
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Figure 4.1 – Exemple de diagramme de pertes.

4.2 DCNS

CQFD a des contrats annuels récurrents avec DCNS (ex Direction des Construc-
tions Navales) depuis 2010 sur l’aide au pilotage de sous-marins. Un sous-marin en
opération se dirige à l’aide des données acoustiques de ses sonars. Ceci lui permet
de repérer des cibles, c’est à dire des bâtiments (bateaux ou sous-marins) ennemis
qu’il veut par exemple pouvoir écouter au mieux.

Comme la propagation des ondes sonores sous l’eau est assez complexes, ce n’est
pas nécessairement en étant proche de la cible qu’on l’entend au mieux. DCNS a
développé un code de propagation acoustique sous l’eau qui renvoie des diagrammes
de perte, comme sur la Figure 4.1. On est dans le plan contenant le sous-marin
(porteur) et la cible (bruiteur). Le bruiteur a une immersion de 190m. Dans le
diagramme, il est situé à la source de l’onde acoustique, du côté le plus rouge. Ce
diagramme représente la perte acoustique dans le plan bruiteur porteur. Les zones
rouges correspondent à une perte faible, les bleues à une perte forte. Ainsi, plus le
porteur de place dans une zone rouge, mieux il entend, au contraire plus il est dans
la zone bleue, moins il entend. Par exemple, pour un sous-marin à une immersion
de 300m (ligne blanche), la meilleure zone d’écoute se situe entre 0 et 5km de la
cible environ, ou bien aux alentours de 30km. En revanche, dans la zone entre 10 et
20km, la sous-marin n’entendra pas du tout la cible.

On comprend donc la nécessité d’outils automatisés d’aide au pilotage, surtout
quand on veut suivre plusieurs cibles simultanément. Notre premier travail est une
traduction du problème posé par DCNS en termes de contrôle stochastique, ensuite,
nous avons proposé une méthode de résolution pour différents types de scénarios
de plus en plus complexes. Ces travaux ont fait l’objet de rapports annuels, ainsi
que d’une présentation en conférence spécialisée [NML+12]. Ils ont été réalisés en
collaboration avec Dann Laneuville, Adrien Nègre et Olivier Marceau de DCNS, et
François Dufour et Huilong Zhang côté CQFD.
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4.2.1 Modélisation

On considère que les bruiteurs et le porteur avant contrôle suivent un mouvement
rectiligne uniforme dans la même direction et à immersion constante. Pour décrire
leur dynamique, on commence par choisir un pas de discrétisation en temps ∆t, qui
va correspondre au temps entre les prises de décision successives du porteur.

Bruiteurs

L’immersion des bruiteurs étant supposée constante, leur état respectif se résume
par un vecteur w de dimension 2, à savoir leur distance par rapport au porteur et
leur vitesse. Leur dynamique est modélisée par un système linéaire perturbé par un
bruit gaussien : pour la cible i, on a wi0 ∼ N (µi0,Σ

i
0) et

win+1 = Fwin + εin,

où
F =

(
1 ∆t
0 1

)
,

et ε est un bruit gaussien centré de matrice de covariance Σε. Les différents para-
mètres sont dans un premier temps supposés connus. L’espace d’états des bruiteurs
est continu. On commence donc par en proposer une discrétisation par quantification.
Dans le cas multi-cible, il s’avère trop lourd pour la suite des calculs de quantifier
ensemble les positions et vitesses des différents bruiteurs. A la place on propose une
grille par bruiteur.

Porteur

Dans une première modélisation, on considère que le porteur n’est piloté qu’en
profondeur. L’état du porteur est donc un scalaire z représentant son immersion.
Son mouvement est modélisé par

zn+1 = zn + an,

où an est l’action choisie au temps n. A chaque instant, les actions possibles sont en
nombre fini

an ∈ {m∆z, −L ≤ m ≤ L},
où ∆z est un pas de discrétisation en espace et L∆z correspond à la plongée maxi-
male que peut faire le sous-marin en un temps ∆t (le sous-marin ne peut naturelle-
ment pas plonger ou remonter à la verticale).

Problème de contrôle

Nous avons choisi de modéliser ce problème à l’aide d’un processus markovien
décisionnel (MDP pour Markov Decision Process en anglais, voir [HLL96, HLL99]).
Un MDP a plusieurs composantes (X,A, {A(x)|x ∈ X}, Q, c) où

– X est l’espace d’états. Ici il s’agit des positions possibles du porteur et des
positions et vitesse possibles des cibles, en version discrétisée.
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– A est l’ensemble des actions possibles, et A(x) ⊂ A les actions possibles quand
on est dans l’état x. Ici, si l’état x correspond à une immersion z du porteur,
on a

A(z) = {m∆z, −L ≤ m ≤ L},
– Q est le noyau stochastique markovien qui donne le nouvel état sachant l’état

précédent et l’action choisie. Dans notre cas, le nouvel état correspond à la
nouvelle position du sous-marin et la projection dans les grilles de quantifica-
tion de la nouvelle distance entre les bruiteurs et le porteur. Il est donc relié
aux matrices de transition entre les différentes grilles de quantification.

– c est une fonction de coût. Pour nous, elle correspond au diagramme de perte
acoustique.

On veut minimiser les pertes acoustiques jusqu’à un horizon de calcul N . Soit
Π l’ensemble des politiques π = (an, 0 ≤ n < N) possibles. La fonction valeur du
problème est alors

V (x) = inf
π∈Π

Eπ
x

[N−1∑

n=0

c(xn, an) + CN(xN)
]
,

où Eπ correspond à l’espérance sous la stratégie π et CN est le coût terminal. On ne
s’intéresse pas ici au calcul de la fonction valeur, mais à celui d’une politique opti-
male. On sait qu’on peut la construire par programmation dynamique, voir [HLL96].
On définit de façon rétrograde la suite de fonctions (Vn) par

VN(x) = CN(x),

et pour 0 ≤ n ≤ N − 1,

Vn(x) = min
a∈A(x)

{
c(x, a) +

∫

X

Vn+1(y)Q(dy|x, a)

}
.

Alors V (x) = V0(x) pour tout x dans X. De plus, si ces fonctions sont mesurables,
pour tous 0 ≤ n ≤ N − 1 et x ∈ X, il existe un sélecteur fn tel que fn(x) ∈ A(x)
atteint le minimum, c’est à dire

Vn(x) = c(x, fn(x)) +

∫

X

Vn+1(y)Q(dy|x, fn(x)).

Alors la politique déterministe π∗ = {f0, · · · , fN−1} est optimale.

4.2.2 Résultats

Nous avons mis en œuvre la méthode ci-dessus. On commence par pré-calculer
la politique optimale en tous les points de l’espace d’états, et on garde ce résultat
en mémoire. Concrètement, pour tous n et x, il s’agit de garder en mémoire le a qui
a gagné la minimisation. Ensuite, pour une nouvelle trajectoire on va chercher les
actions optimales en fonction du temps et de la position/vitesse des bruiteurs et du
porteur.
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Figure 9: Diagramme de perte et contrôle avec le cible 1

16

Figure 4.2 – Trajectoire optimale pour une cible

Dans un premier travail pour tester la faisabilité de notre approche, nous avons
considéré une seule cible. Les résultats sont visualisés en affichant la trajectoire du
porteur sur la diagramme de pertes du bruiteur. Les résultats obtenus sont très
satisfaisants, voir Figure 4.2. Nous avons ensuite étendu notre procédure au cas
mutlicible, où la fonction de coût est une somme pondérée des pertes acoustiques
liées aux différentes cibles. Là encore, les résultats sont très satisfaisant. Nous avons
ensuite essayé de programmer le pilotage en trois dimensions au lieu de seulement la
profondeur. Ceci augmente considérablement la taille de l’espace d’états et ralentit
donc la procédure. De plus les résultats sont plus compliqués à visualiser. Nous
sommes revenus à un pilotage en profondeur et cap, ce qui semble raisonnable pour
l’application visée.

Notre dernier progrès, qui est un pas décisif pour la construction d’un démonstra-
teur utilisable dans des conditions opérationnelles réalistes, consiste à coupler notre
méthode d’optimisation avec l’information fournie par les sonars et traduite par un
algorithme de pistage. Ceci revient à ne plus prendre un matrice de covariance arbi-
traire pour le bruit dans la dynamique des cibles, mais à prendre la matrice estimée
par l’algorithme de pistage. Au début de sa mission, le sous-marin n’obtient qu’une
position imprécise pour ses cibles via les sonars. Ils manœuvre donc suivant les re-
commandations d’un algorithme de pistage pour améliorer sa connaissance sur la
position des cibles. On applique alors l’optimisation sur quelques pas de temps, puis
on réactualise la nouvelle matrice de covariance des bruiteurs avec l’algorithme de
pistage, et ainsi de suite. Nous sommes donc passés d’un algorithme d’optimisation à
horizon relativement grand à une succession d’optimisations à plus court terme. En
général, cette stratégie n’est pas très bonne, mais ici on constate sur les diagrammes
de perte que nous avons étudiés qu’il n’y a pas de culs de sac, et donc une succession
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3 FUNCTIONAL DESCRIPTION 

We have modeled a part of the secondary circuit of a pressurized water reactor. It is composed of seven components:  
one passive system representing the whole steam transport system (VVP), three extraction pumps (CEX), two 
feeding turbo pumps (TPA), and one water flow regulation valve (ARE). The rest of the secondary circuit does not 
interest us for the test case as it has no direct influence on the reliability and safety of the circuit.  The reliability 
diagram we modeled is given in Figure 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.1 Description of the system 

The VVP barrel maintains the steam flow to the turbo pumps and dryers. A breakdown in the barrel VVP is a critical 
point of failure and represents a minimum level of system reliability. The three pumps CEX maintain the vacuum in 
the condenser (upstream of VVP) and ensure a flow of feeding water. They are redundant in 2/3. The third pump is 
stopped, in standby. It is started when one of the other pumps fails. A failed pump, once repaired, remains in 
standby. The two turbo pumps TPA work together, they provide the common pressure to the SG, discharged 
into a common cylinder integrated in the VVP.  In the case of failure of a TPA, the second one switches over 
speed and provides some of the charge. We consider in this model that the power of the 
installation decreases automatically to 60% when only a single TPA works. Finally, the actuator (ARE) is used to 
command the feed water flow rate in the SG. It consists of a main valve and a bypass valve. A logic sequence 
determines the openings and closing of the individual valves as a function of the power of the installation.  
 
In our benchmark system, four physical processes are considered: the feed water flow rate (

€ 

Qe ), the steam flow rate 
( ), the narrow range water level (

€ 

Nge ) and the wide range water level (

€ 

Ngl ). A PID controller is used to 
maintain the water level within limits of reference-points. The behavioral model of the SG is obtained from a non-
linear model published in 2000 by EDF [1, 2].  The general control strategy consists in maintaining the narrow range 
and wide range water levels within limits of their set points. This can be accomplished by concentrating the control 
effort on the single controlled variable: the narrow range water level . Figure 2 shows the basic PID feedback 
control structure.  
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 2. Basic feedback structure of the PID controller 

 

 
Figure 1. Reliability diagram for the mechanical and 

electromechanical systems of FCS. 

 

Figure 4.3 – Diagramme du circuit secondaire.

d’optimisations à court terme est presque aussi bonne que l’optimisation directe à
long terme.

Ces travaux se poursuivent en 2013 pour prendre en compte les possibles chan-
gements de direction des bruiteurs, toujours à partir des estimations fournies par
l’algorithme de pistage.

4.3 EDF

Cette collaboration a eu lieu dans le cadre du projet Approdyn (Approches de la
fiabilité dynamique pour modéliser des systèmes critiques, 2010-2012) financé par le
GIS Surveillance Sûreté et Sécurité des Grands Systèmes. Ce projet était coordonné
par Gilles Deleuze d’EDF. Il a impliqué François Dufour, Huilong Zhang et moi-
même pour CQFD, ainsi que des équipes de l’université technologique de Troyes et
du centre de recherche en automatique (CRAN) de l’université de Nancy.

Il s’agit de construire un simulateur assez complet du circuit secondaire d’une
centrale nucléaire, en prenant en compte les défaillances possibles des principaux
composants. Il s’agit d’une système de taille industrielle, avec quatre composants
principaux, dont certains en redondance, et de nombreux états possibles pour chaque
composant, rendant le nombre total de combinaisons très grand (plusieurs milliards),
voir Figure 4.3.

Le barillet VVP (Circuit Vapeur Principal) permet de maintenir le fonctionne-
ment des turbopompes et sécheurs, même en cas de perte du générateur de vapeur
(GV). Une rupture du barillet VVP est une défaillance de point unique ; elle repré-
sente un niveau minimal de fiabilité du système. Les défaillances du barillet VVP
permettent aussi de représenter les défaillances des autres systèmes passifs (bâches,
réchauffeurs, barillet en aval des vannes ARE (Régulation Débit Eau Alimentaire)).

Les trois pompes CEX (Pompes d’extraction) maintiennent le vide au condenseur
et permettent d’assurer un débit d’eau alimentaire. Elles sont redondées en 2/3, la
troisième pompe est à l’arrêt, en attente. Elle est démarrée lorsqu’une des autres
pompes tombe en défaut. La pompe en défaut, une fois réparée, reste en attente.
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Les deux turbopompes TPA (Turbo Pompe Alimentaire) assurent la pression
commune aux GV, elles débitent dans un barillet commun modélisé dans la partie
VVP. Elles fonctionnent en même temps. En cas de défaillance d’une TPA, l’autre
passe en survitesse et assure une partie de la charge. On considère dans ce modèle
que la puissance de l’installation baisse automatiquement tant qu’une seule TPA
fonctionne.

Enfin, il y un système de vannes réglantes ARE qui règle le débit pour chaque GV.
Il y a deux parties : une vanne petit débit et une vanne gros débit. Une régulation
assure le basculement entre les deux vannes. Le temps de réponse de la vanne en
ouverture/fermeture permet de suivre les variations de puissance de l’installation.

Nous avons choisi de représenter le système par un PDP et avons construit un
simulateur graphique à l’aide des interfaces Simulink et Stateflow de matlab. Une
nouvelle particularité de ce système, outre sa taille, est que les variables continues
(le débit vapeur Qv, le débit eau Qe, et le niveau eau/vapeur Nge, Ngl) sont régulées
continûment par un contrôleur de type PID (pour proportionnel intégral dérivé). Le
système d’équations différentielles contrôlées n’a pas de solution analytique.

Nous avons construit un simulateur qui nous a permis de calculer les probabilités
de défaillance importante (menant à un arrêt automatique du réacteur) dues aux
différents composants pour un scénario-type de 18 mois de fonctionnement. Les
résultats sont publiés dans le livre du GIS [ABB+12] et ont été présenté en conférence
spécialisée [ZdSD+12].
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Conclusion : nouveaux projets

J’ai présenté dans ce mémoires deux séries de travaux. L’une tourne autour de
la modélisation de la division cellulaire et de la détection du vieillissement chez les
organismes unicellulaires. L’autre propose et étudie les propriétés d’une boîte à outils
numériques pour les processus markoviens déterministes par morceaux.

En plus des pistes proposées dans les conclusions des différents chapitres, j’ai de
nouveaux projets de recherche en cours de démarrage.

Je suis membre de l’ANR Jeunes chercheuses et jeunes chercheurs PIECE (PDP :
inférence, évolution, contrôle et ergodicité) qui démarre en mars 2013 pour 4 ans.
Cette ANR est coordonnée par Florent Malrieu (Université Rennes 1). Dans la modé-
lisation de phénomènes biologiques ou physiques, les processus aléatoires permettent
de prendre en compte à la fois une variabilité intrinsèque du système ainsi que des
fluctuations parasites (erreurs de mesure, incertitude etc). Les processus de Markov
déterministes par morceaux (PDP) sont au centre de nombreuses modélisations :
réseaux, fonctionnement des neurones, croissance de populations bactériennes, fia-
bilité de systèmes complexes. Toutefois, leur étude mathématique reste incomplète.
Le but de ce projet est de fédérer un groupe d’experts d’horizons différents (proba-
bilités, statistique, analyse, équations aux dérivées partielles) afin de mutualiser les
savoir-faire de chacun et de faire émerger de nouveaux outils pour l’étude des PDP.
Les principaux axes du projet concernent les problèmes d’estimation, de simulation
et de comportements asymptotiques (temps long, grandes populations) dans les dif-
férents contextes applicatifs. Je suis responsable de la tâche simulation dans cette
ANR.

Je suis également membre du projet USP-Cofecub Contrôle de systèmes dyna-
miques aléatoires avec sauts avec l’université de São Paulo au Brésil. Le thème
principal de cette coopération est d’étudier le contrôle de systèmes dynamiques sto-
chastiques à sauts. L’objectif de l’axe de recherche auquel je participe est de déve-
lopper des méthodes numériques pour l’optimisation de systèmes linéaires à sauts
markoviens. Ce sont les processus à temps continus définis à partir d’équations dif-
férentielles ordinaires dont les coefficients sont perturbés par une chaîne de Markov.
Des techniques de discrétisation seront mises en œuvre telles que des méthodes de
quantification. Une première visite chez Eduardo F. Costa (Université de São Paulo
à São Carlos, Brésil) est programmée en mai.

La collaboration entre CQFD et Astrium va se poursuivre dans le cadre de la
chaire industrielle Management des incertitudes entre Inria Bordeaux Sud-Ouest,
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Astrium, EADS Innovation Works et la Région Aquitaine. Un stage démarre en
mars 2013 et devrait être suivi d’une thèse. Il s’agit de construire un modèle pour
la chaîne de montage du futur lanceur de nouvelle génération, en vue de l’optimiser
sous différentes contraintes opérationnelles d’Astrium (cadence de lancement, dis-
ponibilité, fiabilité, sécurité, coût, etc). Le projet a pour objectif de développer des
méthodologies et des approches de modélisation et d’optimisation de performances
afin d’accompagner les études d’architecture du segment sol. A partir de critères de
choix définis il sera, entre autres, construit des méthodes permettant d’estimer la
sensibilité de l’architecture aux paramètres d’entrée stochastiques et de rechercher
le meilleur compromis avec ces différents critères. Pour la modélisation du scéna-
rio d’intégration, une méthodologie sera mise en place pour identifier, formaliser,
et quantifier et gérer les incertitudes relatives à chaque paramètre tout au long du
projet.

Cette problématique peut être comprise comme la modélisation d’un atelier de
production. On utilisera la formalisme des processus markoviens décisionnels. Ils
correspondent à des problèmes d’optimisation stochastique où le processus sous-
jacent est défini par une chaîne de Markov. L’un des principaux objectifs de ce
travail sera de proposer des outils théoriques et numériques pour la résolution de
ce problème d’optimisation. Des discussion sont également en cours avec EADS IW
dans le cadre de cette chaire pour définir un sujet autour de l’optimisation de la
maintenance.

Dans la lignée de nos travaux sur la division cellulaire en collaboration avec Lau-
rence Marsalle et Anne Gégout Petit, nous souhaitons nous intéresser maintenant à
la dynamique des mitochondries. Ces micro-organismes peuvent se diviser, comme
les cellules, mais ils peuvent aussi fusionner pour former de longs filaments à l’inté-
rieur des cellules. Nous avons jeté les bases d’un modèle mathématique pour rendre
compte de cette dynamique. Nous souhaitons construire un modèle permettant de
caractériser cette dynamique des mitochondries. Il s’agit en effet d’un bon indicateur
de la santé d’une cellule. Nous cherchons à caractériser cette dynamique à l’aide d’un
petit nombre de paramètre qu’il serait possible d’estimer.

En collaboration avec François Dufour, je souhaite m’intéresser à des probléma-
tiques d’ordre théorique et numérique pour les processus markoviens décisionnels. Il
s’agit de modèles très généraux pour l’optimisation stochastique. Même s’il existe
un vaste littérature qui étudie ces objets sur le plan théorique, les outils numériques
utilisables en pratique sont encore peu nombreux, surtout pour de grands espaces
d’états et de contrôles. Ces travaux feront suite à nos études pour DCNS, et seront
également en lien avec la thèse Astrium.
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