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INTRODUCTION

Les problémes abordés dans les pages suivantes ont été soulevés
par un travail réalisé en collaboration avec le laboratcire d'Hydro-
météorologie de la Faculté des Sciences de Montpellier et en particulier
avec Monsieur LOBERT, Ingénieur dans ce laboratoire [8].

L'étude faite avait pour but de calculer les hauteurs des chutes
de pluie en tous les points d'un bassin pluviométrique (en l'occurence celui
de 1'Allier) & partir des hauteurs de pluies connues €n un certain nombre
de points de ce bassin. La solution proposée consiste & calculer les compo-
santes principales Yj (§ = 15 amwy n} des mn variables X; et a étendre

la relation

n

aux variables 2 (k élément d'un ensemblie K quel congue) non observées.
'k

Pour cela il faut calculer les coefficients bkj qui permettront

d'écrire

Plusieurs méthodes ont €été utilisées a cette fin

1) La connaissance des aij permet de tracer pour chaque valeur de j ,

sur des cartes de la région, des courbes, comparables & des courbes de
niveaux, telles que deux variables attachées 4 des points contenus entre

deux mémes courbes ont le mé&me ajj - La position des stations hydromé téoro-

logiques non observées permet alors de leur affecter des coefficients bkj

adaptés.

2) Si elles sont connues, les corrélations entre les variables Xj et 7y
permettent de calculer les bkj

n
En effet on a Y =.§ a. . X

- 2
et E(Y; %)) = by E(Yy)



D'ol 1'on tire bkj =

3) Enfin, 11 est possible pour chaque valeur de j d'utiliser une inter-
polation des ajj pour obtenir une valeur avprochée des bkj . La premiére
méthode peut apparaitre d'ailleurs comme un essai grossier d'interpolation.
Cette impression n'est pas fondée dans la mesure ou la connaissance gu'il

a du phénoméne étudié permet au spécialiste de tenir compte, dans le traceé
des courbes, d'éléments (tels que le relief par exemple) que la troisieme

méthode a tendance a atténuer.

L'expérience montre que ces trois méthodes donnent des résultats
comparables, satisfaisants dés que le réseau des variables observées est
assez représentatif de 1'ensemble des variables.

La réalisation de ce travail nous a conduit & nous poser deux

questions

A) Les pluies reconstruites sont fonctions des 213 qui sont eux-mémes
déterminés par les variables observées. Peut-on affirmer qu'il y a une

certaine stabilité des aji > donc des composantes principales, dés que le

nombre des variables prises en compte est assez grand ?

Nous retrouvons la un probléme soulevé par H. Hotelling ([5], p.504)
au sujet de la convergence des valeurs propres et des vecteurs propres de
la matrice des variances et covariances de groupe de variables alfatoires

tirées au hasard dans une population infinie de variables aléatoires,
lorsque 1l'effectif des groupes tirés augmente indéfiniment. Le but de la
premiére partie de ce travail est de résoudre ce probleme.

Pour le faire, nous considérons un processus X de carré intégrable
sur ()} Xx T et nous étudions tout d'abord 1l'opérateur lindaire V qui lui

est classiguement associé : (VY)(w) = /; E(X(t) Y¥) X(w, t) w(dt)



Les propositions 1, 2 et 3 rappellent que V est un opérateur de L2(Q)
en lui-méme, auto-adjoint, positif, complétement continu, aqul appartient

3 la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Les valeurs propres et les espaces propres dont nous 4tudions la
convergence étant ceux des opérateurs associés a la suite
03 Sys s ) E ™ par
1 n-=1
(Upls) YN w) == X E(X(s;) Y) Xle, s;)
n ;.
i=0
nous sommes conduits a étudier la convergence de la suite d'opérateurs
un(s) vers V , et a chercher les conditions qui la rendront uniforme.
Dans le cas général, le théoréme ergodique pour les fonctions
intégrables nous donne un résultat de convergence faible (Théoréme 1).

Sous des hypotheses supplémentaires, raisonnables pour les applications,

nous établissons un théoréme de convergence uniforme (théoreme 2) a
partir duquel nous pouvons démontrer la conjecture de Hotelling, démons-
tration qui & notre connaissance n'avait jamais été donnée par les stati-

ticiens.

B) Le plus souvent la certitude d'une convergence ne suffit pas a celui
qui est obligé de prendre en compte des impératifs d'ordre économique,
extérieurs a la formulation mathématique du probléme, mals réels : Il est
certes satisfaisant de savoir que, pour n suffisamment grand, un ensemble
de n variables fournit une bonne approximation d’un processus ; mais pour
une application particuliere, est-ce que n = 10 est suffisamment grand ?
Le contexte mathématique qui soustend la premieére partie conduit a
une solution simple pour ce dernier probleme ; il permet, dans la seconde
vpartie, d'expliciter un critére pour 1'appréciation de 1'intérét d'un
groupe restreint de variables, relativement & 1l'ensemble deé variables
possibles.

Ce critére, qui ne demande que des calculs simples, est mis a l'épreuve



de fagon positive sur deux exemples pris dans des domaines différents

le premier concerne les données pluviométriques dont nous parlions plus haut ;

le second provient de données écologiques.

Ainsi notre travail fournit a 1l expérimentateur une méthode rationnelle

pour le choix des variables qu'il prendra en compte.




PREMIERE PARTIE







I. 1 - RAPPELS SUR LE PRODUIT DE DEUX ESPACES DE PROBABILITES ([7], p.6€6)

Soit ) et T deux espaces arbitraires. Nous nous intéressons
4 l'espace produit Q X T, ensemble des couples (w, t) obtenus lorsque
w parcourt (1 et t parcourt T .

Soit A x B un pavé de ( x T , c'est-a-dire un sous—ensemble
de la forme

AXB=((w, t) : we A, t € B) avec A €0 et BCT

si Q est une o-algebre de parties de Q et G une o-algebre
de parties de T , nous pouvons parler des espaces probabilisables (ou
mesurables) (Q, @) et (T, ). Nous dirons alors que le pavé A X B

est mesurable si A € OL et B € 7?.

L'ensemble des pavés mesurables forment une semi-algebre de
Boole de parties de Q x D¢ en ce sens que
- ¢ et Qx T sont des pavés mesurables
— L'intersection de deux pavés mesurables est un pavé mesurable.
(A1xBy IN(AgxBy) = (A1 A5) x (ByjMBy)
— Le complémentaire d'un pavé mesurable est la somme d'un nombre
fini de pavés mesurables disjoints (ici deux)
(A xB)S =2a%xB + QxB°
La o-algébre engendrée par la semi-algébre des pavés mesurables est notée
Q x ?f et appelée o-algébre produit tensoriel de G, et Zf. L'espace

mesurable (Q x T, a e t% est alors appelé le produit des espaces

mesurables (Q, @) et (T, %

Supposons de plus que soient définies des probabilités P sur

0 et p sur T . Nous sommes alors en présence d'espaces de probabilités
(Q, &, P) et (T,Z?,/A). Nous savons qu'il existe une probabilité

unique @ sur (0 x T, Q@K’) telle que



- B e

Q(A x B) = P(A) u(B) (A e, Be )

L'espace de probabilité (Q x 7, L&, Q) est appelé le produit

des espaces de probabilités (Q, &, P) et (7, & w)

Nous nous proposons d'étudier des processus aléatoires sur
qul sont des variables alédatoires réelles sur (I x T (nous dirons dans

la suite v. a. sur ) x T). Un processus est donc une application mesu-
rable X de b x T dans R . Nous identifierons des processus quil
ne different que sur un ensemble de mesure nulle de () x T : nous ferons

de méme pour des v. a. définies sur ( ou T .

Dans toute notre étude, nous supposons que X est de carré
intégrablesur{l x T, ce qui permet d'identifier X & un élément de
L2(Q % ). Cette hypothese implique (théoréme de Fubini) que pour
presque tout t , 1la fonction X(t) : « — X(w, t) est un élément de
LZ(Q)‘ Quitte & changer la valeur de X sur un ensemble de mesure nulle
de (Q x T, nous pouvons supposer que X(t) € L2(Q) pour tout t .

Nous le ferons dans toute la suite ce qui revient a4 considérer que X
est un processus du second ordre. Nous supposerons également que

X(w) : t ~ X(w, t) est un élément de L,(T) pour tout w € Q .
Nous munirons LZ(Q) du produit scalaire habituel noté < ; >

<Y, Y'> = E(Y Y') = j; Y(w) Y'(w) P(dw)

La norme correspondante sera notée H [ . Nous utiliserons que LZ(Q)
est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire.
Nous emploierons les mémes notations dans Lg(T) .

Nous noterons H[ H] la norme (analogue aux précédentes) dans Lo(Qd x T).

Nous utiliserons souvent les égalités suivantes

1 (t)]]2 neat 2(w, t) P(dw dt) = 2
(1) fTHX |2 wdt) fr(];)X(“ ) Plde)luldt) =[x |||

/Q (fT X2 (w, t) pldt))Pldw) = |||x]||| 2

il

(2) fQ | x(w)||? P(dw)




I. 2 — JUSTIFICATION DU CONTEXTE MATHEMATIQUE CHOISI.

Dans le probléme évoqué en introduction, la hauteur de pluie
X observée enun point t est une variable aléatoire sur un espace de

probabilité ({1, &l, P) représentatif du "hasard” c'est-a-dire des di f—
férents types deconditions pluviométrigues sur la région.

On pourrait €tre tenté alors d'orienter 1'étude vers la famille
(Xy ) des vVv.a. sur () obtenues lorsque t parcourt la région T .

Ce point de vue, tres courant dans 1'étude des processus aléatoires
est ici insuffisant car il faut pouvoir considérer la quantité

Y(w) = J; X(w, t) p(dt) qui est la "lame d'eau” tombée sur la région
pour la conditionpluviométrique w .

On est donc tout naturellement conduit a considérer 1l'espace
de probabilité (T,??, i) ou u est éventuellement la mesure naturelle
normée sur T et a s'intéresser aux v.a. sur l'espace produilt
QxT, R8T, Q.

Enfin, l'hypothese X € L2(Q x T), qui est a la base de la
partie théorique de notre étude, est tout a fait naturelle pour qui a
en vue les problémes statistiques soulevés en analyse multivariable

puisqu‘elle assure que, sauf pour un ensemble de mesure nulle dans T ,

les moments d'ordre deux des V.a. X(t) sont finis.







I1. 1 - L'OPERATEUR V ASSOCIE AU PROCESSUS X

Proposition 1 : Soit X; et X, des éléments de L2(Q X T) ; 2Z un élément

de L,(Q). La variable aléatoire Y définie par

Y(w) = fT E(X;(t) 2) Xglw, t) uldt)

lappartient & Lyle) et : (Y[R < Ifz (B [lIx4lIP 1115012
Démonstration :
L'inégalité de Schwarz permet d'écrire lE(Xl(t) Z)|S||Xl(t)H HZ“

don |Y(a)]2 < S, 1By (00 20 Xp(e, 0] nldt))?

< <.g3Hx1(t)H lzll | %50, t)] wiat))®

<z lR « IT lx ()] [ Xgt@, )] wiat))?

<zl Lol cer P wcae) J %P t@s 1) ptdt)

< Nz B xg 12 lixgle) IR
On en déduit :
P = [ 1v(wd |2 ptaer < [l iy [IP [ ligtel B eiaw =l lixg 1P 1012

Corollaire : Si X € Lz(Q X T), on obtient un opérateur V de LZ(Q) en

lui-méme en définissant Y = VZ par :

Y(w) = j&E(X(t) 7) Xlw, t) w(dt)

L'opérateur V est linéaire borné, de norme HV“ < “|XH|2

(on appelle V 1l'opérateur associé au processus X

b

Le résultat s'obtient de fagon immédiate en faisant, dans la

proposition 1 : Xy = X = X

Proposition‘e: si X € LZ(Q x T), l'opérateur V qui lui est associé est

autoadjoint, positif et complétement continua

Démonstration :

¥ Etablissons tout d'abord que V est autoadjoint positif. Soit 2 et

Y € Ly(Q)



V2, ¥> = fQ [ IT E(X(t) 2) Xl(w,t) w(dt)] [Y(w)] P(dw)

= .fQ [ fT E(X(t) 2) X(w, t) Y(w) p(dt)] P(dw)

Pour pouvoir intervertir les intégrations par rapport 3 w et t
montrons que E(X(t) 2) X(w, t) Y(w) appartient a L,(Q x T)
L'inégalité de Schwarz donne

lE(x(t) 2] < |lxte)]] ||zl

D'od - fT |E(x(t) 2)]|2 wiat) < ||z |]R 4 IIx(t) |2 weat) = |lz]R [l ||

ce qui établit que E(X(t) Z) € Lo(T)
I1 en découle alors successivement que E(X(t) Z) Y(w) €L2(Q><T)

et E(X(t) Z2) X(w, 1) Y(w) € Ll(Q X T) comme produit de deux éléments de

Lo() x T) . Il est donc licite d'écrire

<Vz, Y>

il

.fT [_fQ E(X(t) 2) X(w, t) Y(w) P(dw)] w(dt)

_fT E(X(t) 2) [_fQ X(w, t) Y(w) P(dw)] wm(dt)

‘[T E(X(t) 2) E(X(t) Y) w(dt) (4)

La symétrie en Z et Y de cette derniére formule établit que V est

autoadjoint. La positivité en découle par :

<VZ, Z> = _& [E(X(t) 2)]2 p(dt) 20 (5)

¥* Montrons maintenant gque V est complétement continu en établissant

qu'il est la limite d'une suite d'opérateurs de rang fini.

X € Lo(fl x T) peut €tre approché au sens de L2(Q X T) par des vV.a. X,

n
telles que : Xplw, t) =2 Aj(w) B;j(t)

ou Ai € Lz(Q) et Bi € Lz(T)

Dé finissons alors V,Z par

(V,2) = ‘fT E(Xp(t) 2) Xplw, t) p(dt)



On a !

(V. %z){«) = [ El S AB:(t) 3
{ @) = «B:  t)a
n g T iZ1 i l‘ Z) ) A(

I

T

= J0 =

ot jlw) B (t) pldt)
n

n 1
[ 2 Eay 2) By (%)] [j§1 As{w) By(t)] plde)

N
ajlwl [Z E(Ay Z),[T Bj (t) Bj(t) w(dt)]

ce qu'on peut encore écrire :

Vn Z

Ceci établit que V

il (M3

5 ]
[ 2 E(A; Z) E(B; Byl &4

J=2

n

image est contenu dans 1l'espace engendré par les A, .

D'autre pa

(v, 2 - V7)) (w)

Appelons

v -zl

rt

Clw)

IA

i

J

il

it

[ [E(XK(t) 2) (X (@, t) - X(w, t) +
T

+ E((X (t) = X(t)) 2) Xple, t)] wpldt)

il

ﬁD[E(X(t) Z) (X lw, t) - Xlw, t))] pldt) +

& IT [E((X,(t) _ X(t)) 2) Xplw, t)] pldb)

et Dlw) ces deux intégrales, nous avons :

IQ (Clw) + Dlw))® P(dw)

IQ CR(w) P(dw) + IQ D2(w) P(dw) +

(6)

est un opérateur de rang fini puilsque l'espace

[ [E(X,(t) 2) Xplw, t) - E(X(t) 2) X(@, )] pldt)

i 1
. 2(_[Qc2<w) P(dw))? ( IQ p2(w) Pldw))®

1 L
[ (,fQ c2(w) Pldw))® + (‘TQ p2(w) P(dw))? ]



- 1T

La proposition 1 donne alors .

by, Ao praw) < Nz P 11212 1 x,-x]]]2

et Jy DPte) praw) < izl Mxg-xlI12 1%, Il 2

Xn converge au sens de L2(Q X T) vers X ;

y

donc pour n assez

A

grand, on aura : HIXn”| 4H|XH| et par conséquent

Jo DPte) praw) < allzll® lllxll® Il x,-xII2

d'ou
levg-vy zl® < llzlB colllxlI® Il x,-xI11#)
I1 en découle que V converge uniformément vers V et le résultat

n

annoncé est établi.
I1 résulte en particulier de la compléte continuité de V que
son spectre est purement ponctuel. Les valeurs propres sont positives ;

celles qui sont différentes de O sont de multiplicité finie ; elles
sont en nombre fini ou dénombrables. Dans ce dernier cas le nombre
des valeurs propres supérieures a & > O donné est fini. Les éléments

ropres associés & des valeurs propres différentes sont orthogonaux.
P




- 12 =

II. 2 — V EST UN OPERATEUR DE HILBERT-SCHMIDT ([6], p. 262).

Soit &%_ 1'ensemble des opérateurs complétement continus de
L;(Q) en lui-méme ; soit S € eh -

Si (Yy)y e g €St une famille orthonormale compléte de LZ(Q),
on peut définir sur 651 une norme éventuellement infiniequi est appelée
"norme de Hilbert-Schmidt" par

2,5
Islly = (.2 llspel)

On sait que cette norme est indépendante du choix de la famille () ¢ K
Prenons alors, pour famille orthonormale compléte une famille formée a
partir des vecteurs propres de S . On suppose qu'une valeur propre
A > 0 est répétée r fois si sa multiplicité est r , d'olu une suite
Ay 2 Ap2 +«. & laquelle on peut associer un systéme orthonormal Pl,¢%,...
dans lequel S = AkY% , que l'on compléte en lul adjoignant une
base du noyau de S .

On obtient de fagon immédiate

- 1
Islly = ¢ 2 W22 (8)

Considérons 1 'ensemble 632 des opérateurs S tels que
fs e®
Llisll, < +

Cet ensemble constitue la classe des opérateurs de Hilbert-sSchmidt.

Proposition 3

Si X € LZ(Q x T), l'opérateur V qui lui est associé est de
la classe de Hilbert.-Schmidt. Plus précisément si (Ay) désigne la suite
des valewrs propres positives -chacune étant répétée un nombre de fois
égal a4 sa multiplicité -~ on a

0]
3 2= | E2(X(t) X(t')) wm(dt) wm(dt")
k=1 TxT
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Démonstration

Nous utiliserons un systéme orthogonal (2, ) de vecteurs

propres de V formant une base du sous espace orthogonal au noyau de V .

On a donc VZ, = AyZ, avec A, > O et on peut supposer comme plus haut
la suite (A,) décroissante.
Pour toute fonction Y €'L2(Q) orthogonale au noyau de V ,

on a le développement de Fourier (convergent dans LZ(Q))([8], P. 89)
©
Y = 2 E(YZ,) Z
k=1 i k
Pour une fonction Y € LZ(Q) quelconque on peut écrire
Y =1 +k2 E(YZ) ) 2y (avec VY' = 0)
=1
On en déduit pour VY 1le développement convergent dans L2(Q)
s
VY = AN E(YZy) Z
kel k k k
I1 en résulte pour le produit scalaire <Y, VY> 1le développement convergent
S 2
<Y, Vvy> :kzl AkE (YZy )
En particulier, si on prend Y = X(t), on obtient pour tout t
© 5
<X(t), VIX(t))> = kzlka (X(t) Zy) (9)

Remarquons d'autre part, que par définition de Vv , si 2 est un vecteur

de LZ(Q)’ de norme égale 3 1, tel que VZ =AZ , on a
A = €Y%, > = fTEz(X(t) 'Z) p(dt) (10)

Pour démontrer la proposition 3, nous allons montrer que le

deuxiéme membre de (9) peut €tre intégré terme a terme. Or

E(X(t) Z) appartient a LZ(T) (démonstration de la proposition 2) .

Z
Donc k%l KkEz(X(t) Z,) appartient & L, (T) si bien qu'il suffit, a
cause du théoreme de [ebesgue, de démontrer que le premier membre de 9
est intégrable pour établir ce résultat. Ceci est fait en remarquant
que

<xX(t), vix(e))> < x| Ivexcen ]l < Ixcer R Nl xll2
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Dot

Jo e, vix(e)> piat) < N xI|2 Jq Ix(t) B weat) = ||| x|||4 (11)

On a alors :

[ <x(t), VIX(t))>u(dt)

I ES(X(t) X(t') w(dt) w(dt')
PX T

Q
= 3 A ER(X(t) 2,) m(dt)
k=1 ka k! K

[o0]
= 2 >‘k2 (12)
k=1




[
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III. 1 - RESULTATS PRELIMINAIRES

A partir de T , ensemble arbitraire, nous pouvons définir
e -
7 = ™ ]iensemble des suites infinies d'éléments de T
o~
S €T G=> s = (sg, Sq, wes) OO 83 €T

si ¥ est une o-algébre de parties de T , on peut définir une

~J #
o..algebre de parties de T : appelons en effet pavé de ¥ un sous-
ensemble de la forme

H A. :(SZ SiEAi (i GN))

ey *

ol Ay est contenu dans T pour tout i et Ay est égal a T pour

tout 1 sauf un ensemble fini de valeurs de i .
Nous dirons que le pavé est mesurable si pour tout i
A € @f. Les sommes finies de pavés mesurables disjoints forment une

algebre de Boole ([7], p~ 75) aqui engendre une o-algébre de parties

A A
de T que nous noterons Z -

Si une probabilité u est définie sur T, il existe une

~J

Al
probabilité unique pu sur T telle que, pour tout pavé mesurable

~
de T, on ait

=

(O a5 =1 (A;)
Hljen 71 jeg 01

ou E est 1'ensemble fini des indices pour lesquels A; # T . Enfin,

~
une fonction % : T — R ne dépendent que des coordonnées S,,Sq,e2+55Spn_q

est mesurable pour 7f si et seulement si elle est mesurable comme
fonction de T® - R . La condition d'intégrabilité est analogue et
l'on a

‘%;Z(S) Zids) = ﬁﬁlz(so,...ysn_l) u(dso) o u(dsn_l)

*

o~
Définissons, de la méme maniére, T 1'espace des suites infinies

(ane; 8 °* la o-algebre de parties de T* Jdéfinie comme

_n’ " S_l) 3

~

e
22 et T* la ‘frobabilité sur T* , déduite de 4 .
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~ ~ N
(7* x T, r* 8 t’, ¥) est l'espace probabilisé des suites doublement

infinies d'éléments de T ou ( est la probabilité unique définis

Ny

a ;
sur T X T telle que : V(A% x a) = LOA%) w(a) pour tout couple

i -
(A%, A) tel que AX e P* et 4 € .

. ~ ~
Soit & = (wew S_1» Sgs Sq1» ~es) un élément de ™ x T,
Nous conviendrons de noter (U)n = Sp .

A “
Considérons la transformation & de T%x T en lui méme

définie par : (Bo)y = Sietq pour tout k € %

FProposition 4

¢ est une application mesurable qui préserve la mesure.

Démonstration

L'appartenance de o a 9“1(A* X A) se traduit par celle de
6o a A*x A ; donc si A¥x A est mesurable, 8-1(A* x A) est
mesurable et 6 est une application mesurable. D'autre part, pour tout
pavé mesurable A* x A , ((9‘1(1;’K X A)) est égal i VXA* X A) ; un
résultat classique ([7], p. 27) dit que cette propriété se conserve

~J ~
pour tout B e &* x €, donc 6 préserve la mesure.

Rappelons les définitions suivantes ([2], p. 8 et 12) pour

'V (o e o~ . z
une transformation p de T7* x T en lui-méme qui préserve la mesure.

Définition 1

Si tout ensemble invariant pour po (il.e. p“lB = B) est de

mesure O ou 1, p est ergodique.

Définition 2

o &

>l
Si pour tout couple (B, By) avec B; € E*x € et

-~ ~

“|By € T*x ¥, 1im_ ¥(B, N p™™ By) = V(B,) V(By), p est mélangeante.

n — ©
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En prenant By = Bg et By invariant pour po , on établit que
V}Bl) ne peut €tre égal qu'a O on a 1 : donc une transformation

mélangeante est ergodique.

Proposition 5

6@ est une transformation ergodique.

Démonstration

Elle consistera & montrer que & est mélangeante.

Soit Bg (respectivement Bg) un pavé mesurable *x A

~ -
de T*x %’; il est de la forme Il _A; avec A; € T pour i 20,
i€
N -
Ay € ?ﬁ pour 1 <0, A; =T sauf pour un nombre fini d'indices que
nous noterons E (respectivement Ep )
By By

¢ si

{1 existe N tel que k > N entraine Eg NE _x -

1 6By
bien que pour tout k > N : V(By A 67%By) = ¥(By) V(67¥By). Mais 6
préserve la mesure donc qul) Yqﬁ’kEz) = ¥(B,) ((Bz).

La propriété vraie sur les pavés mesurables est vraie sur la

o-algebre qu'ils engendrent si bien que 6 est mélangeante, donc ergo&ique.

Le théoréme ergotique ([2], p. 13) é€tablit que si f appartient

.’V* ~d
a Ll(T X T)

n-=1 ~ ~
lim & 3 f(6%0) = .L* ~ flo) V?do) presque partout sur T X T
n—® n i=0 T x T
En particulier, si f ne dépend que de So (f € Ll(T))’ on aura
; 1 n-1 ~ % -~
lim = 3 f(s;) = [ fisg) mldsy) presque partout sur T° x T
o

n—® n i=

REMARQUE 1

Le résultat vaut aussi pour presque toute suite de T . En

~) ~r
effet, s'il était inexact sur [' € T avec w(l) >0, il seralt
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inexact sur T*x [ qui est de mesure égale & (") > 0O . Dans la

o~
suite, nous considérons le résultat dans T .

REMARQUE 2

Une réunion dénombrable d'ensembles de mesure nulle est encore
de mesure nulle.

Dong, si une famille dénombrable de conditions est telle que

/v
chacune de ces conditions soit réalisée presque partout sur T , alors

~
presque partout sur T , toutes les conditions sont réalisées.
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II1. 2 - PREMIER THEOREME DE CONVERGENCE

~
Pour toute suite s € T, définissons l'opérateur Up(s)

sur Lyg({l) par
1 Dzl
Upls) ¥ = = 1‘§o E(X(s;) Y) X(s3)

Il a été convenu en I.1 aque X(s;) appartenait a Lz(Q). I1 en

résulte que U, (s) est un opérateur de LZ(Q) en lui-méme ; il est

clair qu'il est linéaire.

Nous allons étudier la convergence de U_(s) vers 1'opérateur

n

V associé au processus X € L2(Q x T) par

(VY) (@) = ,fTE(xm Y) Xlw, t) m(dt)

Théoréme 1
Soit X € Lg(Ql x T) et V 1'opérateur qui lui est associé ,
étant donné Y et Z appartenant a LZ(Q), pour presque toute suite

~
s = (S5, S, +es) €T, <U,(s) 2, Y> tend vers <VZ, Y> lorsque n

tend vers 1'infini.

On a établi dans (4) que

VZ, Y> = fTE(X(t) 7) E(X(t) Y) p(dt)

D'autre part

n-=1
w,ls) 2, v> =2 2 ElX(sy) 2) E(X(s;) ¥)
n 1=

Le théoréme 1 est donc une conséquence immédiate du théoréme

ergodique pour la fonction de L4 (T) ; E(X(t) Y) EB(X(t) 2)< HYH HZH HX(t)“2

Corollaire 1

Si Lz(Q) est de dimension finie, ou plus généralement si V

et tous les Un(s) s'annulent sur un méme sous-espace H de codimension

s
finie dans LZ(Q), alors pour presque tout s € T, 1la suite U,(s)
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converge uniformément vers V .

Soit Wi, Yo, «un, (fn une base orthonormale de Hl'. Si

Y € HL, on a le développement convergent au sens de LE(Q)
n :
Y -i§1 El; Y) @

Co El E(Y; Y) @, (VY =U,(s)Y' = 0)
1=

p—<

Si Y est quelconque, Y =
On a alors

<Vz, Y> :.g Eu{i z2) <V, Y>
E(@; 2Z) <Py, VY>

.8
i=1

2 E(¢; 2) Elgy Y) <p;, V 5>

et de la m@me maniére

Upls) 2, Y> :El %1 E(p; 2) B Y) <Py, Upls) >
i= j=

or : <@, vps> :fT E(X(t) ) E(X(t) @5) p(dt)

=1
et <y, Upls) gy =2 Eéo E(X(ty) ) E(X(t) &)

Le théoréme ergodique peut €tre appliqué a la fonction fij

définie par fiJ(a) = E(X(so) QH) E(X(so) ?j)' I1 résulte alors de

la remarque 2 que pour presque tout s € T

B 1
.fo-lJ-(t) plar) = 1im 1

i fij(se) pour tout couple (i, j)

{

Compte tenu de la linéarité des opirateurs ceci établit la convergence

5

faible et donc la convergence uniforme puisqu'on est en dimension finie.

Corollaire 2

k
Si X est un processus de la forme X(w, t) =‘Zl A;(w) Bj(t),
l:

a4
presque tout s € T la suite Up,(s) converge uni formément vers V .

——as
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Démonstration

On a établi dans (6) que

n
VZz X % E(A: 7 B;(t) B:(t dt)] A.
Jj=1 [1:1 g 4 jf phitd J( £ ] J

Un calcul simple établit que

U_(s) %[g( z2) 1 % (sy.) Bil(sp)] A
7z = E(A: B: (s (s :
n'® =1 "i=g n k=1 b KSR

I1 en résulte que V et U (s) s'annulent sur le sous espace orthogo-

nal a A;, ..., A, , ce qui raméne au corollaire 1 .
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IIT. 3 —~ THEOREME DE CONVERGENCE UNIFORME.

Dans le prochain paragraphe nous aurons i étudier le comporte-
ment du spectre de U,(s) lorsque n — @, Cette étude n'est guere
praticable que dans le cas de convergence uniforme. Une telle convergence
semble trés difficile dans le cas général ; il y a donc lieu de chercher

des conditions suffisantes pour qu'elle soit réalisée. Le théoreéme

suivant s'inscrit dans cette direction.

Théoréme 2
Soit X € L2(Q X T), un processus tel que
IIx(t)]] < M Yter

S'il existe une suite (X,) de processus de L2(Q x T) de la forme

k
Xplw, t) = 2 Aj(w) Bj(t) telle que
i=1
lim (sup |[X(t)=X, (t)|]) = O
k—=® t € T“ k H
»
alors pour presque toute suite s € T, on a 1ig HUn(s) - VH =0
n—-)

Tous les processus qui sont tels que HX(t)” < M et qui sont
limite uniforme de processus de rang fini rentrent dans le cadre du
théoréme puisque la convergence uniforme implique la condition imposée.

En particulier si (] et T sont des intervalles de R,

(o, 1] par exemple, on atteint la classe des fonctions continues sur
[0, 2] x [0, 1] puisque les fonctions de cette classe peuvent €tre
approchées de fagon uniforme par des fonctions en escalier du type

igl Yi(x) ¢i(y) ou les ¢4 et les wi sont des fonctions en escalier

sur [0, 1].

Démonstration du théoréme

Désignons par V), 1'opérateur associé a X, et définissons



S

- 23 -

1

n-1
pour tout s € T : Uppls) Y = = iéo E(Xp(s;) Y) Xpls;)

Cn a ¢

o, (s1=vll < =il + IV=vpen ()1l + Moy (s)-vpts) |

a) majoration de HV—Vk”

On a établi dans (7), que pour k assez grand (k > K)

v-vi I < sllxlll ] xe=xlll

b) majoration de HVkmUkn(s)H

Le corollaire 2 du théoréme 1 a montré que pour k fixé, pour

~t
presque toute suite s € T
lim ||V =U s = 0
nawllk kn()H
. v
La remarque 2 permet alors d'affirmer que pour presque toute suite s € T
Lim VU (s)ll =0 (k= 1, 25 aney )

~t
Nous noterons T4 1'ensemble des suites s telles aque cette condition

soit vérifiée.

c) majoration de HUkn(s) - U,(s)

damment de 1n -

1
U (s) Y ==
il n

. Nous allons majorer ce terme indépen-

n-1
S E(X(si) Y) X(sy)

1=0
1 n-1
D'ou :
=1
I, (s)-Uppn(sNY|| < i.?ZOHE(X(si)Y)X(si)-E(xk(si)Y) X (sl
n 1=
=1
< 175 [EC(x(sy)-Xlsy NTIXCs] +
n i=0
v ECK (55070 (X(s5)-Xc (s 0)]]]
or + JlEC(x(s;)-X (53D x(s ] <llel] ks ] lIx(s5)-% (i)l

< MY X(t) =X (1)
el sue Il ce0]
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A

et |[E(X ()Y (XUs)=-Xels0]] < [lel] [ixye sl Ix(s;)1-% (550 ]

74N

Xy (s5) b X(b) =K (t)
It 11 Hell sup lixe)-xicce |

Nous pouvons noter que les hypothéses faites impliquent que

pour k suffisamment grand (k > Kg) 1% (s5 )] < 2M
D'ou
g (s)-Upn (sl < M sup, [Ix(t)-X () ]
D'ou finalement en rassemblant les trois majorations ; pour k > max(K, K,)
Iv-untsrll < slllxlll M xe-xlll + av sup ki t)-x (2 I+ (V=i () ]

Etant donné €& > 0O, on peut trouver Kq (éventuellement égal & K, ou a K)
tel que pour k > K, la somme des deux premiers termes soit inférieure

a

M

Si s € %1 est fixé, on peut trouver N(g£) tel que n > N{&)
implique |[Vy-Up, (s}l < 52- (Vk =1, 2, «ua)
On en déduit que n > N(&) 1impliaque “V-Un(s)H < & ce qui

achéve la démonstration du théoréme .
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III. 4 — CONSEQUENCE DES THEOREMES ([8], p. 387)

Soit A un opérateur autoadjoint. Nous désignons par E\ la
famille spectrale de A (A = | Ad Ey) et par E(8) 1le projecteur
associé a 1'intervalle & dont les extrémités sont supposées ne pas

appartenir au spectre de A . S1 A, est une suite d'opérateurs auto-

adjoints, nous notons E_ ) la famille spectrale de A, et En(S) le

projecteur associé & & relativement a A, .

Lorsqu'une suite de transformations autoadjointes bornées (An),

tend uniformément vers la transformation autoadjointe A
En(S) tend uniformément vers E(38)
et A E (8) tend uniformément vers AE(S)
pour tout intervalle § dont les extrémités n'appartiennent pas au spectre
de V .
En particulier si 1'intervalle & ne contient qu'un seul
point A du spectre de A qui est une valeur propre de multiplicité

finie m , pour n assez grand, la partie du spectre de A, contenue
dans l'intervalle & est constituée de valeurs propres de multiplicité
totale m . Comme on aurait pu cholsir pour $§ un intervalle arbitraire-

ment petit autour de A , les valeurs propres de A[ contenues dans &

convergent vers A pour n ‘tendant vers 1'infinie

On sait également que dés que HEn(S)—E(S)H < 1, 1le sous-
espace propre associé a A peut €tre appliqué d'une maniere linéaire et
isométrique sur le sous espace engendré par les vecteurs propres associés

aux valeurs propres de Ay qui sont dans § . En particulier si A est

de multiplicité 1, le vecteur propre normé associé a A est limite

d'un vecteur propre normé de Ay associé & la valeur propre Xn qui

tend vers A .

On peut appliquer aux suites d'opérateurs (U (s)) 1les résul-

n
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tats que nous venons de rappeler lorsque ces suites convergent unifor-

mément vers V ce qui a lieu presque surement sur T sous les

hypothéses
g
| X € Lo(Q x 1) tel que [lx(t)]|] < M Vter
U Xy e ¢ X € Lo(Qx 1) 5 Xy lw, t) = 2, dgtel Byt

telle que lim (sup |[x(t)-x ()]} = 0
k = @ e
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IV - LE PROBLEME DE HOTELLING

Lorsque le statisticien méne & bien une analyse en composantes
principales, son but est d'étudier 1'ensemble particulier des variables
aléatoires qui sont & sa disposition. Les difficultés qu'il rencontre
sont lides au fait que les corrélations sur lesquelles il travaille ont

été estimées a partir d'un échantillon réduit d'individus et que, par
conséquent, elles différent des véritables valeurs que fournirait la

population toute entiére. Son analyse se justifie parce que les valeurs
propres et les vecteurs propres de l'estimateur au sens du maximum de
vraisemblance de la matrice des variances et covariances sont les estima-
teurs au sens du maximum de vraisemblance des valeurs propres et des
vecteurs propres de la matrice réelle ([1], p. 279).

Le probleme soulevé par Hotelling releve d'un objectif différent.
Considérons 1'ensemble particulier des variables observées comme un échan-

tillon tiré dans une population de variables aléatoires. Les di fficultés
que nous allons rencontrer proviennent de ce que les valeurs propres
et les vecteurs propres que nous trouvons varient d'un échantillon de

variables & l'autre. En particulier, la disposition relative des pro-
jections des individus sur les espaces engendrés par les vecteurs propres
associés aux plus fortes valeurs propres varie lorsqu'on passe d'un groupe
de variables a un autre, si bien que deux individus qui apparaitront

voisins pour une analyse pourraient sembler plus éloignés dans une autre.

Les résultats précédents, associés a la proposition suivante,

permettent d'assurer que, sous les hypothéses de nos théoremes, sauf
pour des groupes de variables gqui ne se rencontrent qu'avec une probabilité
nulle, nous obtiendrons une représentation fidele lorsque l'effectif

du groupe de variables prises en compte est assez grand.
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s - z Vl‘
Soit s un €lément de T . Appelons Jin(s)
defini par la matrice des variances et covariances des

de la manigre suivante

¥ 81 Y € [X(t5), aue, Xty q)] alors
n=1
Y o= 20y X(t)

n=1
et A _(s) Y = JEO E(X(t;)X(t5)) ¥y

* St Y € [X(tg), auu, X(tn_l)]‘L alors

Aoisi ¥t = ©

1'opérateur

X(tiL 1=054a.,n-~1

Les composantes principales du systéme (X(tg),.~., X(t, 1)) sont défi-

nies par les vecteurs propres de Jtn(s) : ce sont les

la relation

Y qui vérifient

n-1
jéo E(X(t;) X(t5)) y5 = Ay (14)
Proposition 8
L'opérateur U,(s) a les mémes vecteurs propres que ILn(s) 3
ses valeurs propres sont égales a celles de ,ﬁn(s) divisées par n .
Démonstration
n-1 )
Supposons que Y = 'ZO Y X(tj) soit un vecteur propre
J:
U (s) Y = 205 R(X(t) ) X(ty)
s R @ :
° n i=0 . b
= 175N B((ty) X(6)) Xty
7 i=0 j=o 1 J 1 g
_oansd A
n i=0 i t n

Appelons A, les valeurs propres de in(S)

leur multiplicité. Nous pouvons énoncer

comptées avec
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Théoréme 3 : (probléme de Hotelling)
Soit X € Lo(Ql x T) wun processus tel que Ix(t)|| <™, Vterm.
Soit V 1'opérateur associé a X .

S'il existe une suite (X) de processus de LZ(Q x T) de la

forme Xk(w, ) = '§1 Ai(w) Bi(t) telle que
fo=

lim ( sup [|X(t) - X (t)}) = O
i k — 00 teT Il k JI
pour presque toute suite s € % , quelgue soit l'intervalle 8 , dont

les extr8mités n'appartiennent pas au spectre de V, qui ne contient

qu'une valeur propre A de V de multiplicité m , pour n assez

grand
Alors a) la multiplicité totale des valeurs propres Knk(s), telles
Ao (s)
que nk ) est m
n

b) Le sous espace propre associé a A peut étre appliqué d'une
maniére lindaire et isométrique sur le sous espace engendré

par les vecteurs propres associés au Xnk(s) telles que

N (s)
ok e 5. Plus précisément lim
n n—®

e, (8)-E(8) ]| = O
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V. 1 - POSITION DU PROBLEME

Pour étudier un processus aléatoire, le statisticien est conduit
en général & la discrétiser, il substitue alors au processus (X(t) ) geq
un ensemble fini de variables (X(ti))iel . Son intuition, la connais-
sance qu'‘il a du probléme qu'il traite sont les seuls guides dont il
dispose pour faire ce choix. En 1'absence de toute information préalable,
il doit tirer au hasard les variables (X(t;));,y dans 1'ensemble des
variables possibles.

Nous avons vu dans la premieéere partie que, sous certaines hypo-
théses, il est possible d'obtenir une "bonne” représentation du processus
par un tirage au hasard & condition de prendre pour I un ensemble assez
grand. La représentation sera "bonne" en ce sens que les vecteurs propres
et les valeurs propres de la matrice des variances et covariances de
1'ensemble fini des variables observées conduisent a de bonnes approxi-
mations des valeurs propres et des vecteurs propres de 1'opérateur V
que nous avons défini.

Dans la pratique ce résultat reste insuffisant car le plus sou-
vent l'expérimentateur connait a priori, a cause de leurs implications
économiques par exemple, le nombre de variables aléatoires qu'il peut
observer. Pour lui, la question primordiale est la suivante: sachant
que n variables aléatoires peuvent €tre réellement observées, comment
les choisir au mieux dans 1'ensemble des variables possibles ?

Pour simplifier les notations dans la suite de ce travail, nous

écrirons (X4) e pour (X(t))yep

et (Xi)iel pour (X(ti))iEI
Dans les applications que nous visons, un ensemble fini

(X de variables alédatoires est plus intéressant qu'un ensemble

ili=1,...,1
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(X

‘V.j)

dans la mesure ou les composantes principales des-: X,

,j:l;.-., n 1

conduisent a de meilleures approximations des vecteurs propres et des
valeurs propres de l'opérateur V que les composantes principales des
X's; . La premiére partie conduit alors, naturellement, & substituer a

J

1l "ensemble (X,

i
1'1=1,aaa3n tel que

l'opérateur U,

Un Y = 1 g E(XiY) Xy et 4 1'ensemble (X'

. l'opérateur
n i=1

j)jzl,...,n
Ufn analogue.

I1 faut trouver une distance qui mettent particuliérement 1'accent
sur les €léments propres des opérateurs. Ceci se fait trés simplement
puisque les hypothéses faites placent les opérateurs qui nous intéressent
dans la classe des opérateurs de Hilbert—-Schmidt. Enfin, comme il est
impossible que le nombre des variables réellement observées ne solt pas
fini, 1'ensemble (Xt)teT n'est connu qu'au travers d'un ensemble
(Xk)kzl,...,p avec p suffisamment grand pour que 1'opérateur UP
soit une excellente approximation de V .

Le probléme consiste alors a choisir parmi les n-uples possi-
bles de liensemble (Xk)k=l,...,p celui qui donne 1l'opérateur U, le
plus proche de Up . Comme il n'est pas acceptable dans la pratique
d'envisager tous les cas possibles, nous proposons une méthode de choix
progressifs analogue dans son esprit aux méthodes progressives utilisées

dans les techniques statistiques telles que la régression ou la discri-

mination.
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V. 2 - DISTANCE ENTRE LES OPERATEURS ([6], p. 282)

Nous avons défini en II. 2, la classe 032 des opérateurs de
Hilbert-Schmidt sur Lz(Q). Soit 8, ) ) 826(3; .
A partir d'une famille orthonormale (qk)kgx compléte dans
bg(QT, on peut définir un produit scalaire (indépendant -de la famille

choisie) dans 82 par
<84, 85> = 2 E(S,((f) Solp))
1 Sg7g T = 1@ ) Sgl¥

Muni de ce produit scalaire, 62 est un espace de Hilbert. )

Prenons une famille orthonormale compléte formée des vecteurs
propres §k de Sl associés aux valeurs propres non nulles M comptées
avec leur multiplicité et d'une famille orthonormale compléte du noyau
d(} h_’_[ .

o5

Il est clair que : < 84, S5 >5 = k§1 E(Sq(&) Sgl&y))
Soit %6 les vecteurs propres de S, associés aux valeurs propres non
nulles AZ. Pour tout fk , on peut écrire le développement convergent
dans Lz(Q)

@
€ = g2 Bl Vg Yp + b

-,

ot h appartient au noyau de So -«

Il en découle

On en déduit alors

4,218y, 80 = [j8;-8u]l5"

H

H81||22 + ”52”22 - 2 <8, Sg7p

1i

$.2, F 3,2 $ 5 he [E(E Yp)l®  (16)
& ) y E( J
sy’ K = ¢t k=1 lél Fr ¢ >k ¥¢
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VI. 1 - EXPRESSION DE LA DISTANCE ENTRE LES OPERATEURS U, et Uy -

Seit (X;) et (X';:) deux ensembles de

1
i=1,40a,0 LLT LSO

variables aléatoires réelles auxqguelles sont associés respectivement les

ensembles (Yi)itl,...in et (ij)jzls.--sm de composantes principales.
On sait que
n
= 2 -
Xi. = kz_-l aj K Yk et E(Yk) = >\k
y L o _ , . 52
avec ;g a3 318 © Saﬁ
1=1
5 5
et 2 bJa b,J,B aﬁ
)
Y Y'
, = =—l o =2 g_il
Posons 23 et 2 3 {_,
Ay ©j

Proposition 7

Avec les définitions précédentes

.12

8 3 [mix x 2= 3 s u A, [E(Z; 2

11 j=1 i=1 j=1 J

On a en effet

m n m
& % [E(x,x ]2 = % S [E( 2 agy Y x 2 Dby 1 115
i=1 j=1 : Y 1i=1 g=1 [ k=1 ik “k ¢=1 J€ 24

p m» . 3 ¥ =2 ' 's)]
) 151 jzl [051 ,821 721 52, 2ta 2B iy bjs BlYq Y'y) BIIg Y5

m m
321 [aél le 821 biy byg El¥g Y'y) ElYg Y'g)]

%=

n m m
- % % [my. v 2= 32 3 [E(Z, 2'p )12
a=1 y=1 LB{%5 %5 S =i 4 L

On en déduit en particulier

2 2
> A (17)

i MB

S Xpil® =
0 E(Xk ¢ —k

1

k
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Dou la proposition :

Proposition 8

Avec les définitions précédentes

”Unwumllz = k=l gl . + K=1 £=1 k¢ - o k=1 p= "k ‘:{ ;
2

n2 m2 nmn

On a vu en effet que si Ak est la valeur propre de la matrice
des variances et covariances des (X:)._ associée au vecteur
1'i=1; 4aweasn
.. Ak i O,
propre Zk, l'opérateur U, a pour valeur propre L_X associée au méme
n

vecteur propre.

D'autre part
2 2 2
lon-unlly’ = liogll2 + lonll® - 2 <vn, up>,

et d'aprés (16) ceci est égal a :

2 2 : 2
DAy m Kp .5 g g ?\klbg[E(Zk Ze)]

2 —=+ 3 _&
k=1 p2 =1 p2 k=1 ¢=1

nm

La proposition 7 permet alors de conclure pour le résultat

annonceé,

L'intérét de cette proposition réside dans ce qu'elle nous

permet d'apprécier la distance entre les opérateurs U et U

n sans

m

qu'il soit nécessaire de connaitre le spectre de ces opérateurs.




Vi. 2 - LE COEFFICIENT Q

On remarque que si on multiplie par k 1les variables X; et

par k' les variables X’j , la distance entre les opérateurs U, et

U, est multipliée par kk'. Pour échapper a cet inconvénient, il est

assez naturel de normer les variables Xi et X'j de telle sorte que

les distances entre couples d'opérateurs soient comparables entre elles.

Substituons aux X; et X’j les variables

N X

Xi = W i1 = 1,003
Unllg
Yoo e
J U llo J = 1,eaayn
&N ~F A~ v
Si U, et Uy sont les opérateurs construits avec les Xj et Xj :
il vient
2 <U.., U >
||ﬁn,,?jm||2 =2 (1 e }
o Il gl
<U., U_>
Posons Q(U,, Uy) = i LB 1l
llop llg llug Il
On a les implications
2 M o@s _
{llum_umll2 = 0} == {|lu,-U,llz = 0} == {a = 1}
Inversement
o 2
{a@ = 1} == {|[o-U,ll; =0}
Cette derniere proposition implique que Uy et U, ont les

mémes espaces propres, le méme noyau et des valeurs propres non nulles
proportionnekles. En effet, en divisant toutes les variables X; pour
JﬂG;TE , on divise les éléments de la matrice des variances et covariances
de ces variables par ”UnH2 , donc les valeurs propres par HUnHZ .

A

A~
Les valeurs propres de U, sont donc

nHUn”z



; g o
La pr itia r - = =
La proposition |Un Umll2
propres non nulles on a

A

k _ Moy
hHUnH2 m”[jm“2
Soit é&. = n HUglE

A 1'opposé, Q ne peut €tre nul que
orthogonales a toutes les variables
1'intervalle

[0, 1]

deux opérateurs,

0O 1implique que pour les valeurs

si toutes les variables X3 sont

X'j. Ainsi la valeur de Q dans

donne rapidement une idée de la proximité des

donc des deux ensembles de variables.
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VI. 3 - RECHERCHE PROGRESSIVE DES VARIABLES

La proposition 8 a établi que

2
dg®(Up, Up) = ”Un = Um“22
503 [mix x02 3% [mxr, x, 002 2 5 [Ex xy 1R
k=]l €=1 . + k=1 61 . k ~¢ _ o k=1 {=1 k =4
n m

nm
On peut écrire

d,2(Uy, Uy) = Aln, n) + Alm, m) - 2 Aln, m)

2
[(n—l) Aln-1,n-1) - 2(2-1) A(n-1,m) + A(m,m)]
n< "

) [vk%l [B(X, X )17 . 8%1 [E(X, Xy 1%
5

n nm

Le premier crochet est indépendant de la ni®M€ yariable que

1'on prend en compte. Chercher 1a variable la plus intéressante au rang n
revient donc & chercher celle des

m - (n-1) variables non encore intro-

duites qui minimise le second crochet que nous appellerons

C (n, X,)-

Cette variable étant trouvée, on a !

3 [m(x, x)1%°
2 - n “k
Aln, n) = A0=1)% A(n_1, n-1) + E=L
n2 n2
o 2
> [B(x, X!l
A(n, m) = n-l A(n-1, m) + £=1
n nm
Si l'on veut travailler avec le coefficient Q , on obtient

$ % [m(x xy ]2
Qlu,, U R e ¢

& . n n m m
> 2 [E 2 [ 3 E(X") Xlp1]®
[E, &, Encxgn? [2 2 (a0 xe)]

@gn, m)

- /B(n, n) {Blm, m)

m
' T8
Bln-1,m) + > [B(X, 2 }]

n

kgl [E(Xn Xk)]z { B(m, m)

— JB(n_l,n—l) +



I1 s'agit donc ici d'introduire la variable qui rend maximum
le premier terme du produit précédent.

Bien que les deux méthodes relévent du méme principe - prise

en compte de la variable qui a les plus petites covariances avec les
précédentes tout en ayant de fortes covariances avec 1'ensemble des

variables possibles — les résultats obtenus ne seront pas en généeral
identiques.

On peut remarquer en particulier que la premiére méthode pri-
vilégie systématiquement une variable X par rapport & une variable
X' = kX si k > 1 puisque

Cln, X') = k2 C(n, X)

Au contraire, dans la seconde méthode, le choix dépend des variables

déja introduites et méme, pour le choix de la premiére variable, c'est

1'organisation du programme de calcul qui est primordiale puisque
si Uq(Y) = E(XY) X
U',(Y) = E(X'Y) X'
alors Q(Ul, U

gl = ety Uyl
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Vil. 1 -~ PREMIER EXEMPLE

Revenons au probléme évoqué dans 1'introduction. La connalssance
qu‘ils avalent du phénoméne qu'ils étudieient avait conduit les chercheurs
du laboratoire d'Hydrométéorologie a retenir 27 stations d'observations
réparties dans la région de maniére a ce que toutes les causes de fluctua-
tions des chutes de pluies —relief, vent dominant...- soient prises en
compte. (figure 1).

Les méthodes proposées en VI permettraient d'étudier si ces
o7 stations forment bien le meilleur groupe de 27 que 1'on puisse prendre.
Le but de 1'étude gque nous présentons jci est différent.

Supposons que éour des raisons économigues évidentes —cofit des
relevés périodiques, de 1'entretien...~ il soit nécessaire de réduire
le nombre des stations d'observations a une dizaine environ : comment
les choisir ?

Sur la base des résultats précédents, nous pouvons chercher
les dix variables qui seront les plus proches des 27 connues

: . P 2

_ soit au sens ou elles minimisent ”Ulo - U27H2

_ soit au sens ou elles maximisent Q(Ulo, U27)

Dans les deux cas, la valeur de la distance ou celle du coef-
ficient Q nous permettront d'apprécier si l'approximation trouvée est
suffisante.

Dans les deux méthodes, les calculs sont faits pas & pas, de
telle sorte que la variable introduite au rang n est la meilleure pos-
sible en fonction des n-1 précédentes.

Tout calcul fait, les deux mnéthodes conduisent a des ensembles

qui ne different que de deux variables.
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% En travaillant avec .HUlo - U27H2 , on obtient les variables

3; 8 ; 10 : 13 3 14 ; 17 3 19 ; 24 ; 9
i }

21

9

La distance ”Ulo - U27H2 est alors égale a 145 (On remarque au passage

combien il est difficile d'apprécier sa signification) la quantité

Q est égale a 0,975.

% L'utilisation du coefficient @ , conduit aux variables

3:8; 10 ; 18 ; 14 : 17 : 19 ; 24 ; 4 ; 26

[ i

Q est alors égal a 0,979.

Si l'on cherche & introduire une onziéme variable, on constate
que la seconde méthode conduit & prendre la variable 21 (Q = 0,981)

alors que la premiére introduit la variable 1 (Q = 0,982).

Les deux ensembles ont alors neuf variables en commun. L'étude
des variables différentes est intéressante dans la mesure ou les variables
26 et 9 d'uné part, 4 et 1 d'autre part sont géographiquement tres
voisines et ont donc des comportements voisins.

On constate, par ailleurs, que la variable 9 a une variance
supérieure a4 celle de la variable 26 (607 > 462) et que la variable 1
4 une variance supérieur a celle de la variable 4 (1580 > 817) . La
prédilection de la premiére méthode pour les variables de forte variance
s'est donc manifestée ici.

Oon peut apprécier la signification des valeurs de @Q en
notant que la valeur de Q calculée entre les deux groupes de onze
variables est de 0,982 . C'est dire que l'un ou 1l'autre de ces groupes
est aussi voisin de 1'ensemble des 27 variables que ces deux groupes,
qui ont neuf variables en commun, sont voisins 1'un de 1'autre.

I1 semble donc ici, en conclusion, gque l'un ou l'autre des



groupes de 11 variables puisse @tre pris comme une bonne approximation de

l"ensemble des 27 variables.

Le tableau n® 1 donne la matrice des variances et covariances

des 27 variables.

Le tableau n° 2 montre dans quel ordre les variables sont

introduites.

Le tableau n° 3 permet de comparer les cing premiéres valeurs
propres obtenues dans les deux méthodes avec les valeurs propres de la
matrice 27 X 27 , pour les meilleurs groupes de cing, dix, quinze,

vingt et vingt-cing variables.
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TABLEAU N° 2

Premiére méthode Seconde méthode
critere |lu, - uplls Critere Q(Uy, Up)
rang Indice Indice
d'introduction d? s @ d? 13 4
variable variable
1 19 0,842 19 0,842
2 9 0, 900 10 0,902
3 24 0,924 8 0,903
4 8 0,942 17 0,941
5 10 0,956 13 0,957
8 3 0,962 26 0,964
7 14 0,973 24 0,967
8 13 0,975 3 0,975
9 17 0,976 14 0,977
10 21 0,975 4 0,979
11 1 0,982 21 0,981
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VII. 2 - DEUXIEME EXEMPLE

Le second exemple concerne le traitement de données recueillies
par Messieurs GODRON et ROMANE du Centre d'Etude Phyto-écologique de
Montpellier.

La variable aléatoire Xy observée est 1'abondance de 1'espéce
végétale t ol t parcourt un ensemble fini. Si les plantes sont
indicatrices du sol qui les nourrit et du climat qu'elles subissent,
deux parcelles de terrains gqui portent les mémes espéces végétales avec
1es mémes abondances sont présumés semblables et donc susceptible de rece-
voir les mémes cultures. D'autre part, par des études précédentes, les
écologistes savent que la présence d'une espéce donnée est significative
d'un sol d'une nature bien définie (calluna vulgaris pour les roches
acides par exemple) si bien que 1'observation des plantes leur permet

de connaitre l'environnement écologique.

Aprés avoir rejeté un certain nombre d'espéces trop peu
fréquentes, les écologistes ont entrepris leur étude sur un ensemble de
120 espéces. On peut se demander si un groupe plus restreint ne serait
pas susceptible d'apporter les mémes informations. Dans l'affirmative,
comment constituer ce sous ensemble ?

I1 n'existe pas, a notre connaissance, de méthode globale qui
ait été développée pour répondre a cette guestion si bien que les critéres
de choix introduits dans ce travail apparaissent comme les premiers essais
de rationalisation dans ce domaine.

En utilisant la méthode progressive proposée, avec Q@ pour
critéere, on met en évidence un groupe de 36 espéces végétales (Q = 0,822)
qui semble adéquat aux spécialistes de la question en ce sens qu'ils

n'y découvrent aucune absence particulierement génante et aucune présence

étonnante.



que
Il est d'ailleurs intéressant de noter¥les 12 premiéres espéces

fournies par le calcul donnent déja un échantillon trés représentatif de
l*ensemble des espéces, en ce sens que chacun des grands groupes d'espeéces

est représenté proportionnellement 4 son importance.

Sur ce méme exemple nous nous sommes livrés a un travail
systématique qui a consisté & comparer les valeurs de @ obtenues par
la méthode progressive aux valeurs prises par Q dans des sous ensembles
tirés au hasard. Le tableau n° 4 donne les résultats trouvés. 11 est
difficile de tirer des conclusions générales de cette comparaison ; on
note cependant que la valeur Q oBtenue par la méthode progressive pour
n variables est toujours supérieure a4 la valeur la plus forte obtenue

dans les sous ensembles au hasard de (n+10) variables.
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TABLEAU N°4

Groupes tirés au hasard

Mé thode

progressive

Nombre de min Q max Q Q
groupes
10 variables 30 0, 387 0,494 0, 639
20 variables 30 0, 539 0,648 0,739
30 variables 30 0,613 0,724 0,796
40 variables 20 0,710 0,778 0,837
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