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INTRODUCTION 

Les problèmes abordés dans les pages suivantes ont été soulevés 
par un travail réalisé en collaboration avec le laboratoire d'Hydrométéoro
logie de la Faculté des Sciences de Montpellier et en particulier avec 
Monsieur LOBERT, Ingénieur dans ce laboratoire [3] 

L'étude faite avait pour but de calculer les hauteurs des chutes de 
pluie en tous les points d'un bassin pluviométrique (en l' occurence celui 
de l'Allier) à partir des hauteurs de pluies connues en un certain nombre 
de points de ce bassin. La solution proposée consiste à calculer les compo
santes principales Y J (j = 1, .•.. nl des n variables X

1 
et à étendre la 

relation : 

X
1 

= ~ a
11 

Y
1 J =1 

aux variables Zk (k élément d'un ensemble K quelconque) non obser
vées. 

, , . Pour cela il faut calculer les coefficients bkl qui permettront 
d ecrue : 

z. = ~ b, 1 Y 1 J = 1 

Plusieurs méthodes ont été utilisées à cette fin : 

l) La connaissance des a
1
, permet de tracer pour chaque valeur de j , 

sur des cartes de la région, des courbes, comparables à des courbes de 
niveaux, telles que deux variables attachées à des points contenus entre 
deux m~rnes courbes ont le m~rne "a

1
J" La position des stations hydromé-

téorologiques non observées permet alors de leur affecter des coefficients 

bkl adaptés, 

2) Si elles sont connues, les corrélations entre les variables X
1 

et Zt 

permettent de calculer les bk! 

En effet on a : Y =~a x. 
j 1:::-.) Jj l 

et E(Y 
1 

Z,l = b,
1 

F:(Y f 

J 
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D'où l'on tire 
Ïa

11 
E(X

1
ZJ 

b ,,;.:J-~1....._ __ _ 

tl E(Y) 2 

J 

3) Enfin, il est possible pour chaque valeur de j d'utiliser une inter
polation des a 11 pour obtenir une valeur approchée des bkJ. La première 

méthode peut apparaître d'ailleurs comme un essai grossier d'interpolation. 
Cette impression n'est pas fondée dans la mesure où la connaissance qu'il 
a du phénomène étudié permet au spécialiste de tenir compte, dans le tracé 
des courbes, d'éléments (tels que le relief par exemple) que la troisième 
méthode a tendance à atténuer. 

L'expérience montre que ces trois méthode donnent des résultats 
comparables, satisfaisants dès que le réseau des variables observées est 
assez représentatif de l'ensemble des variables. 

La réalisation de ce travail nous a conduit à nous poser deux 
questions: 

A) Les pluies reconstruites sont fonctions des a
11 

qui sont eux-mêmes 

déterminés par les variables observées. Peut .. on affirmer qu'il y a une 
certaine stabilité des a

11 
, donc des composantes principales, dès que le 

nombre des variables prises en compte est assez grand ? 

Nous retrouvons là un problème soulevé par H. Hotelling ([5], 
p, 504) au sujet de la convergence des valeurs propres et des vecteurs 
propres de la matrice des variances et covariances de groupe de variables 
aléatoires tirées au hasard dans une population infinie de variables aléa .. 
toires, lorsque l'effectif des groupes tirés augmente indéfiniment. Le but 
de la première partie de ce travail est de résoudre ce problème. 

Pour le faire, nous considérons un processus X de carré intégrable 
sur Q X T et nous étudions tout d'abord l'opérateur linéaire V qui lui 

est classiquement associé: (VY) (co)-= Ir E(X(t) Y) X(c.,t) ll(dt). Les 

propositions l, 2 et 3 rappellent que V est un opérateur de L 2 (Q) en 

lui-même, auto-adjoint, positif, complètement continu, qui appartient à la 
classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt. 

Les valeurs propres et les espaces propres dont nous étudions la 
convergence étant ceux des opérateurs associés à la suite 
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s = (s
0

, s 
1
, .... J e TN par : 

la·l 
(Un(sl Y)(c.:l = :,:

0 
E(X(s

1
) Y) X(c., s

1
) 

nous sommes conduits à étudier la convergence de la suite d'opérateurs 
un (s) vers v ' et à chercher les conditions qui la rendront uniforme. 

Dans le cas général, le théorème ergodique pour les fonctions inté
grables nous donne un résultat de convergence faible (Théorème 1). Sous 
des hypothèses supplémentaires, raisonnables pour les applications, nous 
établissons un théorème de convergence uniforme (théorème 2) à partir 
duquel nous pouvons démontrer la conjecture de Hotelling, démonstration 
qui à notre connaissance n'avait jamais été donnée par les statisticiens. 

B) Le plus souvent la certitude d'une convergence ne suffit pas à celui 
qui est obligé de prendre en compte des impératifs d'ordre économique, 
extérieurs à la formulation mathématique du problème, mais réels : il est 
certes satisfaisant de savoir que, pour n suffisamment grand, un ensemble 
de n variables fournit une bonne approximation d'un processus; mais pour 
une application particulière, est-ce que n = 10 est suffisamment grand ? 

Le contexte mathématique qui soustend la première partie conduit à 
une solution simple pour ce dernier problème i il permet, dans la seconde 
partie, d'expliciter un critère pour l'appréciation de l'intérêt d'un groupe 
restreint de variables, relativement à l'ensemble des variables possibles. 

Ce critère, qui ne demande que des calculs simples, est mis à 
l'épreuve de façon positive sur deux exemples pris dans des domaines 
différents : le premier concerne les données pluviométriques dont nous 
parlions plus haut: le second provient de données écologiques. 

Ainsi notre travail fournit à l'expérimentateur une méthode ration· 
nelle pour le choix des variables qu'il prendra en compte. 

1 
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PREMIERE PARTIE 

1.1. ·RAPPELS SUR LE PRODUIT DE DEUX ESPACES DE PROBA
BILITES ( [7], p.66) 

Soit Q et T deux espaces arbitraires. Nous nous intéressons à 
l'espace produit Q X T, ensemble des couples ('4 t) obtenus lorsque 
w parcourt Q et t parcourt T. 

Soit A X B un pavé de Q X T , c'est-à-dire un sous-ensemble de 
la forme : 

A X B = ( (w, t): we A, te B) avec ACQ et B Ç. T 

7 

Soient (Î une a-algèbre de parties de Q et :T une a-algèbre 
de parties de T , nous pouvons parler des espaces probabilisables (ou 
mesurables) (Q, Al et (T, :f). Nous dirons alors que le pavé A X B est 
mesurable si A e (Î et Be :T. 

L'ensemble des pavés mesurables forment une semi-algèbre de 
Boole de parties de Q X T ; en ce sens que : 

• <Il et Q X T sont des pavés mesurables 

-L'intersection de deux pavés mesurables est un pavé mesurables 

(A
1 

x B
1

) t'l (A
2 

x B
2

) = (A
1 
f\ A,) x (B

1
f"'l B

2
) 

- Le complémentaire d'un pavé mesurable est La somme d'un nombre 
fini de pavés mesurables disjoints (ici deux) 

(AxB)c=AcxB + Q xBc 

La a-algèbre engendrée par la semi·algèbre des pavés mesurables est notée, 
(Î X :T est appelé cr-algèbre produit tensoriel de (Î et :T. L'espace me· 
surable (Q X T, (j~:f) est alors appelé le produit des espaces mesurables 
(Q, (Î) et (T, :f). 

J 
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Supposons de plus que soient définies des probabilités P sur 
Q et il sur T.Nous sommes alors en présence d'espaces de probabilités 
(Q, iî, P) et (T, 5", 1-1), Nous savons qu'il existe une probabilité unique 
Q sur (Q X T, Cî@5") telle que : 

Q (A x B) = P (A) 1-1 (B) (A e (Î, B e 5"). 

L'espace de probabilité (Q X 'J; Cî05". Q) est appelé le produit des es· 
pa ces de probabilités {Q, (j, P) et (T, 5", 1-1). 

Nous nous proposons d'étudier des processus aléatoires sur ~ qui 
sont des variables aléatoires réelles sur Q X T (nous dirons dans la 
suite v. a. sur Q X T). Un processus est donc une application mesurable 
X de Q X T dans R . Nous identifierons des processus qui ne différent 
que sur un ensemble de mesure nulle de Q X T ; nous ferons de meîne pour 
des v. a. définies sur Q ou T , 

Dans toute notre étude, nous supposons que X est de carré inté
grable sur Q X T, ce qui permet d'identifier X à un élément de L 2(Q X T). 

Cette hypothèse implique (théorème de Fubini) que pour presque tout t, 
la fonction X (t) : ,-x ("'• t) est un élément de L!Q). Quitte à changer 

la valeur de X sur un ensemble de mesure nulle de Q X T , nous pouvons 
supposer X(t) e L

2
(Q) pour tout t , Nous le ferons dans toute la suite ce 

qui revient à considérer que X est un proceseus du second ordre. Nous 
supposons également que X(oo): t ~ X(O>, t) est un élément de L

2
(Tl pour 

tout "'' Q. 

Nous munirons L
2
(Q) du produit scalaire habituel noté < > 

<Y, Y'> E(Y Y') == 1 Y (cJ Y' (cJ P (dcJ 
Q 

La norme correspondante sera notée 1111 . Nous utiliserons que L 2 (Q) est 

un espace de Hilbert pour ce produit scalaire, 

Nous emploierons les mêmes notations dans L
2
(T) . Nous noterons 

1111llla norme (analogue aux précédentes) dans L 2(Q X T). Nous utili· 

serons souvent les égalités suivantes : 

(l) 

(2) 
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1 IIX<tl 11 2 ~-t(dtl = 
T 

/ IIXl.cJ Il" P (dcJ = 
Q 

L < /. x•<"" t)P <dcJ l ~-t<dtl = IIIXIII 2 

T Q 

1 ( l x•l:4 t) l' (dt) p (dcJ = 111XIII 2 

Q T 

9 

1.2. ·JUSTIFICATION DU CONTEXTE MATHEMATIQUE CHOISI : 

Dans le problème évoqué en introduction, la hauteur de pluie X 
observée en un point t est une variable aléatoire sur un espace de proba~ 
bilité (Q, Cî, P) représentatif du ' 'hasard' ' c' est·à·dire des différents 
types de conditions pluviomètriques sur la région. 

On pourrait @tre tenté alors d'orienter l'étude vers la famille (X,) 

des v. a. sur Q obtenues lorsque t parcourt la région T . Ce point de 
vue, très courant dans l'étude des processus aléatoires est ici insuf .. 

fisant car il faut pouvoir considérer la quantité : Y(cJ = /... X (O>, t) 1-1 (dt) 
T 

qui est la" lame d'eau" tombée sur la région pour la condition pluviomé
trique "'. 

On est donc tout naturellement conduit à considérer l'espace de 
probabilité (T, 5", ~) où 1-1 est éventuellement la mesure .naturelle normée 
sur T et à s'intéresser aux v.a. sur l'espace produit (Q X T, iî@5", Q) . 

Enfin, l'hypothèse Xe L
2
(Q X T), qui est à la base de la partie 

théorique de notre étude, est tout à fait naturelle pour qui a en vue les 
problèmes statistiques soulevés en analyse multivariable puisqu'elle 
assure que, sauf pour un ensemble de mesure nulle dans T , les moments 
d'ordre deux des v.a. X( t) sont finis. 

1 
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11.1· L'OPERATEUR V ASSOOE AU PROCESSUS X 

PROPOSIT/01\' 1: Soit X
1 

et X
2 

des éléments de L
2
(Q X Tl; Z un élé· 

ment de L
2
(Q). La variable aléatoire Y définie par 

Y(cJ = ~ E(X
1 

(t) Z) X
2 

( "l· t) ~(dt) 
appartient à L,<cJ et : IIYII' .:;; IIZII' 11\X,III' IIIX,III' 

DEMONSTRATION.· L'inégalité de Schwarz permet d'écrire: 

\E(X 1 (tl Z) 1.,: I\X 1 (t) 111\Z\1. 

d'où \Y(cJ\ 2 ~ ( /IE(X
1
(t) Zl X (w, t) 1 ~(dt) )2 

T z 

~ < /li X, (tl IIIIZII IX,<w. tl 1 ~!dt) \2 

T 

~ 1\ZII' < /IIX/t\IIIX,<w, tl 1 ~(dt\ \ 2 

T 

~ IIZ\\ 2 • ( I\X
1
(t)j\ 2 1l(dt). f X2

2(w, t) ~(dt) 
JT T 

;;;\IZII' 11\X,III' \IX, <cJII' 

On en déduit : 

1\YW = /!Y(w) \2 P (dcJ li.= 1\Z\\ 2 II\X 1 \II 2 /IIX 2(w\ll 2 P(dw) 
Q Q 

= IIZII IIIX,III' IIIX,I\1 2 

COROLLAIRE : Si X e L
2
(Q X Tl , on obtient un opérateur V de L 2(Q) 

en lui-même en définissant Y::: VZ par: 

Y!w) = 4 E(X(t) Z) X(w, t) ~(dt) 
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L'opérateur V est linéaire borné, de norme jjVjj ~ 11\Xjjj 2 (onappelle 

V l'opérateur associé au processus X) 

Le résultat s'obtient de façon immédiate en faisant, daris la pro-
position 1 : X 

1 
= X

2 
= X • 

PROPOSITION 2: Si X e L
2
(Q X Tl , l'opérateur V qui lui est associé 

est autoadjoint, positif et complètement continu. 

DEMONSTRATION : 
• Etablissons tout d'abord que V est autoadjoint positif. Soit Z et 
y • L,(Q) 

<VZ, Y> = L [ J E(X(t) Z) X(w, t) ~(dt) l [Y(cJ l P(dw) 
Q T 

l [ 1 E(X(t) Z) X(w, t) Y(w) ~(dt)] P(dw) 
Q T 

Pour pouvoir intervertir les intégrations par rapport à Cù et t , montrons 
que E(X(t) Z) X(w, t) Y(w) appartient à L

1
(Q X Tl 

L'inégalité de Schwarz donne : 

1 E(X(t\ Z\1 ii.= I\X(t\11 IIZII 

D'où: L \E(X(t) Z)j2 ~(dt) $: \\Z\\ 2 1 \\X(t)\\ 2 ~(dt)= \\Z\\ 2 \\\X\\\ 2 

T T 
ce qui établit que E(X(t) Z) e L

2
(T) 

. Il en découle alors successivement que E(X(t) Z) Y (<Je L 
2 

(Q X Tl 

et E(X(t) Z\ X(w, t) Y(w) e L
1 
(Q X Tl comme produit de deux éléments de 

L
2
(Q X T) . Il est donc licite d'écrire: 

<VZ, Y> = 1 [ ~ E(X(t) Z) X!w, t) Y(w) P(dw)J ~(dt) 
T Q 

..(_E(X(t) Z)[ ~X(w, t) Y(w) P(dcJ] ~(dt\ 

l E(X(t\ Z\ E(X(t) Y) ~(dt) 
r 

q) 

1 
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La symétrie en Z et Y de cette dernière formule établit que V est 
autoadjoint. La positivité en découle par: 

<VZ, Z> = h [E(X(t) Z\]2 ~(dt)~ 0 (5) 

** Montrons maintenant que V est complètement continu en établissant 
qu'il est la limite d'une suite d'opérateurs de rang fini. 
xE L,(Q x Tl peut-être approché au sens de L,(Q x Tl par des v. a. xn 

telles que: Xn(w, tl = 1~ 1 
A/oo) B, (t) 

où A
1 

e L
2
(Q) et 8

1 
e L

2
(Tl 

Définissons alors V n Z par : 

(VnZ) 

On a: 

~ E(Xn(tl Zl X.(w, tl ~(dt) 
T 

(V nZ) (co)= l n n 
E( ~ A

1
Bi(t).Z). ~ A

1
(.,) B

1
(t) ~(dt) 

T t=1 J=1 

// 1~ 1 
E(A 1 Z l B1(tl [ ~~ 

1 
A/wl B/tl] ~(dt) 

1~ 1 A
1
(wl [ 1~1 E(A

1 
Z) 4 B1(tl B

1
(t) ~(dt)] 

ce qu'on peut encore écrire: 

V Z = i [ i E(A
1 

Z) E(B
1 
B/l A

1 n j::::: l !;;:: 1 
(6) 

Ceci établit que V n est uo opérateur de rang fini puisque l'espace image 

est contenu dans l'espace engendré par les A J" 

D'autre part ; 

(V Z • VZl (~ = 1 [E(X (t) Zl X (w, tl· E(X(t) Zl X(oo, tl lll(dt) 
n T n n 

Echantillonnage dans une population de variables .aléatoires réelles. 

f [E(X(t) Z) (X (oo, tl· X(oo, tl+ 
}T n 

+ E( (Xn (tl • X( t) l Z) Xn (oo, tl] ~(dt) 

Ir [E(X(t) Zl (Xn(w, tl· X(w, tl l] ~(dt)+ 

+ ~ [E( (Xn(t) • X(t) l Z) Xn(w, tll ~(dt) 
T 

Appelons C(~ et D(wl ces deux intégrales, nous avons : 

1\(V n·V)Z\\ 2 = 1 (C(w) + D(w) ) 2 P(dw) 
Q 

13 

~ 1 C'(oo) P(dwl + J D2(wl P(dw) + 
Q Q 1 1 

+ 2( j C ,(w) F(dw))ï ( 1 D2(w) P(dw) )2 
Q Q 

• 1 1 ]' f</.. C2(w) P(dw)) 2 + ( 1 D2 (oo) P(dool )2" 
L' Q Q 

La proposition 1 donne alors : 

et 

/Q C2(oo) P(doo) .z; \\Z\\ 2 1\\X\11 2 1\\Xn • X\\\ 2 

1 D'("') P(di.>) (. \\Z\\\1\Xn • X\\\ 2 \1\Xn\1\ 2 

Q 

Xn converge au sens de L 2(Q X T) vers X ; donc pour n assez grand, 

on aura: IIIXn\11 (. 4\\X\\\ et par conséquent 

1 D2(wl P(dwl ~ 4\\ZW 1\IXI\1 2 11\X ·Xiii' 
Q n 

d'où \\(V"·Vl Z\\ 2 
(. 1\Z\\ 2 (9\\\XI\1 2 11\X"-XIII"l 

Il en découle que V n converge uniformément vers V et le résultat an

noncé est établi. 

J 
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Il résulte en particulier de la complète continuité de V que son 
spectre est purement ponctueL Les valeurs propres sont positives ; celles 
qui sont différentes de 0 sont de multiplicité finie ; elles sont en nom
bre fini ou dénombrables. Dans ce dernier cas le nombre des valeurs 
propres supérieures à e > 0 donné est fini. Les éléments propres associés 
à des valeurs propres différentes sont orthogonaux. 

11.2- V EST UN OPERATEUR DE HILBERT-SCHMIDT ([6], p. 262) 

Soit B 1 l'ensemble des opérateurs colliPlètement continus de L/Q) 
en lui-même ; soit S e 8 

1
• 

Si (Y •)• E K est une famille orthonormale complète de L
2 
(Q) , 

on peut définir sur B 1 une norme éventuellement infinie qui est appelée 

"norme de Hilbert-Schmidt" par: 2.. 

1/SII, = ( I IISY,II') 2 

kfll. 

On sait que cette norme est indépendante du choix de la famille (Y,) 
k e K. 

Prenons alors, pourfamille orthonormale complè~e une famille formée à partir 
des vecteurs propres de S . On suppose qu'une valeur propre À> 0 est 
répétée r fois si sa multiplicité est r ,d'oùunesuite\:O.A

2
:;, ••• à laquel-

le on peut associer un système orthonormal Y 
1

, Y 
2 

, ... , dans lequel 

sy. = 71, y. ' que l'on complète en lui adjoignant une base du noyau de s. 
On obtient de façon immédiate : 

l 

IISII = < ~ 71, 2) 2 
2 k:= 1 

Considérons l'ensemble B
2 

des opérateurs S tels que 

peB 1 

~ IISII < + ·.;. 
2 

Cet ensemble constitue la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt. 

(8) 

PROPOSITION 3: Si Xe L
2
(Q X T) l'opérateur V qui lui est associé est 

de la classe de Hilbert·Schmidt. Plus précisément si (71,) désigné la suite 

des valeurs propres positives- chacune étant repétée un nombre de fois 
égal à sa multiplicité- on a: 

Echantillonnage dans une population de variables aléatoires réelles.· 

~ v= 
k=l 

l E 2(X(t) X(t')) >'(dt)>' (dt') 
T xT 
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Nous utiliserons un système orthogonal (Z•) de vecteurs propres 

de V formant une base du sous espace orthogonal au noyau de V . On a 
donc VZ• = 1-.,Z• avec \ > 0 et on peut supposer comme ,plus haut la 

suite (71,) décroissante. 

Pour toute fonction Y E L
2
(Q)orthogonaleau noyau de V .. On a le 

développement de Fourier (convergent dans L
2
(Q) ) ([8], p. 69) 

Y = ~ E(YZ,) z, 
1::=1 

Pour une fonction Y E L
2 
(Q) quelconque on peut écrire : 

Y= Y'+ ,:, E(YZ•) z, (avec VY' = O) 

On en déduit pour VY le développement convergent dans L 2 (Q) 

VY = ~ 7-.,E(YZ•) Zc 
k=l 

Il en résulte pour le produit scalaire <Y, VY> le développement convergent 

<Y, VY> = ~ 7-.,E 2(YZ,l 
k=l 

En particulier, si on prend Y= X(t), on obtient pour tout 

<X(t), V(X(t) > = ~ 7-.,E 2 (X(t) z. ) 
k=l 

Remarquons d'autre part, que par définition de V , si Z 
de L

2
(Q), de norme égale à l , tel que VZ =hZ, on a: 

À= <VZ, Z> = /T E'(X(t) Z) >'(dt) 

(9) 

est un vecteur 

(lO) 

Pour démontrer la proposition 3, nous allons montrer que le deu
xième membre de (9) peut-ê'tre intégré terme à terme. Or : E(X(t) Z) ap
partient à L

2
(T) (démonstration de la proposition 2). Donc 

i 7-.,E 2(X(t) Zk) appartient à L
1
(T) si bien qu'il suffit, à cause du 

k= l 

théorème de Lebesgue, de démontrer que le premier membre de 9 est inté
grable pour ét~blir ce résultat. Ceci est fait en remarquant que : 

J 
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<X(t)' V(X(t) )> (//X(tllli!V(X(t) li!:: IIX(tlW IIIXII!' 

d'où 

1 <X(t)' V(X(t) )>l' (dt) <[: IIIXII!' 
T 

On a alors 

LIIX(tli!'IJ(dt) = IIIX!W (ll) 
T 

1 E 2(X(t) Xit') 
TXT ll(dtl iJ(dt'l = j <X(t), V(X(t) l >ll(dt) 

,~1 \ ~ E'(X(t) Z,l ~J(dtl 

(12) 'i \' 
k=:J 

Echantillonnage dans une population de variables aléatoires réelles. 
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111.1. · RESULTATS PRELIMINAIRES 

A partir de T , ensemble arbitraire, nous pouvons définir T = T" 
l'ensemble des suites infinies d'éléments de T. 

seT~s = (s
0

, s
1

, ••• ) où s
1 

ET 

Si ~ est· une C1·algébre de parties de T , on peut définir une a-algèbre de 
parties de T : appelons en effet pavé de T un sous-ensemble de la forme : 

TI A =(s: 
le"' i 

s
1 

e A
1 

(,eN)) 

où A
1 

est contenu dans T pour tout i et A
1 

est égal à T pour tout 

sauf un ensemble fini de valeurs de i. 

Nous dirons que le pavé est mesurable si pour tout i , Al e 5". Les
sommes finies de pavés mesurables disjoints forment une algèbre de Boole 
( [7], p. 75) qui engendre une <7·algèbre de parties de 'f que nous 
noterons s-. 

Si une probabilité Il est définie sur T , il existe une probabilité 
unique 'il sur T telle que, pour tout pavé mesurable de T , on ait : 

il < n A, l = n .. <A,l 
tEN tEE 

où E est l'ensemble fini des indices pour lesquels A 
1 

'lo T . Enfin, une 

fonction Z: T....,. R ne dépendant que des coordonnées S
0

, s
1

, .. • , •n-l 

est mesurable pour il si et seulement si elle est mesurable comme 

fonction de T" ~ R. La condition d'intégrabilité est analogue et l'on a : 

!.- Z(s) (l' (ds) = 
T 1 Z(s

0
, ••• , s,_ 1l Il (ds) ... iJ(dsn-l) 

T" -· Définissons, de la même manière, T l'espace des suites infinies 

( ... , s~n' ... , s~ 1 ) ; f la o~algèbre de parties de 'T' dé fin le comme 

j' et îJ* la probabilité sur 'T* , déduite de Il· 

-* - -. ....,. 
(T X T, :J ®~,Y) est l'espace probabilisé des suites doublement infi-
nies d'éléments de T où v est la probabilité unique définie sur 'l'* x 'f 
telle que: Y (A* X A)= idA*) Il (A) pour toul couple {A* , Al tel que 

A* e j'• et A,§'. 

1 
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Soit a = (. .. s_ 1, 5
0

; s 1, ..• ) UB élément de T* X T. Nous con
viendrons de noter (cr) n = sn. 

par 

~. ~ 

Considérons la transformation e de T x T en lui même définie 
1(6a\ = s, + 1 pour tout k e Z. 

PROPOSITION 4: e est une application mesurable qui préserve la mesure. 

DEMONSTRATIOt;!: L'appartenance. de a à e-'(A* x A) se traduit par 
celle de ea à A x A; donc si A x A est mesurable, e- 1(A x A) est 
mesurable et 6 est une applica!ion mesurable. D' au~e part, pour tout 
pavé mesurable A• X A; v(6- 1CA X A)) estégal à v(A X A); un résultat 
clas.l!,i•qucJ[7], p. 27) dit que cette propriété se conserve pour tout 
13' 1 x 1 ' donc e préserve la mesure. 

Rappelons les définitions suivantes ( [2) , p. 8 et 12) pour une 
transformation p de T* X T en lui-même qui préserve la mesure. 

DEFINITION 1 :Si toutensembleinvariant pourp(i.e. p- 1B7B)est demesu• 
re 0 ou 1. p est ergolique .. 

DEFINITION 2 : Si pour tout couple (B 
1

, B
2

) avec B 
1 

e 1• X J et 

Fl 2 e 5"* X 1. /:m
00 

v(B 1 ()p-n 8
2

) = v(B
1
}v(B

2
), pest mélangeante. 

En prenant B 1 = B2 et B
1 

invariant pour p, on établit que v(B
1

) ne 

peut gtre égal qu'à 0 on a 1 : donc une transformation mélangeante est 
ergodique. 

PROPOSITION 5 : 6 est une transformation ergodique. 

DEMONSTRATION : Elle consistera à montrer que• 6 est méh;:nge~nte. 
Soit B1 (respectivement B 2) un pavé mesurable A X A de 'f X T ; il 

estdelaforme.n A1 avec A1 e !J'pour i>O,A
1
e 3'pour i<O, A

1 
=T 

lEZ 

saufpourunnomhre fini d'indices que nous noterons EB (respectivementEB) 
• l 2 

Il existe N tel que k > N entraîne Es /) Ee-k = <Il si 
1 B2 

bien que pour tout k > N : v (B 
1 
n e-ks 

2
) = vŒ 

1
) v(e-kB 

2
). Mais e pré-

serve la mesure doncv{B
1
)v (e-kB,) = v(B

1
) v(B,). 

Echantillonnage dans une J?Opulation de variables aléatoires réelles. 
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La propriété vraie sur les pavés mesurables est vraie sur la 
a-algèbre qu'ils engendrent si bien que e est mélangeante, donc ergodique. 

Le théorème ergotique ([2]). p 13) établit que si f appartient à 

L
1
(T x T): 

i n-1 
lim - ~ f(e'a) /~ ~ f(a) v(da) presque partout sur 

T* x T n-~" oo n 1=0 

1:"x'f. 

En particulier, si f ne dépend que de s
0 

(1 e L 1 (T) ), on aura : 

i n-1 
lim ~-

n -+ oo n t=O 

(f(s,> = /T Hs
0

) ;t (ds
0

) presque partout surT*xT 

REMARQUE 1 :Le résultat vaut aussi pour presque toute suite de T. En 
effet, s'il était inexact sur r c T avec iJE(X(t)Y)il serait inexact sur 

1'* X r qui est de mesure égale à 1J (r) > O. Dans la suite, nous consi

dérons le résultat dans T . 

REMARQUE 2: Une réunion dénombrable d'ensemble de mesure nulle est 

encore de mesure nulle. 

Donc, si une famille dénombrable de conditions est telle que cha
cune de ces conditions soit réalisée presque partout sur T , alors presque 
partout sur T, toutes les conditions sont réalisées. 

J 
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111.2- PREMIER THEOREME DE CONVERGENCE 

pur: Pourtoute suite se T, définissons l'opérateur U,(s) sur L
2

(Q) 

J ro-1 
Un(s) Y=;- ,::. E(X(s

1
) Y) X(s

1
) 

Il a été convenu en 1.1 que X(s 1) appartenait à L
2
(Q) . Il en résulte 

que U,(s) est un opérateur de L2(Q) en lui-même; il est clair qu'il est 
linéaire. 

Nous aJlons étudier la convergence de Un(s) vers l'opérateur V 
associé au processus X e L

2
(Q X T) par : 

(VY) (w) 
/. E(X(t) Y) X(w, tl ~(dt) 

T 

TIIF.OREME 1: Soit Xe L2(Q X net V l'opérateurqui lui est associé; 

étant donné Y et Z appartenant à L2(Q) , pour presque toute suite 

s = (s , s, ... ) E T, <U (s) Z, Y> tend vers <VZ, Y> lorsque n tend o l n 

vers l'infini. 

On a établi dans (4) que : 

<VZ, Y> = /_ E(X(t) Zl E(X(t) Y) ~(dt) 
T 

D'autre part : 

<U n(s) Z, Y> "i' 
n t=O 

E(X{s
1
) Zl E{X(s

1
) Y) 

Le théorème l est donc une conséquence immédiate du théorème 
ergodique pour la fonction de L /n ; 

E(Xül Yl E(X(t) Zl .$IIYII!IZIIIIX<tl 1/ 2 

COROLLAIRE 1 ·Si L 2 (Q) est de dimension finie, ou plus généralement 

si V et tous les U (s) s'annulent sur un même sous-espace H de codimen· 

sion finir dans L2 (Q), alors pour presque touts ET, la suite Un{s) 
converge uniformément f)(!TS V. 

Echantillonnage dans une population de variables aléatoires réelles . 
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DEMONSTRATION: Soit y 1, y
2

, ••• , yn une base orthononnale de Hl.. 

Si Y E H.l.: on a le développement convergent au sens de L
2 

(Q). 

Y= i 
1=1 

E(y
1 

Y) Y
1 

Si Y est quelconque, Y = Y' + i E(y
1 

Y) y (VY' = U (s) Y' = 0) 
1= 1 1 n 

On a alors: 

i 
i= 1 

<VZ, Y> E(y
1 

Z) <Vy
1

, Y> 

i 
1= 1 

E(y
1 

Z) <y
1
, VY> 

1~ 1 1~ 1 
E(y 1 Zl E(y

1 
Y) <y

1
, Vy? 

et de la même manière 

<Un(s) Z, Y>= ,!,
1
!, E(y1 Zl E(y1 Y) <y

1
, Un(s) Y? 

or: <y,, Vy? = /T E(X( tl y1) E(X( tl y1 )~ (dt) 

ln:J 
- 2 E(X(t,l y

1
) E(X(t,l y

1
l 

Dk=O 
et <y1, Un (s) Y? 

Le théorème ergodique peut être appliqué à la fonction f
11 

définie 

par f1j (a)= E(X(s
0
l y1l E(X(s) y

1
) • Il résulte alors de la remarque 2 

.., 
que pour presque tout s E T. 

1 1 n·l 
r,j(t) ~(dt) = lim - ~ fil.< sr pour couple (i, jl 

T n .... CG n f=o 

Compte tenu de la linéarité des opérateurs ceci établit la convergence 
faible et donc la convergence unifonne puisqu'on est en dimension finie. 

COROLLAIRE 2: Si X est un processus de la forme 

X(w, t) = Î A (w) B (t), pour presque touts eT la suite U (s) converge 
i= l 1 i n 

uniformément vers V. 

J 
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DF:MONSTRATION : On a établi dans (6) que 

V Z = ~ [ ~ E(A, Z) { B,(t) B/tl ~(dt) ] A
1 1 , '", JT 

Un calcul simple établit que : 

U (s) Z = ~ 
n j:::::. 1 

l n 

E(A 1 Zl; ~' [ ~ 
1=1 B/s.) B/s.)] A

1 

Il en résulte que V et U0 (s) s'annulent sur le sous espace orthogonal à 
A 1 , ••• , An, ce qui ramène au corollaire l. 

Echantillonnage dans une population de variables aléatoires réelles. 
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111.3 • THEOREME DE CONVERGENCE UNIFORME 

Dans le prochain paragraphe nous aurons à étudier le comporte· 
ment du spectre de Un (s) lorsque n ...., oo . Cette étude n'est guère prati-

cable que dans le cas de convergence uniforme. Une telle convergence 
semble très difficile dans le cas général ; il y a donc lieu de chercher des 
conditions suffisantes pour qu'elle soit réalisée. Le théorème suivant 
s'inscrit dans cette direction. 

THEOREME 2: Soit Xe L
2
(Q X Tl, un processus tel que: 

IIX(tlll < M V teT 

S'il existe une suite (Xk) de processus de L
2
(Q X Tl de la forme 

Xk(oo, t) = f A
1
(oo) B

1
(t) telle que: 

i=l 

kl~~ \s~lf IIX(tl • Xk(tl Ill= o 

alors pour presque toute suite s e T , on a lim 
n ~ .. 

IIUn(s) ·VIl= 0 

Tous les processus qui sont tels que IIXCtlll < M et qui sont 
limite unifonne de processus de rang fini rentrent dans le cadre du théorème 
puisque la convergence uniforme implique la condition imposée. 

En particulier si Q et T sont des intervalles de R , {0, 1] par 
exemple, on atteint la classe des fonctions continues sur {0, 1] X [0, 1] 
puisque les fonctions de cette classe peuvent être approchées de façon unifor-
me par des fonctions en escalier du type ~ y (X) • 'Y (y) où les y 

i=l i i i 

et les 'l' 
1 

sont des fonctions en escalier sur [0, 1] 

Démonstration du théorème , 

Désignons par V k l'opérateur associé à X~: et définissons pour 

,....; l n•l 
tout seT: U<n(s) Y=; ,;:

0 
E<X.(s 1) Yl Xk(s1) 

on a: 

IIUn(s)·VII <Il V-V .11 + li V kUkn(s) Il + IIUkn(s)·Un(slll 

al majoration de IIV·V.II 

J 
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On a établi dans (7), que pour k assez grand (k > K) 

IIV-V,/1 <:: 31/IXI/1 IIIX,-XIII 
b) majoration de /IV,-U,

0
(s)ll 

Le corollaire 2 du théorème 1 a montré que pour k fixé, pour presque toute suite s • T 

lim \IV.-U'"Cslll = 0 n ~ .. 

La remarque 2 permet alors d'affîrmer que pour presque toute suite s • T 
lim 1\V•: u •• <sll\ = 0 (k = 1, 2, ... ,) n ~ .. 

Nous noterons T 1 l'ensemble des suites telles que cette condition, 
soit vérifiée. 

c) majoration de IIU.n(s)- u.(s)l/. Nous allons majorer ce terme indépen
damment de n. 

1 n-1 
U.(s) Y =;,;

0 
E(X(s

1
) Y)X(s

1
) 

1 n-1 

U ••(s) Y =; 1~0 E(X.(s} Y) X•(s
1
) 

D'où 

l n-1 

/ICU.(s)-U,.(s) )YI/~; ,;
0 

I/E(X(s
1
) Y) X(s

1
) -E(X,(s

1
) Y) X,(s)l/ 

~~ I 1 
[ 1/E( (X(s1)- X, (s

1
) )Y)X(s,) /Il 

n t=o 

+ /IECX,Cs,l Y) (X(s
1
l-X,(s

1
) l/1] 

Or: 1/E( (X(s)-X,Cs,l) Y)X(s1)/l <> \\YJJ /IX(s
1
) III/X(s

1
)-X,Cs)ll 

~Ml/YI/ t s,upT/IX(t)-X,!t)\1 

et 1/E(X,Cs,l Y) CX!s,l-X,!s1) li\.; /IY/IJIX,(s
1
l\\I/X(s

1
)-X,(s

1
)1/ 

<> I/X,(s1)1/ /IYI/ 1s~pT /IX(t)-X,!tl/1 
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25 

Nous pouvons noter que les hypothèses faites impliquent que pour 
k suffisamment grand (k > K0 ) \JX,(s 1) \\ < 2M 

D'où: 

\IUn(s)-U,.(s) \\ ~ 3M ts~pT \JX(tl-X,(t)\\ 

D'où finalement en rassemblant les trois majorations ; pour k > max(K, K0 ) 

1\V-U (s) Il ~31\IXI\1\IIX.-X\11 + 3M sup \IX(tl-X,Ct)\1 + 1\V,-V .. (s)\1 
n tE T 

Etant donné e > 0, on peut trouver K
1 

(éventuellement égal à K0 ou à K) 

tel que pour k > K 
1 

la somme des deux premiers termes soit inférieure 

' ' a-
2 

Si s e T 
1 

est fixé, on peut trouver N(e) tel que n > N(e) im-

• plique \IV .-u •• (s) \1 < 2 (Y k = l, 2, ... ) 

On en déduit que n > N(e) implique 1\V- u.<s) Il < E ce qui achè

ve la démonstration du théorème. 



Y. r.scor FIF:R 

:?6 

Ill. 4 • CONSEQUENCE DES THEOREMES ([8), p. 367) 

Soit A un opérateur autoadjoint. Nous désignons par EÀ la famil· 

le spectrale de A (A = fM E},) et par E(5) le projecteur associé à 
l'intervalle 5 dont les extrémités sont supposées ne pas appartenir au 
spectre de A. Si An est une suite d'opérateurs autoadjoints, nous notons 

EnÀ la famille spectrale de An et En (5) le projecteur associé à 5 re
lativement à An. 

Lorsqu'une suite de transformations autoadjointes bornées (An), 
tend uniformément vers la transformation autoadjointe A ; 

En(ô) tend uniformément vers E(5) 

et AnEn(5) tend uniforf!lément vers AE(5) 

pour tout intervalle 5 dont les extrémités n'appartiennent pas au spectre de V. 

En particulier si l'intervalle 5 ne contient qu'un seul point À du 
spectre de A qui est une valeur propre de multiplicité finie m , pour n 
assez grand, la partie du spectre de An contenue dans l'intervalle 5 est 

constituée de valeurs propres de multiplicité totale m . Comme on aurait 
pu choisir pour 5 un intervalle arbitrairement petit autour de À, les 
valeurs propres An contenues dans 5 convergent vers À pour n 
tendant vers l'infini. 

On sait également que dès que 11En(5l-E(5)11 <1, le sous-espace, 

propre associé à À peut ~Ire appliqué d'une manière linéaire et isomé· 
trique sur le sous espace engendré par les vecteurs propres associés aux 
valeurs propres de An qui sont dans 5 . En particulier si À est de multi-

plicité 1, le vecteur propre normé associé à À est limite d'un vecteur 
propre nonné de An associé à la valeur propre \ qui tend vers À. 

On peut appliquer aux suites d'opérateurs (U n(s) ) les résultats 

que nous venons de rappeler lorsque ces suites convergent uniformément 
vers V , ce qui a lieu presque surement sur T sous les hypothèses ; 

{ 

XE L 2(Q X Tl tel que IIX(t)ll < M V t •_T 

3 <X,l,, N; x,' L2(Q XT); X,(w, tl- k 

~~~ A,(wl B1(t) 

telle que ,l~m~ (~~If IIX(t)·X,(tllll = 0 

Echantillonnage dans une population de variables aléatoires réelles. 
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IV· LE PROBLEME DE HOTELLING 

Lorsque le statisticien mène à bien une analyse en composantes 
principales, son but est d'étudier l'ensemble particulier des variables 
aléatoires qui sont à sa disposition. Les difficultés qu'il rencontre sont 
liées au fait que les corrélations sur lesquelles il travaille ont été estimées 
à partir d'un échantillon réduit d'individus et que, par conséquent, elles 
diffèrent des véritables valeurs que fournirait la population toute entière. 
Son analyse se justifie parce que les valeurs propres et les vecteurs 
propres de l'estimateur au sens du maximum de vraisemblance de la 
matrice des variances et covariances sont les estimateurs au sens du 
maximum de vraisemblance des valeurs propres et des vecteurs propres de 
la matrice réelle ( [1] , p. 'Zl9). 

Le problème soulevé par Hotelling relève d'un objectif différent. 
Considérons l'ensemble particulier des variables observées comme un 
échantillon tiré dans une population de variables aléatoires. Les dif· 
ficultés que nous allons rencontrer proviennent de ce que les valeurs 
propres et les vecteurs propres que nous trouvons varient d'un échantillon 
de variables à l'autre. En particulier, la disposition relative des projec· 
tions des individus sur les espaces engendrés par les vecteurs propres 
associés aux plus fortes valeurs propres varie lorsqu'on passe d'un groupe 
de variables à un autre, si bien que deux individus qui apparaîtront voi· 
sins pour une analyse pourraient sembler plus éloignés dans une autre. 

Les résultats précédents, associés à la proposition suivante, 
pennettent d'assurer que, sous les hypothèses de nos théorèmes, sauf pour 
des groupes de variables qui ne se rencontrent qu'avec une probabilité 
nulle, qous obtiendrons une représentation fidèle Jorsque l'effectif du 
groupe de variables prises en compte est assez grand. 

Soit s un élément de T. Appelons /\n(s) l'opérateur défini par 

la matrice des variances et covariances des X(t
1
), i = 0, ... , n-1 de la 

manière suivante : 

* Si Y E [X(t•), •.. , X(tn_
1
)] alors 

•·1 
y= ~ 

1=0 
Y

1 
X(t

1
) 

n·l 
et /\n(s) Y= 

1
;

0 
E(X(t1)X(t

1
)) y

1 

1 
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• Si Y e [X(t
0

), ••• , X<t._
1
lf 

alors 

1\(s) Y= 0 

Les composantes principales du système (X(t0 ~ ••• , X(~_ 1 )) sont défi

nies par les vecteurs propres de Il n (s) ; ce sont les Y qui vérifient la relation: 

n-1 

~ E(X(t1) X(t
1
)) y

1 
= Ày

1 1=0 

(14) 

PROPOSITION 6 L'opérateur U
0
(s) a les memes vecteurs propres que 

ll.(s); ses valeurs propres sont égales à celles de 11
0

(s) divisées psr n 

n-1 
DEMONSTRATION: Supposons que Y= ~ y

1 
X(t

1
) soit un vecteur propre 

J;Q 

1 n-1 
U (s) Y =- ~ E(X(t

1
) Y) X(t

1
) 

n n i:::o 

1 n•l a•I 
=- ~ ~ . E(X(t

1
) X(t

1
)) X(t

1
) y

1 n t:=o J=o 

À n-1 

=;:-,!o y1 X(t1l=f.Y 

Appelons \ k les valeurs propres de Il,. (s) comptées avec leur 
multiplicité. Nous pouvons énoncer : 

THEOREME 3: (problème de Hotelling) 

Soit X e L 2 ( Q X T) un processus tel que /IX(t)/1 < M, V te T . 
Soit V l'opérateur associé à X . 

S'ilexisteunesuite (X,) de processus de L
2
(Q X T) de la forme 

X (Ol, t) = ~ A,(..,) B,(tl telle que: 
k 1::: l 

ki~': (t~"PT IIX<tl- x.<tl 11 l = o 
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pour presque toute suite sE T , quelque soit l'intervalle 8, dont les 
extrêmités n'appartiennent pas au spectre de V, qui ne conh.ent qu'une 
valeur propre À de V de multiplicité rn , pour n assez grand: 

Alors: a) la multiplicité totale des valeurs propres À
0

,(s) , ·telles que 

Ànk(s) e 5 est m 
~ 

b) Le sous espace propre associé à À peut être appliqué d'une 
manière linéaire et isomètrique sur le sous espace engendré 
par les vecteurs propres associés au Ànk(s) telles que 

A., (s) es·; Plus précisément nt~: \1En(5)- E(S) Il =0 

""' 

J 



j 

Ill 
! ; 1 

1 

11/, 

ill 

Y. ESCOVFIER 

30 DEUXIEME PARTIE 

V. 1 - POSITION DU PROBLEME 

Pour étudier un processus aléatoire, le statisticien est conduit en 
général à le discrétiser ; il substitue alors au processus (X(t) )tE T un 

ensemble fini de variables (X(t1) ) i E I . Son intuition, la connaissance 

qu'il a du problème qu'il traite sont les seuls guides dont il dispose pour 
faire ce choix. En l'absence de toute information préalable, il doit tirer au 
hasard les variables (X(t1) ) id dans l'ensemble des variables possibles. 

Nous avons vu dans la première partie que, sous certaines hypo
thèses, il est possible d'obtenir une·· "bonne "représentation du processus 
par un tirage au hasard à condition de prendre pour I un ensemble assez 
grand. La représentation sera "bonne" en ce sens que les vecteurs propres 
et les valeurs propres de la matrice des variances et covariances de 
l'ensemble fini des variables observées conduisent à de bonnes approxi
mations des valeurs propres et des vecteurs propres de l'opérateur V que 
nous avons défini. 

Dans la pratique ce résultat reste insuffisant car le plus souvent 
l'expérimentateur connaît à priori, à cause de leurs implications économi
ques par exemple, le nombre de variables aléatoires qu'il peut observer. 
Pour lui, la question primordiale est la suivante : sachant que n variables 
aléatoires peuvent être réellement observées, comment les choisir au mieux, 
dans l'ensemble des variables possibles? 

Pour simplifier les notations dans la suite de ce travail, nous 
écrirons (Xt) tET pour (X(t)) teT 

et (X1) iel pour (X(t
1
) )i El 

Dans les applications que nous visons, un ensemhle fini 
(X 1)i=l, ..• , n de variables aléatoires est plus intéressant qu'un ensemble 
(x; )=1, ... , n dans la mesure où les composantes principales des x, 
conduisent à de meilleures approximations des vecteurs propres et des 
valeurs propres de l'opérateur V que les composantes principales des 
X' j . La première partie conduit alors, naturellement, à substituer à l'en
semble (X 1li=l, .•. , n l'opérateur Un tel que : 

l 
U Y= - ~ E(X1Y) X1 età l'ensemble (X'J)j=l, ... ,nl'opérateur U' n n != 1 n 

analogue. 
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Il faut trouver une distance qui mette particulièrement l'accent sur 
les éléments propres des opérateurs. Ceci se fait très simplement puisque 
les hypothèses faites placent les opérateurs qui nous intéressent dans la 
classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Enfin, comme il est impossible 
que le nombre des variables réellement observées ne soit pas fini, l'en
semble (X1) t<T n'est connu qu'au travers d'un ensemble (X,)k=l, ... , p 

avec p suffisamment grand pour que l'opérateur U P soit une excellente 
approximation de V . 

Le probleme consiste alors à choisir parmi les n·uples possibles 
de l'ensemble <X,)k=l, ... ,p celui qui donne l'opérateur Un le plus 

proche de U 
0 

• Comme il n'est pas acceptable dans la pratique d'envisager 

tous les cas possibles, nous proposons une méthode de choix progressifs 
analogue dans son esprit aux méthodes progressives utilisées dans les 
techniques statistiques telles que la régression ou la discrimination. 

1 
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V. 2. DISTANCE ENTRE LES OPERATEURS ( [6}, p. 262) 

Nous avons défini en 11.2, la classe :13
2 

des opérateurs de Hilbert· 

Schmidt sur L 2(Q). Soit S
1 

e :13
2

, S, e :13
2

• 

A partir d'une famille orthonormale (yk)hK complète dans L
2
(Q), 

on peut définir un produit scalaire (indépendant de la famille choisie) dans 
:13 2 par : 

<S,, S2>' = k~K E(S,(yk) S,<r,l) 

Muni de ce produit scalaire , :B 
2 

est un espace de Hilbert. 

Prenons une famille orthonormale complète formée des vecteurs 
propres ek de sl associés aux valeurs propres non nulles IJ. k comptées 

avec leur multiplicité et d'une famille orthonormale complète du noyau de 
s,. 

Il est clair que <S 1, S > = ~ E(S (Ç) S (F)) 
2 2 k= 1 1 k 2 '='X 

Soit \f f les vecteurs propres de 5
2 

associés aux valeurs propres non 

nulles ~.Pour tout Ç,, on peut écrire le développement convergent dans 

L,(Ql : 

ç,= ~ E<ç.'t'el't'e + h 
f= 1 

où h appartient au noyau de S 
2 

• 

Il en découle 

<S 1,S2>
2 

= Ï ~ ~k ~ [E(Ç• 't'e)} 2 
k= 1 f= 1 

On en déduit alors : 

d/(S 1, S2l = 1\S,-S,II,Z 

= IIS,II/ + I\S,\1,' ·2<S1,S,>, 

05) 

f ~ 2 + ~ ~2 
k = l k f= l 

2 ~ ~ ~.'-elE<ç. 't'elJ 2 (l6l 
k= If= l 

t 
l' 
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Soit (X 1) 1= 1, ••• ,n et (X)1= 1 , ••• ,m deux ensembles de variables 
aléatoires réelles auxquelles sont associés respectivement les ensembles 
(Y1) 1= l, ••• ,n et (Y' )

1
= 1 , •• .,m de composantes principales. On sait que: 

. 
X, = k~ 1 a,k y k 

x·,= ~ h1e Y'e 
f= 1 

~ 
1=1 

ala a,fl = 5afl avec 

et ~ bJa bJfl = 5afl 
J=1 

Posons Z
1 
~ 

V\ 

et E(Y.) 2 =\ 

et E(Y'e) 2 = ~f 

Y' 
J et z·, = r-

v~, 

PROPOSITION 7: Avec les définitions précédentes: 

~ 
1=1 1~ 1 [E(X,X' 1)J'=,:

1 1 ~1 ~,\[E<Z,Z' 1)] 2 

On a en effet : 

[E(X,X' 
1
)] 2 = ~ ~ 

1= 1 J= 1 
[E( ~ 

k= l 

m 2 
an Y, x l

1 
h1eY'ell ~ ~ 

1=1 J=l 

~ ~ 
1::::: l j=l 

[ a~ 1 fl~ 1 y~ l 5~ 1 a,a a,fl bJY bJÔ E(Y a Y·y) E(Yfl Y.'all 

~~ '[a~l j3~1 l~, b,yhJô E(Y" Y'y) E(Y., Y'sll 

J 
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~ ~ 
u=. 1 Y= l 

[f:(Y., Y'y)J' = ,~ 1 f~, \ llf [E(Z, Z'ell' 

On en déduit en particulier 

'~' f~ 1 [E(X, Xe) l' 

D'où la proposition : 

~ 
11:=1 

À 2 
k 

PROPOSITION 8 : Avec les définitions précédentes 

IIU"-U"'II; 

-2 

~ ~ [E(X,Xell 2 

k= 1 f= 1 

2 n 

'~ ~ [E(X,X'ell' 
hl f=1 

nm 

~ ~ [E(X' X' e)l' 
k=1 f=1 k 

+ 
m' 

(17) 

On a vu en effet que si \ est la valeur propre de la matrice des 

variances et covariances des (X
1
) 

1
;::;:: l, ••• ,n associée au vecteur propre Zk, 

l'opérateur U a pour valeur propre Àk associée au même vecteur propre 
n n 

D'autre part : 

IIUn-Umll,' = IIUnll + IIUmll, 2 
- 2 <Un, um >, 

et d'après (16) ceci est égal à: 

~ ~ + ~ ~- 2 ~ ~ \ llf[E(Z, Z'ell' 
k=l n' f=1 m' k=1 f=1 

La proposition 7 penn et alors de conclure pour le résultat annoncé. 

L'intérêt de cette proposthon réside dans ce qu'elle nous permet 
d'apprécier la distance entre les opérateurs Un et U rn sans qu'il soit 

nécessaire de connaître le spectre de ces opérateurs. 

J 
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VI. 2 ·LE COEFFICIENT Q 

On remarque que si on multiplie par k les variables X
1 

et park' 

les variables X' J , la distance entre les opérateurs Un et U m est multi

pliée par kk' . Pour échapper à cet inconvénient, il est assez naturel de 
nonner les variables X

1 
et X' J de telle sorte que les distances entre 

couples d'opérateurs soient comparables entre elles. 

Substituons aux X, et X' 
1 

les variables 

x, x, 
i =l, ... ,n 

vll(ll, · 

Si Un 

x· 
~ J x·---- · 1 J - JïU:îï: J = , ... ,n 

et ü rn sont les opérateurs construits avec les xi et xj : il vient 

llli.-ifmll,' 
<U 'u >À =2(1- n rn ) 
IIUnii,IIUmll, 

Posons Q(Un, Um) 
<U , Um>2 
11Unii2IIU.II2 

On a les implications 

)11Un-Uml1; = o!==411i\-Umll; o!=4=1! 

Inversement 

)Q = 1! ~)11üm-um11~ = o! 

Cette dernière proposition implique que Un el Um ont les mêmes 

espaces propres, le même noyau et des valeurs propres non nu Iles propor-

tionnelles. En effet, en divisant toutes les variables X1 pour 'iïïJ[-;\}llu '' :.! 

on divise les éléments de la matrice des variances et covariances cie ce:-> 

variables par liU n 11
2 

, donc les valeurs propres par Il U _il, 

~ À 
Les valeurs propres de U sont donc --'--

" niiC Il 
1• /. 

J 
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La proposition IIU,-Umll~ = 0 implique que pour les valeurs 

propres non nulles on a : 

\ 
nlllJ nJJ, 

Soit~-= n 
~-~. - x 

~. 

mJJUmJJ 2 

JJU"JI; 
JJUmJJ, 

A l'opposé, Q ne peut être nul que si toutes les variables X, sont ortho

gonales à toutes les variables X'J . Ainsi la valeur de Q dans l'intervalle, 
{0, l] donne rapidement une idée de la proximité des deux opérateurs, 
donc des deux ensembles de variables. 
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VI. 3- RECHERCHE PROGRESSIVE DES VARIABLES 

La proposition 8 a établi que : 

d~ (Un' Um) = JJUn · UmJJ~ 

~ ~ [E(X• Xe) ]2 
•-t f-t 

~ ~ [E(X\ X'eF 
+ k-t f-t - 2 

n' m' 

~ ~ [E(X• X'e) J' 
k-t f-t 

nm 

On peut écrire : 

d z(U , lJ ) = A(n, n) + A(m, m) - 2 A<n, m) 
2 

n m 

= [~ A(n-1,n-l) - 2 (n-l) A(n-1,m) + A(m,m)] + 
n2 n 

.~ t [E(Xn X,.}]' ~ [E(X X'e)J' 
f=t n 

+ [ 
1!2 

- 2 
nm 

Le premier crochet est indépendant de la n10m• variable que l'on 
prend en compte. Chercher la variable la plus intéressante au rang n 
revient donc à chercher celle des m • (n-l) variables non encore intro
duites qui minimise le second crochet que nous appellerons C (n, X) . 

Cette variable étant trouvée, on a : 

A(n, n) = .l!!:.!l:.. A(n-1, n-ll + 
~ [E(X x.>l' 

k= l 1'1 

n' n" 

A(n, m) =..!!:.!. A<n-1, ml 
n 

lt [E(Xn X' fl J' 
+ 

nm 
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Si l'on veut travailler avec le coefficient Q, on obtient 

~ ~ [F.(Xk X'e)J' 
k - j f 

Q(LJ ' lJ "'E. -- - If:; " "' i_ i [f:(X, X y)F . 2 ~ [E(X', X'elF 
k""' 1 f-_ 1 k =-- 1 e -~ 1 

ll(n, rn) 

~l:l(n,n)~ 

B(n-l,ml + 2 [E(X X' elF 
Y-~ 1 n x----

~-~:1) + ~~' [E(Xn Xk))' ~ 

Il s'agit donc d'introduire la variable qui rend maximum ici le 
premier terme du produit précédent. 

Bien que les deux méthodes relèvent du même principe- prise en 
compte de la variables qui a les plus petites covariances avec les précé
dentes tout en ayant de fortes covariances avec l'ensemble des variables 
possibles- les résultats obtenus ne seront pas en général identiques. 

On peut remarquer en particulier que la première méthode pri· 
vilégie· systèmatiqu ement une variable X par rapport à une variable 
X' = kX si k > l puisque 

C(n, X'l = k2 C(n, Xl 

Au contraire, dans la seconde méthode, le choix dépend des variables déjà 
introduites et même, pour le choix de la première variable, c'est l' organi
sation du programme de calcul qui est priffiordiale puisque . 

si U 
1
(Y) = E(XYl X 

u~(Y) = E(X'Y) X' 

alors Q(U 
1

, Um) = Q(U' 
1 
U) 
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VIl. 1 • PREMIER EXEMPLE 

Revenons au problème évoqué dans l'introduction. La connaissance 
qu'ils avaient du phénomène qu'ils étudiaient avait conduit les chercheurs 
du laboratoire d'Hydrométéorologie à retenir 27 stations d'observations 
réparties dans la région de mahière à ce que toutes les causes de fluctua· 
tians des chutes de pluies- relief, vent dominant. .. - soient prises en 

compte. 

Les méthodes proposées en VI permettraient d'étudier si ces 27 
stations forment hien le meilleur groupe de 'Z7 que l'on puisse prendre. 
Le but de l'étude que nous présentons ici est différent. 

Supposons que pour des raisons économiques évidentes- coût des 
relevés périodiques, de l'entretien ... - il soit nécessaire de réduire le 
nombre des stations d'observations à une dizaine environ : comment les 
choisir? 

Sur la base des résultats précédents, nous pouvons chercher les 
dix variables qui seront les plus proches des 'Z7 connues 

-soit au sens où elles minimisent liU 
10 

• U
2
,ll( 

• soit au sens où elles maximisent Q(U 
10

, U 
21

) 

Dans les deux cas, la valeur de la distance ou celle du coefficient 
Q nous pennettront d'apprécier si l'approximation trouvée est suffisante. 

Dans les deux méthodes, les calculs sont faits pas à pas, de telle 
sorte que la variable introduite au rang n est la meilleure possible en 
fonction des n·l précédentes. 

Tout calcul fait, les deux méthodes conduisent à des ensembles 
qui ne diffèrent que de deux variables. 

*En travaillant avec liU 
10

- U
21

ll
2

, on obtient les variables 

3 ; 8 ; 10 ; 13 ; 14 ; 17 ; 19 ; 24 ; 9 ; 21 

La distance jjU
10 

• U
27

jj
2 

estalors égale à l45(0n remarque au passage 

combien il est difficile d'apprécier sa signification) ; la quantité Q est 
égale à 0,975. 

J 
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*L'utilisation du coefficient Q , conduit aux variables 

1 3 ; 8 ; 10 ; 13 ; 14 ; 17 ; 19 ; 24, ; 4 ; 26 

Q est alors égal à 0,979. 
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Si l'on cherche à introduire une onzième variable, on co-nstate que 
la seconde méthode conduit à prendre la variable 21 (Q = 0,981) alors 
que la première introduit la variable 1 (Q = 0,982). 

Les deux ensembles ont alors neuf variables en commun. L'étude 
des variables différentes est intéressante dans la mesure où les variables 
26 et 9 d'une pârt, 4 et 1 d'autre part sont géographiquement très voisines 
et ont donc des comportemed:s voisins . 

On constate, par ailleurs, que la variable 9 a une variance supé
rieure à celle de la variables 26 (607 > 462) et que la variable 1 a une 
variance supérieure à celle de la variable 4 (1580 > 817). La prédilection 
de la première méthode pour les variables de forte variance s'est donc 
manifestée ici. 

On peut apprécier la signification des valeurs de Q en notant que 
la valeur de Q calculée entre les deux groupes de onze variables est de 
0,982. C'est dire que l'un ou l'autre de ces groupes est aussi voisin de 
l'ensemble des 27 variables que ces deux groupes, qui ont neuf variables 
en commun, sont voisins l'un de l'autre. 

Il semble donc ici, en conclusion, que l'un ou l'autre des groupes 
de 11 variables puisse être pris comme une bonne approximation de 1' en
semble des 27 variables. 

Le tableau n° 1 donne la matrice des variances et covariances des 
27 variables. 

Le tableau n° 2 montre dans quel ordre les variables sont intro-
duites. 

Le tableau n° 3 permet de comparer les cinq premières valeurs 
propres obtenues dans les deux méthodes avec les valeurs propres de la 
matrice 'Z1 X 27 , pour les meilleurs groupes de cinq, dix, quinze, vingt et 
vingt-cinq variables. 

1 
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VIl. 2- DEUXIEME EXEMPLE 

Le second exemple concerne le traitement de données recueillies 
par Messieurs GODRON et ROMANE, du Centre d'Etude Phyto-écologique 
de Montpellier. 

La variable aléatoire X, observée est l'abondance de l'espèce 

végétale t où t parcourt un ensemble fini. Si les plantes sont indica
trices du sol qui les nourrit et du climat qu'elles subissent, deux parcel
les de terrains qui portent les mêmes espèces végétales avec les mêmes 
abondances sont présumées semblables et donc susceptible de recevoir 
les mêmes cultures. D'autre part, par des études précédentes, les écolo
gistes savent que la présence d'une espèce donnée est significative d'un 
sol d'une nature bien définie ( calluna vulgaris pour les roches acides par 
exemple) si bien que l'observation des plantes leur permet de connai tre 
l'environnement écologique. 

Après avoir rejeté un certain nombre d'espèces trop peu fréquentes, 
les écologistes ont entrepris leur étude sur un ensemble de 120 espèces. 
On peut se demander si un groupe plus restreint ne serait pas susceptible 
d'apporter les mêmes informations. Dans l'affirmative, comment constituer 
ce sous ensemble.. 

Il n'existe pas, à ma connaissance, de méthode_ globale_ qui ait été 
développée pour répondre à cette question si bien que les critères de choix 
introduits dans ce travail apparaissent comme les premiers essais de ratio
nalisation dans ce domaine. 

En utilisant la méthode progressive proposée, avec Q pour critère 
on met en évidence un groupe de 36 espèces végétales (Q = 0,822) qui 
semble adéquat aux spécialistes de la question en ce sens qu'ils n'y 
découvrent aucune absence particulièrement gênante et aucune présence 
étonnante. 

Il est d'ailleurs intéressant de noter que les 12 premières espèces 
fournies par le calcul donnent déjà un échantillon très représentatif de 
l'ensemble des espèces, en ce sens que chacun des grands groupes d'es· 
pèces est représenté proportionnellement à son importance . 

Sur ce même exemple nous nous sommes livrés à un travail systé· 
matique qui a consisté à comparer les valeurs de Q obtenues par la 
méthode progressive aux valeurs prises par Q dans les sous ensembles 
tirés au hasard. Le tableau n° 4 donne les résultats trouvés. Il est difficile 
de tirer des conclusions générales de cette comparaison; on note cependant 
que la valeur Q obtenue par la méthode progressiv("' pour n variables est 

~~ujours 1 supér1ie~re1 à .~~ .... ~aleur. l~ 1 plus forte obtenue dans if's sous ensem-

J 
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TABLEAU N° 4 

Groupes tirés au hasard 

Nombre de maxQ 
groupes 

r--

10 variables 30 0,387 0,494 

20 variables 30 0,539 0,648 

30 variables 30 0,613 0,724 

40 variables 20 0,710 0,778 

Méthode 

progressive 

Q 

0,639 

0,739 

0,796 

0,837 
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