
ANNALES DE L'INSEE. ? N" 22-23/1976 

Op?rateur associ? 

? un tableau 

de donn?es 

par Yves ESCOUFIER 

A un tableau de donn?es du type individus 
caract?res, on associe un op?rateur de l'espace 
des caract?res en lui-m?me, ce qui permet de 

comparer quantitativement diff?rents tableaux. 

On pr?cise la signification math?matiqje de 
ces comparaisons dans diff?rents contextes. 

On ?tudie sur un exemple la nature des r?ponses 
obtenues par ce proc?d?. 
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1 
Op?rateur associ? 
? un vecteur al?atoire 

Soit (?2, Jb, P) un espace de probabilit?. Notons L2(?2, A, P) l'ensemble 
des variables al?atoires centr?es de variance finie sur (?, ib, P). Dans un travail 

pr?c?dent [2] l'auteur a propos? d'associer ? tout vecteur al?atoire X, tel que 
X' = (Xi,. .., X2), dont les composantes appartiennent ? L2(Q, A, P), un op?ra 
teur Ux de L2(i2, Jb, P) en lui-m?me d?fini par : 

pour tout Y 6 L2 (?2, A, P) 

UX(Y) = 
2E(X*Y)X* 

?=1 

= [E(XY)]'X 

L'int?r?t de cette association r?side dans les propri?t?s suivantes [2 et 3]. 
a. Les vecteurs propres de Ux sont les composantes principales de X. 

De mani?re plus pr?cise si S est la matrice des variances et covariances de 

X, pour tout vecteur ZeR^ tel que SZ = XZ, la variable al?atoire Y = Z'X 

v?rifie UX(Y) = XY. 
Inversement, toute variable Y telle que UX(Y) = XY est de la forme Y = 

Z'X avec ZZ = XZ. 

Cette premi?re propri?t? montre que Ux est caract?ristique de X au sens 

o? les valeurs propres et les vecteurs propres de 2 le sont. C'est une caract? 

risation tr?s forte puisqu'elle d?finit non seulement les directions des compo 
santes principales mais aussi leurs variances. 

b. L'op?rateur Ux appartient ? la classe des op?rateurs de Hilbert-Schmidt 

(i. e. la somme des carr?s des valeurs propres est finie) et sur cette classe 

on peut d?finir un produit scalaire qui la munit d'une structure d'espace de 

Hubert. 
On sait que toutes les m?thodes d'analyse multivariable reposent sur la 

structure d'espace de Hubert de L2(?2, ib, P) pour le produit scalaire d?fini 
par la covariance. L'int?r?t de la propri?t? ci-dessus est de permettre de retrou 
ver cette structure math?matique pour des analyses multi-vectorielles. A 

la difficult? pr?s de devoir substituer les op?rateurs aux vecteurs, toutes les 
m?thodes d'analyse multivariable sont donc transposables aux analyses multi 
vectorielles. 

c <UXl,UXa> =Tr(Si2S2i) 

o? : 

S12 = 
?21= E (Xi X2) 

Cette derni?re propri?t? rend applicable l'approche envisag?e puisque Je 

produit scalaire entre deux op?rateurs y appara?t comme une quantit? facile 
? calculer. 
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2 

Op?rateur associ? 
? un tableau de donn?es 

Reprenant ce probl?me dans le contexte de l'analyse des donn?es, J. M. 
Braun [1] et J.P. Pages [7] consid?rent une matrice X, p x n, de p caract?res 

quantitatifs observ?s sur n individus. Des poids : 

PWPOO, 2 P< = 1. 

?tant affect?s aux individus, la matrice X est suppos?e centr?e. X-j est l'?l? 
ment commun ? la ligne i et ? la colonne j de X. 

Si (ei,..., ev) d?signe la base canonique de E = Rp, ? l'individu i est 

associ? le vecteur : 

E:X< = 
J X?c* 

fc=i 

De la m?me mani?re, si (fi,..., fn) est la base canonique de F = RM, au 

caract?re y est associ? le vecteur de : 

A = l 

A l'objet i est ?galement associ? le vecteur /* de F*, dual de F, d?fini par : 

1 si j?i 
~~ ~ 

(0 sinon 

Il appara?t alors que la transformation lin?aire de F* dans E qui ?/* fait corres 

pondre X< a pour matrice associ?e X lorsqu'on rapporte E ? la base (ei, ..., ep) 
et F* ? la base (/?, ...,/*). 

De fa?on analogue, au caract?re j est associ? le vecteur e* de E*, dual de 

E, d?fini par : 

( 1 si i=j 

f 0 sinon 

et X' est la matrice associ?e ? la transformation lin?aire qui fait correspondre 
e* de E* ? X* de F lorsqu'on rapporte F ? la base (/i, ..., fn) et E* ? la base 

(e*i, ..., e*p). 
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Si on choisit pour mesurer la ressemblance des individus la m?trique 
euclidienne M sur E et pour mesurer la ressemblance entre variables, la 

m?trique euclidienne diagonale Dp sur F (J)v(eu et) = P?), on est conduit 
au sch?ma de dualit? : 

II 

M 

X 

w 

F=Fn 

W = X'oMoX est la m?trique euclidienne qui s'impose sur F* si on veut que 
les distances entre objets soient les m?mes calcul?es dans F* et dans E. 

a. U == WoDp est un ?l?ment de L(F, F), ensemble des applications lin?aires 
de F, espace des caract?res, en lui-m?me. Par d?finition les composantes prin 
cipales sont les caract?res C^ qui v?rifient : 

et : 

UC>=X,C> 

Dp(C',C0 = Xy 

L'application U est enti?rement d?termin?e par la donn?e du triplet (X, M, 
Dp). La mani?re dont W a ?t? construit fait que U est aussi caract?ristique du 

couple (D, Dp) o? D est la matrice des distances entre objets. 
b. U appartient ? l'ensemble des applications lin?aires, Dp sym?triques, 

positives de F dans F, ensemble qui peut ?tre muni d'un produit scalaire 
calcul? ? partir d'une base quelconque (Ci, ..., ?n) de F par : 

<Ui,u2>= 2? <Ui0?),U2&)>2 
? = 1 

c. Soient (Xi, Mi, Dp) et (X2, M2, Dp) les triplets d?finissant deux ?tudes 
faites sur les m?mes individus. Posons : 

V12 = Xi oDp oX'2 
= 

V^ 

On montre que [7] : 

< Ui, U2 > = Tr (V210M1 0V12 0M2) 
= Tr (X2 oDp oXj 0M10X1 oDp oX'2 0M2) 
= Tr (Xj 0M10X1 oDp oX2 0M2 0X2 oDp) 
= Tr(UioU2) 
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La derni?re ?galit? pr?sente l'int?r?t de permettre le calcul du produit sca 
laire entre op?rateurs (et donc de la distance entre op?rateurs) ? partir des 

op?rateurs eux-m?mes. Ceci est tr?s utile pour toutes les applications dans 

lesquelles les donn?es initiales sont constitu?es par une matrice de similarit? : 
en effet, une matrice de similarit?, sous r?serve d'?tre semi-d?finie positive, 
peut jouer le r?le de W; une matrice de dissimilarit? peut, par la m?thode de 
Torgerson [8], fournir une matrice de similarit? qui jouera le r?le de W 
sous la r?serve d'?tre semi-d?finie positive. Ces questions ont ?t? discut?es 
en [5]. 

Application ? la comparaison 
de deux ?tudes portant 
sur les m?mes individus 

Nous disposons de deux ?tudes repr?sent?es par les triplets (Xi, Mi, Dp) 
et (X2, M2, T>p) et donc de leurs op?rateurs associ?s Ui et U2. 

a. Pour k = 
1, ..., pi, appelons Yk et Xjc les vecteurs et valeurs propres de 

Ui. Pour r = 
1, ..., p2, Sr et (xr sont les vecteurs et valeurs propres de U2. 

Un calcul simple [1] montre que : 

d2 (Ui, u2) = 
2; n + 2? vt - 2 2 2! ** v*D? <Xfc' !r> 

/f=l r=l fc = l r=l 

Il s'ensuit que deux op?rateurs qui ont les m?mes vecteurs propres sont confon 

dus. En particulier si C est la matrice p x n des composantes principales d'une 
?tude (X, M, Dp) les op?rateurs associ?s ? (X, M, Dp) et ? (C, I, D^) sont 
confondus. 

Inversement, si deux op?rateurs sont ? distances nulles, leurs vecteurs 

propres sont les m?mes dans la mesure o? toutes les valeurs propres sont 
diff?rentes pour une ?tude. Si ce n'est pas le cas, les vecteurs propres des 

op?rateurs associ?s ? des valeurs propres ?gales ne sont d?finis qu'? une 
rotation pr?s. 

Il d?coule de la d?finition des m?triques Wi et W2 que deux ?tudes ont 
des op?rateurs associ?s confondus si et seulement si les distances entre indi 
vidus fournies par les deux ?tudes sont les m?mes. 

b. Supposons que les n individus soient r?partis en k classes. 
On sait que pour r?aliser une analyse discriminante on effectue en fait 

l'analyse en composantes principales des points moyens des classes affect?es 

du poids des individus de leur classe, E = R# ?tant muni de la m?trique 
M = D-1 o? D est la m?trique des variances et covariances ? l'int?rieur des 

classes. 

3 
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Ce qui pr?c?de peut ?tre appliqu? ? la comparaison de deux analyses 
discriminantes portant sur les m?mes individus r?partis dans les m?mes 
classes. Les analyses seront ?quivalentes d?s lors qu'elles d?finissent les m?mes 
distances entre les points moyens des classes. 

c. Si V est r?guli?re, on peut prendre dans E la m?trique V-1. Alors 
U est idempotent et Dp sym?trique; c'est l'op?rateur de projection Dp ortho 

gonale sur le sous-espace de Rw engendr? par les caract?res X?. 

Pour calculer les distances entre les op?rateurs associ?s ? deux ?tudes : 

(Xi.V.D,) et (X&V.D,) 

on peut prendre pour bases les variables canoniques. L'idempotence des 

op?rateurs donne alors : 

V 

d? (Ui, U2) = rang (Ui) 4- rang (U2) -22'? 
?=i 

o? v = min [rang (Ui), rang (U2)] et / < est le i?me coefficient de corr?lation 

canonique. 
Cette distance correspond bien ? l'intuition : deux ensembles de caract?res 

sont ?quivalents du point de vue de la projection Dp orthogonale dans la 
mesure o? ils engendrent les m?mes sous-espaces de Rw. 

d. Soie D une matrice de distances entre objets r?sultant d'une classification 

hi?rarchique ou d'une partition. On sait que l'application de la m?thode de 
Torgerson [8] ? une telle matrice fournit une m?trique semi-d?finie positive 
sur Rn. On peut donc envisager de comparer deux classifications hi?rarchiques, 
ou deux partitions, ou une classification hi?rarchique et une matrice de dis 
tances initiales ? partir de la quantit? 

?2(Ui,U2) 

Des travaux sont en cours pour comparer cette approche aux approches 
habituelles. 

e. Tous les r?sultats de ce troisi?me paragraphe peuvent ?tre utilis?s pour 
r?pondre ? la question suivante : quelle m?trique M2 faut-il choisir pour une 
?tude portant sur un tableau X2, afin que les distances entre objets pour 
l'?tude (X2, M2, Dp) soient les plus proches possibles de celles fournies par 
une ?tude connue sur les m?mes objets (Xi, Mi, Dp)? 

Dans le cas o? M2 est diagonale, ce probl?me a ?t? r?solu [4]. La solution 

unique est obtenue par la r?solution d'un probl?me de programmation qua 
dratique convexe. 

Une extension de ce probl?me est en cours qui s'int?resse au probl?me 
suivant : quel est le triplet (X2, M2, Dp) o? X2 est une sous-matrice, k x n, de 

Xi et M2 une m?trique diagonale qui d?finit entre les objets les distances les 

plus voisines de celles fournies par l'?tude de (Xi, Mi, Dp)? La solution est 
obtenue par une m?thode pas ? pas qui ne fournit qu'un optimum local. 
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Application ? l'analyse 

4 
d'un tableau de donn?es 
? trois dimensions : un exemple 

Les donn?es consid?r?es proviennent du laboratoire d'hydrom?t?orolo 
gie de l'Universit? des Sciences et Techniques du Languedoc (Montpellier). 
Elles concernent les hauteurs de pluies annuelles observ?es en 120 stations 

r?parties dans la r?gion indiqu?e par la figure 1. La r?gion est d?coup?e en 
36 zones correspondant aux d?partements fran?ais. On notera que pour la 
clart? des figures, ont ?t? regroup?s sous le nom de R?gion de Paris (Code 75), 
les sept d?partements suivants : 

75 Ville de Paris; 
78 Yvelines; 
91 Essonne; 
92 Hauts-de-Seine; 
93 Seine-Saint-Denis; 
94 Val-de-Marne ; 
95 Val-d'Oise. 

Figure 1 

La r?gion int?ress?e par V?tude 
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Tableau 1 

Nombre de stations et hauteur moyenne des pluies 
par d?partement 

D?partement 

Nom 

Aisne. 

Ardennes. 

Aube. 

Calvados. 

C?te-d'Or. 

Eure. 

Eure-et-Loir. 

Loiret. 

Manche. 

Marne. 

Haute-Marne. 

Mayenne. 

Meuse. 

Ni?vre. 

Oise/. 

Ville de Paris 

Seine-Maritime. . . 

Seine-et-Marne. . . 

Yvelines. 

Somme. 

Yonne. 

Essonne. 

Hauts-de-Seine. .. 

Seine-Saint-Denis. 

Val-de-Marne. 

Val-d'Oise. 

Code 

2 

8 

10 

14 

21 

27 

28 

45 

50 

51 

52 

53 

55 

58 

60 

75 

76 

77 

78 

80 

89 

91 

92 

93 

94 

95 

Nombre 
de stations 

5 

3 

3 

6 

11 

1 

6 

3 

1 

12 

7 

1 

4 

6 

9 

11 

3 

10 

1 

1 

8 

2 

1 

1 

3 

1 

Ce regroupement n'est fait qu'au niveau de la repr?sentation graphique; 
les d?partements sont isol?s au niveau des calculs. 

Le tableau 1 donne pour chaque d?partement son nom, son code adminis 
tratif, le nombre de stations d'observation qu'il contient et la hauteur annuelle 

moyenne des pluies observ?es dans les diff?rentes stations qu'il contient pour 
les vingt derni?res ann?es. 

Le premier travail consiste ? calculer la matrice 120 X 120 des variances 
et covariances pour les 120 stations. En fait, l'?tude utilise la matrice des 
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corr?lations, ce qui introduit un changement d'?chelle dans les observations, 
mais ne change rien aux interpr?tations que nous pourrons faire. 

La seconde ?tape est constitu?e par le calcul de la matrice 26 X 26 dont 
l'?l?ment (i, j) est la quantit? < U<, Uy > divis?e par ki x kj o? ki est le nombre 
de stations dans le d?partement i. Cette matrice est donn?e par le tableau 2. 

Le tableau 3 donne les quatre premi?res valeurs propres de cette matrice 
et les vecteurs propres qui leur sont associ?s. On remarquera que le rapport 
entre la somme de ces quatre valeurs propres et la trace de la matrice est 

assez grand pour qu'on puisse se limiter ? une ?tude sur ces quatre vecteurs. 

Ainsi qu'il est fr?quent dans ce genre d'?tude, tous les d?partements ont 
? peu pr?s la m?me coordonn?e sur le premier vecteur propre qui peut ?tre 

regard? comme d?terminant la valeur moyenne des ?l?ments de la matrice 

(composante de taille). La figure 2 montre curieusement que ces coordonn?es 
sont d'autant plus faibles que la hauteur moyenne des pluies du d?partement 
auquel elles correspondent est ?lev?e. 

Figure 2 

Repr?sentation des diff?rents d?partements 

M 
0,22 

0,21 

6,20 

0,19 

0,18 

.0,17 

0,16 

0,15 

0,14 

0,13 

0,12 _l._ _L 

40 50 70 80 90 

Pluie moyenne 

100 110 120 cm par an 

< Les figures 3, 4 et 5 ont ?t? obtenues gr?ce ? deux simplifications. D'une 
part nous avons donn? ? la zone ? R?gion de Paris ? la valeur moyenne des 
7 d?partements qui la composent, d'autre part, pour permettre une lecture 

plus ais?e, nous avons simplement distingu? entre d?partements ? coordon 
n?es positives et d?partements ? coordonn?es n?gatives. H est tentant de dire 
que le second vecteur oppose les d?partements soumis ? des pluies continen 
tales ? ceux qui sont soumis ? des pluies oc?aniques (fig. 3) tandis que le troi 
si?me r?sume l'influence des pluies venues du Nord (fig. 4). La signification 
du quatri?me vecteur s'?claire si l'on superpose la carte qu'il donne (fig. 5) 
? la carte des pr?cipitations du mois de juillet : alors ce vecteur oppose assez 
bien les d?partements les plus pluvieux aux moins pluvieux. 

Il n'est pas dans notre propos d'entrer plus avant dans une interpr?tation 
climatologique. Nous avons simplement voulu montrer que notre d?marche 

des paragraphes pr?c?dents permet d'?tendre sans difficult? une technique 
classique d'analyse multivariable ? des donn?es ayant une structure de famille 
de variables vectorielles. 
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Tableau 3 

Valeurs propres de la matrice du tableau 2 
et vecteurs propres associ?s 

Valeur propre. 

Pourcentage. 

Cumul?. 

Vecteur propre 

Composante 

Aisne. 

Ardennes. 

Aube. 

Calvados. 

C?te-d'Or. 

Eure. 

Eure-et-Loir. 

Loiret. 

Manche. 

Marne. 

Haute-Marne. 

Mayenne. 

Meuse. 

Ni?vre. 

Oise. 

Ville de Paris. 

Seine-Maritime.. . 

Seine-et-Marne_ 

Yvelines. 

Somme. 

Yonne. 

Essonne. 

Hauts-de-Seine 

Seine-Saint-Denis. 

Val-de-Marne. 

Val-d'Oise. 

lre valeur 

16,836 8 

0,713 5 

0,713 5 

Yi 

0,209 3 

0,212 6 

0,189 7 

0,160 1 

0,161 2 

0,213 4 

0,187 0 

0,212 8 

0,138 6 

0,210 3 

0,185 5 

0,127 2 

0,194 7 

0,174 7 

0,212 7 

0,214 7 

0,168 5 

0,212 7 

0,212 3 

0,1961 

0,189 1 

0,222 9 

0,199 5 

0,226 2 

0,219 6 

0,204 8 

2e valeur 

1,965 2 

0,083 2 

0,796 7 

Y2 

0,046 9 

0,055 2 

0,249 0 

0,246 4 

0,374 4 

0,090 5 

0,186 7 

0,176 9 

0,330 7 

0,118 7 

0,310 8 

0,247 9 

0,121 6 

0,339 3 

0,095 8 

0,138 8 

0,151 4 

0,072 9 

0,151 5 

0,027 7 

0,248 5 

0,047 0 

0,188 9 

0,133 7 

0,040 2 

0,215 6 

3e valeur 

1,333 0 

0,056 4 

0,853 1 

Y3 

0,230 0 

0,304 1 

0,072 6 

0,305 5 

0,114 6 

0,153 8 

0,218 1 

0,136 1 

0,369 5 

0,060 4 

0,016 6 

0,080 4 

0,059 6 

0,045 9 

0,173 7 

0,155 3 

0,402 7 

0,170 0 

0,193 6 

0,383 4 

0,086 8 

0,115 4 

0,193 0 

0,056 3 

0,097 2 

0,004 9 

Trace de 2 = 23,5971. 
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Figure 3. Second vecteur propre 
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Figure 4. Troisi?me vecteur propre 

Figure 5. Quatri?me vecteur propre 

L??J Coefficients n?gatifs 
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Summary 

An Operator Associated 
with Cross-Classification Tables 

by Yves ESCOUFIER 

An operator mapping the characters space into itself 
is associated with tables where individual and characters 

are cross-classified, which provides a quantitative basis 
for comparing different tables. The mathematical 

interpretation of these comparisons is given, and the 
whole method is illustrated by an example. 

Rese?a 

Operador agregado 
a un cuadro de datos 

por Yves ESCOUFIER 

Un operador del espacio de los caracteres en si-mismo 
v? agregado a un cuadro de datos de tipo individuos 
caracteres. Tal agregaci?n facilita elementos cuantita 
tivos para equiparar varios estudios. El significado 
matem?tico de esas equiparaciones est? determinado 
en diversos contextos. Un ejemplo permite estudiar 
la naturaleza de las respuestas obtenidas mediante ese 

procedimiento. 
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