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Abstract 

\i’e compare variance-covariance matrices considered as matrices of similarities between variables. 
The first part recalls the mat,hemat,ical bases of the proposed method. The second part treats a set 
of meteorological data. 
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Introduction 

Dans un travail rCcent ( I ) ,  L. C. A. CORSTEN e t  K. R. GABRIEL abordent le pro- 
blBme de la comparaison grayhique des matrices de variances et covariances. 
Nous presentom ici une alternative B la solution propos6e par ce8 auteurs. 

Notre demarche s’appuie sur les coefficients COVV et RV qui permettent de 
quantifier la ressemblance de deux tableaux de similarit.4. Dans une premiere 
partie nous rappelons rapidement les basw mathematiques de notre approche. 
La seconde partie du travail consiste a traiter les donne% de L. C. A. CORSTEN 
et de K. R. GABRIEL ce qui permet d’appr6cier aussi bien les l imi t s  que les 
avantages de notre solution. 

L’essentiel de la mCthode props& a fait I’objet d’une t h h e  (4) pratiquement 
kpuis6e 8. ce jour. Pour cette raison, ]’article a 6th conpu de manibre A &tre compris 
par hi-m&me, sans r6fCrence 8. la thhse en question. 

1. Presentation de la MBthode 

1, - Soit E l’ensemble des matrices rklles symhtriques, n x n ,  E est un esiiace 
vectoriel Bur R qu’on peut munir du produit scalaire: 

V(ilZ1, M 2 ) E  E X E : ( R I , ,  M,)=  Tr(Mifif2). 

A ce produit scalaire correspond la norme l]Mlll = [Tr(M:)]”’ et la distance: 

d’(M1, M2)= Tr[(Ml-M2)2] = Tr(M:) + Tt (M:)  -2Tr(M,M2). 



478 Y. ESCOL-FIER, H. L’HERMIER 

On peut, aussi parler de l’angle que font deux Ument s  de E ;  il aura pour cosinus 
la quantitd 

Tr( 3113Z2)/[ Tr (Mf ) Tr( M;)l1 . 
Les propri&t,ds du produit scalaire (qu’on peut retrouver par des calculs simples) 
montrent alors que si ill, = k M ,  oh I: est un nombre reel quelconque, on a: 

11-7f3711 = lkj ilnfill 

T ~ ( M , M . , ) / [  T ~ ( M ;  ) T~(M: )I I”  = k T ~ ( M ~ M ~ ) / ~  k 1 [ Tr(M?) Tr(M3l’ 12. 

et 

Dans certaines applications, on peut souhaiter considhrer comme hquivalentes 
des matrices n x n qui sont proportionnelles. Ceci conduit & travailler avec Mi* = 
= M ~ / [ T ~ ( M ? ) ] ‘ ’ ? .  On a alors 

d ? ( M r ,  M:) = 2 ( 1  - Tr(MlM2)/[Tr(AlP) T r ( M 2 ) ]  2 112 ). 

Pour simplifier I’ecriture et  dgalement pour faire le lien avec d’autres travaux 
( 2 , j ) ?  nous adopterons dans la suite les notations suivantes 

COVT’(M,, M.,) = T r ( M p 2 , )  
T’A V(fi2,) = Tr(IClf) 
RV(M, ,  M,) = Tr(fil,fil.?)/[Tr(i)Z:) T ~ ( M ~ ) ] ‘ ’ ~ .  

I2 - Supposons donne (Mi, . . ., M k )  un sous-ensemble de E form6 de k matrices 
senai ddfinies positives e t  dkfinissons la matrice S, k x k, d’616ments S, = CO V V 
(Mi, &Ii), (i = 1, . . ., k ;  j = 1, . . ., k). On a les resultats suivants. 

Proposition I: S est semi ddffinie positive 

Le resultat s’obtient en caiculant la norme de z aiMi ou a’=(al ,  . . ., ak) est 

un vecteur quelconque de Bk. 
Proposition 2: Tous lcs e‘ldrnents de S sont non ndgati3fs 
Si Mi e t  Mi sont semi-dkfinies positives, il esiste iLji et  Uj telles que Mi= UiUi 
et .Wi= Uiri. Alors on a :  

k 

i = i  

C0VV(Mi. ~ ~ i ) = T r ( U i U ~ C r i U ; ) = T r ( U : ~ j U ~ ~ U i )  
= Tr( ( L’iCj) (riUj)’)  2 0. 

Proposition 3 (corollaire). Le prem.ier vecteur propre a de S a tous ses Wdments de 
mdm.e signe. On choisira le signe positif. 
Ce rdsultat est connu sous le nom de thdorkme de FROBENIUS. 

Proposition 4 (corollaire). Soit a le premier vecteur propre & 616ments positifs de S .  

On pose a’ = (ai, . . ., w . ~ ) .  L a  m.alrice nl= 2 a,Mi est semi-ddfinie positive en tant 

cpe combinaison l idaire  positive de matrices semi-dbfinies positives. 

k 

i = l  
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Theorkme:  Pour tout vecteur p telque p’=(pI , .  . ., &.) et 2 p’= 2 z i ,  2 on a :  

i = 1  i = l  

DPmonstration du theorbme : Formons la quantite 

k 2 ‘  
p(P)= 2 covv 2 B,S,, sj -1 2 p ; .  

i = l  ( i : i  ) i = i  

La linearit4 de l’opbrateur Trace et  donc de COV V permet d’ecrire: 

p(p) = p’s’p - @’p. 

On sait yue 1e maximum de cette fonction sera obtenu en prenant pour p le vec- 
teur propre de S’ (et donc de S) associ6 A la plus grande valeur propre de S’ (et 
donc de S puisque S, semi-d6finie positive, a ses valeurs propres non negatives). 
I:, - De ces rtsultats d6coule la prockdure suivante. Soit B comparer k matrices 
(:\Ii$ i = 1, . . ., k) de variances et covariances portant, sur les memes n variables. 
Ces matrices sont consid6r6es comme des matrices de similarit6 ent,re variables. 

Preiniire e‘tape: Construire la matrice S d’616ments 

s , ~  = T ~ ( M , M , )  = co v v(nfi, M,) . 
Secondc itape: Calculer les valeurs propres e t  les vecteurs propres de S. Ceci 
permet une repr6sentation (3) des matrices par des points de R‘ qui sont tels que 
la distance entre les points Pi  et  Pi associds aux matrices M i  et Mi est d ( M , ,  34). 
0 1 1  obtient donc It cette Ctape une interpr6trttion globalc dcs resscmblanccs et 
des diffkrences ent.re les matrices Mi.  

Nous appellerons cette &ape, 1’6tape de l’inlerstructure. 
1. 

Troisilnze e‘tnpe: Calculer Ad= z a,M, oh cf. d’6lCments (a , ,  . . ., a k )  est le vecteur 

iropre de S associe it la plus grande valeur propre. Puisque M est semi-ddfinie 
positive, sa factorisation fournit une reprbentation des variables qui est le 
mcilleur compromis (au sens du th6orbme) entre les &verses representations que 
pourraient donner chacune des matrices prises s6parCment. 

Quatrilme e‘tupe: Appelons U ,  la matrice dont les colonnes sont leu vecteurs propres 
de M, de normes egales 8. la racine carre des valeurs propres correspondantea. 
C est la matrice qui a permis la representation des variables ti la troisikme Ctape. 
Appelons Ui la matrice aasocih de faqon analogue a Mi (i= 1, . . ., k). 

GnsidCrons les colonneR de U et de U, (i = 1, . . ., k) cornme des vecteurs de R”. 
Les cosinus des vecteurs colonnes de U avec les vecteurs colonnes des tii (i = 1, . . ., 
k) sont donn& par les matrices. 

i = l  

Qi=(CT’U)-i’2U’U,(U:U,)-1’2 (i =  I ,  . . ., k) . 
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TI  en d6coule clue les matrices r,Q:, ( i =  1,  . . ., k) sont les coordonn6es des n 
variables telles qu’elles sont vue6 dans les matrices M , ,  ( i =  1. . . ., k) exprimkes 
dans la base d u  compromis. Vne superposition des dffkrentes reprksentations 
permet alors d’Ptudier les bvolutions des variables d’une matrice a I’autre. (’ette 
ktalie est alipe1i.e Ct.ape des intmstructuscs. 

2 .  -4pplication 

JT, - L. c‘. CORSTES e t  K. R. CARRIEL Ptudient trois matrices de variances e t  
covariances portant sur huit variables (k= 3 ; n = 8). Nous ne reproduirons pas ces 
matrices. Rappelons simpiement yue l’ktude porte sur la comparaison dcH pluies 
journalibres ohserr6es dans hui t  rkgions d’Isra61 “There were three northern region6 : 
co,ut, interior and east and three corrcsiionding cent.ra1 regions. There was also 
a narrnw buffer region between north and centre, and a small region in t h e  south”. 

La donnCe originale etant la hauteur de pluie journalibre moyenne sur la ri.gion, 
on R trois matrices de variances et covariances: 

S qui correspond a un  enseniencernent des nurtges dam la region nord 
C‘ yui  correspond a un ensemencement des nuages dans la region centre 
P qui correspond a une situation 1x6-experimentale. 

Le ~ ~ r o l ~ l t m c  est de cornllarer S e t  C entre elles et  a Y. 
1 J 2  - I’uur l’application les matrices sorit pr isa  dans I’ordre P, S, C. Les variab- 
les sorrt noties conime en ( 1  ), (.\(’, -1-1, B ,  CC, <.’I, CE,  S). 

On trouve d’ahord : 

I 0.431 0.413 0.363 
s= lOGX 0.443 0.526 0.6‘31 [ O..iti3 0.621 0.800 

Les 4lC~nents propres de 5’ sont donnks par le tableau suivant. 

Valt-ur propre 1703975.0 35015.4 21 487.5 

l’ectcur P 0.492 - 0.688 - 0.533 
proprr S o..i44 0.i21 - 0.429 

normi. C 0.721 - 0.079 0.729 

La figure no 1 fournit la reprksentation de l’interstructure limit& aux deux 
Iireiniers axes. Les coordonnks des Iioints sont obtenues en multipliant les 
vecteurs IJroIres par la racine carrk cie la ~ a l e u r  propre qui leur correspond. 
L’inteqJrbtatjon de cette figure doit se faire b partir des norme5 des vecteurs 

O P ,  0.Y et OC‘ d’une Iiart, des angles de cc’s vecteurs d’autre part. 
-+ - 
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La comparaison des normes nous montre que l’ensemencement des nuages a 
pour effet une augmentation des normea des matrices S e t  C, c’est B. dire globale- 
ment des variances et des covariances des variables. 

Des angles, nous dBduisons qu’il y a plus de diffbrencea entre .V et P qu’entre 
C et P c’est h dire, la rBfBrence &ant P, lea positions des variables sont plus modi- 

Fig. no 1. Interstructure 

fikee par l’ensemencement en n! que par l’enaemencement en C. Autrement dit 
l’ensemencement des nuagee en N perturbe plus les covariances des pluies jour- 
nalikres que ne le fait l’ensemencement en C. 

La faihlease de la seconde valeur propre par rapport B la premihre (et donc 
celle des angles) oblige B. conclure que l’effet majeur de l’enaemencement est un 
effet d’augmentation des variances. Les modifications Bur Ies covariances sont 
rCelles mais mineum. 

&tapes 3 et 4 

La figure n” 2 fournit la repdsentation du meilleur compromis limit6 aux deux 
premiers axes obtknu comme indiquB en 13. On y retrouve la repartition des 
regions. Dans des Btudes ou k est grand, 1’6tude du compromis en lui-m6me 
prbente un intBr6t comme vision globale des objets. Ici, cen’est paalecas: l’inthrht 
du compromis est surtout de permettre lee figurea no 3 et no 4 oh la superposition 
des variables tell- qu’elles sont vues par P et N d‘une part, P et C d’autre part 
autorise 1’Ctude comparBe des matrices. 

Sur la figure n” 3, on voit que l’ensemencement dans la region nord provoque 
une augmentation dee variances des variabIes NC, B,-YZ et le pincement du  
faisceau XC, B, &YI, II%. C’est dire que l’ensemencement au nord provoque une 
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axe 2 axe 2- 

Fig. nu 3.  ('omparaison des rntit.rices 1' 
rt s 

auginent,ation des variances et des covariances des rCgions du  norti. Parallblement 
les varishles S ,  C'E, CC voient leurs variances diminuer. De plus, le d6placement 
vers la gauche du faisceau des regions nord indique une diminution des covariances 
entre lefi r4gions riord et les tiutres. 

L'ktude de la figure n"4, montre que I'ensemencement au centre a UII effet 
global d'augmentation des variances. Seules les rCgions S et -YE y kchappent. Le 
faisceau des rCgions du centre se pince ICgerement, tandis que les rdgions du  nord 

oxe 2 
Fig. no 4. Comparaieon des matrices P c t  C 

s'hcartent glohalement mais 16gkrement vers la gauche. On peut dire que I'ensem- 
encement au centre a un  effet plus global que l'ensemencement au n o d :  il ;tug- 
mente Jes variances sans trop modifier Jes corarjancea (on a I &  une vision dCtai1ICe 

cle l'information contenue clans la figure no 1 ou I'angle POC est infCrieur a l'angle 
P. 

P G , .  
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Kemarque finale 

I1 est. certainement apparu clairement au lecteur, que la  mdthode que nous avons 
appliyu8e jci a trois matrices de variances et covariances p u t  6tre apyliqu15e 
sans changement a tout  ensemble de k matrice de similarit& portant, sur  les 
memefi n objets pourvu que ces matrices sojent semi-ddfinies positives. 

On doit dgalement noter que la meme demarche peut-&tre faite en suhstituant 
le coefficient RV au coefficient C O V V .  Ce choix, qui conduit A considdrer comme 
6quivalentes des matrices proportionnelles, n’Ctait pas judicieux jci puisque la 
norme des matrices avai t  une importance pratique. 

R h m e  

On compare dee matrices de variances e t  covariance8 considCrCes conimc matrice dc similaritks 
entre variables. Une premibre partie rappelle les bases mathhmatiques de la mbthode proposk. 
La seconde partie traite des d o n n h  mCthrologiques. 
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