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RESUME

On étudie les différentes techniques bien connues pour
L 'analyse de plusieurs matrices de données ; elles s appliauent
en particulier quand chaque matrice correspond a un instant.

On reconnait en pénéral trois étapes : représentation anlo-
bale, recherche d'un compromis et représentation détaillée.

Les limites de L'unification sont liées a la nature des
données.

SUMMARY

Different well known approaches to the analysis of several
data matrices are studied ; they can be suitable, of course:
in the case of time as index. Three staaes may be recoonizec :
global representation, compromise solution and detailed repre-
sentation. The limits of this unified presentation are due
to the kind of data. ‘
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I.- INTRODUCTION

1.1. Le but de ce travail est de présenter de maniére
unifiée différentes technicues proposées dans la littéra-
ture statistique frangaise récente pour 1'analyse conjointe
de plusieurs matrices de données. L'unification des techni-
ques est faite au travers des grandes étapes qui les cons-
tituent. On reconnaitra en général une étape de représen-
tation globale (interstructure), une €tape de recherche de
compromis, une étape de représentation détaillée (intras-
tructures). On verra que les Timites de 1'unification sont
dues aux différences de nature des différentes données
dont 1’'analyse est envisagée.
Pour étre compris, ce travail devrait_etre lu en confron-
ation cgnstante avec les références [ 11, [4], [ 7], [&].
[tQj, { 10], [125, [13], dont i1 n'est qu'un commentaire.
En particulier, on ne trouvera ici aucun exemple. Le lec-
teur devra se rapporter aux références ci-dessus pour en
trouver. Cette absence d'exemples et bien sir regrettable,
mais elle est due @ Ta nature de la présentation : un
seul exemple aurait nécessairement péché par son manque de
généralité ; plusieurs exemples posaient un probléme de
place. Cette imperfection devra étre une incitation sup-
plémentaire & lire les réferences ci-dessus.
La compréhension du texte sera également facilitée par
une bonne connaissance des notations assez généralement
employées depuis le Tivre de CAILLIEZ et PAGES [3] .

1.2. Les différentes situations envisagées dans ce travail
sont les suivantes :

Situation 1 - K matrices de données quantitatives con-

cernant Tes mémes n individus.
Le point de départ est constitué de K matrices
{ Xk/k =1, ... , K} de données quantitatives centreées

pour des poids rangés dans la diagonale d'une matrice D.
La matrice Xk est de dimension pkxn. Chacune des

matrices traduit un point de vue sur 1'ensemble des indi-
vidus. Ce point de vue est caractérisé par

“k D = X'k Xk D, opérateur associé a 1'etude -(Xk’Ik’D)
ol Ik est 1a matrice identité d'ordre k .
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Situation 2 - K matrices de données quantitatives résul-
tant de 1'observation des mémes variables.
Dans cette situation, les matrices centrées Xk sont de

dimensions p x N - Si Dk est 1a matrice diagonaie
des poids qui ont permis de centrer Xk’ Sk = Xk Dk X‘k
est la matrice des variances et covariances associée &
1'étude (Xk, Ip, Dk)

Situation 3 - K matrices de données quantitatives résul-
tant de TTobservation des mémes variables sur les mémes
individus. Cette situation englobe les deux situations
précédentes. A 1'étude (Xk, Ip, D) peuvent étre associés

WD et Sk. La comparaison des études peut donc étre envi-
sagée soit au travers de la comparaison des ka, soit

au travers de celle des Sk.
Situation 4 - K variables qualitatives concernant les

mémes individus.
Soit U, D XN, la matrice des variables indicatrices

de la variable k . On pose Dk = Uk D U'k , matrice
diagoga)e des poids des modalités de la variable k .
Si U g Uk (I -D11') o 1 estle vecteur n x 1

N v
dont toutes Tes composantes sont égales a 1'unité,

A D = l{ Dy U: D est le projecteur associé & la variabie
k . AkD caractérise la variable k .

Situation 5 - K tableaux de contingence concernant les
deux mémes variables qualitatives.

Xk est le tableau p x q de contingence pour les deuy
variables associé a 1'indice k . Soient Dp(k) et

Dq(k) , les matrices diagonales des poids marginaux dé-

duits de Xk . On considére les tableaux de BURT .

B _IDp(k) } ¥,

K 'lx-k | D (K)
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La comparaison des By permettra celle des Xy

Remarque 1 : On peut envisager également le cas de K
matrices de similarités { C / k=1,--:.., K}

Sous réserve de substituer aux C,  des matrices C: _—

en sont de bonnes approximations semi-définies positives,
on se raméne a la situation 1 avec wk D = CE D.
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I.- ETAPE DE L'INTERSTRUCTURE

2.1. L'idee directrice dans cette étape est de construire
une matrice C, K x K, de produits scalaires entre les
objets caractéristicues, Gque ces objets soient des opéra-
‘teurs, des matrices de variances et covariances, des pro-
jecteurs on des tableaux de BURT. Les vecteurs propres de
C permettent une représentation euclidienne des K
objets dans lacuelle la proximité de deux points est signi
ficative de la proximité des objets au sens de la métricue
induite par le produit scalaire considéré.

Les produits scalaires sont systématiquement construits a
partir de 1'opérateur " trace ", extension naturelle de

Ta métrique usuelle aux matrices.

On distingue des produits scalaires de type " Covv " et
des produits scalaires de type " Rv ". Ces derniers ont

1a propriété de considérer comme identiques des objets
proportionnels.

produits scalaires
Type " Cowvv " Type " Rv "

Situation 1| Tr (W, D ¥, D) Tr (W, D W, D)

/1r (1,0)% Tr(10)?

Situation 2| Tr (Sk S]) ' Tr (Sk 51)

/1 (5)° Tr (5))°

Situation 4 Tr (AkD A] D)

Tr (AD nlb)
/e (AD)? Tr (AD)?

2 2
X )
. K .
n - S (o -1}
n /(p-1) (¢ -1)

Situation 5| Tr (Bk B])‘
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Pour la situation 3 , on peut choisir de comparer les
études au travers des W,D ou des S, . Un calcul simple
montre que les deux matrices C ne sgnt pas les mémes et,
a ce jour, on ne connait pas les relations qui existent
entre les deux approches. Pour ce cas, JAFFRENOU [10]

propose un produit scalaire qui dans la situation la plus
simple est Tr (ka'])'

Pour Tui la matrice C ne dépend donc pas d'une approche
privilégiant les individus (comparaison aux travers des
ka) ou les variables (comparaison aux travers des Sk).

2.2. L'interprétation qui est faite de la représentation
fournie par les vecteurs propres de C doit bien sar
faire référence au produit scalaire utilise,

Les produits scalaires de type Rv confondent les objets
proportionnels puisqu'ils reviennent pratiquement & consi-
dérer les objets WD / [ » S, / "sk" et A / "Ak"
qui sont de norme unité. :

Les distances des points a 1'origine s'interprétent alors
exactement comme sur un cercle des corrélations dans une
analyse en composantes principales sur matrice de corréla-
tions : une étude est bien représentée si son point repré-
sentatif est proche du cercle de rayon unité ; les angles
entre les vecteurs joignant les points & 1'origine ont des
cosinus qui, dans le cas de représentation parfaite sont
€gaux aux coefficients Rv .

Pour les produits scalaires de type Covv , la représen-
tation obtenue est analogue & celle des variables dans une
analyse en composantes principales sur matrice des cova-
riances. L'interprétation est & faire en fonction des nor-
mes des vecteurs issus de 1'origine et ayant pour extrémi-
té les points représentant les é&tudes. On reconnaitra des
études associées a une grande norme, des études associées
d une petite norme. L'interprétation est a faire également
en angle, en remarquant que si la colinéarité des vecteurs
est représentative de la proportionnalité des objets qu'ils
représentent, 1'écart entre deux vecteurs est synonyme
d'un écart a la proportionnalité.

On comprend mieux de telle représentation si on a bien en
mémoire, qu'utiliser le produit scalaire Tr (NkD wlD) par

exémp]e,est équivalent a consicerer la distance de carré
T (HD - WiD)°.
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Pour le cas particulier évoqué précédemment ol le produit

scalaire est Tr (kai) , on voit que la distance est
i g (Xk - X]) (Xk - X;)' ce qui veut dire que la distance

est nulle quand Xk X] et que les vecteurs sont coli-

H -~

néaires quand Xk = Cte X].

Remarque 2 : La matrice de produits scalaires C peut
étre soumise a d'autres etudes que celle évoquée dans ce
paragraphe. Elle peut étre point de départ pour des clas-
sifications hiérarchicues ou non hiérarchiques, pour des
programmes de représentation non métrique (Indscal).
L'intérét de 1'approche évoquée ici est de conduire natu-
rellement a la définition du compromis cui fait 1'objet
du paragraphe suivant.

Remarque 3 : Soit Dk une matrice diagonale de poids
associés aux différentes études. On note encore 1, le

vecteur K x 1 dont toutes les composantes sont égales
a 1'unité. La matrice centrée en ligne et en colonne
(Ik -1 l'Dk) C (Ik - Dkl 1') engendre les mémes distances
v [AVERAV]
que C et fournit des représentations centrées des K
études, c'est a dire des représentaticns analogues aux
représentations des individus en analyse en composantes
principales. Ces représentations méritent d'étre regar-
dées.




- ETAPE DU COMPROMIS

Dans cette étape, 1'objectif est de trouver un
objet fictif (ou éventuellement plusieurs), de méme
nature que les objets étudiés et qui ait de bonnes
nropriétés de compromis par raprert & 1'enseinble des
objets. Nous écrirons ce paragraphe pour les objets
{NkD / k=1, ... , K} mais tout ce qui est dit s'ap-

plique sans changement aux autres types d'objets & 1'ex-
ception ces {Bk / k=1, ... , K} qui seront évoqués

dans la remarque 6.

Soit L , le vecteur propre de C associé a la plus

grande valeur propre que nous noterons & . On suppose

que L' = (Ll’ s Lk) et L'L = 1.

Théoréme 1 : Soit o wun vecteur réel tel que K

(1' = (a1, see 9 ak) et Ol'(l = 1 . On pOSE WD =k§1LkaD
K =

et wao =7 O Hk D. Alors :

k=1
K 2 2
7 [Tr (W D uko)] =5
ksl

K 2
1)k§1 [Tr (WD ukn)] <

i) Tr UD)? < Tr (WD)? =6

Démonstration :

K , K [k 2
iy z |troup) =3 |5 o Tr (4.0 K.D)

k=1 o k k=1 h=1 1 1 k
K K K

=5 I ¢ o a Tr(; DWD) Tr (¥, D W,D)
kel 171 1,21 7 Tk 1" 7k
K K 5

=3 z o {C )] ]

1=l 1,e1 1 12 112

ou ((22)]1 ]2 est 1'élément (11,12) du carré de la
matrice C.
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Le maximum sera atteint en prenant o = L , premier
vecteur propre de C et donc de C2. La valeur du
maximum est la valeur de la premiére valeur propre de

C2 donc 62 ;
ii) Tr W.D)% = Tr (E o, D)°
o 121 17
K K
= z I 0, O
I oL ooy % T pu, D)
SRS R G R e
K K
= X X 0. 0. C
oo %, G
51 L=t 'z e

Le maximum est donc atteint pour o =L et vaut ¢§ .

La D- symétrie des W, D permet d'assurer que tous les
éléments de C sont pgsitifs. IT en résulte que les com-
posantes de L sont toutes de méme signe et peuvent donc
étre choisies positives. I1 s'ensuit que W est une com-
binaison linéaire positive de matrices semi-définies posi-
tives. W est donc semi-définie positive. Il en résulte
que W D est de méme nature que les W, D et peut étre
regardé comme 1'opérateur d'une étude fictive. La matrice
Y dont les lignes sont les vecteurs propres de W D
fournira les coordonnées d'une représentation des n in-
dividus qui est un compromis entre les représentations
fournies par les différentes études. VI D est " le
meilleur " compromis au sens des énoncés i) et i) du
théoréme

Théoréme 2 : Soit 4 un vecteur réel tel que

n
(1' = (0,1, .-..(, QK) et'i:;‘_ai = 1
' K
P - _ 4 ¥ - ‘
On définit W D = Kk =1 wi D et wa D —kil ay Uk D
K 2 K 2
Alors I Tr (HD-WD)° < I Tr (W D-W D)

k=1 k=1
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Démonstration - On peut écrire :

2 K
Tr (M D-W, D)% =%
) k K=

" o1 X

[Tr (i 07 D)% + Tr (@ D11, D)?
1 o k

k=1

-2Tr (UD-WD) (WD-H D)]

2 4
k

k

[TI s H N
™M=
_|
-
—~
=]
o
'.-
(o)
p—

n)

: Tr (4D - WD)

Le résultat s'obtient en remarquant que W’D-HaD est
D - symétrique ; ses valeurs propres sont donc réelles
ce qui entraine Tr (U D - W D)2 x> 0

W D est donc un autre compromis possible, " le meilleur
au sens du théoréme 2.

Remarque 4 : Les vecteurs propres de C autres que 1L

ont nécessairement des composantes négatives puisque L
n‘en a pas. Les combinaisons linéaires qu'ils permet-
tent de définir ne sont donc pas en général définies
positives et ne conduisent pas & des compromis utilisables.

Remargue 5 : La matrice C mise en place sur la base qu
produit scalaire Tr (Xk X‘]) n'a aucune raison d'avoir

des éléments tous positifs. Ses vecteurs propres ont donc
des composantes de signes quelconques. Ceci ne géne en
rien ici car toutes les combinaisons linéaires des matrices
Xk ont la méme nature que les matrices Xk : " oelles

sont p » n". Dans ce cas, les vecteurs propres de C
fournissent donc une hiérarchie de compromis.

Remarque 6 : Travaillant sur les Bk » FOUCARD est gquidé

par le souci d'avoir un compromis qui puisse étre considéré
comme un tableau de BURT.K

I1 pose *=1/z L
k=1

£t choisit B = L*k B

k

i 1 >3

1 k
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Ce compromis n'a aucune des propriétés qui font 1'objet
des théorémes 1 et 2 . Il reste intéressant car il pon-
dére de maniére non uniforme les Bk : de méme qu'un point

aberrant intervient peu dans une estimation robuste de la
moyenne d'une distribution, un Bk aberrant {= treés

différent de 1'ensemble des autres Bk) intervient peu dans
la définition de B .
Ayant choisi un compromis, nous déduisons de ses vecteurs

propres une représentation unique des individus dans les
cas ol nous travaillons avec les UkD et les AkD s

une représentation unique des variables lorsque nous tra-
vaillons sur les Sk . L'analyse des correspondances de

B fournira une représentation unique des modaiités des
variables lorsque nous travaillons sur les Bk .
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IV.- ETAPE DES INTRASTRUCTURES

C'est dans cette étape que la nature des données traitées
intervient le plus, jusqu'd rendre impossible une présen-
tation qui puisse &tre unique pour 1'ensemble des situa-
tions. Nous sommes donc conduits @ €tudier cette étape en
référence & chacune des situations envisagées.

Situation 1 -

Au point ol nous en sommes, nous disposons des K
visions des n individus tels qu'ils sont vus par les
K études et de la vision du compromis traduite par la
matrice Y dont les Tignes sont les vecteurs propres de
W D. Pour comparer ces différentes visions, il est logi-
que de chercher a les représenter toutes dans un méme
espace. Pour cela, on calcule les matrices

N =Y, DY (DY) Y/ k=1, ..., K

Yk est 1'approximation au sens des moindres carrés de
Yk fournie par Y . Se Timitant aux deux premiéres lignes
de Y , on peut représenter les n individus tels qu'ils

sont vus (& peu prés) par le compromis. En superposant les
différentes représentations que fournissent les deux pre-

mieéres lignes des Yk , on peut comparer visuellement les

différentes visions des individus.

On a donc ici une représentation de (K + 1) x n points
dans laquelle chaque individu est représenté une fois
pour le compromis et une fois pour chacune des K études.
Lorsque les études sont indicées par le temps, cette re-
présentation permet d'étudier les trajectoires suivies
par les individus.

On peut faire plus, en s'appuyant sur le fait que les
lignes de Y sont les composantes principales de 1'opé-
rateur compromis. Ceci conduit & réaliser la représenta-
tion des Xk et des Y, sur le principe qui permet de

représenter des variables supplémentaires en analyse en
composantes principales.

On calcule donc X, D Y'(Y D Y') -1/2
et Y DY (YDY) -1/2
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On a ainsi un moyen de visualiser les variables ce qui
permet de nommer les Y comme en composantes principales,
La visualisation des Yk permet éventuellement de détec-

ter des interversions dans 1'ordre des vecteurs propres de
1'étude k par rapport & 1'ordre du compromis.

Remarque 7 : Dans le traitement de K matrices de simi-
larités (cf. Remarque 1), tout ce qui précéde reste vrai
pour les matrices Y dont les lignes sont les vecteurs

x
propres des CygD .

Situation 2 -

Le traitement de K matrices §,. de variances et cova-
riances des mémes p variables peut &tre considéré comme
un cas particulier de celui de K matrices de similarités
Les variables jouent ici le réle des individus. Y permet
la représentation compromis des variables.

Les Yk permettent de superposer les représentations des

variables telles qu'elles sont vues au travers de chaque
Sy
k

Situation 3 -~

Ici les variables et les individus sont les mémes tout

au Tong des études. On peut donc considérer cette situa-

tion soit comme un cas particulier de la situation 1,

soit comme un cas particulier de la situation 2.

Dans la premiére hypothése, toutes les représentations

se font sur des bases bien connues du praticien de 1'a-

nalyse des données : projections orthogonales pour les

individus, variables supplémentaires. La difficulté vient

dans la pratique du nombre n des individus puisque le

compromis est de dimension n x n , ce qui pose des pro-

blémes de réalisation informatique non négligeable.

On pourrait pour éviter cette difficulté, tenter d'expli-

citer le fait que W D est T'opérateur associé a 1'étude

de matrice transposée (Jrr X'l ,I- g ,[f y )
171 Z ZI NPT ‘ K*K

Ceci n'a pas été fait jusqu'ici.
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Dans la seconde hypothése, le compromis, disons S , est
de dimension p x p . On évite donc les difficultés de réea-
lisation inforimatique. a représentation des variabies est
fondée sur les outils habituels de 1'analyse des données.
Pour représenter les individus nous calculons les matrices
Y Xk ; chaque individu est donc représenté autant de fois

qu'il y a d'études. Les propriétés mathématiques de cette
représentation sont encore mal connues.

Remarque 8 -

Ne cachons pas que si les deux hypothéses conduisent a
des représentations des variables et des individus, nous
ne savons pas encore s'il existe des liens entre ces
représentations

Remarque 9 -

Dans 1'approche décrite dans (10), un compromis est une
matrice X , p x n . On peut donc représenter chacune des
‘variables de 1a matrice Xk comme variable supplémentaire

et obtenir une représentation des individus par la formule

ot ]

Yk:Yk

DY (Y'"DY) Y
o .Y est la matrice des composantes principales de X
et Y, celle de X -

Situation 4

Dans 1'étude qu'ils ont faite de cette situation, CAZES et
Col1,[4] ont remarqué que la représentation des individus
fournie par la diagonalisation du compromis était la méme
que celle de 1'analyse des correspondances du tableau

K
nx (2 P) (,v“.l.’.’ ,/—

k-1 K SRS R ] Eesl Ly U'g)
Cette remarque leur permet d'obtenir en méme temps que la
représentation (compromis) des individus, la représentation
des modalités des différentes variables. Ces auteurs n'ont
pas envisagé la représentation des individus tels qu'ils
sont vus par les différentes Atudes.
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Situation 5

Pour FOUCARD [7] , le compromis a consiste en un
tableau de BURT : -

La représentation compromis des modalités des deux varia-
bles est fournie par 1'analyse des correspondances de B
ou plus simplement de X . La représentation des modalités
telles qu'elles sont vues dans les différentes études est
alors obtenue, dans 1'analyse des correspondances de X ,
en projetant en éléments supplémentaires les lois cendi-
tionnelles de chacun des tableaux de contingence Xk .
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V.- CONCLUSION

Ce survol rapide de différentes méthodes proposées
récemment pour 1'analyse conjointe de plusieurs matrices
montre = sans aucun doute que les statisticiens ont acquis
dans les derniéres années de nouveaux outils puissants.

Nous avons souligné dans le texte des points qui mé-
ritent encore éclaircissement. Remarquons également que
lorsque les différentes matrices correspondent & des ins-
tants d'observations différents, les résultats fournis ne
dépendent en aucune maniére de la chronologie des obser-
vations. Le temps sera un outil d'interprétation, rien de
plus. Dans sa thése, BOUROCHE [2] a essayé d'utiliser le

temps plus explicitement en le faisant intervenir sous la
forme d'un effet moyen qui pourra étre extrait de chacune
des matrices. Bien que limitée (effet moyen, méi.es varia-
bles et mémes individus, nature algorithmique des solu-
tions) sa proposition reste intéressante quant a 1'idée

-

de faire intervenir le temps a un autre stade que celui de

1'interprétation finale. Nous ne pouvons a ce jour que
constater qu'il y a 13 un probléme ouvert.




(5)

(6)

(9)

(10)
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