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Summary : The hermitian matrices properties give the basis for a new method in
The exploration of asymmetric square matrices in which the rows and the columns
are classified by the same set of entities. In the particular case of preference
data, the present approach can be interpreted as the result of a complex coding
of the preferences given by the individuals. This interpretation leads to the
proposition of a method for the joint analysis of several individual preference

matrices.

Résumé : S'appuyant sur les propriétés des matrices hermitiennes, on propose

une methode originale pour 1'analyse des matrices carrées non-symétriques dans
lesquelles les lignes et les colonnes correspondent aux mémes objets. On montre,
dans le cas des matrices de préférence, que cette approche peut étre interprétée
comme le résultat d'un codage complexe des préférences formulées par chaque in-
dividu. Ce résultat conduit & proposer une méthode pour 1'analyse conjointe de
plusieurs matrices de préférence individuelle.
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1. INTRODUCTION

I.1. De nombreuses situations expérimentales conduisent a 1'étude
des matrices carrées non-symétriques :

Matrice de confusion : On dispose d'une batterie de p signaux (des lettres de

Tralphabet morse par exemple). Un expérimentateur choisit un des signaux de
fagon aléatoire et 1'émet. Un sujet doit restituer le signal qu'il a regu.
La matrice de confusion est la matrice p x p dont 1'é1ément n 4 est le nombre de

fois ot le sujet a restitué le signal 1 alors que le signal k était émis.

Matrice d'échange entre régions : L'étude porte sur un ensemble de p régions et
on s "intéresse aux migrations de population entre les régions. La matrice d'é-
change est la matrice p x p dont 1'élément e est le nombre des personnes quil

habitaient 3 une certaine date dans la région k et qui habitent au moment de 1'en-
quéte dans la région 1.

Matrice de préférence : p produits so
des preferences a pour élément e 1

nt présentés a n sujets. La matrice p X p_
e nombre de fois ol le produit 1 a &té pre-

féré au produit k. Notons que dans cet exemple 1a définition de la diagonale est
ambigué : on peut choisir 0, n, ou % selon qu'on considére que k n'est jamais
préféré a 1 ; que k est toujours préféré a 13 qu'il y a indétermination.

Bilan d'un jeu : p Jjoueurs se sont affrontés 2 & 2 dans un jeu dont 1'enjeu est
Tinancier. Une matrice p x p peut &tre constituée dont 1'@lément U est le gain

du joueur k sur le joueur 1. Dans une telle matrice N1 =

Mk et Mk = 0.

1.2. Pour traiter de telles donnges, le statisticien est enclin a se
ramener 3 des techniques qu'il connait bien au risque d'oublier 1a nature spéci-
fique des données qu'il traite.

La tentation pourra étre de considérer de telles matrices comme un
cas particulier de matrices de dimension p x g et d'employer des méthodes déve-
Toppées pour de telles matrices : analyse en composantes principales, analyse
des correspondances si tous les &léments sont positifs. On deit s'interroger
alors sur le fait que de telles méthodes fournissent des représentations dis-
tinctes pour les objets-lignes et les objets-colonnes alors qu'ici ce sont les
mémes objets qui définissent les lignes et les colonnes.

Une autre tentation pourra étre de symétriser artificiellement la ma-
trice de fagon & pouvoir utiliser les méthodes ‘adaptées a 1'étude des matrices
symétriques : factorisation ; multidimensionnal scaling. I1 faut alors bien
garder en mémcire que les résultats obtenus ont trait a 1a matrice artificiel-
lement symétrisée et non & la matrice de départ.

Le but de notre travail est de proposer une nouvelle approche de
1'gtude de telles matrices, approche qui essaie de ne pas oublier que les objets-
Tignes et les objets-colonnes appartiennent au méme ensemble.

A la suite des travaux de A. GRORUD (6), 1a démarche conduit & faire
un détour par le corps des nombres complexes, ce qui est rare en analyse des
données mais ne présente pas de difficuités majeures. Cette approche conduit
trés prés des propositions faites par A.G. CONSTANTINE et J.C. GOWER (3) pour
1'étude des matrices carrées non-symétriques, ce qui est un encouragement a pour-
suivre dans ce sens. De plus, elle fournit une vision tout & fait nouvelle des
données de préférence puisqu'elle conduit & envisager des codages complexes.
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II. RAPPELS SUR LES MATRICES HERMITIENNES

) Ce paragraphe a pour but de fournir les éléments mathématiques qui
constituent la base de la méthode proposée.

. 1I.1. Soit H une matrice
hermitienne si pour tout couple (k,

H

?)x p, & &léments complexes. On dit que H est
K- H]k’ ol H1k est le complexe conjugué de H]k‘

En écrivant que H = A + iB, cet énoncé est équivalent & 1'énoncé : H est hermi-
tienne si et seulement si A est symétrique (A= tI\) et B est antisymétrique
(*s = - B).

Comme les matrices symétriques réelles, les matrices hermitiennes
possédent des valeurs propres et des vecteurs propres. Les vecteurs propres sont
des vecteurs & composantes complexes mais les valeurs propres ont la propriété

d'atre réelles. Si toutes les valeurs propres sont positives, on dit que la ma-
trice hermitienne est définie positive.

Soit w = u + iv un vecteur propre de H = A+ iB associé & la valeur
propre A. Des calculs simples permettent d'établir les propriétés suivantes :

u Al-B
Propriété 1 : Le vecteur Q--) est vecteur propre de la matrice E = (:--'-—-)

v B A
pour la valeur propre A.

u
Propriété 2 : Si <l—-) est vecteur propre de la matrice E pour la valeur propre
v

-v
X, le vecteur (---) 1'est aussi pour la méme valeur propre.
u

Ces deux propriétés fournissent un moyen simple pour calculer les
valeurs propres et vecteurs propres de H. On calculera en fait ceux de E et on
ne retiendra que 1'un des deux vecteurs propres associés & la méme valeur propre.

11.2. Appelons sJ et w) les deux vecteurs propres de E, normés & 1,
associés & la méme valeur propre Aj (3=1, ...p). On sait que pour E qui est
réelle et symétrique :

g (s9 td twa)

oll tsJ est le transposé de s

; J ooy
sJ=(g=?eth=<-!v)
v u’

On en déduit aisément que :

. p
A (Wt s VI 83y B=
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- NP 1 Lo s
Limitons notre intérét aux vecteurs s1 et w” associés & la plus grande valeur
propre Al et considérons les matrices :

A* = M (u1 tul + v1 tvl)

B*

A (b B Y

A* et B* sont des approximations de A et B. Lorsque toutes les valeurs propres
sont positives (et nous verrons comment nous pourrons nous limiter & ce cas)

1'intérét de A* et B* réside dans le fait que :

est 1a meilleure approximation de rang 2 de E ; ce qui revient & dire que
H* = A% 4 i8* est 1a meilleure approximation de rang 1 de H.

Adoptons alors une représentation qui consiste & associer les deux
axes d'un repére orthonormé de R2 respectivement & u1 et vl.

v1
I
vy —ms e M,
|
t
t
|
R R . |
vk :Mk :
1 1 1
7 u
0 u& u%
ul ul
Le produit scalaire des vecteurs \fﬁl -k et \/X; --1 est égal a A:1 et
1
v v
k

fournit donc une approximation de Ak]'

u
La norme de \/ M --K)est une approximation de A, .
vy

On a donc une représentation approchée de A, tout & fait en accord avec les
représentations usuellement faites en analyse des données,
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Mais on a plus car 8:1 est égal au double de la surface algébrique du triangle
de coté 0 Mk’ 0 M], multipliée par A On a donc 1a une information en signe et
en intensité qui ne fait pas partie des outils classiques de 1'analyse des don-
nées. Elle nous permettra de voir que 8:1 est positif ou négatif selon que

0 Mk succéde ou précéde 0 M] lorsqu'on tourne autour de 1'origine dans le sens
des aiguilles d'une montre ; la surface du triangle nous renseignera sur la va-
Teur absolue de B:]. En particulier la colinéarité de 0 Mk et 0 M] indique que

%
Bk1 est nul,

ITII. APPLICATION A DES MATRICES CARREES NON-SYMETRIQUES

II1.1. L'idée simple & laquelle on est conduit aprés les réflexions
précédentes est de substituer a une matrice carrée non-symétrique, la matrice :

t

t
— (L + . - C
R R )
2 2
¢+t e
A= est symétrique et mesure la part de symétrie présente dans la ma-
2 trice C.
c-% . .
B = est antisymétrique et mesure la part d'antisymétrie contenue dans
2 Ta matrice initiale. On a les propriétés suivantes :

Propriété 3 : On ne modifie pas la représentation en ajoutant une constante aux
é1éments diagonaux de C.
Par construction on a : diag. (B) = 0 et diag. (A) = diag. (C).
Le résultat découle directement du fait que E et £ + kI ont les
mémes vecteurs propres. Si A est une valeur propre de E, A + k est
Ta valeur propre correspondante de E + kI.

Cette propriété permet de ne pas se soucier du signe des valeurs
propres de E. Le vecteur associé & la plus grande valeur propre est
toujours celui qui est retenu.

Propriété 4 : Si C est centrée en 1igne et en colonne pour des poids di (i = 1,
.» p), la représentation obtenue est centrée pour les mémes poids.

Soit D la matrice diagonale p x p, d'éléments diagonaux Dy = di'

Considérer que la matrice initiale est centrée en ligne et en co-
lonne revient & considérer une matrice de la forme :

(I-11'D) C (I -D11')

On a alors pour partie symétrique :
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(I-110) £2C' (1 L pyegey
1 > 11

et pour partie antisymétrique :

(r-1w0) &=L (- 011

2
D1
Le calcul permet de vérifier que Te vecteur B-I

est vecteur propre de Ta matrice E pour la valeur propre 0.

Puisque E est symétrique, ses vecteurs propres sont orthogonaux.
I1 s'ensuit que pour le vecteur 51

u- D 1 = v'D 1 =0

Remarque : Dans leurs travaux A.G. CONSTANTINE et J.C. GOWER propose de re-
presenter séparément A et B. Nous proposons de lTes représenter C°“3°T”tem??$ﬁ_
La représentation séparée a 1'avantage d'étre optimale pour A et B mats at e
convénient de ne pas étre conjointe. La représentation conjointe a Tinanoa%i_
d'étre conjointe, optimale pour E ; elle a 1'inconvénient de ne pas étre P
male pour A et B séparément.

II1.2. Exemgles :

. s ésenter les

Pour illustrer notre proposition, nous avons retenu de présente
résultats obtenus pour les matrices de LE NY et ROTHKOPF qui sont proposées
également par J.P. BENZECRI (2).

3 i ! i 6 x 6. Les
a) Dans les données de LE NY, on dispose d'une matrice .
objets &tudiés sont des sons de fréquence croissante. Ml est le nombre de fois

oi le son 1 a &té& donné en réponse alors que le son k était émis.
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Réponses
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:
‘
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1

La figure 1 fournit la représentation obtenue dans 1'analyse de cette
matrice. On voit que cette représentation suggére une énumération des sons en
fonction de leur fréquence. On peut trouver plusieurs explications a cette dis-
position. Si on remarque que " est toujours inférieur & Ny s ON peut inter-

préter la position des points en référence a 1a dissymétrie de la matrice.

On peut dire aussi que les points sont rangés dans un ordre qui est sensiblement
fonction de 1'utilisation du son comme réponse (somme de 1a colonne) que cette
utilisation soit faite & tord (éléments non-diagonaux) ou & raison (&lément
diagonal). Ce classement correspond aussi au classement auquel conduit le cri-
tére défini par la différence entre le nombre de fois ou le stimulus provoque
une fausse réponse et le nombre de fois ol il est utilisé comme fausse réponse.

La figure 2 fournit la représentation obtenue dans 1'analyse de la ma-
trice centrée déduite de la matrice initiale par la transformation rappelée dans
la proposition 4. L'allure parabolique de cette représentation rappelle curieu-
sement 1'effet Guttman.

b) La matrice des données de ROTHKOPF (8) concerne les lettres et les
chiffres de 1'alphabet Morse. Elle est donc de dimensions 36 x 36. Nous ne la
reproduisons pas ici. Dans cette matrice " est la proportion des fois ol les

sujets ont cru entendre deux signaux identiques alors qu'on a émis k suivi de 1.

Lorsqu'on applique 1a méthode que nous proposons, on.obtient bien sir
une représentation des 36 points. Pour simplifier 1'interpétation nous n'avons
représenté que les 26 lettres dans la figure 3. Les 10 chiffres sont représentés
dans la figure 4.

On constate dans la figure-3 que la distance d'une lettre a 1'origine
est a peu prés proportionnelle & la longueur du signal qui lui est associé
(le trait et 1'espace séparant deux caractéres valent 3 points). On note aussi
que :
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FIGURE 1

~

Figure 2

A d
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u (..—) précéde d (—..)
W (.- —) précéde g (——.)
v (...—) précéde b (—...)

On est conduit & interpréter que les Tettres associées & des signaux
courts sont moins souvent impliquées dans les erreurs que les lettres associées

-4 des signaux longs et que, pour des signaux de méme longueur, les lettres com-

mengant par des points le sont moins que les lettres commencant par les traits.
La distance & 1'origine apparait ici comme 1iée & 1'intensité des erreurs dans
laquelle la lettre est concernée (la partie symétrique).

En se rapportant aux données, on remarque que la lettre u (..-) en-
traine moins souvent une fausse réponse quand elle est émise en premier que quand
elle est émise en second. Au contraire, la lettre y (—.— —) entraine plus sou-
vent une fausse réponse quand elle est émise en premier que quand elle est émise
en second. On peut donc penser que u et ses voisines sont des lettres que Tes
sujets identifient bien quand elles sont émises en premier. Ils Tes mémorisent
bien et sont assez souvent capables de reconnaitre si le signal qui les suit Teur
est identique ou non. Au contraire, y et ses voisines sont plus rarement identi-
figes et mémorisées ; les sujets ont de la difficulté & dire si le signal qui les
suit leur est identique ou non. On a donc ici une illustration de la représenta-
tion des dissymétries : les lettres placées vers le haut de la représentation
sont les lettres qui entrainent peu d'erreurs quand elles sont émises en premier 3
les lettres placées vers le bas sont les lettres qui provoquent des erreurs
quand elles sont émises en premier.

La figure 4 montre que les chiffres ont une organisation qui leur est
propre. La superposition des figures 3 et 4 permet de constater que 5 (voned)
se confond facilement avec h (....) et 2éro (- ———~— ) avec la Tettre 0 (——-).
Sur 1'axe horizontal on retrouve les signaux commengant par des points avant les
signaux de méme longueur commengant par des traits. On peut également dire de
5 (s0ee.), et de zéro (— ——— - ) ce qui a été dit de u : ce sont des signaux
assez bien reconnus quand ils sont émis en premier.
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IV. LE CAS PARTICULIER DES MATRICES DE PREFERENCE

IV.1. Soit C une matrice de préférence ; 1'&1ément (k,1) de C est M

le nombre de fois ol 1'objet k a &té préféré a 1'objet 1. Si n sujets ont été
interrogés ; Mgy * Ny = M. La propriété 3 permet de ne pas se soucier outre me-

sure de la valeur des &léments diagonaux de C. Pour faire un choix nous les

prendrons égaux a &,

2

Les éléments des matrices A et B définies précédemment sont pour tout
couple (k,1) :

n
A = —
k1 5
pour tout k : Bkk = 0
N, - n n-2n
pour tout couple : (k,1), k #1 : B, . = K1 L 1k
ki 2 2
. n-2 "

2

Considérons un codage complexe des préférences défini de la fagon suivante.
A 1'individu j(j=1... n) , on associe la matrice S7, p x p, définie par :

pour k # 1 : Sﬂ] = é (1 +14) si k est préfére a 1
=Ly efere a k
k1= 5 - i) si 1 est préféereé
R |
pour tout k : Sk = =
n
Soit S= ] 8
j=1
. _n
pour tout k : Sk = =
n n-n
pour k #1115, = Kl (1+1) + kb1 - 1)
2 2
n-2n
_n k1
Sk] ===
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On a donc S = A + iB. La procédure que nous avons proposé dans le paragraphe III

correspond donc & un codage complexe implicite des données de préférences.
A chaque individu es{ associé une matrice hermitienne SJ: Le point de vue de
T'ensemble des individus se traduit par S la somme des sd.

Remarque : On peut écrire la matrice 3 sous la forme :

25t =14
1
oll T est une matrice p x p dont tous les &léments sont égaux & 1 et N une matri-
antisymétrique.
l:-N
En associant & 2 S9 la matrice EJ ={-Z-4---
ol
Ny o~

u
On constate que pour tout vecteur w = 6-—) on a :

ot
=
m
(%
=
"
H t~1 T

up ]+ DY >0
1 i=1

ce qui établit que les matrices £J et donc s sont définies positives.

IV.2. Dans la ligne des travaux de H. L'HERMIER (7), Y. ESCOUFIER et
H. L'HERMIER (4), P. CAZES et all. (1), on peut se demander si le point de vue
de 1'ensemble des individus est bien traduit par S. Ne pourrait-on pas cons-
n 3
truire une matrice S* = ) a; s qui soit un meilleur compromis que S ?

j=1

Suivant ces travaux on est conduit & considérer successivement :

iy Tr(H tH2) produit scalaire sur 1'ensemble des matrices hermitiennes
P X p.

ii) F matrice n x n, d'&léments Fyy = Tr (s’ tSJ).

Parce que les Sj sont définies positives, les @léments de F
sont tous positifs.

(La factorisation de F fournit une représentgtion des individus.
Des individus qui se ressemblent, c'est-id-dire qui ont donné des
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des préférences peu différentes sont voisins).

ii1) o le premier vecteur propre de F, d'éléments Ups wees Op (Les ay sont tous

Positifs puisque Tes éléments de F sont positifs).

P .
On peut alors définir s* = ) o sJ et démontrer que s* est la combinai-
j =

n -
son lingaire des $3 qui maximise § (Tr (s* tSJ))Z sous la contrainte
=i

.i

n ot~ =
Q
no
n
—
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