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CHOIX DE VARIABLES EN ANALYSE EN
COMPOSANTES PRINCIPALES

L. BONIFAS, Y. ESCOUFIER, P.L. GONZALEZ, R. SABATIER
Unité de Biométrie 9, Place Pierre Viala 34000 Montpellier Cedex

RESUME

Un bref rappel des propriétés d’approximation de l’Analyse en Composantes Principales
permet de poser clairement le problème de l’Analyse en Composantes Principales par rapport
à des variables instrumentales et d’en expliciter les solutions. On en déduit une démarche de
choix de variables en Analyse en Composantes Principales. Les résultats d’une application sont
présentés.

INTRODUCTION

Cet article voudrait atteindre deux objectifs : en premier lieu, il souhaite
contribuer à une promotion de 1 emploi des méthodes "d’analyse en Composantes
Principales par rapport à des variables instrumentales", et de "Choix de variables
en Analyse en Composantes Principales". Pour cela il apporte les justifications
mathématiques de ces méthodes et fait référence aux programmes disponibles
auprès des auteurs.

Le second objectif est de rappeler clairement que la mise en oeuvre d’une

Analyse en Composantes Principales (ACP) repose non seulement sur des données,
mais aussi sur le choix d’une métrique. Il en découle que toutes les procédures qui
élaborent des cheminements compliqués pour choisir des variables en ACP puis
mettent en oeuvre l’ACP sur les variables choisies sans se poser la question de la
métrique à utiliser avec ces variables, sont améliorables. Les résultats des para-
graphes II et III montrent clairement la marche à suivre dans la résolution de ce
problème.

I. RAPPEL SUR L’ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES (ACP)

Disposant d’un tableau T, nxp, des mesures de p variables quantitatives faites
sur n individus, le chercheur qui veut explorer les liaisons linéaires entre les
variables et les ressemblances entre les individus peut faire appel à l’ACP. Pour
mettre en oeuvre cette méthode, il devra faire des choix que la présentation
des techniques d’Analyse des Données popularisée en France par le livre de
F. CAILLIEZ et J.P. PAGES [2], rend explicites.
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L’étude des liaisons linéaires entre les variables suppose le calcul de coeffi-
cients de covariance et de corrélation, ce qui nécessite l’affectation de poids aux
individus. Une matrice diagonale positive D telle que ts n D03B4n = 1 où Sn est un
vecteur de Rn à n composantes égales à l’unité, définit ces poids.

De même. l’étude des ressemblances entre les individus suppose une quantifi-
cation de ces ressemblances par le calcul de distances euclidiennes entre les indi-
vidus rendu possible par le choix d’une métrique Q sur RP. Ces choix faits et X
étant le tableau des données centrées pour les poids D (X = (In - Sn tSnD)T),
il est possible de calculer les axes principaux de RP et Rn définis par :

tels que

où

tels que

où

De ces axes, on déduit les coordonnées principales

(aussi appelées composantes principales pour qui vérifient :

Ainsi, dans le cas q = p, les coordonnées principales dans Rp permettent
une reconstitution exacte de tXDX, matrice de variance des variables observées :

p

la covariance des variables i et i’ est égale au produit scalaire L ~03B1i ~03B1i, des
«=1 

vecteurs (~03B1i; a = 1,..., p) et (~03B1i’; 03B1 = 1,..., p).
De même, dans ce cas, les composantes principales permettent une recons-

titution de XQtX, matrice des produits scalaires entre individus : la ressemblance
p

entre les individus j et j’est quantifiée par la distance 03A3 (Vlaj - VI aj,)2 entre
a=l

les points de coordonnées (VI aj ; a = 1,..., p), (03C803B1j’ ; a = 1,..., p).
Si Q est l’identité de Rp et D = (1/n)In, les représentations obtenues en se

limitant à (~1, ~2) et (VI 1 ’ VI 2) fournissent des approximations visuelles des cova-
riances et des ressemblances entre individus.
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On sait par ailleurs [10], [13] que pour q donné les approximations de

tXDXQ et XQtXD fournies respectivement par L ’Pa t’PaQ et 03A303C803B1 t03C803B1 D
«=1 a=l

sont les meilleures qui puissent fournir q vecteurs Q-orthogonaux de RP d’une part
et q vecteurs D-orthogonaux de R n d’autre part quelles que soient les normes
unitairement invariantes utilisées dans RP ou Rn pour apprécier la qualité de ces
approximations [14].

Un résultat analogue, connu sous le nom de "formule de reconstitution des
données" existe pour X. Pour Q = L tL, A de dimensions nxp et Il A 112 = Tr(tAA),
on a:

Il sera utile pour la suite de remarquer que :

où RV est le coefficient défini entre deux opérateurs D-symétriques de Ruz, AD et
BD par

On remarque aisément que ce coefficient peut s’interpréter comme le cosinus
des vecteurs de Rnxn dont les éléments sont respectivement fournis par ceux de
AD et BD. De plus, la symétrie de A et B permet d’assurer la positivité de
Tr (ABDB). Il en résulte que 0  RV (AD, BD)  1. D’autres propriétés de ce coef-
ficient sont exposées en (3).

Il. L’ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES PAR RAPPORT A DES
VARIABLES INSTRUMENTALES

11.1. 2013 D’après ce qui précède, à une étude (X, Q, D) nous savons associer un opé-
rateur de R", WD = XQtXD qui en est caractéristique au sens où ses vecteurs
propres ; a = 1, ... , p) convenablement normés permettent une représenta-
tion des individus dans laquelle les produits scalaires entre individus sont égaux
aux éléments de W, tandis que pour q  p, les vecteurs et = 1, q) permet-
tent la meilleure représentation possible de W.

Ce point étant acquis, on peut alors s’interroger sur le problème suivant :
une étude (X, Q, D) étant donnée et des données Y étant observées sur les mêmes
individus munis des mêmes poids, peut-on trouver une matrice symétrique définie
ou semi-définie positive, c’est-à-dire une métrique "au sens large" M, à utiliser avec
Y pour que les études (X, Q, D) et (Y, M, D) conduisent aux mêmes opérateurs,
donc aux mêmes composantes principales et par conséquent aux mêmes repré-
sentations des individus. La suite montrera que la réponse à cette question est en
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général négative. La formulation adoptée permet cependant de bien mettre en
évidence ce qu’il est possible de faire.

Supposons en effet que X soit de dimension n x p et Y de dimension n x q.
Posons :

Le calcul permet d’établir le résultat suivant

Lemme : Pour toute matrice symétrique R, qxq, on a :

Il en découle :

Pr(!priété 1 : Pour toute métrique M, qxq

Démonstration : On peut écrire

et le résultat s’obtient en appliquant le lemme à R = B - M.
Cette propriété montre que la norme de la différence entre XQtXD et

YMtYD dépend de deux termes :
- d’une part IIXQtXD - YBtYD 112 qui ne contient pas la métrique M. C’est dire

que ce terme mesure ce qui est présent dans (X, Q, D) et ne pourra jamais être
reconstruit à partir d’une étude bâtie sur Y.

- d’autre part IIYBtYD - YMtYDII2 qui dépend explicitement du choix de M,
le meilleur choix étant B.

II.2.

Propriété 2 IIXQtXD - YBtYDII2 = IIXQtXDII2 ( 1 - RV2 (XQtXD, YBtYD))
Démonstration : Le lemme appliqué à la matrice B elle-même donne

IIYBTYD 112 = Tr [(YBtYD)2] = Tr (XQtXDYBtYD)
Il en découle :

d’où le résultat.

Posons Py = YS-1YY tYD le projecteur D-orthogonal sur le sous-espace Ey
de Rn engendré par les variables qui définissent Y.
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On trouve donc que la meilleure reconstitution de la représentation des
individus fournie par (X, Q, D) sur la base des variables Y est fournie par l’étude
(PyX, Q, D) c’est-à-dire l’étude faite sur les projections orthogonales des variables X
sur le sous-espace Ey pour la métrique Q. Cette remarque donne un point de vue
sur la régression peu souvent mis en avant. De plus si X se réduit à une seule va-
riable, le calcul montre que RV(XtXD, YBtYD) est égal au carré du coefficient de
corrélation linéaire entre X et Py X, c’est-à-dire au carré du coefficient de corré-
lation multiple entre X et Y.

11.3, Intéressons-nous maintenant au second terme du second membre de l’égalité
de la propriété 1.

Soit U la matrice q x r des r axes principaux de Rq associés aux plus grandes
valeurs propres de l’étude (Y, B, D).

Propriété 3 : Parmi toutes les métriques M, q x q, de rang r le meilleur choix est
fourni pour M = BUtUB.

Démonstration : On sait que tYDYBU = UA avec tUBU = Ir. Un calcul classique
utilisé dans l’établissement des "formules de transition" permet d’établir que
YBU = 03C8 où ’" est la matrice n x r des r premières composantes principales de
(Y, B, D). Choisissons alors M = BUtUB.

r

On a YMtYD = ",t ’" D = L "’a t", aD. Un retour aux résultats rappelés
a.= 1

dans le paragraphe 1 établit la propriété.
De plus, la remarque finale du paragraphe I permet d’écrire pour ce choix

particulier de M :

Corollaire :

Démonstration : on a

et le résultat en découle en utilisant les propriétés 1 et 2.

En conclusion, l’Analyse en Composantes Principales des données Y par rap-
port à l’étude de référence (X, Q, D) revient à réaliser l’ACP du triplet (Y, B, D)
qui est équivalente du point de vue de la représentation des individus à l’ACP de
(PyX, Q, D). Un programme permettant la mise en oeuvre de cette méthode a été
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intégré dans la bibliothèque ANADO disponible au CNUSC. Des copies peuvent
être fournies par les auteurs.

L’annexe 2 de la thèse de R. SABATIER [13] fournit une description pré-
cise de ce programme.

Remarque 1

Les solutions de FACPVI telles que proposées pour Q = 1 par RAO [9] corres-
pondent donc à Z Al/2 . Elles conduisent à des composantes principales

Or

Remarque 2

On peut écrire :

Si on note l’élément (i, j) de la
métrique Q, on peut écrire :

Si Q = Ip, on a donc la somme des carrés des covariances entre les variables 03BE03B1 et
Xi. On retrouve la présentation faite par OBADIA en termes de "composantes
Explicatives" [8].

III. CHOIX DE VARIABLES

L’étude (X, Q, D) étant donnée, nous extrayons r colonnes de X qui per-
mettent la construction d’une matrice notée Y[r]. Soit B[r] la matrice à associer à
Y[ri pour que les études (X, Q, D) et (Y[r], B[ri , D) soient les plus proches pos-
sibles. Bir, a été définie au paragraphe précédent.
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Soit R l’ensemble des matrices à r colonnes extraites de X, nous souhaitons
résoudre le problème suivant :

D’après la propriété 2, ce problème est équivalent au suivant :

Pour r et p suffisamment petits, on peut toujours envisager le calcul exhaustif
sur [ensemble des possibilités offertes. Lorsque r et p deviennent raisonnablement
grands, cette solution n’est plus possible et l’optimum ne pouvant être défini de
façon analytique, on propose un algorithme progressif pour sa construction.

Le lemme permet d’écrire :

Choisissons pour L[r] tL[r] la décomposition de CHOLESKI de !Y[r] D Y[r]
(Lr r est triangulaire inférieure) et posons

Connaissant les [r - 1] J premières variables retenues qui constituent Y ir- 11 on
connait E[r- 1 . et il est facile d’en déduire L[rl] due à l’introduction d une rième
ligne de la matrice symétrique A[ ri *
On a alors :

ce qui sert de base à la construction de l’algorithme progressif qui maximisera
Tr(XQtXDY[r]B[r] tY[r] D) donc RV2 (XQtXD, Y[r]B[r] tY[r]D).

Un programme est également disponible dans la bibliothèque ANADO (uti-
lisable au CNUSC) ou auprès des auteurs. TI permet de s’occuper du choix des va-
riables sans s’occuper du choix de B[r option métrique identité) de limiter la re-cherche de la métrique à utiliser avec Y jrl à celle d’une métrique diagonale (option
métrique diagonale) ; ou de résoudre le problème général tel qu’exposé ici. Le

programme permet d’imposer la prise en compte de certaines variables dans le
choix.
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IV. EXEMPLE

Dans une étude concernant la population atmosphérique, on dispose d’un
réseau de 18 stations de mesures numérotées de 1 à 18. On dispose de 562 mesures
journalières de fumées noires concomittantes sur ces 18 stations qui permettent
de calculer la matrice des corréaltions fournies à la fin de l’article.

Ayant décidé d’extraire de ce réseau, un réseau restreint à 10 stations, le
programme de choix de variables décrit au paragraphe III fournit les résultats consi-
gnés dans la table I.

TABLE 1

La valeur du dernier coefficient RV obtenu est en elle-même une informa-
tion sur la qualité de l’approximation faite qui s’interprète par référence à la pro-
priété 2.

Dans la pratique, il apparait que donnée sous cette forme, la solution ne
satisfait pas pleinement le spécialiste de la pollution qui la trouve peu explicite.
Pour l’éclairer, plusieurs possibilités sont envisageables :

1) Utilisant le support visuel de l’implantation géographique du réseau initial,
on fait apparaître le réseau restreint. Bien que certaines informations puissent
être tirées de cette représentation, elle n’apporte aucune précision sur les raisons
du choix.

2) Une seconde solution consiste à calculer les coefficients de corrélation
multiple entre les variables non retenues et les variables retenues. On passe ainsi
d’un critère RV global à des critères plus individuels. Les valeurs obtenues pour
l’exemple étudié sont présentées dans la table II.

3) Une dernière solution, qui a l’avantage de mettre en évidence les
contraintes d’évolutions du programme, consiste à réaliser une classification auto-

matique des stations sur la base de la matrice des corrélations puis à positionner
sur cette classification les stations retenues. On voit alors que le programme cherche
à énumérer les variables dans un ordre tel que, à tout moment, les différents parti-
tions apparues soient représentées de façon équitable.
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TABLE II

Figure 1. - Classification obtenue en appliquant le programme CAH2COORD
du logiciel ADDAD à la matrice des corrélations
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Pour interpréter les résultats obtenus sur l’exemple traité et présentés dans
la figure 1, on notera que les stations 14, 17 et 18 avaient été imposées pour des
raisons extérieures à la logique mathématique.

*

L’application qui illustre cet article est tirée d’un travail réalisé dans le cadre
d’une collaboration avec la direction environnement de la Société Nationale Elf

Aquitaine. Les auteurs tiennent à remercier cette société pour le soutient qu’elle
leur apporte.
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