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Pour expliciter un ensemble de critéres d'approximation
optimisés par les solutions de 1'Analyse en Composantes
Principales, on rappelle des résultats sur Tes valeurs sin-
guliéres d'une application linéaire d'un espace euclidien
dans un autre, puis des théorémes d'approximation concernant
ces valeurs singuliéres. On montre alors que les normes uni-
tairement invariantes sont des fonctions croissantes de ces
valeurs, ce qui permet d'obtenir Tes résultats souhaités.

INTRODUCTION

‘Réaliser une Analyse en Composantes Principales (ACP) consiste & substituer a un
tableau de données un ensemble de graphiques et de nombres choisis pour mettre
en évidence les ressemblances entre individus et les liaisons entre variables,
ressemblances et Tiaisons qui sont contenues dans Te tableau initial mais restent
inaccessibles par une lecture directe.

Dans une présentation de 1'Analyse des Données popularisée en France par
F. CAILLIEZ et J.P. PAGES (1) au tableau T des données contenant les mesures de
p variables quantitatives faites sur n individus sont associés :

- une forme bilinéaire définie positive Q sur RP permettant le calcul des distan-
ces entre les individus ;

- une forme diagonale positive D sur R" nécessaire au caleul des liaisons entre
les variables ;

- le tableau X, n x p, des données centrées pour les poids définis par la diagona-
le de D.

Du triplet (X, Q, D) se déduisent alors 1'opérateur V = tXDX de RP qui décrit les
covariances, c'est-a-dire les indices de liaisons entre les variables et

W= XQtX de R" qui décrit les produits scalaires entre individus. L'ACP fournit p
vecteurs, dans un espace de dimension faible dont les normes et les angles mutuels
sont des approximations des éléments de V. Elle fournit de méme des approximations
des éléments de W.

Le but de cette contribution est de souligner que les approximations ainsi obte-
nues sont les meilleures au sens de critéres trés nombreux et pas seulement au
sens des critéres usuellement choisis pour introduire la méthode.

Pour atteindre cat objectif, on s'appuiera sur la notion de valeurs singuliéres
d'une appiication lindaire, On rappellera des résultats d'approximation les concar-
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nant, ce qui permettra d'établir que les approximations obtenues sont optimales
pour toutes les fonctions croissantes de ces valeurs. On terminera par une &tude
des normes unitairement invariantes qui conduit & expliciter une gamme de critéres
simples adaptés & 1'appréciation de Ta qualité des approximations obtenues.

Pour conserver au texte une longueur raisonnable la plupart des démonstrations
sont omises dans la premiére moitié du texte soit parce que Tes résultats concer-
nés sont jugés suffisamment courants dans Te contexte de 1'Analyse des Données,
soit a cause de leur simplicité.

VALEURS SINGULIERES D'UNE APPLICATION DE L(E,F)

On considéere deux espaces vectoriels réels E et F de dimension respective p et q
et les espaces euclidiens (E,M) et(F,N) obtenus en les munissant respectivement
des formes bilinéaires symétriques définies positives M et N.

Soit L(E,F) 1'ensemble des applications linéaires de E dans F et A € L(E,F).

Définition 1 : On appelle application adjointe de A, 1'application A* ¢ L(F,E)
&finie par :
V(x.y) € E X F : N(Ax,y) = M(x,A%y)

pefinition 2 : Si B € L(E,E), B est appelé un opérateur de E. I1 est dit M-symé-
trique si B¥ = B.

pDéfinition 3 : Un opérateur M-symétrique de E et idempotent est un M-projecteur.
Propriété 1 : si ta est 1'application transposée de A alors A* = M'1 tA N
Proprieté 2 : Si B € L(E,E) est M-symétrique alors t(MB) = MB.

Soit B un opérateur M-symétrique de E. Notons A, > Ap 2 oinz Ap ses valeurs pro-
pres non nécessairement distinctes et {¢i 3 i=1, ... p} un ensemble de vecteurs
propres associés de M-norme unité ; les vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes non nulles sont M-orthogonaux entre eux ; ils peuvent étre
choisis ainsi lorsqu'ils sont associés & des valeurs propres &gales ou nulles.
L'ensembie de ces vecteurs propres constitue un base M-orthogonale de E.
Propriété 3 : Soit Pi € L(E,E) défini par :
¥x € E, Pi(x) = M(¢i’x)¢i
Alors B = .E AiPi
i=1

Remarque : En identifiant M & 1'application lingaire de E dans EX qu'elle per-

met de définir on peut &crire M(¢i,x) = M(¢i)(x) ce qui permet d'a-

dopter Ta notation Pi =45 - M(¢i)

Propriété 4 : Les P, sont des M-projecteurs de E.

Conséquences : - ) P, =1Ig (Identité de E)

- Si r est le nombre de valeurs propres non nulles de B comptées
avec leur multiplicite,
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P, =R
181 1 r (projecteur sur Im(B))
Py = f%{r (projecteur sur Ker(B))
i=r+l

Soit A € L(E,F) ; on considere A*A € L(E,E)

Propriété 5 A¥A est M-symétrique et ses valeurs propres non nulles sont
positives.

Définition 4 : Notons Al > Ar e 2 Ar les r valeurs propres non nulles de

r
A*A. On a alors AA = § 2, P,
i=1 ']

n
He~1-s
1
0

On appelle module de A et on note |A|, 1'opérateur {A|

Propriété 6 : Si B est un opérateur M-symétrique de L(E,E) & valeurs propres
positives, [B] = B.

Proposition 7 : Pour tout A € L(E,F), i1 existe
U € L(E,F) unique telle que A = UjA|

Démonstration : On remarque d'abord que Ker (A) = Ker (A*A). En effet
Ay = 0= A*y =0et A%y =0 = N (y,A%Ay) =0 = N (Ay,Ay) = 0
d'oll Ay = 0

Soit alors (Pi 3 i=1, ..., p) 1'ensemble des projecteurs associés a une

base orthonormée de vecteurs propres de A*A et (Pi 5 i=1, ..., r) 1'ensemble
de ceux qui sont associés a des valeurs propres non nulles notées (Ai 3 i=1,
cees T

Ap r r
0 . A = P.) = A P.} = AP,
e (121 i) (121 i) '21 !
r r
= (] AP (T VAP

L'unicité découle de 1'égalité Ker(U) = Ker(A)

Proposition 8 : u u* =f%? (projecteur sur Im(A))

Ig - vy - Sﬁir (projecteur sur Ker(A))
Définition 5 : On appelle valeurs singuliéres de A € L{E,F) les valeurs propres de
|A|
Notations : Si |A| = izl /7; Pi’ on notera 1'ensemble des valeurs singuliéres de A

par s(A) =(/X,i_, /5\:) = (S'i(A)’ cies SY‘(A))'
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)* = A on se

g |1/2 x 1/2 5
On remarquera que sk(A) = sk(A A) = sk(AA ) et comme (A
permettra par la suite de supposer p < g. S'il en était autrement, on travaille-

rait avec A*. On pourra alors sans ambiguité écrire s(A) = (/“;, /25,..., «ﬁ;; o

..,0) € RY .

UN THEOREME D'APPROXIMATION CONCERNANT LES VALEURS SINGULIERES DE A € L(E,F)

Les premiers résultats de ce paragraphe concernent les propriétés extrémales des
p

éléments propres de B = ] Ai P, € L(E,F). La propriété 13 énonce le résultat

i=1
central pour notre point de vue.

Propriété 9 :
¥x EE, x#0

M(Bx,x) _ M(Boyhoq)
M(x>x)  M(dy59q)

M(Bo_,4 )
VX 6E, X #0 o MBxx) T RTRT L

MOGX)  M(6e) P

Si pour 1 < k < p, Ek(B) est le sous-espace vectoriel de E engendré par ¢1, 3

&> et E, (B) son orthogonal, on peut énoncer.

k (

Propriété 10 :

1 M(Bd) v¢ )
Vx € Ek (B), x # 0 M(Bx,x) < k+1°7k+1 .
M(X,X) M(¢k+l’¢k+1)
M(Bdy . ¢ sy, 1)
Bx,
VX € Epyq(B) % # 0 M(Bx,x) ,, —Tk+1'Tktl Mes1

MOGX)  M(Byqa041)

Si E » a (respectivement E < a ; E = a) désigne 1'ensemble des sous-#&fatus

vectoriels de E de dimensions supérieures ou égales & a (respectivement
inférieure ou égale a a ; égale @ a) on a : '

Propriété 11 : (Théoréme de Courant-Fisher)
¥k =1, ..., p-1

Inf Sup MBx.X) _ gyp . M(BX,X) , A8
HeEspk xEH MOGx) ke g (B) M(x,x)
x X #0
Sup Inf M(Bx,x) inf M(Bx,x) , .p-
HEE>pk i S g M(xsX) ¢ £y () M(x %)

x ¥ 0
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Propriété 12 : (Théoréme de Sturm)

Si P est un M-projecteur de E de rang p-k tel que s (P B P) = (ul, L up),

on a : Vi € (1, ..., p=k) Mgk S Hi €N

¥i € {p-k+l, ..., p) py = 0

Remarque : On trouve un énoncé de la réciproque de ce théoréme dans (5)
et une démonstration dans (3)

r
Propriété 13 : Soit A € L(E,F) de rang r telle que A*A = § Ay Py et A= UJAL

i=1

Soit Ak € L(E,F) de rang k ¢ r

Alors 1) si(A°Ak) > Si+k(A) si itk ¢ r

s;(A-A) 2 0 si itk > r
- . - - k
2) Les égalités dans 1 sont atteintes pour Ak =U( 7§ /X; Pi)
i=1
Démonstration :
1) Soit Ak = V:Ak| la décomposition de Ak que permet la proposi-
tion 7.

Posons B = (I -V*V)(A-A)X(A-A ) (1-VRV)
On a :
2
ST (AR = A ((A-B)X(AA)) 5 3(B) = sup {”—(—Bﬁl}
x ¢ E}_ (8) L MO0X)

Posons alors B = (IE-V*V)A*A(IE-V*V) x'# 0

On remarque que B et B coTncident sur Ker(Ak) si bien que :

S2(Ak) 5 sup {M}
M(x,
x ¢ 5 () L M(6x)
x#0
s> Inf Sup {M}
HeEsp-(i-1) xeH L Mxx)
x#0

L . %
Ai((IE~V V)A A(IE-V )
D'aprés la proposition 12, on a donc :

pour 1 ¢ rk Mok (B8) < STy (Amy)
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et pour 1 » r-k nf (A-Ak) » 0
[
2) Le résultat s'obtient en remarquant que A Ak A P)
fuke]
On note H' = {a = (a a,) € Rk /a 2 }
(S L LA T S "

et sur HE, on définit Ta relation d'ordre partiel ¥a 6 H, ¥b & H:

{a £ b} <= {a; < bi’ pour tout i=1, ..., k}

Definition 6 : On dit que la fonction f : Rk R ast crolesante wu h; P

si et seulement si {¥a € H:. Vo € Hyy g B} = [F(g) & f1b)

Propriété 14 : Soit f une fonction craiusante pour W H; Paiy Yo appl bom
tion A € L(E,F), on pose

o(R) = f(s(A))

i
Alors Min (A-A (A=A p(AL T M)
A € L(EF) $ih) & aflengl myy W
rg(Ak) « k

La démonstration découle directement de la propri&té 13 qui a Gtablit wum [
toute application

~

A € L(ESE), s(A-A) > s(A-A))

Remarque : On peut ici faire un inventaire des fonctions f croissantes pour « hur
H;. Y. JAN, dans un travail récent ( 6) démontre 1'équivalence deu

propositions suivantes :

+

+
1) ¥ (ays «oosay) €L ¥ (bys s b)) €KY

p
(al, cees ap) < (bl’ ey bp) = f (al, cees ap—l’ 0) ¢ f (bl' "'||)

2)VkE1, ..., p

Min (AR = 6(A-A))
A € L(E.F)
rg(Ak) =k

Le paragraphe.sujvant s'intéresse a la classe particuliére des fonctions associées
aux normes unitairement invariantes sur L(E,F)

NORMES UNITAIREMENT INVARIANTES SUR L(E,F)

Définition 7 : Une norme notée || || sur L(E,F) est dite unitairement invariante
si et seulement si pour tout A € L(E,F)
tout U € L(E,E) tel que U™ = I

tout V € L(F,F) tel que Vv = &
on a [IAl] = |uav¥||

Propriété 15 : L'application || ||, de L(E,F) dans R* definie par

t
P, 1/2

[1Al ] = L. s5(A) est une norme unitairement invariante sur L(E,F).
i=1

Remarque : Cette norme est en fait un cas trés particulier car elle décou-
le du produit scalaire :

Ay 6 L(EF) [ o ) ] 12
> | 1 s; (M%)
1

A, € L(E,F)

Elle nous sera utile dans le paragraphe suivant.

Propriété 16 : Toute norme définie sur L(E,F) & partir des valeurs singuliéres
est une norme unitairement invariante.
Démonstration :
D'aprés les paragraphes précédents

s2(UA) = s, ((UM*(UR)) = s, (A%URuR) = s, (A*R) = sE(A)

et de méme
SZ(AV%) = s (AVFAV)R) = s (AVUAY) = s (AR%) = sB(A)
I1 en découle que s?(UAV*) = sf(A) ce qui établit Te résultat.

Propriété 17 : Si A et B € L(E,F) ont les mémes valeurs singuliéres alors pour
toute norme unitairement invariante ||A|| = ||B}]

Soit {¢1, cees ¢p} une base de E formée des vecteurs propres M-orthonormés de A*A

éventuellement complétée par des vecteurs de Ker(A). D'aprés la propriété 3 on
peut &crire :

P
VX EE  A(x) = '21 M(0;5%) A(ey)
1=

D'od 1'on déduit que pour tout opérateur
V € L(E,E) et U € L(F,F)

¥ EE  UAVR(x) = _E M(V(¢5)>x)U(A(45))

i=1
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On peut remarquer &galement que les A(¢1) forment une famille orthogonale de vec

teurs propres de AR¥. On peut alors construire une base de F, N-orthonormale
(wl, - wq) dont les r premiers vecteurs seront les A(¢i)/si(A)

B € L(E,F) ayant les mémes valeurs singuliéres que A, peuvent lui étre associées
de 1a méme maniére une base (¢i, ceas ¢6) de E et une base

(U)Ila'---9 \p.) de F
q
Prenons pour U 1'application unitaire de F définie par (U(wi) = W% 3 i=1, ..., Q)
et pour V, 1'application unitaire de E définie par (V(¢i) = ¢%) si=1, ..., p).
Cn a alors pour tout x € E

uAv¥(x)

i)

_E M(V(¢i)sx)U(A(¢1))

i=1

M{V(;)sx)U(A(3))

]
Ie~1-

i

Si(A)M(V(¢i)’X)U(W1)

-
—

il
e~

55 (BIM(6},%)0.

-
=

n
i ~1-s

M(6},x)B(6])

—.
—

n
I t~1-%

M(6}x)B(o!)

—.
—

n
Il B~TTO

= B(x)
I1 en découle pour toute norme unitairement invariante ||B|| = [|UAV*|| = | |A]}

Propriété 18 : I1 existe une application K € L(E,F) telle que pour tout B € L(E,E),

s(B) = s(KB)

Démonstration :

s2(8) = s,(8%8) = s, (M '*aMB)
2

€t Si(kp) = s, ((kB)*KB) = s, (M 'tBtKnKB)

Le probiléme est donc de savoir s'il existe K telle que tKNK =M ce qui est
réalisé puisque N et M sont symétriques définies positives avec
rang (N) = p ¢ rang (M) = q.
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Propriété 19 : A toute norme || ||, unitairement invariante sur L(E,F) correspond

une norme || ||, unitairementinvariante sur L(E,E) et [|A[]; = []| |A] ||,

Démonstration :

Si || ||1 est unitairement invariante sur L(E,F), i1 existe f telle que

[IALLy = f(s(A))

Définissons alors sur L(E,E)

B[], = f(s(8))

I1 faut montrer que || ||, est une norme. D'aprés la propriété 15 elle

sera nécessairement unitairement invariante.
La démonstration découle simplement de s(B) = s{KB) qui permet d'é&crire

||B||2 = i|KBI|1

et d'en déduire les propriétés de [| [], a partir de celles de || Iy
L'égalite s(A) = s(|A|) implique que[| |A| [[|,= [|KB||, ce qui compléte le
résultat.

Propriété 20 : Si || ||1 est une norme unitairement invariante sur L(E,F),
1'application f telle que ||A||1 = f(s(A)) est croissante pour < sur H;

Démonstration : On va montrer que le résultat est vrai pour les opérateurs
positifs de L(E,E) (Théoréme de Schatten). Le résultat précédent

|]A||1 = || |A] ||2 établira la propriété.
On considére B et C des opérateurs positifs de L(E,E).
p
B=|B] = 121 Ay Py
Colcl § o
iz ']
On suppose s{B) < s(C) et on considére

o)
Ci=X Q + ) . Q.
1 17 jop 1T
>\1+u1
Posons o = ———= ¢ 1 Ona Ay =omy - (1-a) 1Y
Zul

It

P
o €= ny )+ (1m0) (g 0 igz b Q)

p p
Hephlp s etk w Q12 * (ol 1= O+ 3w Gl

parce gue || ||2 ne dépend que des valeurs singuliéres on peut écrire :
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||Cl||2‘< o ||C||2+(1‘°‘)||C||2 = HCHZ

us Q.

1 71

Il B~10

On montrerait de méme que pour 02 = AlQl + AZQZ

-

3
on a e,y < HcHgsHCHz

et deproche en proche,on arrivera & ||B||2 el

Conséquence : Pour toute norme unitairement invariante || [[; sur L(E,F),
on a, avec les notations de la proposition 14

Min [1A-A L] -||AA||
A, € L(E,F) ki1 1
rg(A) = k

EXPLICITATION DES RESULTATS DANS LE CONTEXTE DE L'ANALYSE DES DONNEES

Dans la présentation de 1'Analyse des Données évoquée dans 1'Introduction, au
triplet (X,Q,D) est associé le schéma de dualité :

~

X

ou Q et D formes bilinéaires symétriques définies sont identifiées aux applica-
tions lingaires de E dans E* et F dans F* qui leur sont associges.

Du schéma se déduisent les opérateurs

vg=txoxg de E
et WD =XQXD de F
L'Analyse en composantes principales fournit les axes principaux de

E(o;

paux de F (xp_i 3 i=1, ..., p) vecteurs propres de WD othornormés par D.
Le classique calcul des "formules de transition" montre que :

¥i=1, ..., p XQ¢1.=/>?zp1.

et txnwi = /X 6

Considérons les applications XQ € L(E,F)
(vo)“—gx‘”p—gx“ Q(¢;) € L(E,E) ; o >0
Tahy NPT L N 4 0y =) 5.3

3 i=1, ..., p) vecteurs propres de VQ orthonormés pour Q et les axes princi-

ona (xQ)*
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et (xQ)*xq) =

(V%% = (V)% et ((VQ)H*(VQ)* = vQ?*

I1 découle a]ors des paragraphes précédents que :

(XQ

2 XQp; = 121 R -Q00;)

— k a
((VQ) ) = 121 Ai ¢1~0(¢i)
et en particulier K
LN
- (@ 02- 5 -8 a-E
t o i=k+l i=1 g N
i=1 !
) 2
= HXQH . H(XQ)kHt
t (1 —_________)
2
lxa] |
t
k
I e
P i=l
He® - @@ - § oz §a2 - )
t i=k+l i=1 E 420
i=1
2 IRDRIR
- Hvopd | (1 - ——X%
b2
Remarque : En notant que ((WD)a/ZXQ)* = (XQ)*((ND)Q/Z)*
= Txp(wp)*/2

Ces résultats donnent un sens précis aux critéres habituels

on obtient que ((WD)™2xQ)*((wD)*/2xq) = (vqy®*!

nir des formules analogues pour 1'application (wD XQ € L(E,F) pour

tout o > 0.

On aurait des résultats semblables pour XD WD et (VQ)OL2 t

p
(1217\1 / 1'21 )\-i) et

579

ce qui permet d'obte-

k 4
( Z Af / E Af). I1s mettent en évidence qu'ils ne sont que deux critéres par-

ticu]1ers parm1 une infinité de critéres possibles (@ > Q).
bien sOr de leur signification pratique :
D'autres critéres d'approximation pourraient &tre exhibés en remp1agant |

Leurs cho1x découlent
reconstruction de XQ et XD VQ et WD.

par d'autres normes unitairement invariantes ou méme d'autres fonctions croissantes




580 R. SABATIER, Y. JAN, Y. ESCOUFIER

des valeurs singuliéres des applications considérées.

On remarquera de plus que 1'application de 1a propriété 12 a VQ et WD ouvrent
d'autres possibilités pour définir des critéres qui seront toujours optimisés par
les solutions de 1'ACP.
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