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QUANTIFICATION DES EFFETS SPATIAUX LINÉAIRES
ET NON LINÉAIRES DANS L’EXPLICATION
D’UN TABLEAU DE DONNÉES CONCERNANT
LA QUALITÉ DES EAUX SOUTERRAINES

W. Imam, S. Abdelkbir, Y. Escoufier

Unité de Biométrie (INRA-ENSAM-UMII) 2, Pl. Pierre Viala, 34060 Montpellier.

Rev. Statistique Appliquée, 1998, XLVI (3),

RÉSUMÉ

On considère une situation expérimentale conduisant pour chaque unité statistique à
un ensemble de variables quantitatives actives et à un ensemble de variables quantitatives
concomittantes.

La démarche exploratoire la plus immédiate consiste à faire l’analyse en composantes
principales des variables actives et à utiliser les variables concomittantes comme variables
supplémentaires. L’article montre comment les variables concomittantes peuvent être utilisées
de manière plus effective dans l’analyse; on obtient des quantifications de leurs effets linéaires
et non linéaires dans la décomposition de la variabilité totale des variables actives et dans celle
de la variance de chacune d’entre elles. Dans l’exemple traité, les données concomittantes sont
des coordonnées géographiques ce qui permet de quantifier des effets spatiaux.
Mots-clés : ACPVI, ACPVI Spline Additive, opérateur de projection, décomposition de la
variabilité, test de permutation.

ABSTRACT

We consider an experimental situation that for every statistical unit, there exists two sets
of variables; one containing the explicative variables and the other containing the responses.

Our study explores the data in applying, at the first time, the principal components
analysis method (PCA) on the responses where the explicative variables are supplementary.
We point out that the explicative variables play part in the statistical analysis. The application
of the principal components analysis with instrumental variables method (PCAIV) leads for the
quantification of their linear and nonlinear effects in the decomposition of the total variability
of explicative variables and in the variability of their variance. In our example, the explicative
variables are the geographical coordinates that permit the quantification of spatial effects.

Keywords : PCAIV, PCAIV Additive Spline, matrix ofprojection, variability’s decomposition,
test of permutation.
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1. Introduction

L’étude qui est à l’origine du travail présenté porte sur la qualité des eaux de
puits d’une région marocaine. Dans le cadre de cet article, pour chacun des 176 puits
sont retenues 10 variables physico-chimiques indicatrices de la qualité des eaux et,
les coordonnées géographiques des puits. Le but de l’étude est d’identifier la part de
la qualité des eaux qui peut être expliquée par la localisation des puits.

L’analyse en composantes principales des données physico-chimiques accom-
pagnée d’une projection en variables supplémentaires des coordonnées géographiques
est une méthodologie possible pour aborder le problème. Cette pratique est insuffi-
sante car elle ne fournit pas un critère chiffré mais de simples indications visuelles.
De plus deux critiques épistémologiques peuvent lui être faites. Pour Chessel et Mer-
cier (1993) «la critique majeure de cette approche est l’hypothèse implicite que les
facteurs de milieu étudiés (ici les coordonnées géographiques) rendent compte d’une
importante fraction de la variabilité, or il n’y a aucune garantie que ce soit le cas». On
peut légitimement s’interroger par ailleurs sur le paradoxe inhérent à la démarche :
on affiche qu’on veut comprendre le rôle des coordonnées géographiques dans la
variabilité des variables physico-chimiques et dans la recherche d’une visualisation
de cette variabilité, on ne tient aucun compte de l’information géographique.

Pour ces raisons nous nous tournons donc vers des approches qui prennent en
compte les localisations géographiques dés le début de l’analyse. On trouve dans
(Thioulouse, 1996) une bonne revue bibliographique des différentes approches. Les
unes sont fondées sur les relations de voisinages entre les points d’observations. Les
autres utilisent directement les coordonnées géographiques de ces points dans des
polynômes de degré fixé à priori pour ajuster les données étudiées (ici les variables
physico-chimiques). Notre approche relève de cette seconde catégorie. Dans un but
pédagogique, nous l’exposons d’abord dans sa forme linéaire, c’est-à-dire la plus
simple, puis dans sa forme non-linéaire. Ce plan facilite l’exposition de la méthode;
il est légitimement adapté à une compréhension progressive des données.

Dans un premier temps donc, l’étude est engagée par une analyse en compo-
santes principales par rapport à des variables instrumentales (ACPVI) dans laquelle
les variables physico-chimiques sont les variables à expliquer et les coordonnées
géographiques les variables potentiellement explicatives. Cette méthode fournit une
décomposition de l’inertie totale du nuage des variables physico-chimiques en une
part expliquée par les coordonnées et une part non expliquée. Cette décomposition
globale inclut une décomposition des variances de chacune des variables physico-
chimiques et donc une étude fine de la localisation géographique dans le phénomène
étudié. Un test de permutation permet de quantifier l’importance de la relation mise en
évidence. Reposant sur la technique des projections orthogonales dans le sous-espace
engendré par les coordonnées géographiques, l’ACPVI ne met donc en évidence
que les relations linéaires entre les variables physico-chimiques et les coordonnées
géographiques.

Pour échapper à cette limitation, on recourt à l’ACPVI Spline Additive (Durand,
1993) et (Imam et Durand, 1997). On obtiendra comme précédement des décom-
positions de l’inertie totale du nuage et de la variance de chacune des variables
physico-chimiques. Mais ici, ces décompositions ne s’interpréteront pas en terme des
coordonnées géographiques, mais en terme de transformations non-linéaires de ces
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coordonnées. Ces transformations sont recherchées par la méthode. Elles peuvent
être utilisées pour visualiser les distorsions de la réalité géographique adaptées aux
données physico-chimiques. Comme dans l’ACPVI linéaire, un test de permutation
peut être mis en oeuvre pour quantifier l’importance de la relation trouvée.

2. Les données et leur analyse en composantes principales (ACP)

Les données qui sont utilisées pour illustrer l’article ont été mises à disposition
par le Laboratoire de l’Eau et de l’Environnement de la faculté des Sciences d’El
Jadida. Elles concernaient la qualité de l’eau pour un ensemble de 176 puits.

Les 10 variables sont les suivantes :

(T) : la température, (TDS) : total des sels dissous, (Ph.) : la mesure du Ph,
(Na+) : sodium à l’extrait saturé, (Cl) : les chlorures, (Ca++) : le calcium, (Mg++) :
le magnésium, (Hco3) : les carbonates, (So4) : les sulfates, (No3) : les nitrates.

On dispose en plus des coordonnées (X1, X2) géographiques des puits qui
constituent les variables supplémentaires.

2.1. Résultats de l’ACP normée

Les données ayant été centrées et réduites, on réalise l’ACP des 10 variables
actives et on projette les coordonnées géographiques des puits en variables supplémen-
taires.

On se contente de discuter les résultats fournis par le premier plan factoriel
qui explique d’ailleurs presque les 3/4 de l’inertie globale. La figure 1 donne le

premier cercle de correlation; Le premier axe oppose les variables (Ph et T) aux
autres variables, avec une contribution moyenne des variables (Mg++, Ca++, Cl,
TDS, Na+, Hco3, So4, No3). Le deuxième axe oppose les variables (Hco3, So4,
N03) aux variables (Mg++, Ca++, CI, TDS, Na+) avec une contribution importante
de la variable N03. Pour ce qui est des variables supplémentaires, les coordonnées
géographiques semblent fortement liées à la variable Hco3 et s’opposent aux variables
T et Ph.

Dans la figure 2, chaque puit est repéré par ses coordonnées géographiques
(X1, X2). Le puits est représenté par une indication de la valeur de la première
composante principale. On a coupé l’étendue de la première composante principale
suivant les quatre quartiles : 1 représente le premier, 2 le second et ainsi de suite. La
figure 3 est obtenue à partir de la seconde composante principale. Les valeurs des
composantes principales montrent une certaine organisation en fonction de Xi et de
X2. Le phénomène est plus net pour la première composante principale que pour la
seconde.

3. L’ACPVI linéaire

3.1. Rappel sur la méthode

Soit ( Y, Q, D) une étude statistique portant sur q variables réponses mesurées
sur n individus, Y est la matrice n x q des observations, Q est une matrice q x q
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FIGURE 1
Premier cercle de correlation pour une ACP centrée réduite,

les variables supplémentaires Xl et X2
sont pratiquement confondues en projection sur ce plan

FIGURE 2

Représentation cartographique de la première composante principale

symétrique définie positive qui définit une métrique sur l’espace des individus. La
matrice n x n, diagonale D dont les éléments sont positifs et de somme 1, est la
matrice des poids associés aux individus. Elle définit une métrique sur l’espace des
variables.
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FIGURE 3

Représentation cartographique de la seconde composante principale

Soit X la matrice n x p des observations sur les p variables instrumentales
ou explicatives. On supposera que les n individus sont munis des mêmes poids que
précédemment, à savoir les poids définis par la diagonale de D.

On utilisera par la suite le D-produit scalaire sur Rn , (xl y) D = x’Dy.
La matrice YQYD dont les vecteurs propres sont les composantes principales
du triplet (Y, Q, D) s’appelle l’opérateur caractéristique de la représentation des
individus. Cette matrice est D-symétrique (A est D-symétrique si DA = A’D).
Robert et Escoufier (1976) ont montré que tr(AB) définit un produit scalaire sur
l’espace vectoriel des matrices D-symétriques. On notera la norme associée par
~A~ = (tr{A2})1 2.
Définition :

L’ACPVI du triplet ( Y, Q, D) par rapport à X consiste tout d’abord à détermi-
ner une métrique R qui minimise l’écart entre les opérateurs YQYD et XRX’D

Rappels :

2022 On trouve dans Bonifas et al. (1984) l’expression algébrique de la matrice R.
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où

En remplaçant R dans la dernière équation par son expression, on trouve

. Soit Px = X(X’DX)-1X’D la matrice de projection D-orthogonale sur le
sous espace engendré par les colonnes de X.

XRX JD, opérateur associé au triplet (X, R, D) est aussi l’opérateur associé au
triplet (Px Y, Q, D). Ceci signifie que l’ACP du triplet (X, R, D) et l’ACP du triplet
(PX Y, Q, D) conduisent à la même réprésentation des individus, c’est-à-dire aux
mêmes composantes principales associées aux mêmes inerties. De l’écriture suivante
Y = Px y + (I - Px) Y, où I désigne la matrice identité, la décomposition

permet de conclure

Cette équation montre que l’inertie totale du triplet (Y, Q, D) peut être
décomposée en une part qui correspond aux projections des variables Y dans le
sous-espace engendré par X et une part résiduelle qui correspond aux projections des
variables Y dans le sous-espace orthogonal.

Le ième élément diagonal de la matrice Y DY est la variance de la variable Yi.
Lorsque Q est diagonale, la formule précédente conduit à une décomposition de la
variance de chacune des variables en une part expliquée par X et une part résiduelle.

3.2. Test de permutation

Pour juger de la signification de l’influence des variables d’environnement
considérées, on a appliqué un test de permutation. C’est une procédure statistique dans
laquelle les données sont aléatoirement réaffectées aux différentes unités statistiques.
La statistique à laquelle on s’intéresse est calculée pour chacune des permutations;
La proportion des valeurs supérieures ou égales à la valeur de la statistique d’avant
permutation détermine la valeur P de signification des résultats. Si P est petit, on en
déduit que la valeur obtenue avant permutation a peu de chances d’être obtenue par
des affectations faites au hasard; dans ce cas l’hypothèse nulle de non relation entre
les tableaux Y et X est rejetée.
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Si, au contraire P est grand, la valeur obtenue avant permutation ne se
différencie des valeurs obtenues par des affectations au hasard; dans ce cas l’hypothèse
nulle de non relation entre les tableaux Y et X ne peut pas être rejetée. Les calculs
faits ont utilisé pour seuil la valeur 5 %, (voir Edgington, 1987).

L’importance de la relation entre les deux tableaux X et Y est mesurée par
l’indice de Stewart et Love

Sa distribution est donnée dans Kazi-Aoual F. (1993). On pourrait également
utiliser le coefficient Rv présenté dans le paragraphe précédent.

3.3. L’application de l’ACPVI aux données considérées

L’utilisation de l’ ACPVI classique sur nos données tient compte de la variation
des données analysées et de la corrélation entre les coordonnées géographiques et les
variables physico-chimiques.

Le tableau 1 résume la décomposition de la variance des variables initiales.
La colonne 3 correspond au sous-espace engendré par les variables instrumentales
considérées, alors que la colonne 4 correspond à son orthogonal. La dernière ligne
représente la part d’inertie expliquée par cette projection. Cette part est de l’ordre de
25,7 %. Les variables TDS, Ph, cl, Na+ et Hco3 ont une part de variance expliquée
supérieure ou égale à 25,7 % ; on pourra dire que ces variables sont liées à la répartition
géographique des puits.

TABLEAU 1

Décomposition de l’inertie par projection
sur le sous-espace engendré par les coordonnées cartésiennes des puits
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La figure 4 montre que le premier axe principal oppose les projections des
variables Ph et T aux autres projections de variables.

FIGURE 4
Premier cercle de corrélation pour une ACPVI centrée réduite

Le deuxième axe oppose les projections des variables Mg++ et N03 à la
projection de la variable Hco3. On remarque que les projections des variables Ca++,
So4, TDS, CI et Na+ sont proches. La corrélation est très forte entre la projection de
TDS et la projection de Cl et entre les projections de Ca++ et So4.

Les figures 5 et 6 montrent une organisation des composantes principales sur les
coordonnées géographiques. La première composante montre une forte association
avec Xl + X2 tandis que la seconde ne semble liée qu’à X2 . Pour chaque projection,
100 permutations au niveau des unités statistiques ont été effectuées afin de tester la
signification de la décomposition de l’inertie. La part d’inertie expliquée n’ a j amais été
dépassée pour les différentes permutations, ce qui indique une trés grande signification
de la décomposition obtenue.

La figure 7 représente les parts d’inertie expliquée pour les différentes permu-
tations concernant les coordonnées cartésiennes des puits.

4. L’approche ACPVI-Spline Additive

Dans la section précédente, l’introduction des composantes spatiales a été faite
sous forme linéaire par un processus de projection sur le sous-espace vectoriel qu’elles
engendrent. Il est tout à fait naturel de se demander quelle serait la part d’inertie
expliquée si l’approche utilisée était non linéaire. On a utilisé pour cela l’ACPVI-
Spline Additive (ACPVISA) (voir par exemple Durand et Imam, 1996). Cette méthode
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FIGURE 5

Représentation cartographique de la première composante principale.
(ACPVI linéaire)

FIGURE 6

Représentation cartographique de la seconde composante principale.
(ACPVI linéaire)

combine les caractéristiques de la régression Spline et celles de l’ACP. Elle consiste
à rechercher une métrique et une transformation des variables instrumentales par des
B-Splines (Schumaker, 1981) de telle sorte que son ACP soit la plus proche possible
de celle du tableau initial (Durand, 1993). L’ACPVI linéaire que l’on a utilisée dans
le paragraphe précédent en est un cas particulier.
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FIGURE 7
Part d’inertie expliquée par projection sur le sous-espace

engendré par les variables coordonnées du puits.
La première valeur est obtenue avant permutation

Rappel de la méthode :

Les splines sont des fonctions polynomiales par morceaux d’ordre m (de degré
m - 1) qui se raccordent ainsi que certaines de leurs dérivées en K points appelés
noeuds intérieurs (De Boor, 1978), (Schumaker, 1981). L’espace des fonctions splines
est de dimension r = m + K. Une fonction spline s(z) est une combinaison linéaire
de fonctions de base appelées B-splines {Bmj(2022)}rj=1

La jème colonne de X est remplacée par Xj (sj) = nj sj où nj est la matrice
n x r de codage de Xi , et sj le vecteur des coefficients splines.

Dans cette méthode, on transforme seulement les prédicteurs (à savoir les
coordonnées géographiques Xl et X2 ici) par des fonctions splines, les réponses
restant inchangées.

Définition :

L’objectif de la méthode est de trouver une matrice X(s) et une métrique R qui
minimisent l’écart entre les opérateurs YQY D et X(s)RX’(s)D
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Pour s fixé, une métrique optimale est explicitement calculée en posant
X(s) = X dans l’équation

Les équations normales ne fournissent pas de solution explicite pour s. Une
méthode itérative de relaxation exacte alterne une étape de calcul de R pour s fixé
en utilisant la formule (1), et une étape d’un algorithme de la plus forte descente en
la variable s, R étant fixé jusqu’à la convergence, voir (Durand, 1993) et (Imam et
Durand, 1997).

L’ ACP du triplet (X(s), R, D) est équivalente à celle du triplet (PX(S) Y, Q, D).
Ceci met en évidence le lien avec les lisseurs additifs multiréponses

Chaque variable explicative contribue additivement à l’approximation de cha-
que variable réponse.

Avec M = (X’ (s)DX(s))-1X(s)DY. On peut alors tracer Bjs-j en fonction
de Xi ce qui permet de visualiser la transformation de la variable Xj trouvée par la
méthode.

On pourrait également, pour chaque variable Y2, tracer Bjsj Mji en fonction
de X?. On aurait alors une visualisation de l’influence de chacune des variables
transformées dans l’explication de la variabilité de Yi.

4.1. L’application de l’ACPVISA sur les données

L’utilisation des transformations splines des coordonnées géographiques est
conforme à l’idée d’analyse multivariée introduite en Ecologie par Gittins (1968) et
en Géologie par Lee (1969). L’analyse se fait alors en couplant le tableau de données
initial avec le tableau des coefficients du polynôme en (x, y) dont le degré a été fixé
à priori (Thioulouse, 1985). On fait alors, soit l’analyse canonique (Gittins, 1968),
soit, l’analyse canonique des correspondances ou l’analyse des redondances (Brocard
et al., 1992).

Pour ce qui est des données que l’on a traitées, les résultats obtenus par
l’approche ACPVI-Spline Additive sont dans le tableau 2. On remarque une nette
amélioration au niveau de l’inertie expliquée par projection sur le sous-espace des
coordonnées transformées : elle est de 44.2 % contre 25.7 % pour l’ACPVI-linéaire.
Les variables TDS, Na+, Cl et Hco3 ont une part de variance expliquée supérieure à
44.2 %; à la différence du cas linéaire, la variable Ph n’est plus parmi les variables
les plus liées aux variables explicatives. Sa part de variance expliquée est, comme
Ca++, proche de la moyenne des variances expliquées.
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TABLEAU 2

Décomposition de l’inertie par projection sur le sous-espace engendré
par les coordonnées transformées (utilisation de l’ACPVI-Spline Additive)

FIGURE 8
Premier cercle de corrélation pour une ACPVI Spline Additive.

L’utilisation du test de permutation dans le cas non-linéaire a donné des résultats
significatifs semblables à ceux du cas linéaire; On précise qu’après chaque affectation
aléatoire des données au niveau du tableau des variables instrumentales, il y a eu
d’abord recherche des meilleures transformations et métrique sur X(s) pour que
l’ACP de (X(s), R, D) soit la plus proche de celle de (Y, Q, D).
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La transformation des coordonnées géographiques par des splines favorise la
corrélation entre les variables Hco3, Cl, Na+ et TDS. En plus on a une contribution
très forte pour la variable N03 et une opposition par rapport au deuxième axe principal
entre N03 et Mg++ ce qui n’est pas le cas dans l’analyse linéaire.

Remarque :

Les variances expliquées pour Hco3 et N03 sont plus faibles que dans le
tableau 1. En effet, l’optimisation globale du critère ne repose pas sur une optimisation
individuelle pour chaque variable instrumentale.

4.2. Déformation spatiale

L’ACPVI Spline Additive a fourni le tableau X(s) des transformées des
coordonnées géographiques. La figure 9 montre les deux transformations. Sauf pour
les plus grandes valeurs de X2, la transformation de cette variable est monotone et les
plus grandes valeurs ont des transformées qui se confondent avec celles des valeurs
intermédiaires de X2. On peut dire que la transformation tasse les valeurs supérieures
de X2.

FIGURE 9
Les deux transformations de Xl et de X2.

La transformation de Xi est plus complexe. Elle s’apparente à un polynôme
de degré 3. Les quartiles de la transformée regroupent des valeurs issues de quartiles
différents de la variable initiale.

Puisque la représentation des individus (les puits) sont les mêmes dans les études
(X(s), R, D) et (Px(s), Q, D), on représente les composantes principales du second
triplet par rapport aux coordonnées géographiques transformées. On voit dans la
figure 10 que la première composante principales de l’ACPVI spline additive indique
une association avec f(X1) + g(X2), où f(X1) et g(X2) sont les transformations de
Xi et de X2 montrées dans la figure 9.

En ce qui concerne la figure 11, on remarque que la seconde composante
principale est liée à g(X2).
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FIGURE 10

Représentation cartographique de la première composante principale.
(ACPVI Spline Additive)

FIGURE 11

Représentation cartographique de la seconde composante principale.
(ACPVI Spline Additive)

Si on calcule les variances des Bjs-jMji (fonctions coordonnées), on voit alors
que la transformée de X2 a une plus grande variance que celle de Xl et ceci quelque
soit la variable Yi à expliquer. On en déduit une prépondérance de la transformée de
X2 dans l’explication des variables physico-chimiques.
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5. Conclusion

L’ACPVI linéaire puis l’ACPVI Spline Additive ont permis de mettre en
évidence l’influence des coordonnées géographiques sur les variables physico-
chimiques. On obtient dans les deux approches une décomposition des variances
de chacune des variables physico-chimiques en une part expliquée par les variables
géographiques et une part résiduelle.

L’ACPVI-linéaire ne recherche que des explications linéaires des variables
physico-chimiques. Son avantage réside dans sa simplicité de mise en oeuvre et
de compréhension. L’ACPVI Spline Additive met en évidence, si elles existent,
des liaisons plus complexes. La possibilité de visualiser les transformations des
coordonnées géographiques donne un élément important d’interprétation.

Dans les deux approches, les tests de permutation permettent de juger de la
signification de la variabilité totale. La disponibilité de cette démarche confirmatoire
justifie, si besoin est, la nécessité d’une prise en compte de données concomittantes
dans une démarche exploratoire pour tout plan expérimental.

Remarque :

La démarche peut se poursuivre par la recherche conjointe de transformations
des coordonnées géographiques et des variables physico-chimiques. Ceci sera étudié
dans la thèse de Imam Waël au Laboratoire de Biométrie à l’ENSAM de Montpellier.
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