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Analyse et approximation du probleme de Stokes
dans ur bassin peu profond

Pascal AZErRAD

Résumé — Pour les écoulements géophysiques, la faible profondeur du domaine devant son étendue
conduit 3 un modile asymptotique, basé sur ['hypothése hydrostatique. Bien que les équations
possédent un caractere dégénéré, nous prouvons que le probléme est bien posé, & P'aide d'un prircipe
variationnel de point-selle en prenant deux multiplicateurs de Lagrange & la pression et la vitesse
verticale. Nous proposons une discrétisation par. €léments finis mixtes stable.

Analysis and approximation of the Stokes problem in a thin domain

Absiract — In geophysical fluid dynamics where the depth of the domain is much smaller than its
horizontal dimension an asymptotic model, based on the hydrostatic hypothesis, is in current use.
Though the resulting equations degenerate in some way, we prove that the problem is well posed,
by using a mixed variational principle with two Lagrange multipliers, namely the pressure and the
vertical velocity. We give a stable mixed finite element discretization.

Abridged English Version — First we write the hydrostatic Stokes problem {L.1)=(1.6) in
the integrated and tractable form:
Given f = (f1, f2, f3, fa) € H', find w = (u;, ug, ug, p) € H such that

@ a(u, U):<fs 'U>, V’U:(?)ﬂ.‘,vg,ﬂg, Q)EH

where H = H} (Q) x H} () x Ho (83, ©2) x L3 (Q) is equipped with the norm
lull? =l + Hlualf + 185 wall§ + lIplls-

Then we apply theorem 1, an extended Lax-Milgram theorem (see [8]) well suited to mixed
method (see [1]) stating that (2) is well posed if and only if 2 is weakly coercive or, as we
prefer to say, persuasive (see definition 1}:

3c>0, sup > oy
w0 ]l

We remark (see theorem 3) that u = (u1, u2, us, p) is solution of a saddle point problem, p
(resp. u3) being the Lagrange multipliers of the constraints divu = 0 (resp. Op/8z3 = 0).

We show that a is persuasive, first in the continuous case (see theorem 4), then in the discrete
one (see theorem 5). In both cases the proof relies upon:

— Brezzi inequality (see [5]):  sup  (pn, divor)/llvells 2 Clipallos
vh €V, —{0
— “hydrostatic” inequality:  sup (83 usn, qr)/llgnllo 2 Cll0s usalfo-
9n €Pn—{0}

To ensure them (see theorem 6) in the discrete case we design an “hydrostatic” finite element
(see fig. 1) for which the hydrostatic inequality is built-in (see proposition 1). As for Brezzi's,
we make use of Rolf Stenberg [11] powerful macro-element technique (se¢ proposition 2).

Note présentée par Philippe G. Ciarcet.
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. PRELIMINAIRE D'ANALYSE FONCTIONMNELLE.

DerFniTion 1. ~ Soit U un espace de Banach, V un espace de Banach réflexif. Nous
dirons qu’une forme bilinéaire a sur U x V est U-non dégénérée si

(1) Papplication v — a (., v) est injective;

(i) il existe une constante C>0 telle que sup a (u, v)/|jvl|

v

Remarque. — Dans le cas symétrique, (i) est superflue. Nous dirons alors que 4 est
persuasive, plus frangais que faiblement coercive (de « weakly coercive », voir [8]). [

Les résultats suivants sont, pour ['essentiel, connus (voir Roberts et Thomas [10]) et
dus & Nedas [7], Babugka [1] et Brezzi [4].

Considérons le probléme variationnel :
(P) Etant donné f € V', trouver u € U tel que alu,v) = {f,v), Vv € V.

1Av4

Cllud]-

THEOREME 1. — Soit a bilinéaire continue sur U x V, le probléme (P) est bien posé si
et seulement si a est U-non dégénérée.

Soit U, (resp. V) sous-espace fermé de U (resp. V) et considérons le probléme
variationnel discret associé a (P) :
(P,) Etant donné f € V!, trouver u;, € Uy, tel que a{un, vn) = {f, vp), Yo, € V.

THEOREME 2. — Soit a une forme bilinéaire continue sur U x V, U-non dégénérée et telle
que sa restriction a Uy, X Vy, soit Uy-non dégénérée. Soit u (resp. uy) solution de (P) [resp.
(P)l. On a [’estimation d’erreur :

flu = unll < (1 + M/Cy) pinf ju — wi

ou les constantes C (resp. Cy) proviennent des inégalités de siabilité de la définition I dans
les espaces U, V (resp. Uy, V) et M désigne la norme de a.

2. ANALYSE DU PROBLEME DE STOKES HYDROSTATIQUE. — 2.1. Equations du modéle. — Soit
Q2 C R? le domaine 2 frontiére suffisamment régulidre (disons C' par morceaux) défini par

Q={z=(2;) € R? (z,, 35) €T, —h(z,, z2) < z3 < 0}

ot I'; est un domaine borné de R? représentant la surface du bassin et b : [, — R,
est une fonction C! par morceaux. Le domaine (2 (représentant un lac ou un océan) est
occupé par un liquide incompressible en mouvement lent et stationnaire. Sous la condition
naturelle en géophysique que la profondeur est faible devant I’étendue, on fait I’hypothése
hydrostatique (voir [9])

P _g

Jxs
ou p désigne la pression dynamique, i e. débarrassée de I'influence de la pesanteur. Les
équations du probléme, ol nous prenons des conditions de Dirichlet homogeénes pour
simplifier la présentation, sont alors (voir [3])
(1. —Auy + ﬁ)— = f; dans 2

dr
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(1.2 A fo  dans i
23
(1.3} —— =0 dans §}
(1.4) dive=10 dans &
(1.5) uy =us =0  sur 90

()]

i. =0 sur g%

) Uz - g
olt n désigne la normale sortante sur €L

ey

Remarque. — Par rapport au probléme de Stokes usuel, la disparition du terme —Aug

de (1.3) confere & (1.1)-(1.6) un caractére dégénéré. La vitesse verticale #; est donc 4
priori moins régulitre que les vitesses horizontales u; et up, cest pourquoi ia condition
limite (1.6) differe de (1.5). [

2.2. Formulation variationnelle du probleme. — WNotant dorénavant 8; = 3/dz,,

LZ(Q) =<9 e L*(Q) j[ v (z) dz:ﬂ}, Il - lo 1a norme L?, nous désignons par
Q
(suivant [12])
H(8;, Q) = {p € L2(Q); 8; ¢ € L? (©2)} muni de la norme du graphe
Ho (8;, Q) = {9 € H(0;, Q); ¢n; = Osur 90} muni de la norme {|3; pllo

et nous posons H = H} () x HE (Q) x Hg (83, ) x L (Q) muni de la norme produit.

Une formulation faible naturelle de (1) est alors :

Etant donné f = (f1, fa, f3, fa) € H', trouver v = (uy, ug, us, p) € H tel gue

(2) a(u, v) = {f, v), Vv = (v, v2, v3,9) €H

avec
a(u, v) = (Vuy, Vo) + (Vug, Vog) — (p, dive) - (divy, g).

(f0) =3 {fis i)

Remarque. — Dans le probléme (1) f3 et f4 sont nuls. O
La formulation faible (2) traduit un principe variationnel mixte qui s’énonce

THEOREME 3. — L'élément u = (uy, ua, u3, p) € H est une solution de (2) si et seulement
si u est point selle de la fonctionnelle

L (uy, ua, ug, p) = (1/2) (IV wall§ + IV w2ll§) = (p, divu)
= (f1, u1) ~ (fa, uz) ~ (f3, uz) — <f4= D)
en ce sens que pour tout (v, vz, V3, q) € H

( s Vo, Ug, P)

L(uy, ug, us, Q) < L(uy, ug, us, p) < L(v1
5_ ,C(Vl, Vg, U3, p)

p
:C(Ul, Uz, V3, p) é £(u1> Uz, U3, p)

Remarque. — La pression p (resp. la vitesse verticale u3) s’interpréte comme le
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte —divu = fs (resp. Bap = f3). O

2.3. Existence, unicité, stabilité de la solution. — Dans ce paragraphe, nous démontrons
le résultat suivant (voir aussi [3], [2])
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THEOREME

Preuve. — D' aprés ‘u.v thé

une forme b

il reste a "«/éfiﬁer ia condition de stabilite

constante générigue sirictement positive.
i , p) € ‘H’ et construisons w € H tel que a{u, w) 2 Cllul| llwif.
continue {(voir [SD)

3 sup —
veri @3 -fo; - vlls

[Ipllo . Puis on choisit g tel que

(O3 us, q)
llallo
pour cela prenons ¢ = 03 us qui est bien dans L2 (§2) vu la condition limite (1.6). On
cherche alors w de la forme a (uy, ug, us, —p) — B(v1, va, v3, 0)—=v(0, 0, 0, q) avec a,
B, v & ajuster.

permet de choisir v € Hy (Q)* tel que (p, divo) 2 Cliplle ||v]]:- Par homogénéité on peut

4) 2 1185 usllo,

3. RESOLUTION DU PROBLEME APPROCHE. — 3.1. Critéres pour une discrétisation bien posée.
— Soit Hy = Up x Py ot Uy =V, x W), et Vj, (resp. Wy, Pp,) désigne le SOus-espace
de dimension finie des vitesses « horizontales » vy, vy (resp. vitesses « verticales » vs et
pressions). En reprenant la preuve précédente, on constate que

THEOREME 5. — Le probléme de Stokes hydrostatique discret correspondant est bien posé
si et seulement si sont vérifiées
— linégalité de Brezzi (voir [51) : sup  (px, diven)/llunlli 2 Clipallo

vR €V, —{0}
— l'inégalité « hydrostatique » :  sup (33 usn, qu)/llgnllo 2= Cl|8s usnllo.
qr €Pr—{0}

3.2. Elément fini hydrostatique. — Considérons un maillage C; dont les éléments sont des
prismes (resp. des hexaedres) verticaux, base et toit de ceux-ci n’étant pas nécessairement
paralleles.

Ri (z1, 22, ..., z,) désigne Py ou Qi (voir Ciarlet [6]) selon que les éléments sont
prismatiques ou hexaédriques. Le produit tensoriel des espaces vectoriels E et F est noté
E®F. Soit Fx I'application transformant 1’élément de référence K en 1’élément K de
fagon isoparamétrique. Pour & € K notons f (%) = f (Fx (£))-

Soit Cy, /2 le maillage obtenu en subdivisant chaque élément de Cj en huit, en coupant
chaque aréte en son milieu. Les espaces des vitesses somt

Vi ={¢ € C(Q?*NHG(Q)?|VK € Cya, </€’]K € (Ri (21, £2) ® Py (23))7},
Wi = {x € C(Q2)NHo (95, Q) |YK € Ch, Xx € Ri (31, £2) ® Py (33)}.

Pour la pression, on ne demande pas la pleine continuité, on exige seulement la continuité
aux interfaces verticales : pour toute F face verticale commune 2 deux éléments K, et K,
VaeF, lim p(z)= lim p(z)=p(a). L'espace des pressions est

r—a,rCK;y r—a,zeK
Py ={y € L2(Q) WK € Ch, ik € Ry (#1. 32) ® P (23)

et ¢ continue aux interfaces verticales}.
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Fléments hydrostatiques de référence.

Hydrostatic reference elements.

Les degrés de liberté sont décrits sur I’élément de référence (voir fig.).
Remarque. — Pour les vitesses horizontales on peut prendre aussi

Vi = (¢ € C(Q)?NHL(Q)? |VK € Ch, dix € (Ra (31, 82) ® P2 (85))"}. O

3.3. Vérification des inégalités de stabilité. ~ Dans la suite, nous supposons gue le
maillage C;, est régulier et qu’il satisfait ’hypothese inverse « verticale »

hmin/hmax Z w> 0,
ol 2 hmin (1€8p. 2 hmax) désigne la plus petite (resp. grande) aréte verticale des éléments
de Ch.
PROPOSITION 1. — L’élément fini hydrostatique vérifie ’inégalité hydrostatique.

Preuve. — L’idée de base est que si ug € W, alors O3 us est « presque » dans Py,
propriété caractéristique de ce que nous appelons un élément fini hydrostatique. En effet,
comme les éléments sont tous verticaux, par dérivation composée on obtient aisément

8’LL3 8113 6U3

A hmin = py
(5) V€K, 525

) hmax-

Soit u3 € Wy, sur I’élément K prenons

6) gk (z) = 57s

on voit que q¢ € Py, en particulier g est a priori continue seulement aux interfaces
verticales. De (5) et (6) on déduit (33 us, q) 2 - |93 usllo llallo- B

Remarque. — On peut voir que I'élément de Hood-Taylor Ry/Ry, ainsi que I'élément de
Bercovier-Pironneau 8 R,/R, ne vérifient pas I'inégalité hydrostatique et peuvent donner
lieu 2 des vitesses verticales parasites. [J
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Pour vérifier Uindgalité¢ de Brezzi, nous utilisons lz technique de macro-giément o

(voir [11}). Formons, pour chague sommet S intérieur 2 O, Ie macro-glément
composé de tous les éiéments contenant S. En appliquant le théoréme 3.1 de Stenberg [11],
nous obtenons (en omeitant pour des raisons de place la vérification détailide des

hypothéses) Ia

£
£
P

T

élément fini hydrostatique vérific Uinégalité de Brezzi.

PropPOSITION 2. — £,
1, 2 et du théoreme 5 on déduit le

Des propositions
THECREME 6. — La discrésisation par éléments ﬁm’s hydrostatiques de (2} est bien posée.
3.4. Estimation d’erreur. — Introduisons P'espace de Sobolev anisotiope

H?(8,, Q) = {we H (Q)]8;w e H! (1)1
D’apres le théoréme 2, nous pouvons assurer le

THEOREME 7. — On a lestimation d’erreur optimale

llus ~ winlly + fluz = wanlls + 185 us — S5 usallo + flp — pallo £ C

inf i — — Gonlls + 118515 — 85 xallo + IIp = Ballo ).
X (qsmxh,wh)lgvhxwhxm{“ul Gunlls + llua — danlls + 185 us = 83 xullo + IIp — ¥allo}
Si de plus (uy, ua, us) € H2 ()2 x H? (85, Q), p € H(Q) on obtient avec Pélément
fini hydrostatique
0 llur = wanlls + lluz — wanlls + 1103 us ~ 83 wanllo + |lp — pallo = O (h).

Preuve, — 11 suffit d’utiliser les résultats classiques d’approximation (veir [6]), en
remarquant que 83 uz € H' () et que 8 x, est « presque » dans P,. BB

Je remercie Olivier Besson pour ses idées et conseils précieux, Rolf Stenberg pour une discussion fructuense,
Franco Brezzi pour ses critiques pertinentes ainsi que le Fonds National de la Recherche Suisse pour son soutien
financier (projet 20-31162.91).

Note remise le 3 septembre 1993, acceptée aprés révision le 17 novembre 1993.
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