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Résumé. Les fluides géophysiques partagent une particularité : leur profondeur est trés petite de-
vant leur étendue horizontale. Pour cette raison, on utilise fréquemment en océanographie,
météorologie et limnologie un modele asymptotique, appelé ’approximation hydrosta-
tique des équations de Navier—Stokes, qui est basé sur I’hypothése que la pression croit
linéairement en la profondeur. Grace & des estimations anisotropes et a un nouveau
critéere de compacité en temps, nous prouvons un théoreme d’existence et de conver-
gence pour ce modele. © 1999 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Full Navier—Stokes equations in shallow water:
the hydrostatic approximation

Abstract. Geophysical fluids all exhibit a common feature: the ratio depth vs horizontal width is
very small. This leads to an asymptotic model widely used in meteorology, oceanography
and limnology, namely the hydrostatic approrimation of the time-dependent incompress-
ible Navier-Stokes equations. It relies on the hypothesis that pressure increases linearly
in the vertical direction. We prove a convergence and existence theorem for this model by
means of anisotropic estimates and a new time-compactness criterium. © 1999 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English Version

Let us consider a geophysical fluid filling a thin domain defined by 2. = {x = (21,%2,2) ;
(z1,22) € T, —& - h(z1,22) < 2 < 0}, where I's is a bounded Lipschitz domain in R? representing
the fluid surface and h : I's — R is a nonnegative Lipschitzian application, arbitrary provided
that Q. be Lipschitzian. We denote by I', = 0. \ I's the basin bottom. The fluid flow in . is
generated by the wind traction on the surface I's, influenced by the Coriolis effect and governed by
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the Navier—Stokes equations (1)—(5). In our study, we make the fundamental assumption that the
kinematic viscosity is anisotropic, because we take a turbulent viscosity. Specifically, we assume
that v = (v1,v2,62 - v3), for dimension and analytical reasons (see [3], [5], [8]). As usual in
asymptotic analysis, we perform a vertical scaling to make the domain independent of ¢ to get
(6)-(12). The hydrostatic approximation consists in neglecting the e2-small terms in the third
momentum equation (8) thus getting the hydrostatic Navier—Stokes equations

aul 3p _ .
W+U-Vu1—A,,u1—qu+8—xl—O m QX(O,T),
Ou: 0 .
%+u-Vuz—A,,uz+fu1+a—fZ:0 in Qx(0,7),
%:o in O x(0,7),

divu=0 in Qx(0,7),
U1:UQZU3TL3:0 on FbX(O,T),

—2=0,, us=0 on Iyx(0,7),
3

wi(-,t=0)=ug;, i =1,2, in Q.

Our main result is the following:

THEOREM 1. — For 6, 6, € L2 (O,T; H_1/2(Fs)), ug € L2(Q), with divug = 0 and up-n =0 on
00, there exists a weak solution of the hydrostatic Navier-Stokes equations u € L2(0,T ; W), with
uy, ug € L (07 T, LZ), obtained as a limit of solutions of the anisotropic Navier—Stokes equations
as the aspect ratio € goes to zero.

The proof relies on estimates in anisotropic spaces, see Propositions 1 and 2, which are sufficient
to take the limit in the linear terms (see [1]), whereas for the nonlinear ones, we establish a
new time-compactness criterium, see Theorem 2, which we apply to the horizontal velocities, see
Lemma 1. This theorem states essentially that a small perturbation of an LP-equicontinuous family
still possesses a strong convergent subsequence.

1. La faible profondeur

La circulation des masses d’air en météorologie ou la circulation des eaux en océanographie et en
limnologie sont décrites de maniere générale par les équations de Navier—Stokes. Les météorologues
et les océanographes en utilisent couramment des modeles asymptotiques (voir par exemple [5],
[7], [8], [11]) exploitant le fait que le quotient d’aspect ¢ = profondeur / diametre horizontal, est
de 'ordre de quelques pour mille.

1.1. Equations gouvernant ’écoulement

Soit . C R? le domaine borné défini par
Q. = {(fcl,mg,z) ER®; (21,20) €T, —e-h(z1,12) <2< 0},
ol I's est un domaine borné lipschitzien de R? représentant la surface du fluide et b : I's — R est
une fonction lipschitzienne positive ou nulle, arbitraire pourvu que 2. soit lipschitzien. On note
alors I'y = 0Q. \ Iy le fond du bassin, ou 01, désigne la frontiere du domaine 2.. Le domaine
Q. modélisant un lac ou une mer est occupé par un liquide dont le mouvement est engendré par
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une traction horizontale (induite par le vent) sur la surface I'y et ce mouvement est soumis & la
force de Coriolis induite par la rotation de la Terre. On suppose la densité constante égale a
I'unité. Dans la suite, on utilise de maniere essentielle une viscosité turbulente anisotrope pour le
liquide, basée sur I’observation que la différence entre les échelles horizontale et verticale induit une
turbulence différente dans les deux directions (voir [5], [8]). L’écoulement est régi par les équations
de Navier—Stokes incompressible, avec viscosité cinématique turbulente anisotrope.

ov

a+v-Vv:A,,v—2w/\v—VP+g dans Q. x (0,7), (1)
divv=0 dans Q. x (0,7), (2)
v=0 sur I'f x(0,T), (3)

8u1 _ 6uz _ _
Vig~ =T, Vig- =T w=0 sur I'sx(0,7), (4)
v(-,t=0)=vy dans Q.. (5)

Dans Péquation (1), A, est défini par A, = 1y BB—% + v % + v, 66—223, avec v = (vi,va,v;) le
vecteur de viscosité cinématique turbulente. Le vecteur v = (uj,us,w) représente la vitesse du
liquide, 2w = (0,0, f) la vitesse angulaire du bassin, P est la pression totale, g = (0,0, —g) est
I’accélération de la pesanteur.

Dans 'équation (4) 7;, i = 1, 2, représentent les tractions horizontales exercées par le vent sur la
surface T'y du liquide et w = 0 sur Iy traduit ’hypothese du toit rigide. Enfin, vo = (ug1, ug2, wo)
désigne la vitesse initiale du liquide.

1.2. La mise a I’échelle

Pour rendre le domaine §). indépendant de ¢, effectuons les changement d’échelles z = ¢ - x3,
w=¢-ug et u= (uy,us, uz) ainsi
Q= {(ml,xg,mg) €ER®; (z1,22) €T, —h(z1,22) <m3 < 0}.
Il est nécessaire de répercuter le changement d’échelle dans les grandeurs physiques. 1l est naturel
de supposer que wy = eups, ol ugs ne dépend pas de €. Pour des raisons de dimension (c¢f. [3], [5]),
on suppose que v, =2 -vz et ; =e-0;, 1 = 1,2, ol v3 et f; sont des constantes. Posons enfin
p=P+g-z= P+ g-cxs la pression hydrodynamique. Les équations (1)—(5) deviennent alors :

Ou 0
8—;+U~Vu1—Ayu1—fuz+a—£:0 dans Q x (0,7), (6)

ou 0
8—;+u~Vuz—A,,uz+fu1+a—i=0 dans Q x (0,7), (7)

Ou 0
62{6—;+H'VU3—A,,U3}+8—;;:0 dans QX(O,T), (8)
divu=0 dans Q x (0,7), (9)
u= sur Ty, x (0,7), (10)

Ou Ou

Vga—x;:t%, uga—mjzeg, ug =0 sur 'y x (0,7), (11)
u(-,t=0) =ug dans Q. (12)

L’approximation hydrostatique consiste alors & négliger les termes en 2 dans 1’équation (8) et &

la remplacer par I’équation
0
% =0 dans Q x (0,7). (13)
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2. Le résultat principal
2.1. Espaces fonctionnels anisotropes et a4 divergence nulle

Soient les espaces de Hilbert :

Hi(Q)={peH(Q); ¢=0 sur I'},},
H(05,Q) = {9 € L*(Q) ; 959 € L* ()} avec [l¢llyo,.0) = loll2iq) + 1105012,
Ho(83,Q) = D(Q) O = L, € H(85,0) ; pnz =0 sur 9Q},
W = {u € H}(Q) x Hy(?) x Hy(3,9) ; divu =0}.

2.2. Formes faibles et théoréme d’existence et convergence

On désigne par T une durée positive fixée. Notons ug = (ug,us), b(ug) = f - (—u2,u1) et
V, = (1/3”8,»)?21. Nous faisons ’hypothese naturelle que ’énergie dissipée par le vent est finie :
O = (01, 05) € L?(0,7; HY/%(Iy)?). Les produit scalaires dans L?(Q)¢ sont notés par (-, -)
et la dualité H=Y/2(Ty), H'/?(T) par (-, -). La forme faible des équations de Navier-Stokes
hydrostatiques (6)—(7), (13), (9)—(12) est alors : trouver u = (ug,usz) € L*(0,7; W), avec ug €

L>(0,T; (LZ(Q))Z), tel que

T T
v

[ (o %52t ) = G T+ 0o + (Lo Foom) = G o) + [ 6,0,

0 0

(14)

pour tout v = (vg,vs) € C1(0,T; W), avec v(T') = 0, tel que dzvy € L>°(0,T'; (L3(Q))2).

THEOREME 1. — Soient ug € L2(Q) & divergence nulle et trace normale nulle sur OQ et 81, 05 €
L? (O,T; H-1/2 (I‘s)), il existe une solution faible des équations de Navier—Stokes hydrostatiques
u € L2(0,7; W), avec uy, uy € L*® ((),T; LQ(Q)), obtenue comme limite de solutions u® des
équations de Navier—Stokes a viscosité anisotrope quand le quotient d’aspect € tend vers zéro.

Remarque 1. — Une difficulté majeure de la preuve est le manque de régularité de la vitesse
verticale, qui est seulement déterminée par la condition d’incompressibilité (9). La régularité
L>°(0,T; L3(Q)?) pour d3vp est requise pour le terme fOT dt (ug, uzd3vp). La régularité L?(0,T';
L>°(2)?) ou tout autre régularité intermédiaire conviendrait également.

Remarque 2. — Ce résultat fournit une justification au modele dit des équations primitives
(voir [7]). Pour cela, 'hypothése de viscosité turbulente anisotrope est essentielle. Avec une
viscosité isotrope, dans le cas stationnaire, on obtient un modele asymptotique linéaire, également
hydrostatique mais ou seule la diffusion verticale subsiste (voir [4]).

3. La démonstration
3.1. Compacité par perturbation

Nous donnons ici un critéere de compacité, nouveau a notre connaissance, qui généralise le critere
bien connu des translations de Riesz Fréchet Kolmogorov, étendu au cas vectoriel par Simon [9].
Dans la suite, on note 7, f(t) = f(t + h).

compact
—

THEOREME 2. — Soient T > 0, X B — Y des espaces de Banach. Soit {f-}.>0 une
famille de fonctions de LP(0,T; X), 1 < p < 00, avec pour p = 00, {f:}e>0 C C(0,T;Y), telle
que :
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(H1) {f-}c>0 est bornée dans LP(0,T; X) ;

(H2) (|7 fe = fellueo,r-ny) < 0(h) +¥(e) avec limp p(h) = lim. 0 ¥(g) = 0,

alors la famille { f-}e>o0 posséde une valeur d’adhérence dans 1P (0,T ; B), et dans C(0,T ; B) pour
p =00, quand € — 0.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que, pour toute suite (g,,), telle que €, > 0 et &, — 0 la
famille {f.,}. est relativement compacte dans L?(0,7; B). On applique le théoreme 5, p. 84, de
Simon (op. cit.) a la famille {f., }», en constatant que ’hypothese (H2) implique que

I fe, — feullLeo,7—n;v) — 0 quand h — 0,
uniformément par rapport a n (¢f. [2] pour les détails). O

3.2. Estimations des solutions

Pour alléger la notation nous notons u = u® une solution faible des équations de Navier—Stokes
(6)—(12) (avec viscosité anisotrope). Nous notons || - || la norme dans L2(Q). L’inégalité d’énergie
usuelle (¢f. [6]) pour le systéme de Navier—Stokes se traduit, pour p.p. ¢ € [0,77], par

t
lurr (@) + < llus(8)] + / ds (| Voun(s)|? + [ Vous(s)])
t
< uuom|? + |fuos > + / ds (011, usr). (15)
0

On démontre que (cf. [1]) :
PROPOSITION 1. — Les éléments uy, uz, cus sont bornés dans L (0, T ; L*(©))NL*(0, T ; H (Q)).

Comme divu = 0, d3us est borné dans L?(0,T ; L?(?)). Enfin, 'inégalité de Poincaré verticale,
due au fait que ug = 0 sur I, donne ||us|| < C'||0s3us]|| donc :

PROPOSITION 2.  L’élément us est borné dans L2 (O,T; Ho (05, Q))

Soient Dy () = {¢ € D(Q) ; ¢ = 0 au voisinage de T', } et U = {¢ € Dyp(Q)?2xD(Q) ; divp = 0}.
Soient la projection Py : (x1,%2,73) € R® = (x1,75) € R? et les espaces By = Pyl L?
Wg =Pl (Hl)z, Yg =Pyl (1%)? | On vérifie (voir [2]) que

Yy < Wy < By = By — Wy < Y}, ol toutes les injections sont compactes.  (16)

Ensuite on démontre le :
LEMME 1. — On a ||rpufy — uf_IHLoo(O’T,h;YII{) <ec -h'Y' 46,
Démonstration. — La forme faible spatiale des équations de Navier—Stokes (6)—(12) est

d(’U,H, UH)

i — (um,u-Vog) + (b(ug),ve) + (Voun, Vovm)

+e%- {% + (u- Vus,vs) + (V,,U3,V,,u3)} = (f,vg) dans D'(0,T). (17)

Soit vy € Yy, il admet un relévement & divergence nulle v = (vgr,vs) € (H%)2 x H§(93), vérifiant
[|lvs|lmr + [|03vs|lm < C|lvg|lyy, qu’on prend comme fonction test dans (17) avant d’intégrer sur
(t,t+h):

t+h
(Thurr (t) — up (t),vir) + €2 (Thus(t) — us(t),v3) = /t g°(s) ds,
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avec ¢°(s) = (ug,ugVavg) + (upg,usd3vy) — e(ugVgeus,v3) — e(cuzdsus,v3) — (b(um),vm) —
(Vyup,Vyvyg)—e(Vyeus, V,vs)+ (6, vg). On peut montrer par interpolation entre L (0, T, L2)
et L2(0,7; L%) que ug et cus sont bornés dans L*(0,T; L3), ce qui fournit (nous omettons

les détails (cf. [2]) [|9°|lassor) < Cllomlly, done, par Vinégalité de Holder [/ |g%(s)|ds

C h'/* |vm|ly;, . D’autre part, | (myus(t) — us(t),v3)| < & {mneus(®)lluz + [leus(t)lle=} [los[lez
eC ||vi ||y, en vertu de la proposition 1.

OIN N

3.3. Passage a la limite

Les propositions 1 et 2 autorisent & extraire une sous-suite telle que

u® = (uf,u3) = u=(up,u3) dans L?(0,7; W) faible,
uf; = uy dans L™ (0,T; L*(2)) faible-*.

Ces convergences faibles suffisent pour passer a la limite dans les termes linéaires de la forme faible
de (6)—(12) (cf. [1]). D’autre part, en vertu de (16), de la proposition 1, du lemme 1 et du théoreme 2
on peut extraire une sous-suite u; — uy fortement dans L2(0,T'; By) et dans C(0,T; W};). Cette
convergence forte permet le passage a la limite dans les termes non linéaires, prouvant ainsi que
u est solution de (14). Cela donne en outre la continuité en temps ug € C(0,7'; Wi;). Ainsi, la
condition initiale (12) a un sens pour les vitesses horizontales. Pour la vitesse verticale, dont la
dérivée temporelle est absente des équations, on ne peut rien dire.

En utilisant le lemme de de Rham [10], on récupere la pression comme une distribution telle que

Vp = <%+H-VU1—AVU1—JCU2,%+“'V“2_AV“2+f“1’O>‘

On montre (cf. [1], [3]) que Vp € W=12(0,T; W—13/2(Q2)) donc p € W= (0,T; L3/2(Q)). En
particulier, on a bien (13).
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