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Exercice 1 1. Pour tout entier k l'espace G, = G N (E x F}) est un espace vectoriel, et c’est
un fermé de E x Fj, pour la topologie induite par £ x F. L’espace F}, étant de dimension finie,
c’est un sous-espace de Banach de F', et donc E x F} est un sous-espace de Banach de E x F.
Le sous-espace fermé Gy, de E x F}. est donc un espace de Banach. La deuxieme affirmation est
une conséquence immédiate des définitions.

2. L’application (pry)|q, : Gk — E étant continue entre deux espaces de Banach, d’apres le
théoreme de P’application ouverte, soit pri(Gy) est maigre, soit pri(Gy) = E.

3. On peut écrire £ = Ui"ZOT_l(Fk). Comme F est un espace de Banach, c’est un espace
de Baire, et une réunion d’ensemble maigres étant maigre, d’apres le théoreme de Baire il existe
nécessairement un entier k tel que T~!(F}) n’est pas maigre, donc tel que T~!(F)) = E d’aprés
1. et 2. De plus, le graphe de T étant Gy, le théoreme du graphe fermé montre que T est
continue.

Exercice 2 1. D’apres la continuité de 7" on a ||Tz|| < |||T]|| ||x|| pour tout z € E. En prenant
=7 cshizionaTe =73 ;N Na; dou | ;Nag| <|||T|| [|> ;cr Nzl

2. (a) Un élément  de F' peut s’écrire x = ), ; \jz;, oit J est une partie finie de I et les A;
sont des scalaires. On pose alors Sz = ), ; A\ia;. Il faut vérifier que le scalaire Sz ne dépend
pas du choix de I'écriture de z. Supposons donc que & = Y .. ; A\iw; = D, ;. D’apres
Iinégalité (2) on a

Z Aia; — Zmai <c Z AiTi — Z wizi|| = 0.
icJ i€eK icJ i€K
Donc ) oy Ni@i = D> ;e iia;. De plus S est une forme linéaire, car pour tous vecteurs x =

Yicg Niti et y = > . pix; dans E et tous scalaires A, p on a

Azt py =3 ANz + > i
icJ €K
et
S(A\z + py) = Z ANa; + Z Wi = A Z Aia; + [ Z pia; = ASx + uSy.
icJ €K ied €K
Enfin, |Sz| < ¢ ||z|| d’apres (2). Donc S est une forme linéaire continue sur F' de norme < c.
2. (b) Résulte de (a) et du théoreme de Hahn-Banach.

Exercice 3 1. On a |f,| < |f|, donc les fonctions f, sont localement intégrables, et par
conséquent définissent des distributions sur R. Le théoréeme de la convergence dominée montre
que la suite (f,,) converge vers f dans L} (R), donc dans D'(R).

loc
2. On a |f*(z)] < z~% pour > 0. La fonction z — z~% étant localement intégrable lorsque
a < 1, d’apres 1. la suite (f2) converge vers f* dans D'(R) : autrement dit

u(e) = lim_ [ frla)elade = [ f@)p)n,
R R

n—oo

1



qui est une distribution d’ordre 0 puisque f* est localement intégrable.

3. Sisupp(p) C [—A, +A4], V'intégrale & étudier peut s’écrire

A A
/ (o) — (O @)z + 0(0) [ f(x)de
1/n 1/n

ott |[p(x) — ¢(0)]f*(x)] < 272 L sup|Dg|. La fonction x — x~9T! étant intégrable sur [0, A], la
premiere intégrale converge vers fOA [o(z) —¢(0)] f*(z)dx et se majore par sup |Dp|A%?/(2—a).
Pour la seconde intégrale, une intégration par parties donne

A A A
Jn = / 7% cos( - )dz = —2 [sin(l)w“} 20— a)/ 2 sin(- ) da.
1 2 1 2
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Quand n tend vers l'infini, %sin(gn)n — 0 car a < 2. La fonction x s 2! sin(g) étant
intégrable sur [0, A] (car a < 2), J,, admet une limite :
™

nh—>nolan = sm(2A

9 A
JAZTC 4 Z(2 — a) / zte sin(i)d:v.
™ 0 2x

Ceci prouve que la limite (3) existe. De plus, ce qui précede prouve qu'’il existe une constante
C > 0 (dépendante de A) telle que

lu(¢)] < C (sup |¢| + sup [Dypl)

pour tout ¢ a support dans [—A, A]. Donc u est une distribution d’ordre < 1.

4. La fonction g, étant C' en dohors du point 2 = 1/n, sa dérivée au sens des distributions
est

—53 cos(gz)  pour x> 1/n,

LT
Dg,, = sm(gn)(S% + { 0 pour z < 1/n.

5. On en déduit 5
2= — [Dgn - sin(gn)c;%
La fonction g est localement intégrable, donc la suite (g,,) converge vers g dans D'(R) d’apres
1., et la suite (Dgy,) converge vers Dg. Comme lim,,_,o, 1 = Jp, on obtient

—%Dg si ¢ =0 mod(2),

) 2 . T .
lim ffp+q = [Dg - Sln(gq)ég = —% [Dg — o] sig=1mod(4),

p—o0

—2[Dg+6o] siq=3mod(4)

6. On en déduit que

lim [ Fiey(@lola)ds = = [Dyle) = sin(Fa)o(0)].

pP—00 s

La suite [, f2(x)¢(z)dz converge si, et seulement si, ¢(0) = 0 : dans le cas contraire, elle admet
trois valeurs d’adhérence.



