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restrictive, la méthode de Perron, avant de la généraliser en dimension quelconque.
On appliquera enfin ces résultats a la démonstration de la conjecture du volume

pour le nceud 5o.



Table des matiéres 2

Table des matiéres

1 Meéthodes classiques 3

1.1 Méthode de Laplace . . . . . . . . . . . e 3

1.2 Méthode de la phase stationnaire . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..., 8

2 Méthodes du point col 11

2.1 Meéthode de la plus grande pente . . . . . . . . .. oL 13

2.2 Méthode de Perron . . . . . . . . . ... 16

2.3 Exemples . . . . . oL 24

3 Méthode du point col en dimension quelconque 31

3.1 Définitions et résultats préliminaires . . . . . . . . . . ... ... ... 32

3.2 Meéthode du point col généralisée . . . . . . .. ... L 40

3.3 Exemples . . . . e 46

4 La conjecture du volume pour le nceud 5, 53

4.1 Notions et résultats indispensables . . . . . . . .. ... ... ... ....... 53

4.1.1 Eléments de théorie des nceuds . . . . . . . ... 54

4.1.2 Géométrie hyperbolique et volume du complémentaire . . . . .. .. .. 56

4.1.3 Invariant de Kashaev et conjecture du volume . . . . . . . . .. ... .. 57

4.2 Le développement asymptotique de (K)n . . . o o v v v v 59

4.3 Mise sous forme intégrale du probleme . . . . . .. ..o 78

4.4 Démonstration . . . . . . . .. e 83

Références 90
Introduction

L’étude asymptotique des intégrales de la forme [, f (x)e’\“’(x)dx intéresse les mathématiciens
depuis longtemps. Au-dela de son intérét purement théorique, ce type d’intégrale apparait en
effet régulierement en physique. Les cas réel et imaginaire pur, correspondant respectivement
aux méthodes de Laplace et de la phase stationnaire, sont connus depuis le X7.X°¢ siecle. Le
cas complexe général, en revanche, a longtemps résisté. Plusieurs méthodes partielles existaient
déja sous le nom de méthode du point col, mais ce n’est qu’au cours du X X°¢ siecle, qu'une
théorie unifiée sur C a été établie. Ce n’est que tres récemment que cette méthode a été
étendue en dimension quelconque, sur CV. Une application concréte de cette généralisation est
la démonstration de la conjecture du volume pour le cas particulier du noeud 59. Apres avoir
exprimé l'invariant de Kashaev sous la forme d’une intégrale double, on applique la méthode
du point col pour en obtenir un équivalent asymptotique, qui coincide précisément avec le
volume du complémentaire du nceud.

Ce rapport est rédigé dans le cadre d’un stage de recherche de niveau Licence 3 & I'Institut

Montpelliérain Alexander Grothendieck. Il se propose d’explorer la méthode du point col a
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travers trois chapitres, avant d’en appliquer les résultats a la conjecture du volume dans une
quatrieme partie. Dans un premier temps, nous illustrons cette méthode dans les cas réel et
imaginaire pur. Puis, en suivant les travaux d’O’Sullivan [1], Wong [3] et Fedoryuk [2], nous
prolongeons la méthode a ’ensemble des complexes. Nous nous appuyons ensuite sur l'article
de Pinna et Viola [4] pour généraliser ce résultat aux intégrales multiples sur C"V. Enfin, dans
une quatriéme partie, apres avoir introduit la conjecture du volume, nous la démontrons dans

le cas particulier du nceud 53 en s’inspirant des travaux de Ohtsuki [5].

1 Meéthodes classiques

Dans cette section, on se propose d’étudier les 2 situations particulieres dans lesquelles
Pétude de I(\) = [, f(x)e*@dx est grandement simplifiée.
1.1 Méthode de Laplace

On commence par le cas ou @ est & valeurs réelles : I'intégrale est alors dominée par un

phénomene de concentration exponentielle au voisinage du maximum de .

e a

Théoréme 1.1.
Méthode de Laplace

Soit [a,b] C R un intervalle (pas nécessairement borné). Supposons que :
— ¢ [a,b] — R est une fonction de classe C?
— f:]a,b] — C est une fonction continue
— Il existe A\g € R tel que ff e*0¢(@)| f(x)|dz converge.

— ¢ admet un maximum global strict en un point xg €|a, b],

— ¢"(z0) < 0.
— f(x0) #0
Alors, on a I’équivalent asymptotique suivant :
I ~ @) f(zg) _2m
A—+400 )\‘QDH(SC()H

Démonstration. Soit A € R, on a :

b
1)< [ 9| f(a)]do
< e(A=20)(20) /b ¥ @) f(z)|da

< 400

Donc I est bien définie.

Puisque zp est un maximum local a l'intérieur de 'intervalle, ¢'(zg) = 0. Par la formule
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de Taylor-Young a ’ordre 2 au point xg, on a :

p@)— plao), = ~—Z ) (@ a2 4o (@ - w0)?)

T—x0 2

Il existe donc & > 0 suffisamment petit tel que [xg — 0,29 + 0] Cla,b[ et pour tout
x € [xg— 6,20+ 9] :
_ —¢"(x0) (

1 x — )2

p(x) = (o) <

On pose :
J(A) = e—/\sa(:m)_]()\) — /b e/\(so(z)—w(wo))f(m)dm

a

On sépare l'intégrale en deux parties :

T = / M@ =0 0) £ () + M@ =0w0) £ (1)
[zo—d,20+6] [a,b]\[z0—d,20+0]

On effectue le changement de variable x = xg + % dans la premiere intégrale :

1
M@ =00 £ (3\dy — L / w)du
~/[xo—5,x0+5] 7@ VA Rg/\( )

R A plzot+—E&)—e(xo) w
ol gA(u) =e ( 2 )f(:po—{—\[\) 1[76\&,5\5}(10'
— A u € R fixé, pour \ assez grand, u € [—6v/X, 0v/\] et la formule de Taylor-Young

donne : (o)
vy _ P Zo) o
A (<P (960 + ﬁ) 90(900)) e 5 U

Comme f est continue en xg, on a :

- _ ¢ (@o)u?/2
i o) = o0

— Pour tout u € [—6\5, 5\5], on a :

_cy?
lga(w)| < e sup  |f(2)|
z€[zo—0,x0+9]
La fonction de majoration est intégrable sur R car ¢”(z) < 0 et f est continue
sur le segment [zg — d, ¢ + 4.

D’apres le théoréme de convergence dominée :

—¢"(z0) 2 27
l, d — — U d — -
Jm | o(u)du /IRe P mo)du = Frol =
Ainsi :
lim M@ =0@0) f(1)dx = f(0) _ 2
A=+00 J[20—8,20-+6] —¢" (o)A

De plus, comme zg est maximum global strict, il existe n > 0 tel que pour tout
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x € [a,b]\ [xo — 9,20 + 6], p(z) < p(zo) —n. Pour A > Ag, on a donc une majoration de

la seconde intégrale :

eA(cp(a:)—ap(aco))f(m)dx| < / e()x—ko)(%(a:)—s@(xo))er(sﬂ(m)—sO(xo))|f($)|d$

| /[a,b]\[wozs,zgﬂﬂ [a,b]\[x0—8,20+0]

< e(/\—/\O)(sﬂ(l‘o)_n)/ M r)=el0))| £ ()| da
Ds

Comme l’intégrale majorante est finie, on obtient :

/ M@ =0@0) () dz = O(e=™)
[a,b]\ [0 —8,20-+9]

Donc :
27
J(A
( >\—>—+>oo (1‘0) —(,0”(1‘0)/\
Et finalement, on obtient :
I0) ~ 0 () _m
A——+o00 )\‘QO”(%()”

On peut étendre le résultat lorsque ce maximum est atteint a I’'une des bornes du domaine.
On retrouve un résultat analogue a un facteur % pres, di a la contribution d’un seul c6té du

point critique.

Corollaire 1.2.
Soit [a,b] C R un intervalle (pas nécessairement borné). Supposons que :

— ¢ [a,b] — R est une fonction de classe C?
— f:]a,b] — C est une fonction continue
— Il existe A\g € R tel que ff e*0?(®)| f(z)|dz converge.

— ¢ admet un maximum global strict en un point xy € {a,b}

— ¢'(z0) =0
— ¢"(zg) < 0.
— f(zo) #0
Alors, on a I’équivalent asymptotique suivant :
T(\ ~ Ap(z0) T
Y s e &0 )

Démonstration. Supposons que zg = a.

On prolonge les fonctions ¢ et f par symétrie sur Uintervalle [2a — b, b]. Posons :

o few) sizefay
¢(x) = ,
v(2a —x) six € [2a—b,af
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annule : la décroissance de 'intégrande n’est alors plus gaussienne mais exponentielle simple.

e { f(z) S% x € [a,b]
f(2a—z) siz€[2a—b,al

— f est continue sur [2a — b, b] car lim,_,,- f(z) = f(a) = f(a).

— @ est de classe C2. En effet, pour = < a, ¢'(z) = —¢/(2a — z) et 3" (z) = ¢"(2a —
2), limy 0 #(2) = —¢(a) = 0 = lim,_ e #(z) ot lim,_,,- 3"(z) = ¢"(a) =
lim, o+ ¢ (2).

— Puisque ¢ admet un maximum global strict en a sur [a,b], par parité de la
construction, ¢ admet un maximum global strict en a sur [2a — b, b]. Le point
xo = a est a I'intérieur de cet intervalle.

— Soit I(\) = f;a_b @) f(x)d.

On a avec le changement de variable y = 2a — x :

I\ = /2:—b P (202) £(24 — z)dx + /ab @) () dx
= /b W) f(y)dy + /b @) f () da
=2I()\)

La condition d’intégrabilité est donc respectée.

On applique la méthode de Laplace 1.1 :

3(a) 7 2
10, . 7@ S

~ Ap(a) 1 277(— Ap(a) L
T e @ Sgray =< o)

Si le maximum global strict est atteint zo = b, le raisonnement est identique, on prolonge

Ainsi :

les fonctions sur 'intervalle [a,2b — a].

Il reste enfin le cas ou ce maximum est atteint au bord de l'intervalle sans que la dérivée s’y

r

Proposition 1.3.
Soit [a,b] C R un intervalle (pas nécessairement borné). Supposons que :

— ¢ [a,b] — R est une fonction de classe C?

— f:]a,b] — C est une fonction continue

— Tl existe Ag € R tel que [?e0%@)|f(z)|dx converge.

— ¢ admet un maximum global strict en un point xy € {a,b}
— ¢(z0) #0

— ¢’ (x0) < 0.

— fzo) #0

N\
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Alors, on a I’équivalent asymptotique suivant :

T ~ Ap(zo0) f(x())
A e € N o))

Démonstration. Supposons que xg = a.
On a donc ¢'(a) < 0, mais par hypothése ¢'(a) # 0, donc ¢'(a) < 0.

Par la formule de Taylor-Young & 'ordre 1 au point a, on a :

p(z) —pla) = ¢'(a)(x—a)+o(z—a)

Alors, il existe ¢ > 0 suffisamment petit tel que [a,a+ ] C [a,b] et pour tout x € [a,a+ 4] :

/
a
o(x) - pla) < ¥ (@~ a)
On pose :
b
JOV) = e 9@ () = / M@ =00 (1) da
On a
J()\) _ / e)\(gp(:ﬁ)fgo(a))f(x)dx + e)\(SO(fE)*SO(a))f(x)dx

[a,a+4] [a,b]\[a,a-+4]

On effectue le changement de variable z = a + ¥ dans la premiere intégrale :

+00
[ e i = ! [ s
la,a+6] A Jo

olt gy (u) = N+ —¢@) y (a+ %) 1p,6n ().
— A u e R fixé, pour X assez grand, u € [0,0)] et la formule de Taylor-Young

donne :
U
A -] - —
(¢(a+3) - ¢@) =2 Flan
Comme f est continue en a, on a pour tout u >0 :

lim gy(u) = e“"l(a)“f(a)

A—400
— Pour tout u € [0,6)\], d’apres la majoration locale de ¢, on a :

¢’ (a)
lga(u) <e 2 * sup  |f(x)]
x€a,a+4]
La fonction de majoration est intégrable sur Rt car ¢’ (a) < 0 et f est continue

sur le segment [a,a + J].
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D’apres le théoréme de convergence dominée :

400 +oo ©'(a)u +oo f(a) f(a)
lim w)du = e? (@D £(aVdu = f(a = =
Jdm [ e = | flajde=1@) TGy = o0 ~ 9@
Ainsi :
f(a)

Ne@ o) e @
e x)ax
/L@+ﬂ f@de | o~ o)

Le traitement de la seconde intégrale sur [a,b] \ [a,a + ] est identique & la preuve de

1.1. La contribution de cette intégrale est un O(e™"").

f(a)

Ao N (a)]

Donc :

J(A)

Et finalement : fa)
I ~ ere@ I\
N e T N

Si le maximum est atteint en xy = b, la preuve est identique.

1.2 Meéthode de la phase stationnaire

Apres avoir traité le cas ou ¢ est a valeurs réelles, on s’intéresse maintenant au cas dual ou
¢ est purement imaginaire, c’est-a-dire ¢ = i¢ avec ¢ réelle. L’exponentielle e*?(®) étant alors
de module constant égal a 1, la concentration de I’intégrale provient alors d’'un phénomene

d’oscillations destructives, sauf au voisinage des points ou la phase ¢ est stationnaire.

( )

Théoréme 1.4.

Soit [a,b] C R un segment. Supposons que :
— ¢ : [a,b] — iR est une fonction imaginaire pure, on note p(z) = i¢(x)
— ¢ : [a,b] — R est une fonction de classe C2
— f:[a,b] = C est une fonction de classe C!
— il existe xg €la, b[ tel que ¢'(xo) =0 et Va € [a,b] \ {zo}, ¢'(x) # 0.

— ¢"(x0) #0
— f(zo) #0
Alors, on a I’équivalent asymptotique suivant :
. ST " 2T
I\ ~ iAp(zo) i 2 sign(d” (zo))
W) ) o (o) e A (20)]

Démonstration. Quitte & remplacer ¢ par —¢, supposons que ¢ (zg) > 0.

Soit > 0 tel que [xg — 1, xo + 1] Cla, b|.

Soit x : R — [0, 1] une fonction plateau de classe C*°, telle que x(z) = 1 sur [zo —1/2,xo +
n/2] et x(z) = 0 sur R\|zg — n, zo + n].
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Ona:
1) = [0 (@t + [P f@)(1 ~ x()de = A) + BY)

Sur [a, b]\]zo —n/2, 0+ n/2], la fonction ¢’ ne s’annule pas par hypotheése. On pose alors :

f(2)(1 = x(x))

o) = 5w

qui est de classe C! sur [a,b] car f est de classe C2.

Par intégration par parties, on a :

7 / dzx ZM(I)) de

Md)() / zAd)(a:)
M[’M |\ [ e

Comme h et h' sont continues (donc bornées) sur le segment [a, b] et que |e¢(®)| = 1, il

sov=o(2)

(On pourrait méme montrer que c’est un O(1/A*) pour tout k par itérations successives).

en résulte que :

Par la formule de Taylor avec reste intégral pour ¢ a ’ordre 2 en zg, on a :

¢(x) = ¢(xo) + g(z)(z — 0)?

ott g(z) = [ (1 — 5)¢"(x0 + s(x — x0))ds est une fonction de classe C2.

) = ¢ ( 0) > 0 et donc par continuité, quitte a rétrécir ),

Comme ¢ () > 0, on a g(xo
g(z) > 0 sur [xg — n, xz0 + 1.
Posons :

¢ {[1?0777560+77] — R

z— (z = x0)\/g(x)

Comme ¢ est de classe C! et que & (x0) = Vg(xo) > 0, le théoréme d’inversion locale
affirme que sur un voisinage de zg, £ est un C'-difféomorphisme dans un voisinage de
§(z0) = 0. On note K = ¢([xo — n, 20 + 1))

On effectue le changement de variable u = £(x) (donc dz = (671 (u)du) :

- / FE )X (€ ) (€Y (u)e e @y
_ e J:o)/ (e & W)€ (w)e™ du

On note G(u) = f(¢1(u))x(€ 1 (w)(¢71) (u). On a par la formule de Taylor-Young :
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G(u) = G(0) + uR(u) avec R continue. Donc :

/ G(u)ei’\uzdu: G(O)/ ei>‘“2du—|—/ uR(u)ei/\uzdu
K K K

iy 02
ezAu

1 / idu?
R(u) 5 ]K 21')\/KR(U)6 du
= G(O)/ e du+ O (1)
K A

Comme x(zg) =1 et (£71)(0)

= G(0) / e dy, +
K

_ 1 _ 1 o 2 . .
= &(wo) \/¢N($O)/2 - & (x0)’ on obtient :

2
¢ (x0)

G(0) = f (o)

L’intégrale restante, par changement de variable v = uv/A, tend vers l'intégrale de Fresnel

sur R entier :

idu? 1 iv? 1 /Jroo iv? T im/4
e du = eVdv o~ eVdv=4/—e
/K NGV S A—=+00 v/ J oo VA
Donc :
) - 27
I ~ iAp(wo) i7 [ 2"
(A) Atoo f(zo)e e A" (20)

Idem pour ¢"(xg) < 0, d’ott Pexpression générale :

2w
Al (x0)]

I()\) f(wo)ei)\qﬁ(l’o)ei%sign((j)”(g;o))

~Y
A—400

Comme pour la méthode de Laplace, ce théoréme s’étant au cas ou ce point se trouve au

bord du domaine.

Corollaire 1.5.

Soit [a,b] C R un segment. Supposons que :
— ¢ : [a,b] — iR est une fonction imaginaire pure, on note p(z) = i¢(x)
— ¢ : [a,b] — R est une fonction de classe C2
— f:[a,b] = C est une fonction de classe C!
— il existe xg € {a, b} tel que ¢'(xo) =0 et Vz € [a,b] \ {z0}, ¢(x) # 0.
— ¢"(x0) #0
— f(wo) #0

Alors, on a I’équivalent asymptotique suivant :

N iXp(xo0) piFsign(¢(wo)) [T
TV, 53 fle0)em e 2X[" (o)
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Démonstration. Supposons que zg = a. Exactement comme pour le corollaire de la

méthode de Laplace, on prolonge les fonctions ¢ et f par symétrie sur 'intervalle [2a — b, b].

3o) {(;S(:U) s% z € [a,b]
?(2a —x) six € [2a—b,al

Fo) { f(z) S% x € [a,b]
f(2a—z) siz€[2a—b,al

Soit I(\) = [, () f(z)da.

La méthode de la phase stationnaire 1.4 est applicable :

I0) ~  f(a)e?d@ifsion(d” (@) _ 2T

S A (o)

Or comme via le changement de variable y = 2a — x, on a :

I = / " N0 f(y)dy + / " 6N £ () = 21(0)

On obtient :

N ixb(a) i sign(@(@) [T
1), 3, fl@)e™e 2\ (a)]

Idem si zg = 0.

2 Méthodes du point col

On souhaite maintenant étudier le cas général sur C des intégrales de la forme :

I\ = /C F(2)e)dz

ou f et ¢ := u 4+ iv sont des fonctions holomorphes sur un ouvert U C C et C est un chemin
de classe C! par morceaux.

Seulement, dans le plan complexe, on se retrouve avec une combinaison de variation
d’amplitude (Laplace) et de phase (phase stationnaire) via la décomposition eMP(2) = gARe(p(2)).
e m(e(2)) Tobjectif des méthodes du point col est alors de déformer le chemin d’intégration
C de sorte a se ramener au cas réel, donc a la méthode de Laplace. Pour cela, on souhaite
trouver les "maxima" de u = Re(y). Cependant, comme ¢ est holomorphe, par le principe du
maximum, u n’admet aucun maximum ni minimum local strict & l'intérieur de U. Ses seuls

points critiques sont donc des points cols.

Définition 2.1.
Soit ¢ : U — C une fonction holomorphe.
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On dit que zp € U est un point col de ¢ d’ordre m — 1 (avec m > 2) si :

¢(20) =0, ¢"(20)=0, ..., o™ V(z)=0 et ™ (2)#0

Dans le cas particulier ou m = 2, on dit que zg est un point col non dégénéré.

Les points cols engendrent une topologie trés spécifique dans leurs voisinages.

Proposition 2.2.
Autour d’un point col 2y d’ordre m — 1, les courbes de niveau Re(¢(z)) = Re(¢(z0))

divisent localement le plan complexe en 2m secteurs alternés de méme ouverture angulaire

@x

=3
— m secteurs appelés vallées, de bissectrices 0 = %4—2’% pour k € {0,...,m—1},
ou Re(p(z)) < Re(p(20)).
— m secteurs appelés collines, ot Re(p(2)) > Re(p(20)).

Démonstration. Puisque ¢ est holomorphe au voisinage de zg et y admet un point col

d’ordre m — 1, son développement de Taylor-Young en 2y donne :

(m) (4
o(z) = ¢(z0) + W(z —20)" 4+ O(|z — Zo|m+1)
Posons % — pei® ot 2 — 29 = rei? avec o, 0 € R et p,r € RY.
On a: ¢(2) - p(z0) = prmeimda) 4 O(rm+1),

Donc :
Re(p(2)) — Re(p(zg)) = pr™ cos(mb + a) + O(r™™1)

Ainsi, pour r suffisamment petit, le signe de la différence Re(¢(z)) — Re(y(20)) est
dicté par le signe de cos(mf + «).

— Frontieres : Le cosinus s’annule lorsque mf + o = 5[7], et les angles o, = 5 —
2 + k.- pour k € {0,...,2m — 1} correspondent aux directions des 2m tangentes
en zg des courbes de niveau Re(p(2)) = Re(¢(z0)). Ces demi-droites sont séparées
d’un angle régulier de m/m et elles sont bien définies par le théoréme des fonctions
implicites.

— Vallées : Entre ces limites, il y a exactement m intervalles d’ouverture ;- sur

lesquels cos(mf + a) < 0. Sur ces secteurs de bissectrice f), = =% 4+ 2kT

pour k €
{0,...,m—1}, on a Re(p(2)) < Re(¢(z0)). Ce sont donc des vallées qui descendent
depuis le col.

— Collines : Il y a exactement m autres intervalles d’ouverture - sur lesquels cos(m# +

a) > 0. Sur ces secteurs, Re(¢p(z)) > Re(p(20)), formant les collines qui montent

depuis le col.

Ainsi, on souhaite déformer C de telle sorte qu’il passe par un col tout en restant dans les
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vallées. On distingue alors deux méthodes différentes : la méthode de la plus grande pente, qui
consiste a déformer C pour qu’il suive exactement la courbe de pente maximale d’une vallée, et

la méthode de Perron, qui nécessite seulement que C soit globalement contenu dans une vallée.

2.1 Méthode de la plus grande pente

Intéressons-nous premierement a la méthode de la plus grande pente. Le but est de trouver
une courbe le long de laquelle la partie réelle de la phase, u = Re(¢p), décroit le plus rapidement
possible depuis le point col, afin de concentrer I'intégrale.

Comme ¢ est holomorphe, les équations de Cauchy-Riemann imposent :

oudv Ouolv (81}) ov < 0@)61}
oy

VeV = ear T ayay  \ay) ae T\ ae

Les vecteurs Vu et Vv sont donc orthogonaux, et puisque la direction de plus grande pente de

u est donnée par £Vu, elle est donc tangente aux courbes de niveau de v = Im(yp).

( )

Définition 2.3.
Soit ¢ une fonction holomorphe admettant un point col en zj.

On appelle chemin de plus grande pente issu de zy une courbe C paramétrée par
v :R — U telle que :

— 7(0) =20

— Im(p(x(¢)) = Im(p(=0))

— Vt #0, Re(p(7(t))) < Re(p(20))
Autrement dit, C est une courbe partant de zy qui plonge dans une vallée en suivant

strictement une ligne de niveau de Im(yp).

Pour connaitre la direction de franchissement du col, on a besoin des angles que forment

les tangentes des courbes de plus grande pente avec ’axe des réels.

Proposition 2.4.
Soit ¢ une fonction holomorphe admettant un point col en zg d’ordre m — 1.

2 . (m) )
Ecrivons “OTSZO) = pe'® avec p > 0et o € R.

Les angles 0. de tangente des m chemins de plus grande descente issus de zy sont
exactement les bissectrices des m vallées :
T—a 2k

O = + == pour k € {0,...,m — 1}
m m

Démonstration. En reprenant les notations de la démonstration de 2.2, on a :

QO(Z) o SD(ZO) _ prmei(m9+a) + O(Tm—H)
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Pour des r suffisamment petits, on a :

Au(r,0) = Re(p(z)) — Re(¢(z20)) ~ pr'™ cos(mb + «)
Av(r,0) = Im(¢(z)) — Im(¢(z0)) ~ pr™ sin(mb + «)

Or un chemin de plus grande pente annule les variations imaginaires, ce qui exige
localement Av(r, ) = 0. Donc sin(mf + o) = 0, d’ot mé + o = nm avec n € Z.
De plus, un tel chemin doit plonger dans la vallée, ce qui exige Au(r,6) < 0. Donc
cos(mf + a) = cos(nm) = (—1)" < 0. Ainsi, n est impair.

Posons n = 2k 4+ 1 pour k € Z, on obtient :

— 2k
m9k+a=7T+2k77T<:>9k:7r a+ T
m

On retrouve bien ’expression des bissectrices des vallées.

On peut enfin appliquer la méthode de Laplace pour obtenir notre approximation.

Théoréme 2.5.

Meéthode de la plus grande pente
Soient f et ¢ deux fonctions holomorphes sur un ouvert U.
Soit C un chemin C' par morceaux.
Supposons qu’il existe un contour C’, homotope & C dans U, vérifiant :
— (' traverse un point col non dégénéré zy de ¢ (c’est-a-dire ¢'(z9) = 0 et ¢”(20) # 0).
— Au voisinage de 2g, C’ coincide exactement avec un chemin de plus grande descente
traversant zp avec un angle de tangente 6.
— Pour tout z € C"\ {20}, on a Re(p(z)) < Re(¢(20)). Donc zg est 'unique maximum
global de ’amplitude sur tout le chemin.
— L’intégrale [, |f(z)e*?(*)||dz| converge absolument.
— f(z0) #0.

Alors :
2

Ap(z) ~ Ap(z0) ,i0
JF Oz o fao)e e S

Démonstration. Puisque les chemins C et C' sont homotopes dans le domaine d’holo-
morphie U et que la fonction z — f (z)e)‘g"(z) y est holomorphe, le théoréeme de Cauchy

garantit que :

I(\) = /Cf(z)ew(z)dz = /C/ f(2)eMP)dz

Par hypothese, le chemin C’ traverse le point col 2y en se superposant a une courbe de
plus grande pente. Paramétrons ce petit segment par une fonction v : [—¢,e] — U telle
que :

— 7(0) = 20.
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— Les valeurs t € [—¢,0[ correspondent a la "montée" depuis la premiere vallée, et
t €]0, €] a la "descente" dans la vallée opposée.

— La vitesse soit unitaire |7/(¢)| = 1. En particulier, en ¢ = 0, le vecteur dérivé +'(0)
est le vecteur tangent unitaire orienté dans le sens de parcours. Son angle avec
I’axe réel étant 6, on a 7/(0) = e¥.

On décompose I'intégrale sur le chemin complet C’ en deux parties : la portion autour

du col, et le "reste" du chemin que I'on note R =C"\ y(] — €, €[) :

[ 100 dz = [ () 0O @)ds + [ f(z)ea

=I(N)

Par hypothese, zg est 'unique maximum global strict de la partie réelle sur tout le chemin.

Comme le domaine R exclut zg et son voisinage, il existe 6 > 0 tel que :
Vz€R, Re(p(z)) < Re(p(20)) — 6

Soit Ag > 0, on a pour tout A > g :

[ 1@eea| < [ 1rele e
= ‘f(z),e(k—ko)Re(s&(Z))erRE(sO(Z))‘dz,
<€(>\ o) (Re((20))— / 1£(2) | Re(#(2D) | 42|
_ <6—A0(Re(<p(z0 - / | F(2)] 0 Bel @(z)|d2|> o« ARe(p(20)) g2
=Constante KRindépendante de A
Ainsi,

/ F(2)eP)dz — 0 (eAResz»e%)
R

On se concentre donc exclusivement sur l'intégrale locale :
I(\) = f( ()0 (5)ds
Comme Im(¢(7(t))) = Im(p(20)) pour tout t € [—¢, €], on a :
I(A) = Ptz f( (5))e* ROy (5)ds

Posons la fonction de phase réelle h(s) = Re(p(y(s))) — Re(p(20)) et la fonction
d’amplitude complexe g(s) = f(7(s))7'(s). L’intégrale se réécrit :

I.(\) = e v (20) g( Je AR(S) 1g
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— Re(p(v(s))) < Re(p(7(0))) = Re(p(20)), donc h(s) < 0 = h(0) pour s # 0.

— 1(0) = f [Re(p(7(5)))] g = Re (¢'(7(0))7'(0)) = Re(0) = 0.

— Le développement de Taylor-Young de ¢ donne ¢(2) = ¢(20) + 5¢”(20)(2 — 20)? +
o(|z — 20/?). De plus, on a y(s) — 2o = 57'(0) + o(s) = se?? + o(s). Donc :

1

o(v(s)) = »(20) + 590"(20)62i982 +o(s%)

Cependant, comme Im(¢(7(s))) = Im(p(z9)) pour tout s, 1¢”(20)e*?s? est réel.
Donc h(s) = Re(p(7(s))) — Re(p(20)) = 50" (20)€*’s? + o(s?).
De plus, on sait que ¢”(z0) = pe'® ou p = |¢"(20)|. Et comme on est sur un chemin
de plus grande pente, on a : 20 + o = 7 (mod 27). Ainsi, ¢"(2)e*® = —p =
—l¢"(20)-
Enfin, puisque h(s) = $h"(0)s* + o(s?), on a :

h"(0) = —[¢"(20)| <0

On applique la méthode de Laplace au point s = 0 : g(0) = f(7(0))7/(0) = f(20)e® et
R"(0) = —|¢"(20)|, cela donne :

€ 27 ; 27
)\h(s)d ~ — 10
/—eg(S)e 5 A 00 g(O) >\|h//(0)| f(ZO)e )\|§0”(20)|
Finalement, en rajoutant le terme e*#(*0) on obtient :
10)= [ J@M0dz ~ fla) et [
C A—+o00 /\‘(,0”(20)’

Remarque. On pourrait obtenir le développement asymptotique & n’importe quel ordre, mais
on se contente ici d’un simple équivalent pour un point col non dégénéré puisqu’on trouvera ce

développement dans le cas général via la méthode de Perron.

Cette méthode de la plus grande pente exige de déterminer explicitement la courbe suivant
exactement la direction de plus grande descente, ce qui n’est possible analytiquement que dans
des cas favorables. On introduit donc & présent une méthode alternative, plus flexible, qui
s’affranchit de cette contrainte tout en fournissant un développement asymptotique complet a

tout ordre.

2.2 Méthode de Perron

Pour établir ce théoréme, on se base essentiellement sur l'article d’O’Sullivan [1] et en
particulier sur sa deuxiéme démonstration du théoréeme (chap. 4).

Il est nécessaire de se placer dans un cadre topologique précis.
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Hypotheése 2.6.

Soient f et ¢ des fonctions holomorphes sur un ouvert U C C.

Soient zg, 21 € U tels que zy # 21, et soit C C U un contour d’intégration de classe C' par
morceaux, reliant zg a z1, en particulier fini.

Soit B un voisinage de zg tel que BUC C U.

On suppose que :

(m) ;
£ mgzo) = pe'® avec p > 0

— 2g est un point col d’ordre m — 1 de ¢ (m > 2). On note
et a € R.

— Pour tout z € C\ {20}, Re(p(2)) < Re(¢(z0)).

— Au voisinage de zg, la partie initiale de C est contenue dans un secteur angulaire
d’ouverture 2% qui correspond a une unique vallée de ¢, caractérisée par sa bissectrice
d’angle 0y = == + 2’%

— Il existe K¢ > 0 telle que pour tout z € BUC, on a |f(z)| < Ky.
— B,C, f, @, zp sont indépendants de A.

Pour obtenir la méthode de Perron, on se base sur la proposition suivante qui permet de

réduire le calcul asymptotique de I'intégrale sur I’ensemble du contour & une évaluation sur un

petit segment rectiligne de la vallée.

r

Proposition 2.7.
Sous les hypotheéses 2.6.

Posons b le point situé sur la bissectrice d’angle 65 a une distance R, > 0 suffisamment
petite de zg, c’est-a-dire b = zg + Rpewk.

Alors, il existe u > 0 telle que :

A(2) g, = (2 dy + O ( K perRe(e(20)—p)
/cf(z)e 2= ot f(z)e z+ ( e )

Démonstration. On pose R, > 0 suffisamment petit tel que le disque fermé D(zo, R,)
soit strictement inclus dans le voisinage B.

Comme C démarre a l'intérieur du secteur de bissectrice 6y, par définition, le segment
[20, b] se situe également dans ce secteur. Par continuité de ¢, on peut alors réduire R,
pour que le segment [zp, b] et la portion initiale de C restent tous deux a l'intérieur de la
méme vallée Re(¢(z)) < Re(¢(20)).

Soit by le premier point d’intersection du contour C avec le cercle C(zp, R,,) (si le contour
s’arréte avant d’atteindre ce rayon, on pose b; = z1).
On définit alors « par la concaténation de :

— Le segment rectiligne [z, b].

— L’arc de cercle A, centré en 2 et de rayon R, qui relie le point b au point b;.

— La portion restante de C a partir de by, notée Cs g,
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La fonction z — f(2)e*?(*) étant holomorphe, le théoréme intégral de Cauchy donne :

/ f(z)erPdz = / f(2)e P dz = f(z)e)‘“’(z)dz—i-/ F(2)eME) dzt f(2)e @ dz
C y A

[207b] C>Rp

Par construction géométrique, on a Re(¢(z)) — Re(¢(z0)) < 0 pour tout point z € A.
L’arc A étant un compact, la fonction continue z — Re(p(2)) — Re(¢(z0)) atteint son

supremum. Il existe ainsi 1 > 0 telle que :
Vze A, Re(p(2)) < Re(p(20)) —

On obtient alors

‘/A f(2)e* @ dz

< [ 1@l s
A
< K peMRele(0)-p1) / \dz|
A

< Ky longueur(A) e*Be(#(z0))=u)
Comme longueur(A) < 7R, on trouve la majoration souhaitée O(Kfe)‘(Re(SO(ZO))_#l))_

Par la seconde hypothése de 2.6, zp est le maximum global strict de 'amplitude sur

tout le chemin C. Donc, de méme, il existe pus > 0 telle que :

Vz €Cop,y  Re(p(2)) < Re(p(20)) — p2

Et ainsi :

/ f(2)e* @ dz
C>R,

En posant g = min(u, p2) > 0, on obtient le résultat :

< K longueur(Cs g, ) e*Re(@(z0))=n2) — O () perRe(e(z0)=p2))

/ f(z)e?Pdz = / F(2)eM@dz + 0 (Kf€A<Re<so(zO>>—u)>
c [Z(],b]
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Figure 1 : Représentation du nouveau

chemin d’intégration.

On peut alors enfin énoncer la méthode de Perron pour un chemin C qui commence au

pole zp.

( )

Théoréme 2.8.

Méthode de Perron pour un chemin partant d’un maximum

Sous les hypotheses 2.6, on a pour tout S € N :

S—1 0y (s+1) ARe(p(20))
1 k
/C;f(z)e)“p(z)dz = M) Z r (s i ) ase L +0 (Kfe)\SJrl>

A—+00 =0 m povs

ou les coefficients o sont définis par :

s+1
ds Sa(m)(zo) (Z . Zo)m m

1 m! m m!
Y= Sim <|<p(m)(zo)\) dz* 1z) ©(2) — ¢(20)

s+1

2=20

Démonstration. D’apres la proposition précédente 2.7 I’étude de 'intégrale se réduit a

I'intégrale sur le segment [20,b], ott b = 29 + Rpe’* avec R, > 0 petit.

Posons :
(74)0(,20)7@7&2))1/7” si z # 2o
9= =17 S Cim
(—%) siz =2
Comme %}fff) — —%, la fonction g(z) est bien définie et holomorphe sur un
220 ;

voisinage ouvert de zg. De plus, comme zg est d’ordre m, on a g(zp) # 0.

Posons :
v(z) = (2 — 20)9(2)

La fonction v est holomorphe sur un voisinage de zp, donc de classe C* et v'(z0) = g(20) # 0.
Ainsi, le théoréme d’inversion locale complexe affirme qu’il existe un voisinage V' de zq et
un voisinage W de 0 tels que v : V — W soit un C'-difféomorphisme biholomorphe.

Notons z(v) la fonction réciproque, qui est holomorphe sur W.
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On effectue le changement de variable z = z(v) dans U'intégrale : on a dz = 2/'(v)dv et

o™ = (2 — 20)™ (B2=E) = (20) — (2) done p(2) = p(z0) — v™
Ainsi,

v(b) m o
f(2)e P dz = e’\“a(zo)/ f(z(v)2 (v)e " e du

[ZO ) b] 0

Posons la fonction holomorphe au voisinage W de v =0 :

Donc :
Vp m
/ f(2)e* @) dz = ¥(20) / F(v)e " dv
[zo,b} 0
On applique le théoreme de Taylor avec reste intégral a 'ordre S en O :
S—1
F(v) = Z csv® +v° Rg(v)

s=0

Puisque la fonction F'(v) est holomorphe sur W, le coefficient d’ordre s de sa série de

Taylor est donné par la formule intégrale de Cauchy sur un petit cercle C,, C W autour de

0: ) Flo)
v

s = 5 — d

¢ 227r/cv st Y

L[ e,

 %um vst+l

On parameétrise par -, :

S

On effectue le changement de variable v = v(z), 7, centré en 0 devient un petit contour

fermé v, C V autour de zg et z/(v)dv redevient dz. On obtient :

=g 2o )

Donc :

s il a1 L £(2) 7%(2 ~ )™ 2l
o= () e ( ?(20) = 2(2) *

Posons la fonction holomorphe :

s+1

(M) (z) m\ ™
_ oy [T (%)
H(z)‘f”< o(z0) — 9(2) )

Alors, par la formule de Cauchy a l'ordre s :

1 H(z) 1oy 1
2in / Gzt = g ) = i G (H )
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D'ou :
s+1 <p(’">(zo) m S:_nl
Cs = L (_m! ) " lim @ f(2) T )
s\ (M) (z) z—z0 dz° ©(20) — p(2)
Et :
m! m! i(m—a) m! im0y
- = e = e
e (20)  [™)(20)] (™) (20))|
Ainsi :
c 1 m)! % ds @™ (20) (Z _ Zo)m %
O ( : ) lim < | f(z) | —2
m stm \ (™) (20)] 2220 dz® ¢(z) — ¢(20)

Ainsi, le module "™ ()| apparait aprés séparation du module et de Pargument,
tandis que toute l'information angulaire est portée par le facteur e?+(5T1) On sépare

I’intégrale en la somme et le reste :

Vb m 5-1 v(b) .
/ Fv)e " dv = ZCS/ vie " dv—i—/ v Rg(v)e " dv
0 = Jo

On effectue le changement de variable réel t = M, dott v = (t/\)V™ et dv =
t/m=1dt. Les bornes deviennent 0 et Ty = \v(b)™

v(b) ™ Ty /¢ % 1
/ v N du :/ () et 5 tmLdt
0 0 \A m\m

1

mAl/m

mA\
On étend l'intégrale pour obtenir la fonction Gamma d’Euler, cela ajoute une erreur de
Ce™To = O(e=®™). Donc :

v(b) m m
/ v e dv = 1S+1 r (S + 1) + O(e™ O™
0 m m

m

Comme z(v) est holomorphe sur un voisinage de 0, la dérivée z’(v) est bornée par M > 0

sur un compact contenant [0, v(b)].
[F(0)| = 1f(z(v))2' ()| < MKy 0<v<w(b).
Donc, pour tout S > 0, il existe C's > 0 telle que :

|Rs(v)| < CsKy 0 <wv<uw().
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Deés lors,
Vp

< C’SKf/ e du.
0

vp m
/ v Rg(v)e ™" dv
0

Par le méme changement de variable ¢ = Av™ et en étendant 'intégrale a l’infini, on
obtient :

/ e dy = — t%_le_tdt+(9(e_/\”(b) )
1 S+1 _U
- SHF( ) +O(e O™
mA m m
=0 (KA ~)

En regroupant, on obtient ’expression :

S—1
o 1 s+l K
/ Fv)e dv_EjCSmAsﬂr( = )+O<)\Sfl)

s=0

En multipliant par e*?(%0) et en reconnaissant les oy, on obtient le résultat :

S—1 0 (s+1) ARe(p(20))
1 k
/Cf(z)e)\go(z)dz = 6)\@(20) Z r (ST—; > ase P o (Kfe)\s-i—l>

)\*)JrOO s=0 m m

On peut naturellement élargir ce théoreme a un chemin C qui passe par un point col au

lieu d’y démarrer, comme c’est le cas dans la plupart des applications concretes.

e N
Théoreme 2.9.
Meéthode de Perron pour un chemin passant par un maximum

Sous les hypotheses 2.6 modifiées :

On suppose que C est un chemin reliant 25 & 21, qui passe par zg en arrivant via une vallée
de bissectrice 0, et en repartant via une vallée de bissectrice 0y, .

On a pour tout S € N :

S—1 10k, (s+1) _ P (s+1) ARe(¢(20))
1 k
/Cf(z)ew("‘)dz = =) N <S+ )ase : T 40 <Kf6)\s+1>
s=0

—+00 m A m poy

ou les coefficients s sont définis par :

s+1
_ ! ( T )srtlds f(2) %(Z—Zo)m "
stm \ (™ (20)| dz* o(z) — ¢(20)
z=2zp

Démonstration. On découpe le chemin d’intégration C en deux chemins consécutifs :
— (2, le chemin d’arrivée, qui part de 29 et se termine en zj.

— (1, le chemin de départ, qui commence en zy et se termine en zi.
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On inverse l'orientation du second chemin Cs. On obtient :
/ f(2)eM P dz = / F(2)eM@dz — / f(2)e* @ dz
c ) eyt

On applique le théoréme précédent 2.8 sur C; avec 'angle 0y, et sur Cy L avec 'angle Ok,

un ordre S € N fixé.

S—1 0, (s+1) ARe(¢(20))
1 e’k e
\o(2) gy — Me(20) p(3+ ) +O0 | Kjf—s7—
z)e z=e Qg 5
/cf( ) S; m Aot Y=~

S—1 0k, (s+1) ARe(p(20))
+1 k
6)\90(20)2{‘(8 >a56 Aiil JrO(Kfe)\s_H)

s=0 m m

D’ou :

S—1 i0p, (s+1) _ ibk, (s+1) ARe(e(20))
/f(z)e)\gp(z)dz _ eAgo(zO)ZF(S-i-l)ase 1 i1@ 2 +0 (Kfefm>
¢ A =0 Am Am

——+00 m
[
En ne s’intéressant qu’au premier terme de ce développement, on obtient 1’équivalent

suivant, qui permet notamment de retrouver le résultat de la méthode de la plus grande pente

comme cas particulier.

Corollaire 2.10.
Sous les hypotheéses du théoréme précédent 2.9 avec f(zp) # 0, on a :

f(ZO)eA“D(ZO) (ewkl — ew‘%) . ( 1 ) <m'> L

(@) gy~ -
/cf (2)e™%dz | m ) \ Xt (z0)]

——+00 m
Pour un col non dégénéré (m = 2) traversé en ligne droite (6, = 0k, — m), on obtient

I’équivalent trouvé dans la section précédente 2.5 :

2

(D) gy~ Ap(z0) 0k, [ 27
z)e VA z20)€ e
/Cf( ) oo f( 0) )\’90”(750)’

Démonstration. On tronque le développement du théoréeme 2.9 a 'ordre 1 :

Pour S =1, il ne reste que le terme s = 0 de la somme. Comme :

o= g N )’ihm fo SRz
O 0rm \Jpm (z)]) =20 o(2) — o(20)

(m) (4,
Tl

et comme p(z) — ¢(zg) ~ z — 29)™, on obtient :

1

Qp = L (W)m f(20)

m \|p(™) ()]
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Finalement :

/f(z)eA“’(Z)dz N f(z)e¥(=0) (eiakl _ €i0k2>r ( 1 ) <m')
c

Ao m m/) \ X (z)]

3=

Supposons que le col est non dégénéré (m = 2). L’équivalent devient :

o) o
20)]

2 2) \\|¢(

Comme I'(1/2) = /7 et que le chemin entre par une vallée et sort par la vallée dia-
métralement opposée, les bissectrices de ces vallées sont donc séparées d’'un angle .
Or:
Oy = Ok, + 7 = er2 = 1Ok +m) — _ iy
Ainsi :
2
Ale” (20)

/f(z)ew(z>dz ~ f(zo)e’\‘p(z(’)ewkl
C A—00

2.3 Exemples

Etudions quelques exemples de la méthode du point col.

Premierement, avec cette méthode générale, on retrouve la méthode de Laplace.

Exemple 2.11.
Considérons :

IO = /a ! ) da

ou f et ¢ sont des fonctions analytiques réelles. On suppose que ¢ admet un unique
maximum global strict en un point xy €|a, b[, avec ¢'(x¢) = 0 et ¢”(z9) < 0 (col réel non
dégénéré) et f(xo) # 0.

Onam=2et

/1
¢" (20)
#(z) = p(z0) = = (x = 20)* + o((w = 20)*),
donc " (z0) = —|¢"(x0)| s’écrit pe'® avec o = 7.
Ainsi,
= 2k
O = U

2 2
On applique alors le théoreme de Perron 2.9 passant par un maximum en considérant le

chemin de ’axe réel arrivant en xg via 6o = 7 et repartant via #; = 0.

i91_ei92>
N W Gt ()
I, 5, flzole 2 \2)\ e (@)
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0

Comme €1 — 92 = 0 _ ¢i™ = 2 on obtient la méthode de Laplace 1.1 :

2

1) X" (o))

~ Ap(zo)
N f(zo)e

De la méme maniére, on retrouve également la méthode de la phase stationnaire.

Exemple 2.12.
Considérons :

IO = / ! )W) d

ol 1 est réelle et admet un point critique non dégénéré en x( €|a, b[. Donc ¢'(zg) = 0 et
¥ (zo) # 0.
Posons ¢(z) = i)(z).
On a ¢'(z0) = i)' (w0) = 0 et " (o) = iY)" (z0).
— Cas 1:¢"(x9) > 0.
72

Alors o = /2. Les bissectrices sont 0 = =5~ + k7 = 7 + k7. Le chemin original

(laxe réel) forme des angles 6y, = 7 et 6oy = 0. On déforme le chemin [a,b] de
telle sorte qu’il passe par I'axe incliné d’angle 7/4. Ce chemin arrive en xy par
0y = 5m/4 = w/4 + 7 et repart via 61 = /4. Ainsi, le théoréme de Perron passant

par un maximum 2.9 donne :

£ (g) ¥ (@) (em/4 _ ei57r/4) 5
I\ ~ Y=
A—400 2 )\‘w”@'o)’
i 5 21w
~ iMp(xo) Jim/4 | AT
A—400 f(wo)e € )‘W“(x(]”
— Cas 2 : ¢ (z9) < 0.
Alors a = —7/2, donc les bissectrices sont 0 = w + ok = :%r 4 kr. En
déformant le chemin pour passer via 62 = 37/4 puis 61 = —7/4, on obtient :
IN)  ~  f(mg)e¥i@o)g=in/4 _2m
A—+400 )\W)"(xo)\
D’ou :
IN)  ~  flwg)e¥(@o) it sen(@(z0)) 2

Finalement, traitons des exemples tirés de contextes plus concrets.

Exemple 2.13.
Dans la théorie des astres de Kepler, on cherche a relier une donnée v, qui décrit le

mouvement réel du corps sur son orbite, a un mouvement standard uniforme décrit par M.
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Cette relation est donnée par ’équation du centre :

1 ™ . .
v=M+)_ Cnsin(nM) ot Cy, = / exp(n(iz — esin z)) 0
= 2 J—x 1 —cecosz

Pour calculer les C},, on commence par étudier un modele plus simple :

10) = [ edemin g
ol on suppose que A € N.

Ona: f(z) =1et p(z) =i(z —sinz).

Comme ¢'(z) = i(1 — cos z), le seul point critique rencontré sur [—m, 7] est zp = 0.

De plus, le théoreme de Taylor—Young en 0 donne :

(2) =i z3+z5+ v 3 { 510
Z)=1| 2 — Z— — — = =z — —=%
14 6 120 6° 120

Donc le col est d’ordre m = 3, et puisque 3 (0) = i, on a : ¢ (0)/3! = i/6, ainsi
a=T7/2.
Les directions des bissectrices des vallées sont donc :

m—(n/2) 2km w 2km

0, — _ T T kel{0,1,2
% 5 = g t—3 pow € {0,1,2}

On obtient les angles 6y = 7/6, 01 = 57/6 et Oy = —7/2.

Comme l'intégrande est entiere, on peut déformer le chemin d’intégration [—m, 7] en
C = [-m, —m +in/V3|U[—7 +in/V3,0] U [0, 7 + im/V3] U [x + in/V/3, 7]

de sorte que C passe par 0, y arrive selon la direction #; = 57/6 et en repart selon la
direction 0y = /6.
Comme ¢(z + 27) = ¢(z) + 27i, on a, puisque A € N,

A P(EH2m) _ Ap(2)
Alors :

/ M) gz = / M) gy = —/ ) gz,
[—7,—m+in/\/3] [mr,m4im /A/3] [m4im/V/3,7]

Donc les intégrales sur les portions verticales de C s’annulent entre elles.

Ainsi, d’apres le théoreme de Cauchy, I'intégrale sur C se réduit a 'intégrale sur le

contour local, noté Cp,¢, formé par les deux segments plongeant dans les vallées :

I(\) = / ) dz avec Cioe = [— + im/V/3,0] U [0, m + in/V/3].
c

loc
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Paramétrons le segment de sortie (direction 8y = 7/6) par z = te'™/6 avec t € }O, \2}}

On a:

Et de méme, R(p(te?®™/6)) = f(t). 1l suffit donc d’étudier f sur }0, \2/’1}

Ona:
f(t) = _\gg sin (?t> sinh (;) + %CO <2t> cosh <2> — %
< % (COS <\f’t> cosh (;) = 1)
Posons

g(t) = cos (?t) cosh (;) :

— Sit e [%,7’3} alors t € [%,W], donc le cosinus est négatif ou nul; ainsi,
g(t) <0<
— Site }O %[ le cosinus est strictement positif. On a :

g’(t) = %cos (?t) cosh (;) [t nh( ) V3 tan <\2§ >]

Or, pour u > 0, on a tanh(u) < w et tan(u) > u. On obtient :

tanh(> ftan(ft> —\/§<\é§t>:t—32t:—t<0.

2

Ainsi, ¢'(t) < 0, donc g est strictement décroissante sur cet intervalle. Comme
g(0) =1,ona g(t) <1.
On en déduit alors que f/(t) < 0, donc que f est strictement décroissante, et comme
f(0) =0, on obtient :

R(p(2)) < R(p(0)), Vz € Cioc \ {0}

Le théoréme de Perron passant par un maximum 2.9 donne alors, pour S =1 :
_ L\ a0 ¢ i, 01 1
10, 5.7 (5) 3 (" =) +0 (53

1
_ *61/3.
3

ou



2 Méthodes du point col 28

De plus,

im/6 _ _ibm/6 _ @ 1 _ _@ 1 =
@ @ <2 +7,2> ( 5 +22 V3.

Et comme la partie imaginaire de I'intégrande sur 'intervalle réel vaut
%(ei’\(l’_smx)) = sin(A(z —sinz)),

qui est impaire sur [—m, 7], on a I(\) € R. Ainsi :

0) = 61/3*/§F(§)+0< ! )

A—r—+o0 3\L/3 22/3

o
~ Figure 2 : Représentation de la
6
1 S \ o géométrie et du chemin d’intégration
- T de l'intégrale de Kepler.

Exemple 2.14.
L’équation d’Airy apparait dans certaines études de phénomene ondulatoire en physique :

y'(z) —zy(z) =0

Pour la résoudre, on cherche y sous la forme :

Donc I’équation devient :
/ (s — 2)e**F(s)ds = 0
Co

On peut alors intégrer par parties :
/ s2e5F(s)ds — [T F(3)] e, +/ e F'(s)ds =0
Co CO

Et en imposant que les termes de bord s’annulent pour que I'onde puisse physiquement
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exister, on obtient :
s’F(s)+ F'(s) =0 = F(s) = Ce=*"/3

En choisissant la constante de normalisation appropriée et en posant s = —z, on obtient
Iintégrale d’Airy : .
z3
Ai(z) = / es "dz
Co

~ 2mi

Vérifions la condition pour que le terme au bord s’annule. En posant z = Re®, le terme
dominant & P'infini est R(23) = R3 cos(36). La condition de convergence cos(36) < 0 définit
trois secteurs de validité : |7 /6,7 /2|, |57/6, 77 /6] et | — w/2, —m/6[. La fonction Ai(x) est
définie par le choix du contour Cy reliant I'infini du secteur —7/3 & I'infini du secteur /3.

On effectue le changement de variable z = \/zw, avec dz = \/xdw. L’intégrale devient :

py =22 [ (%) dw

2mi Je,
On pose alors A = 23/2 et p(w) = %3 - w
Etudions :
1) = / APW) g
Co
On a

Ywy=uw?-1=0 <= w==1

Le point col pertinent est donc wg = 1 car Cy est dans le demi-plan des réels positifs.
On a :
1 . A
g0(1+h):§(1+h) —(1+h)=—§+h —l-?
Le col est donc d’ordre m = 2. On a ¢(1) = —2/3 et ¢"'(1) = 2 et o = arg(¢”(1)) = 0. Les
directions des vallées sont données par :
T

Ok:2

+ kr pour k € {0,1}

Ainsi, g = /2 et ) = —7/2.
Posons le chemin C un nouveau contour homotope a Cp reliant le secteur a linfini —7/3
avec celui de 7/3 défini par C =4, " U~ Uye Uz U3 ot
— 71 : [10(1—14+/3), oo[ la demi-droite d’angle —7 /3, paramétrée par w = (1 —iv/3) =
2ze~""/3 avec x € [10, +o0l.
— 71 : [1-4v/3,10(1—iv/3)] le segment d’angle — /3, paramétrée par w = x(1—iy/3) =
2ze~"/3 avec x € [1,10].
— 79 : [1 —iv/3,1 +4/3] le segment, paramétré par w = 1 + iy avec y € [—/3,/3].
— 73 : [14+4v/3,10(1+4+/3)] le segment d’angle 7/3, paramétrée par w = z(1+iv/3) =
2xe'™/3 avec x € [1,10].
— 93 : [10(1 4 4v/3), oo[ la demi-droite d’angle /3, paramétrée par w = x(1 +iv/3) =

29
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2xe™/3 avec x € [10, +ool.
On a: R(p(1)) = —2/3
Sur 2, (1 +iy) = —% — y? —i%. Donc R(p(w)) < —2/3 pour tout y # 0. Et pour
y =+V3), R(p(w)) = —11/3-

Sur 73, on a :

3
o(z (1+Z\[)):—?—x( +iv/3)
%(@(w)):—%—x<—11/3< /3

Idem sur ~; ! Ainsi, I'inégalité stricte est vérifiée sur C tout entier.

Sur 3, on a :

/ e w) dw' <2 T A8 3-0) g
3 10
Posons : 5
8-10 2
= 10—=->0
K10 3 T 3 >0,
On a:

/ AP duy = O ()
73

Idem pour ;1. Le théoréme de Perron 2.9 sur Cip = v 1 U~9 U~s donne alors :

1\ « ] ]
Ap(1 0 10 10
IMiewo Artoo © "ot (2) AL/2 (e T 1)
Donc :

Qo i i
IO~ MOT ( ) S0 (e — o)

Or e?v() = e‘g’\, em/2 _ e~ /2 = j — (—i) =2 et ag = . Dot :

1/2 [T 2
I\) ~ e f}\l/2(2) z,/xe 3
On obtient finalement :

. \/5 . s 243/2 _2.3/2
Ai(z) stoo 9 ¢ x3/26 e 2fx1/4 3
Remarque. En fait, 'intégrale d’Airy fait partie des cas ou I'on peut déterminer la courbe de
plus grande pente exacte. En effet, I’équation (p(w)) = I(¢(1)) = 0 donne I'hyperbole :
2 Y
Tt —==1
3
La branche droite de cette hyperbole x < 1 traverse le col wy = 1 verticalement (0 = 7/2) et

ses asymptotes Y = ++/3X coincident & l'infini avec les directions /3. En choisissant ce
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chemin homotope a Cy, on peut appliquer le théoréme de la plus grande pente 2.5 :

. 2 2 T
~ Ap(1) jim/2 —io—3A D
TN,y F)e e VX @]~ VA

Ainsi, on retombe sur le méme résultat :

Figure 3 : Représentation de la

géométrie et du chemin d’intégration

de l'intégrale d’Airy.

3 Meéthode du point col en dimension quelconque

Les méthodes développées dans la section précédente fournissent un cadre complet pour
l'analyse asymptotique des intégrales d’une variable complexe. Il est naturel de chercher a

étendre ces résultats aux intégrales multiples de la forme :
I(\) = / f(z1,...,2N) e APEL2N) oL dzn,
r

oll f et ¢ sont holomorphes sur un ouvert A C CV, et I' est une variété réelle de dimension N
plongée dans CV.

En une variable, la stratégie reposait sur le fait de déformer le chemin d’intégration C en un
nouveau chemin C’ homotope, le long duquel Re(p(z)) est strictement maximale au point col
zp. La transposition de cette stratégie en dimension IV > 2 consisterait alors a déformer I' en
une variété A homotope, sur laquelle max,, . ..)ea Re(¢(z1,...,2xn)) est atteint uniquement
au point col (250)7 el z](\(,))).

Cependant, ce probléme de déformation globale se révele bien plus délicat en dimension N > 2.
Fedoryuk a démontré I'existence d’une telle surface de plus grande pente A, mais la preuve
étant non constructive et ce type de surface n’étant pas unique, il est tres difficile de mettre
en ceuvre cette méthode en pratique. En particulier, Masayoshi Hata [6] s’est retrouvé bloqué

lorsqu’il avait besoin, pour un probléme d’approximation en théorie des nombres, d’évaluer
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asymptotiquement une intégrale double N = 2 de cette forme. Il a alors eu I'idée d’appliquer
le théoreme de Fubini, puis d’utiliser deux fois successivement la méthode du col classique sur
les deux intégrales unidimensionnelles.

C’est précisément cette idée que Pinna et Viola [4] généralisent pour N quelconque dans
leur approche. Ils considérent I(\) comme une intégrale itérée : on évalue successivement les

intégrales simples en appliquant a chaque étape la méthode de Perron.

= [ Florn . on) ) oy day
v Jyv-1(2n) 1 (22,052

3.1 Définitions et résultats préliminaires

Pour pouvoir appliquer la méthode de Perron de maniere itérée, il faut imposer un cadre
un peu plus rigide qu’en dimension 1. En effet, comme nous le verrons par la suite, on voudra
résoudre a chaque étape les équations des points critiques par rapport aux premieres variables
a l'aide du théoréme des fonctions implicites. Cela conduit & introduire une condition de

non-annulation du déterminant de certains blocs de la hessienne.

( )

Définition 3.1.
Soit ¢ € O(A) ott A € CV est un ouvert.

On dit que 20 = (z%o), e ,ZJ(\[;))) € A est un point col de ¢ si

¢

(z) =0 pour tout j € {1,...,N}.
82j

On fixe pour toute la suite les notations suivantes :

— La matrice hessienne de ¢ en z :

o 52 52
T;%p(z) 8215’;2 (Z) e 821(;2]\7 (Z)
Cia 2 S il
Mooy = | o) ) i )
52 52 52
82Ng21 (Z) 8ZNgZ2 (Z) e 82% (Z)

— Le déterminant hessien de ¢ en z :

Hy(z) = det(Hy(2)).

— Pour tout j € {1,..., N}, le mineur principal d’ordre j de la matrice hessienne :
92 9?2
PL() o e (2)
Hi(z) = det : :
9?2 92
Gooa(2) o 5 (2)

0 _
Et Hy =1.
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Définition 3.2.
Soit z(%) un point col de ¢.

On dit que 29 est non dégénéré si

H, (29 #0.

Définition 3.3.
Soit z(®) un point col de ¢.

On dit que (9 est admissible si

—_ .
ng(z( )) £ 0 pour tout j € {1,...,N}.

Remarque. La définition d’un point admissible dépend de ses coordonnées.

Remarque. Comme Hfov () = H,(2?), tout point col admissible est en particulier non

dégénéré.

En fait, lhypothese d’étre admissible n’est pas plus restrictive que celle d’étre non dégénéré.

Proposition 3.4.
Soit z(®) un point col non dégénéré de .

point col admissible pour la nouvelle fonction obtenue.

étre rendu admissible.

Alors il existe un changement de variables linéaire inversible qui transforme z(®) en un

Autrement dit, quitte & changer les coordonnées, un point col non dégénéré peut toujours

N\

symétrique. De plus, comme 2(0) est non dégénéré, on a

det(H,(29)) # 0.

diagonale D telles que
H(20)=UDW.

Posons

Pour tout j € {1,..., N}, la regle de la chaine donne

9%
8wj

N 830
() = 3 oy (Aw),

A='UTY, ) =p(Aw),  w® =A7120)

Démonstration. Comme ¢ est holomorphe, la matrice ’Hsp(z(o)) est une matrice complexe

Par le théoreme d’Autonne-Takagi, il existe une matrice unitaire U et une matrice
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ou A = (ak,j)i<k,j<n- En particulier,

@(w(o)) _ iak .ai(z(o)) —0
6wj 1 7 Oz 7
puisque z(©) est un point col de ¢. Ainsi, w(® est un point col de @.

De plus, pour tout i,5 € {1,..., N}, on a

0’¢
Gwi Owj

_ o A
(w) kgl Qk,iAl,j azkazl( w),

d’ou

Hz(w®) ="AH,(2) A,

On obtient alors
Hy(w®) ="AH, () A=U"UDTU'(U) =D.

Comme
det(D) = det(Hz(w®)) = det(A)* det(H, () # 0,

tous les coefficients diagonaux de D sont non nuls. Ecrivons

d 0 - 0
0 dy - 0
0 0 - dy

Alors, pour tout j € {1,...,N},

Hé(w(o)) = d1 s dj 75 0.

Ainsi, w(©® est un point col admissible de Q.

Pour appliquer ensuite la méthode de Perron a la chaine, on va définir une famille de
fonctions qui ne dépendent que des variables restantes. Pour ce faire, on applique N — 1 fois le

théoreme des fonctions implicites.

Soit 2(0) = (zgo) e z](\(,])) un point col admissible de ¢.
— On fixe (22,...,2n), et on étudie I"équation
dp

7(2’1,2’2, . .,ZN> =0.

821
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On a 5 /o o2
I (9PN L0y = T L0y = fl(,(0)
821 (821) : ) 82% (Z ) lp<z ) 7& 0-

Ainsi, par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage v de (zé ), ... ,z](\?))

et une fonction holomorphe Zq 1 : v5 — C tels que

0

6201 (Z11(z2, ..., 2N),22,...,2N) =0,

Z171(2§ ). ,z](\(,))) = z§0).

— On fixe (z3,...,2N), et on étudie le systeme
0
87:(21’22""’21\[) =0,
0
8QO (2’1,22, .. .,ZN) =0.
22

Le jacobien de ce systéme par rapport aux variables (z1, z2) en 20 vaut

2
aslg( 2(0) 825»;2(2(0))
det 52 52 = Hi(z(o)) # 0.
St (2(0) &?(2(0))

Ainsi, par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage v3 de (z?() ), ... ,z](\(,]))

et des fonctions holomorphes Z1 2,729 : v3 — C telles que

g—(Zl 2(23,...,2N), Z22(23, ..., 2N), 23, ..., 2N) = 0,
Dy

8—(Z1 2(23, ..., 2N), Z2,2(28, .- s 2N )y 23, ..., 2N) = 0,
Z12(z3 (0 ),...,z](\(,))) = Zio)’

Zo2(z (0),...,21(\(,))) :zéo).

, N — 1}, on consideére le systéme

dy B
azl('zla 7ZN)_07
dp

82’]'(217 7ZN)_0

Son jacobien par rapport aux variables (z1,...,%;) en 20 vaut

gig(z(m) 3825p (2)

Zl Z1 Zj

det : : — HJ( (0)) £ 0
%p (Z(O)) 827520(2(0))

0z;021 5
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. P R T . 0 0
Ainsi, par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage v, de (z]( +)1, ceey z](\,))

et des fonctions holomorphes

Zl,j; .. -7Zj,j PVj4+1 —C
telles que
Iy
a—a(Zl,j(sz,.. . ,ZN),...,Z]’J(Z]q_l,...,ZN),Zj+1,... ,ZN) = 0,
o
£(Z17j(2j+1,...,2’]\]),.. .,Zj7j(2j+1,. . .,ZN),Zj+1,...,ZN> = 0,
J

0 0 0
Zl»j(zg(‘—glv"wzj(\f)) = Z% )7

0 0 0
Zig(#hs o)) = 2.

De plus, pour 1 < k < j < N, par unicité des fonctions implicites, on a :

Z1j(2j41s- -, 2N) = L1k (Zit15 (24103 2Ny - o s Zj (25410 -+ 2N, Zjitds - - 1 2N ) s

Zk,j(zj+17 ce ,ZN) = Zk7k(Zk+17j<zj+1, ceey ZN>, cee 7Zj,j(zj+17 ce ,ZN), Zj4ly .- ,ZN).

Lemme 3.5.
Pour tous j,k telsque 1 <k <j< N,on a:

(241 ) = (=DFHH A w2415 20)
IR R = : g
Hé(Z17j(Zj+1, 000 ,ZN), 000 ZjJ(Zj.i_l, 000 7ZN)7Zj+17 000 ,ZN)

0Zy, ;
0zjt1

ol Aj1k(2j41,---,2N) est le déterminant obtenu en supprimant la derniére ligne et la

k-ieme colonne de Hga—i_l (Zl’j(zj+1, ceey ZN), ceey Zj’j(szrl, ceey ZN), Zi4ly e ZN).
|\ J/
Démonstration. Soient j, k tels que 1 <k < j < N, et (2j41,...,2N) € Vjy1.
Posons
Ej(zj+17 . ,ZN) = (Zl,j(zj—Ha . ,ZN), ceey Zj,j(zj+17 ey ZN), Zj+1, . ,ZN).

Par définition, on a pour tout k € {1,...,j} :

9
0z,

(Ej(zj+17"‘7ZN)) =0 sur Vi1

Donc :

0 op ,_. B
. <3Zk(aj (Zj41,--- ,ZN))) =0.
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On applique la regle de chaine :
1.9 [0y 07 ; o [0y
o (52) @t + (52 ) En =0
=1 9%t 2k Zj+1 Zj+1 2k
c’est-a-dire
Z 90 aZM + 8230 (Z;)=0
azkﬁzg =) O0zj+1  020zj41° ’
On obtient donc, pour kK =1,..., 4, le systéme :
Z 9*p 82&] _ Py (Z;)
821824 aZJ_H 82182j+1 10
i Ol 00 (g
—1 825 62]+1 aZjaZj+1 -
Ecrivons ce systéme sous forme matricielle
AX =B,
ou
071, 2y (Z5)
2y 0zj41 0210z 41 \—J
02m0zy . )
1<m£<j 0Z; ; 9%¢ (: )
82j+1 82’j62j+1 =7
On a
det(A) = HJ(Z)).
On applique la reégle de Cramer, pour tout k € {1,...,5} :
ain a2 o aip—1 B1 oaigpr o0 aiy
1 as1 a2 -+ Ggkp—1 DB agpi1 - ag;
Xk = det !
det(A) : : :
aji iz oo g1 Byoajper o ay
Donc :
a1 ai2 o Gl g—1 G141 0 ary; B
—1)ktit+l a1 Q2 -+ QAak—1 G241 - - G2 Do
Xp= TV o f
det(A) :
aj1 Gj2 v Gik-1 Gkl oo @G B
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Ainsi :
0Zy;j _ (=DM Ak (zi41, -5 20)
Oz (Z]+1a"'7ZN)_ ] :
Zj+1 Hw(Zl,j(Zj+17 ey ZN)7 ey Zj,j(zj—l-l’ ey Z]\f)7 RS R ZN)
|

Pour toute la suite, on pose pour j € {1,...,N — 1} :
(,Zj(ZjJrl, .. .,ZN) = SO(Zl7j(Zj+1, ey ZN), ce ,ZjJ(ZjJrl, .. .,ZN),Zj+1, ceey ZN).

Et (,50 = @Y.

r

Lemme 3.6.
On a pour tout j € {1,...,N —1}:

62(5' Hi+1L
(%Tj(zjqu, Ce 2ZN) = ;j (ZL]‘(Z]‘_H, oy ZN)y -3 Z5(Zjg1, o3 ZN), Zjt1s - - - ,ZN).
1 7

Démonstration. Soit j € {1,...,N — 1}, posons :

Ej(2j+1, .. .,ZN) = (Zl,j(zj+la . ,ZN), .. -7Zj,j(zj+la e ,ZN),ZJ'+1, .. .,ZN).

On a:
@i(zj41,- -+, 2n) = 9(Ej(211, -+, 2N))-

Donc pour k € {j +1,..., N}, la régle de chaine donne :

0G; I 0o _ 0Z,: Do _
D IE - ChE=L e Eh]

Oz —= Ozm 07 Oz 0z,
Or: 5
%(EJ) =0 pour tout m € {1,...,j}.
Ainsi : 05 5
¥j P =
TZZ(ZJ‘_H, . .,ZN) = 872%(:]‘(2]‘4_1, c. .,ZN)).

En particulier, pour k£ = j + 1, on obtient :

0p;
0zjt1

(Zj_H, v ,ZN) =
On applique de nouveau la regle de la chaine :

62@]' _ J 82@ ' 8Zm7j 82@
8,2]2“ — 024102 J 0zj41 82]2“

—_
—

(E))-
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Or d’apres le lemme 3.5, pour tout m € {1,...,j5}, on a:
8Zm,j _ (_1)m+j+1 AjJrl,m
0zjt1 HL(Z))
Donc : '
82@]' ~ J a2¢ (:>( 1)m+J+1 AJ—Hm 82¢ (:)
2 =j - 2 \=j)
9zjp1 421 0%j+102m HJ(Z)) 02514
Ainsi :
0°3; d 1y 9% 8290 -
— j+1_ 7 7 (~ )A 4 ( ) H/ (:)
2 H J+lm = = :
8Z]+1 ng :' WLZ:]_ 82]-1—162771 a ]+1 14
Or, en développant le déterminant H. $+1(Ej) suivant sa derniere ligne, on obtient :
j+1 & j+1 D
HEP(E) = 3~ TP (@A
FE =3 b (=) Bjsim
Et comme :
Ajirj+1 = HL(E)),
on obtient :
J 62 82 .
H]+1 = — 1 J+14+m 2 A Y + 2 =, Hj =
%) ( ]) 7712::1( ) 8zj+18zm( ) J m o ]+1( J) go( ])
Ainsi, on trouve la formule :
828532(27#1 ZN) = HJPY(E (241, -5 2N))
5 e — .
07541 Hp(Ej(2j41, - -5 2n))
|
Enfin, de maniére analogue a la dimension 1, on aura besoin des angles directionnels
caractéristiques.

r

Définition 3.7.
Ecrivons

18°@;1 .
5 8% (())—pj ou p; >0, a; € R.

On appelle angles de plus grande pente associés a la j-iéme étape les deux angles :

T —

2aj + km, k e€{0,1}.

0% =
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3.2 Meéthode du point col généralisée

Gréace a tous les résultats introduits, on peut enfin généraliser le théoreme de Perron
passant par un col en dimension N quelconque. Pour cela, on se place dans un contexte qui

suppose en particulier que le col est non dégénéré.

Hypotheése 3.8.
Soient f et ¢ des fonctions holomorphes sur un ouvert A ¢ CV.

Pour j € {1,--- ,N}, soit v; : CN=7 — C;m([O, 1],C) un chemin borné de classe C! par
morceaux dépendant continiiment de N — j parametres (2j41, -+ ,2N) € Vj41 X -+ X YN.
Soit I = {(21, .o, 2n) €ECN | 2y €N, 2v_1 €yN_1(2N), ..., 21 € 11(22,. .. ,ZN)}.
On suppose que :

— La fonction ¢ admet un point col admissible z(®) = (z%o), o ,z](\(,))) € A.

— On a f(2(9) #0.

— Onal CA.

— L’intégrale

I()\) = / / / f(zla-u,ZN) e)xgo(zl,...,zN) dzy - dzn
YN JyNn—1(2N) Y1 (225--,2N)

est absolument convergente pour tout A assez grand.

— Les chemins 71,...,7n, les voisinages v}, ainsi que les fonctions f et ¢, sont
indépendants de A.

— Le chemin vy passe par z](\?) de vallée en vallée de la fonction zy — @n_1(2N)
via la droite d’angle Oy 1, oti k est choisi de sorte que I’angle corresponde au sens
de v .

— Pour tout zy € v NN\ {z](\(,))}, on a :

R(Gn-1(2n)) < R(BEn-1(2D)) = R(p(2@)).

— Pour tout j € {1,...,N — 1}, pour tout (2j41,...,2n) € vjt1 tel que zy €

YN, 2N-1€N-1(2n), -5 Zj41 € Vi+1(2j42, - -, 2N), le chemin
vi(Zj+1,-..,2N) passe par Z;;(zj+1,-..,2n) de vallée en vallée de la fonction
zj — @j—1(2j, ..., zN) via la droite d’angle 0; ;,, ol k est choisi de sorte que 'angle

corresponde au sens de ;.
— Pour tout j € {1,...,N — 1}, pour tout (2j41,...,2n) € vjt1 tel que 2y €
YN, 2N-1 € Yn-1(2N), .-, Zjy1 € Yj+1(2j42,...,2N), €t pour tout z; €

Vi(Zj+1s -5 2N) NV(Zj41, - 28 )\ {Z}j(2j+1,. .., 2n)}, on a
%(@jfl(zj, cey ZN)) < §R(g5j(zj+1, soog ZN)).
— Il existe une constante Ky > 0 telle que

|f(z1,...,2n)| £ Ky pour tout (21,...,zn) €I
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Remarque. Comme le col est non dégénéré (m = 2), les vallées sont symétriques par rapport
au col, ainsi un seul angle 0, suffit a préciser de quelle vallée le chemin arrive sur le col et
vers quelle vallée il repart. La droite d’angle 6 ;. est bissectrice commune de la vallée d’entrée
et de sortie.
Comme pour chaque 6; on fait le choix de £ = 0 ou & = 1 en fonction du sens de ~y;, on note
¢; au lieu de 0; ;.

En adaptant certains arguments de la démonstration de Pinna et Viola [4] (chap. 4), on
obtient :

Théoréme 3.9.

Méthode de Perron passant par un point col non dégénéré généralisé

Sous les hypotheses 3.8, on a 1’équivalent asymptotique suivant :

I()\):/ / / f(Z]J"‘7ZN)€>\<P(217“.’ZN)CZ21"‘dZN
N Jynv-1(2N) Y1 (225--,2N)

Démonstration. Pour j € {1,..., N — 1}, on note
wj = (Zj41,---,2N)-
On a par la regle de la chaine :
2 (25 (y) ) = ; S 21 Zy ) 1) I ), )
G2 Zygluy) )
=0

D’autre part, d’apres le lemme 3.6, on a localement :

3295.71 H.
7 (Zig(w)wy) = ﬁ(zu(wﬂa s Zjj(wy), wy).
: -

Ainsi, avec wj(-o) = (zj(-(jr)l, e zg\?)), on obtient :

@1 (zj(o),w(-o)) _ H;(20)

Oz Hj—1()

£0.

Les déterminants H; et H;_1 ainsi que les fonctions implicites Z ; étant continus, il existe

(

un voisinage de wjo) tel que :

825;_
#zl(zm(wj),wj) #0.
J
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Donc, Z; j(w;) est un point col non dégénéré de z; — @;_1(zj, w;).

Posons : 925
Pji-1
A — 7w )
a;(w;) 37:]2- (Zj,j(wj), wy),
et
aN = — @?(/—1(*21(\?))-
Chaque a; est holomorphe, et vérifie :
O H; (=)
(w:”’) = — 0.
a](w] ) ijl(z(o)) #

(0) (0)

Pour chaque j, on pose €211 un disque ouvert centré en (z;/y,..., 2y ), assez petit pour
que a; ne s’y annule pas.

Il existe alors un logarithme défini sur €2;,1, on pose :
Qj = elos(a;)/2 de sorte que Q? = aj;.
De méme pour ay.

On pose Fy = f. Puis, pour m € {1,...,N — 1} :

Fm—l (Zm,m(wm); wm)
Qm(wm)

Et :
_ FN—l(ZN

Qn

Chaque Fj;, est holomorphe sur £2,,, 11, car Fy,_1, Zp, m et Qp, le sont, et QQ, ne s’annule pas.

(0)
Fy ) .

Pour j € {1,...,N — 1}, posons :

Kjt1 = {wj € Q1| 2v €, an—1 € IN=1(2N), ---» Zj+1 € Vir1(Zj42, - - 7ZN)}~

Par continuité des chemins 7}, les ensembles K1 sont compacts.

On a au voisinage de Z; ;(w;) :

Pj—1(25,w;) — @j(wj) = —aj(ij) (27 — Zjj(w;))* + Oz — Zj j(w))|*)

Comme les applications w; — Z; j(w;) sont continues, et que, au voisinage de Z; ;(w;),
les chemins v;(w;) restent, pour w; € Kj41, dans les deux vallées choisies de la phase
zj — @j_1(zj,w;), alors le terme quadratique a une partie réelle strictement négative,

uniformément sur K;;1. Ainsi, il existe des constantes r; > 0 et ¢; > 0 telles que, pour

42
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tout w; € K1 et tout z; € v;(w;) N D(Z; ;(w;),r;), on ait :

R(Bj—1(zj, wy) — @5 (wy)) < —¢j |25 — Zjj(wy)|.

Posons :
By = {(2j,w)); wj € Kjpa, 25 € v(wy), |25 — Zyy(wy)] > 7y}

La fonction (zj,w;) — R(@j—1(2;,w;) — @;(w;)), continue sur le compact Ej, y est
strictement négative. Ainsi, elle atteint un maximum < 0, que ’on note —7;.
Dong, il existe, pour chaque j, une constante 7; > 0 telle que, pour tout w; € Ky et

tout z; € vj(w;) \ D(Z;;(wj),r;), on ait :

R(@j-1(zj, w;) — @j(w;)) < —nj.

Pour m € {1,..., N}, on définit

Iy(N\, 2t 1, -2 2N) = /

Ap(z1,enns
/ flz1,...,2n)e (a1 ZN)dzl"-dzm,
Ym (Zm41,,2N) 71 (22;5-,2N)

et IN<)\) = I()\)

Montrons par récurrence sur m la propriété suivante :

(Pm) : pour tout m € {1,..., N — 1}, on a uniformément sur K,,; :

Im()\u ZmA4lsy .- ZN) = ()\) Fm(zm—‘rla cee 7ZN) € (Pm(Zerl’m’ZN)‘FRm()\; ZmA41y - - ,2:]\[)7

R e )]

— m = 1: Fixons w; = (z2,...,2n) € K3. On considere 'intégrale a une variable

Il()\;wl) = / f(zl,wl)e/\%(zhwl)dzl.
71 (w1)

La fonction 21 — @o(21,w1) = ¢(21,w1) a un point col non dégénéré en Z; 1(wy),
les deux branches de 71 (w1) passent par ce col via les deux vallées avec un angle 6,
et :

RPo(21,w1) < RG1(w1)  pour z1 € y1(wi) \ {Z1,1(w1)}-
Le théoréme de Perron passant par un col 2.9 avec m = 2 et S = 1 donne :

et (wi) _ i1 (wi)—m)
2\1/2

Li(Aw) = e)‘gl(wl)F<;> aq(wr) + O()\_le/mgl(wl)) ,
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uniformément sur K. Et :

~ 1/2
1/2 8;,;0 (Zl,l(wl),wl)( ( ))2
1 2 . 21 — Z1,1 (w1
ay(wy) = 3 | 7o f(Z11(wr),wn) ~2(z o1 — B (wn)
827 (lel(wl),wl)‘ @Yol<z1, W1 Y1{w1

Mais comme le col est non dégénéré, le coefficient final de aq(wy) admet une

extension holomorphe au voisinage de Z; 1(w1) et vaut 1. Donc :

L\ wy) = Vor f(Z11(wr), w1) )\—1/26>\51(w1) + O()\_le)\mgl(wl))
Q1(w1)

Ainsi :

2 ~ ~
LA wp) = \/ Tﬂ Fy(wn) eMrwn) 4 O()\_le)‘%‘pl(wl)) ,

uniformément sur Ky. Cela prouve (P1).

— Supposons que (Py,) est vraie pour un certain m € {1,..., N — 2}.
Prenons w41 = (2m+2,...,2N) € Kpto, alors :
L1 (X5 wing1) :/ L (A 2mt1, Wina1) dzme1
Y41 (Wm41)

Par ’hypothese de récurrence,

2T

m/2 ~
A ) Fm(zm+1a wm+1) eAwm(zm+1’wm+1)+Rm(A§ Zm+1 wm+1)-

Im()\, Zm—+1, merl) = (

On obtient donc
Im-l—l - Am+1 + Bm—i—la

N

ou
o\ /2 =
Am+1(/\,wm+1) — ()\) / Fm(zm+17wm+1) eASO'm(Zm+17wm+l) d2m+17
Ym+1(Wm1)
et
Bry1( N, wmy1) = / Ry(As 2mg 1, Wing1) dZm1-
Ym41(Wrm+1)

La fonction zy41 — @m(Zm+1, Wm+1) admet un point col en Zyq1 mi1(Wimt1)-
Comme les hypotheses du théoreme de Perron passant par un col 2.9 sont satisfaites

pour le chemin vy, +1(wpm+1), on obtient de la méme fagon que pour le cas m =1 :

271’) (m+1)/2

A1 (N, Wing1) = (

3 Fri1(Wmi1) e)xgm+1(wm+1)_|_0 ()\—(m+2)/26>\§)‘€$m+1(wm+1)) ‘
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Par ’hypothese de récurrence on a,
|Rm()\; Zm+1, wm+1)| S Cm Ai(m+1)/2€)\%¢m(zm+l7wm+l)7
uniformément, pour une constante C),, > 0. Donc

1 Bin1 (A wig1)| < Crpp A~ (m+1/2 /

GA%SOM(Zm-&-l 7wm+1) |dzm+1 ’ .
Y41 (Wm+1)

Comme on dispose d’un contréle quadratique uniforme dans le disque D(Zp41,m+1(Wm+1), Tm+1)
et d’un gap uniforme —n,,, 11 hors de ce disque pour la différence R(Gn, (Zm+1, Wimt1)—
Pm+1(Wm+1)), on a en factorisant :

/ 6A§R<pm(zm+1,wm+1) |d2m+1|
Ym+1(Wm+1)

< MRem1(wmi1)

e_cm+1)\|zm+l_Zm+1,m+1(wm+1)|2 |dzm+1 ’

Im+1(Wm41)ND(Zmt1,m+1 (Wm1),mm41)

+ e mA1A

)

ou C’ > 0 est indépendant de w;,+1. La premiere intégrale est gaussienne, donc un
O(A~/2), uniformément en w,, ;1. On obtient donc :

/ A Rom (Zmt1,Wm1) |dzmi1| = O()\_l/ze/\m@m+l(wm+l)) 7
Y1 (Wm+1)
uniformément sur K,,12. Ainsi :

On obtient alors (Pp,41)-

Appliquons (Px_1), on obtient :

On a donc :

(N-1)/2 .
27 APN 1 (2n)

I()‘) =\ / FN—l(ZN)e PN-1EN dZN-I-/ RN—l(/\yzN) dzn.
A TN YN

En majorant de la méme facon que dans la récurrence, on obtient :

2

l(A):(A

N/2
> / Fn AP (z(?) +O(>\—(N+1)/26)\§R<p(z(0))).
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Par définition récursive des F},, on a :

N
1:[ ©)y’

]+17 2N )
Or 0
Q;(z (0) 7 ,Z(O))2 _ J
o Hj ()
Donc par le choix du signe :
(0) ©y _ w0, || Hiz?)
Q( +17"'7ZN)_6 ! ‘Hj 1(2(0))
On en déduit que :
(0 0 Al
Fy = etl1t-+ N)
LN e \ |

Hj;— I(Z(O )

Comme Hg =1 et Hy = H, le produit télescopique donne :

Et finalement :

N/2
I\ ~ 6i(91+"'+9N)f(z(o))eNP(Zm)) (2m)N/
A——+o00 )\N/Q ’H(Z(O))‘

Remarque. On pourrait obtenir le développement asymptotique complet mais cela nécessiterait
beaucoup plus de calculs. Cependant, il est a noter que ce théoréme n’est valable que pour un
point col non dégénéré. Mais Pinna et Viola expliquent dans leur article que cette méthode

d’itération peut théoriquement s’étendre pour un point col d’ordre m quelconque.

3.3 Exemples

On retrouve pour N = 1 la méthode de Perron pour un col non dégénéré :

Exemple 3.10.
Placons-nous en dimension N = 1.

— Le point col 29 est z.
— H(z) = ¢"(=).
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Alors I’équivalent asymptotique du théoreme 3.9 donne :

2

) X" (z0)]

Ap(z0) 101
~ zZp)e (&
A—+400 f( 0)

On retombe exactement sur la formule 2.10.

L’exemple suivant n’a qu’'un intérét pédagogique puisqu’il est possible d’obtenir I’équivalent

asymptotique de facon beaucoup plus simple.

Exemple 3.11.
Considérons

I() = / / AT g dy,
R

Prolongeons analytiquement I'intégrande & C2. Ici, on a N = 2, f(21,22) = 1 et ¢(21,22) =
i(22 + 2129 + 23).

La recherche des points critiques donne :

{%w%ﬁﬂ:ﬂ%ﬁﬁﬂzo — 2 = (0,0).
0

02 (21, 22) = i(21 + 229) =

La matrice hessienne H évaluée au point critique (0,0) s’écrit :

. (2‘2' 7,)
1 2

Les déterminants des mineurs principaux sont :
— H1(0,0) = 2i # 0,
— H5(0,0) = det(H) = (2i)? —i2 = -3 # 0.
Le point col z(9 = (0,0) est donc admissible.

A 2z fixé, la condition 02, ¢(z1,22) = 0 donne :

z
Z11(z9) = —52.

Alors, on a :

P1(22) = 9 (Z1,1(22), 22) =i ((-?)2 + (—?) 2+ Z%) = %25'

Notons 72 la droite dirigée par 'angle 02 = 7. Il s’agit de la ligne de plus grande pente
passant par ’origine :
: 31 3
~ t Zﬂ'/4 = 't2 = _7t2.
Bt/ = (i) =

Pour zp € 7, fixé, le théoreme de Taylor-Young a ¢(-, z2) en Z;,1(22) est :

(21, 22) = P1(z2) +i(21 — Z11(22))”.
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Notons v1(z2) la famille de droites translatées passant par —z9/2 et d’angle de sortie
=17
Sur les arcs de cercles de raccordement Re? avec 6 € [0, 7/4], la contribution tend vers 0

quand R — #oc0. Donc par le théoréme intégral de Cauchy :

I()\) :/ / e (2122) 471 dzy.
72 J71(22)

Posons :

15" = {0/ ¢ € 10,101} et 'V (22) = {z2/2 + 5™/ | 5 € [-10,10]}.

Sur les portions restantes v \7510) et y1(22) \7%10)(22), on a [t| > 10, donc R(p1(z2)) <
—3(100) = —75. La contribution de cette queue d’intégrale est dominée par O(e~").
Ainsi :

I = /(10) /(10) ?012) dz) dzy + O(e™™).
Y2 "1 (22)

Comme :
— 01+ 60, =2+% =7 donc !O11+02) = g,
— £(0,0) =1 et (0,0) = 0.
— |H(0,0)| = 3.

La méthode de Perron passant par un point col non dégénéré généralisé 3.9 donne alors :

2
I(A)  ~ 1-1-60(2;>2 !

A—+00 %
Ainsi : o
s
I ~ —=
A—+o0 )\\/g
/
(10)
V2
) .
¢
.................. /s
e : Figure 4 : Représentation de la
_ 4 :
10 ‘.o’ « géométrie des 2 points cols
v 7
V4 : 10 et de leurs chemins d’intégrations.

Remarque. Vérifions le résultat trouvé avec un calcul direct. On écrit Q(z,y) = 22 + zy + y?
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sous forme matricielle :

x 1 1/2
Q(:r,y):(x y)A(y), avec A—<1/2 {)

La matrice A est symétrique réelle et ses valeurs propres sont A\; = % et Ao = % D’apres le
théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale P € O(R) telle que A = PDPT, ou
D = Diag(3/2,1/2).

Effectuons le changement de variables <a:> =P (u) :
Y v

I(\) = // e (3v3) gy d.
R2
Par le théoreme de Fubini, on obtient :

I(\) = (/R el du) (/R ei3v’ dv) .

Or l'intégrale de Fresnel pour un parametre a > 0 vaut :

On obtient alors :

) = T o T _ T _ A%
A3 DSV WG
e BV E RN

Traitons maintenant la généralisation du probléme des intégrales d’Airy 2.14.

Exemple 3.12.
On considere, pour A > 0, I'intégrale

I\ = (;ri)N[A~--/Aexp()\cp(zl,...,zN)) dzy -+ -dzy,

ou ¢(z1,...,2N) = Zj-vzl Zj + D 1<k<t<N k%6 — %Z;\le z?, et A =A_U Ay désigne un
contour d’Airy asymétrique composé de deux branches : A_ = {re=27/3 | r > 0}, et
Ay = {r|r >0}
Posons .
21,43y 2ZN) = -
f( 1, ) N) (271_1)]\/'

Les fonctions f et ¢ sont holomorphes sur A = CV.

Les équations critiques sont :

) a .
a—?(zl,...,z]\/)zl—i—g Zg—Z]ZZO, pour j =1,..., N.
& =1

t#j
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Par symétrie des équations, on cherche une solution de la forme z; = --- = zy = 7. On
obtient :
1+(N-1)n—n*>=0.

Puisque notre contour A contient I’axe réel positif, on sélectionne le point col positif :

N—-14+(N—-12+4 N-1+vV/N2—2N+5
’[7: = .
2 2

On pose alors le point critique :

29 =(n,...,n)
La matrice hessienne de ¢ est :
—2z1 1 1
1 —229 1
Ho(z) = :
1 1 —2zN

oy 1 1
1 -2n - 1
H;(2V) = det | o : = det((—2n —1)I; + J)
1 1 - =2

Jxj
ou J; est la matrice dont tous les coefficients valent 1. Le spectre de J; étant composé de

la valeur propre j (multiplicité 1) et de la valeur propre 0 (multiplicité j — 1), le spectre

de notre matrice est :
—2n—-1 (de multiplicité j — 1), et j—2n—1 (de multiplicité 1).
D’ou :
Hy(=®) = (=20 — 171G — 25— 1) = (~1)72n+ 1772 — j +1).
Comme 2 —j+1>2n— N +1=+/N2 —2N +5 > 0, on en déduit que :
Hj(z(o));ﬁo pour tout j € {1,...,N}.

Le point col z(9 est donc bien admissible.

Fixons j € {1,...,N — 1} et (zj41,...,2n) € CVN7J des parametres.

50
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Considérons les équations :

Op . _9% _,
821 N N aZj -
Par symétrie, la solution locale unique par rapport a (z1,..., z;) vérifie 2 = --- = z; = u;.

Donc on obtient :

1+(j—1)Uj+Zj+1+"'+ZN—U?:0,

soit :
wl— (- Duj— (1+2zj41+ -+ 2n) =0.

Au voisinage de (z(o) z§\?)) = (n,...,n), on choisit la racine positive car il faut que

fiilpacag
uj(n,...,n) =n. Donc :

j*1+\/(1*1)2+4(1+Zj+1+“'+ZN)
- 5 _

uj(szrb' o 'aZN)

Ainsi :
Z1,5(zj415- -5 2N) = = Z5 (211, - -, 2N) = uj(zi41, - -, 2N).

D’apres le Lemme 3.6, on a :

0%¢j-1, (0) 0, _ Hi(z?) .
) = =1,...,N.
82]2 (Z] 5 Y AN ) Hj_l(z(o))v J 3 5
Donc : 25
©j-1,_(0) ©)y _ 2n—j+1
82? (2,7, h2y) = (2n+1)72n_j+2.

Puisque n > 0 et (2n—j5+41) > 0, ce quotient est un réel strictement négatif. Son argument
a; est donc égal a 7. Ainsi, I'angle de la ligne de plus grande pente est :
T™—T

0; = 2 + km = k.

Pour respecter l'orientation du contour d’Airy (qui va de la gauche vers la droite), on
choisit k£ =0, d’ou :
0p=---=06N5=0.

On pose 7y = A.
Fixons maintenant j € {1,..., N — 1} et notons w; = (2j41,...,2N)-

L’ensemble des points strictement plus bas que le col mobile Z; j(w;) est :
Vi(?) = {2z € C | R(@j-1(5,w5)) < R(@;(wy)) }-

Puisque le col est non dégénéré, Vj(w;) possede localement deux composantes connexes, les
vallées V™ (w;) (partie gauche) et Vj+(wj) (partie droite). Globalement, le comportement
de la phase quand |zj| — oo est dominé par —%2]3-. Donc, les vallées locales s’étendent vers

les secteurs asymptotiques (0, 27/3, —27/3).
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Ainsi, V™ (w;) rencontre asymptotiquement la demi-droite {te=2mi/3 | ¢t > Ry} CA_ et
V;r (wj) la demi-droite réelle [R;r, +oo[C A4, pour des rayons R;r, R > 0 assez grands.
Posons deux arcs de classe C' par morceaux : o (w;) C V™ (w;) et o (w;) C V;*(w;) qui

joignent respectivement Rj—eme'/g

au col mobile Z; j(w;), puis ce méme col Z; ;(w;) au
point réel Rj.

On définit enfin notre chemin continu infini par :
—97i/3 — _
77 (wy) = {re™/ | v 2 Ry} Uoj (wj) Uof (w) U{r | r = RF}.
Par construction, ce chemin passe par le col de vallée en vallée, et :

R(Pj-1(2j,w5)) < R(@j(wy))  pour tout z; € 7](-00) (w;) \ {Z;,j(w;)}.

La fonction intégrande étant entiere, et la contribution des morceaux asymptotiques du
chemin étant nulle, le théoréeme de Cauchy assure que l'intégrale sur ’yj(oo) (wé) est égale a
Pintégrale sur A.

On tronque ces chemins infinis a un grand rayon R. Sur les branches infinies au-dela de ce
rayon, le terme de degré 3 de la phase domine. Ainsi, pour R suffisamment grand, la partie
réelle sur ces queues d’intégration décroit au moins comme —ir3. Les queues d’intégrale
sont donc dominées par (’)(e_%RB)
tronqués finis v;(w;) = ’yj(oo)(wj) N D(Z; ;(w;), R).

On peut alors appliquer le Théoreme 3.9, et ’on obtient :

. On réduit donc I’étude asymptotique aux chemins

I A—+00 : (27ri)Ne AN H (2]

Or Hy(2) = (=D)N(2p + 1)NV-1(2np — N 4+ 1) donc |H(2D)| = (2n+ )N 1 (2n - N +1).

On obtient finalement I’équivalent asymptotique :

(_i)NeASO(n""vn)

dteo [(an + N-1(2n — N+ 1)(2m)N AN

I(A)

Ou la phase critique se simplifie en :

o(m,...,n) =Nn+
Qu’on peut aussi écrire :
(—i)N exp[AY (N — 1)(NVZ = 2N +7) + (N2 — 2N +5)2)]

I()\) A—:\—Ji-oo -l 1
(2rV)N/2 (N + VNZ—2N +5) > (N2-2N +5)i
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Figure 5 : Représentation de la

iy '7]' ' géométrie des 2 premiers points cols
1
! ; et de leurs chemins d’intégrations.
1  J i : -">
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Remarque. Dans I'exemple 2.14, nous avions posé la phase ¢(w) = w% — w. Au point col

wo = 1, la phase valait ¢)(1) = —2/3 et § = /2 donc € = 4. On trouvait sans normalisation :

1

Dans notre cas, N = 1, la définition de I'intégrale I()) englobe le facteur de normalisation 5,

3
et la phase choisie est 'opposée : ¢(z1) = 21 — %1 Au col p =1, on a ¢(1) = +2/3. De plus,
6 =0, d’ott le facteur angulaire ¢ = 1.

La formule issue du Théoréme 3.9 en dimension N = 1 s’écrit alors :

o) % B \/? 2
Ao 2m /\|<p” 271

Ces deux approches, issues de choix de conventions opposés, sont ainsi cohérentes.

4 La conjecture du volume pour le nceud 5,

L’objectif de cette section est de prouver la conjecture du volume dans le cas particulier

du neeud 5g. Précisément, on veut montrer que :
2 I [(Ba)w] — Vol(S?\ 5)
—In )
N 2IN N—oco 2
Pour ce faire, on utilisera la méthode du point col.

4.1 Notions et résultats indispensables

Dans cette section, nous introduisons le cadre théorique nécessaire a la compréhension de

la conjecture du volume.
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4.1.1 Eléments de théorie des nocuds

e A

Définition 4.1.

On appelle noeud l'image d’une application f : St < S? de classe C*, injective, et dont
la différentielle ne s’annule pas.

Concrétement, un nceud est une courbe fermée dans ’espace a trois dimensions, qui ne

s’auto-intersecte jamais.

Remarque. Puisqu’il est difficile de visualiser directement un objet unidimensionnel dans un
espace de dimension 3, on préfere représenter et manipuler la projection des nceuds sur un
plan. Mais pour ne perdre aucune information topologique, on privilégie une projection dite
réguliére qui possede entre autres un nombre fini de croisements dont on indique 'information
de profondeur en spécifiant quel brin est au-dessus de 'autre. De tels dessins sont appelés
diagrammes de nceuds, mais on assimilera par abus de langage un nceud a son diagramme

pour la suite.

Exemple 4.2.

— Le nceud le plus simple possible, appelé nceud trivial, est une simple boucle :

O

— Le deuxieme nceud le plus simple, appelé nceud de treéfle, est constitué de 3

L’objectif central de cette théorie n’est pas I’étude analytique des noeuds en eux-mémes,

croisements :

mais la classification des nceuds a déformation continue pres.

( )

Définition 4.3.
On dit que deux noeuds K et Ko sont équivalents s’il existe une application continue
H définie par :
H{ 0,1 xS* — 3
' (t,x) —  Hy(z)
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vérifiant :
— Pour tout t € [0,1], Hy est un homéomorphisme de S3.
— Hp = Idgs.
— Hi(K)) = Ko.

Une telle application est appelée isotopie ambiante.

. J/

Remarque. 1l est a noter qu’on exige une telle fonction et non une simple homotopie, puisqu’on
souhaite que la déformation n’autorise pas le noeud a se traverser lui-méme. De plus, on demande
que H; soit un homéomorphisme de Iespace tout entier S* (et non juste une déformation du

nceud lui-méme) pour empécher de « serrer » un nceud contintiment jusqu’a le faire disparaitre.

Afin de distinguer les classes d’équivalence de nceuds, on introduit un outil fondamental :

Définition 4.4.
On appelle invariant de noeud une application Z définie sur I’ensemble des nceuds a

valeurs dans un ensemble donné (comme des entiers, des polynomes, des groupes, etc.),
telle que si K et Ko sont équivalents, alors Z(K;) = Z(K>).

Remarque. En pratique, on s’intéresse surtout & la contraposée de cette définition : si
Z(K1) # Z(K3), alors Kj et K2 ne sont pas équivalents.

Plutot que d’étudier directement les noeuds comme des courbes isolées, on s’interresse a

son complémentaire.

( )

Définition 4.5.
Soit K C S? un nceud.

Considérons un « tube » (voisinage tubulaire ouvert) N (K) autour du nceud.
On appelle complémentaire du nceud K, noté Mg, la variété topologique compacte de

dimension 3 définie par :
My =S\ N(K)

Le théoreme fondamental suivant, que nous admettrons, justifie pourquoi on se concentre

sur ’étude des complémentaires pour comprendre les noeuds.

Théoréme 4.6.

Soient K et Ky deux nocuds.
Les nceuds K et K> sont équivalents si et seulement si leurs complémentaires Mg, et

M, sont homéomorphes.

L’article d’Ohtsuki [5] focalise toute son attention sur I’analyse asymptotique d’un nceud

spécifique.
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Définition 4.7.
Dans la classification standard, il n’existe que deux nceuds admettant exactement 5

croisements. On s’intéresse a 'un de ces deux nceuds, appelé nceud 52, qu’on peut

représenter :

®

4.1.2 Géométrie hyperbolique et volume du complémentaire

Définition 4.8.
On dit qu’un noeud K est hyperbolique si I'intérieur de son complémentaire My = S3\ K

peut étre muni d’une distance hyperbolique (I’espace est partout « courbé » de maniére

négative, comme la forme d’une selle de cheval), et que son volume est fini.

L’avantage majeur de cette géométrie particuliere est qu’elle est extrémement rigide.

Théoréme 4.9.

Si le complémentaire d’un noceud admet une structure géométrique hyperbolique de volume

fini, alors cette structure est unique.

Ainsi, par cette unicité, le volume hyperbolique d’un complémentaire de noeud est un
invariant de nceud.
Afin de calculer ce volume, on décompose ’espace complémentaire en blocs géométriques qui

s’emboiltent convenablement et dont on connait le volume. Ce sont les tétraédres idéaux.

Proposition 4.10.
Le volume hyperbolique d’un tétraedre idéal caractérisé par le parametre complexe z est :

Vol(z) = Im(Liz(2)) + arg(l — z) In | 2|

olt Lip(2) = Y02, Z; est la fonction dilogarithme.

Exemple 4.11.
Pour le nceud 5, la triangulation de son complémentaire S3 \ 55 requiert 4 tétracdres

idéaux.
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Les conditions de recollement de ces tétraedres imposent des équations qui permettent de

les décrire avec seulement 2 parametres = et y (au lieu de 4) :

. . . Yo
z1=1—yo, 22=1wm0, 23=ToYo, 24= P
0

De plus, ces deux parametres doivent vérifier :

l—zo—zoyo+ 22 =1—1o

1 — 3 = oy

Syo >0

Ainsi, yg est 'unique solution de :
(yo—1%=yo telleque  S(yo) >0

Et :

De cette facon, on a :

Il Y, B = (0 — sl < oAl == oo == <L12 (W»

0
Yo Yo

+arg(yo) In |1 — yo| + arg(l — zg) In |zo| + arg(1 — zoyo) In |zoyo| + arg (1 — a:) In .
0 0

Apres moult calculs, on obtient :

Vol(S? \ 52) = Im (LiQ(woyo) + Lip <1> + Liz(go) - Liz <y10> e (1)>

Z0Yo Lo

4.1.3 Invariant de Kashaev et conjecture du volume

Le physicien R. Kashaev a introduit en 1997 un invariant analytique des nceuds, noté
(K)n, qui dépend d’un entier N > 2. Sa construction repose sur un modele de mécanique
statistique appliqué au diagramme du noeud.

Soit N > 2 un entier. On pose pour toute la suite :

<2m'>
=exp [ —
1= P\ Ny

e A

Définition 4.12.
On appelle ¢g-symbole de Pochhammer le produit :

n

(@n=]](1-d"

k=1
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L avec (q)o = 1. J

Pour un nceud K donné, on considére 'un de ses diagrammes que ’on pondeére de la facon
suivante :
— On associe a chaque arc (la portion de fil entre deux coupures) une variable entiére,
appelée état, comprise entre 0 et N — 1. On appelle configuration la donnée d’un
état pour tous les arcs de K.
— A chaque croisement, on associe un poids complexe W. Ce poids s’exprime sous la forme
de fractions de g-symboles de Pochhammer, et sa valeur dépend du signe du croisement

(quel brin passe au-dessus) ainsi que des quatre états des arcs qui s’y rencontrent.

Définition 4.13.
On appelle invariant de Kashaev, noté (K)y, I'invariant de noeud défini par la somme

sur toutes les configurations possibles :

(K)n = Z ( H W (états et signe du croisement)>

configurations \croisements

En particulier, pour le nceud 52, Ohtsuki a determiné une formule explicite de cet invariant

via les symboles de Pochhammer.

Proposition 4.14.
On a : 1
(o) = N3g —
l.;o (@)N-i—j—1(2)i+j(2);(2)i(@);
i+j<N

ou ¢ = g~ ! est le complexe conjugué de q.

. J

| Démonstration. Voir la section 2 de l'article d’Ohtsuki [5].

Lorsque N — oo, les termes (q), peuvent étre approximés par des exponentielles faisant
intervenir la fonction dilogarithme Lis. Cette observation analytique a poussé Kashaev a

formuler une conjecture.

Conjecture 4.15.
Conjecture du Volume

Soit K un nceud hyperbolique. On a :

lim %ﬂ In [(K)y| = Vol(S® \ K)

N—o0

Remarque. L’intérét majeur de cette conjecture réside dans le fait que l'invariant de Kashaev

est intimement 1ié & une grande famille d’invariants de noeuds (les polynémes colorés de Jones)
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qui n’ont, de prime abord, absolument aucun lien avec la géométrie hyperbolique.

4.2 Le développement asymptotique de (K)y

r

Définition 4.16.
Pour tout ¢ € C tel que 0 < Re(t) < 1, on définit la fonction de Faddeev, notée A(t),

par :
6(2t71)x

A(t) = / dz
®) ¢ 4z sinh(z) sinh(z/N)
ol C est le contour sur R parcouru de —oo vers +oo et déformé pour éviter le pole x = 0,
cest-a-dire {x € R | |z| > e} U {ee?® | 7 > 6 > 0}.

Cette fonction encode les g-symboles de Pochhammer.

Lemme 4.17.
Pour tout entier n > 0, on a :

an = (8 () ()

Démonstration. On a :

2n+1
’w‘ -1z

2n + 1 1 e
AL =A < 2N > -4 <2N> ~ Jo 4xsinh(x) sinh(x/N)dl:

Comme :

Dz _ (y-Dz _ 2 (e(2n+1)x/N _ ex/N) _ ot gu/N (e2mc/N B 1)

Alors :
B _o(y-De 2e"/N (€2m/N - 1) 2 (€2m/N — 1) _ 9" p2e/N
sinh(z/N) o et/N /N e 2/N j=1
Donc : - 262}%/1\, n e(2i/N-1)z
AN = Z/ 4z sinh(z “rsnh() ]z::l c mdfﬂ
Posonsaj:ﬁ—letfj( ):%rf;()

Puisque 1 <j <n < N,ona —1<a; <l,etonaAA=3", [, fi(r)ds

Posons enfin ' = (C ND(0, R)) U~g, ot yr est le demi-cercle supérieur de rayon R.
Les seuls pdles encerclés par I'g sont les zéros stricts de sinh(z) dans le demi-plan supérieur,
a savoir xp = kmi pour k € N*,

Tous ces poles étant simples, on peut utiliser la technique de la dérivée du dénominateur :
Soit D(x) = 2zsinh(x), on a : D'(x}) = 2sinh(kmi) + 2(kmi) cosh(kmi) = 0 + 2kmi(—1)*
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et e®%k = exp ((QW] — 1) k:ﬂ'i) = exp (27;?]6) eXp(—kWi) = qjk(_l)k'
Le contour I'p étant parcouru dans le sens horaire, le théoreme des résidus donne :

. PN i e (@)
f] (a:)dx = —2mi Z Resx:kmfj (1') = Z A
Fr k=1 k=1

En paramétrant yr et en majorant I'intégrale, on obtient : limp_yso f*m fj(xz)dx = 0. Donc

en faisant tendre R — oo, on obtient :

, (@)
/ij(:v)d:):— kz::l k

On reconnait le développement de Taylor usuel In(1 — 2) = — 372, %, évalué en z = ¢/.

Finalement, on a :

Et donc : om o 1 )
n
e (4 (%) =2 (5v))
[ |
Posons
s_ L 241 _2j+1
- 2N’ 2N’ - 2N
Et :
V() = - [ A(tsm o ) #A (1=t st o ) +A(5)=A(1=5)+A(1—t)=3A (5 ) +2A (1—
’ N 2N 2N 2N 2N
On peut alors réécrire I'invariant de Kashaev.
Proposition 4.18.
On a
(Bo)n = N'2q 3" exp(NVn(t,5)),
i,j>0
i+j<N
ou .
=V —_logN
Vn(t,s) = Vn(t,s) + o g N,
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Démonstration. Par la proposition 4.14, on a :

Caln = ) N o @ @@
i+j<N

Par le lemme 4.17 :

(@ = ep(A (57 ) = A( T3 ) ) = eA() - ACE).

Donc )
@ = exp(A(335E) — A(9)).
D’autre part, comme ¢ =¢ ! et ¢V =1:
- m - a - (@)N—1
Dm=[O-a¢F)=]]1-"F =
Y | s

Par conséquent :

Et donc : ) o+ 1
(q)m—exp(A(l—é)—A(l— 5N ))
Comme : 2t )41
i+
th—ks—é,
On a )
@Dy =exp(A(t +s—08) — A(9)).
Comme :
2IN—i—j—1)+1 200 +j4)+1
5N —I—T—l—t—s+6,
on a )
m:exp(A(l—t—s—i-é)—A(d)).
De méme : )
s = exp(A(s) — A(9)).
Enfin :
oA 6) — A1 -5), = exp(A(1 — 5) — AL~ 1),

—~
]

N—

<

—
=)
S~—
S
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En multipliant ces cinq termes, on obtient :

= N3 exp(A(t+5—08) + A(1—t — s +06) + Als)
— A(1 = 8) = A(1 =) = BA(0) + 2A(1 - 5)).

Donc :

(Ba)nv = N3q > exp(NVy(t,s)).
1,j=0
i+j<N

Par définition de Vv :

~ )
VN(t, S) = VN(t, S) + ﬁ log N,

Donc : 5
NV (t,s) = NVy(t,s) — 5 log N.

Ainsi
exp(NVi(t,s)) = N~2 exp(NVy(t, 5)).

On en déduit :

(5a)nv = N3q > N7Zexp(NVy(t,s))

1,520
i+j<N
= N2 > exp(NVy(t, s)).
2,j20
i+j<N
|
On veut comprendre le comportement asymptotique de Vy, on étudie donc celui de A.
Lemme 4.19.
Soit K C {0 < Rz < 1} un compact, on a :
Az 1 A
sup () —Lig (627”(1_2)) — 0.
2€K N 271 N—o0

Démonstration. Fixons un compact K C {0 < Rz < 1}. Il existe donc ¢ €]0,1/2[ et
M > 0 tels que
Kc{zeC|d<Rz<1-9, |Sz] < M}.
Posons
6(2271)36

_AG) _
Fn(z) = N /C 4x sinh(z) N sinh(z/N) dz,

et
1z

ro = [ e
“ = ¢ 42 sinh(z) v
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Pour x > 0 réelet z € K,on a:

‘6(2z71)x — 6(2§szl)x < 67(25):)3

— )

et comme |sinh z| > %e’” pour z > 1, il existe une constante C'x > 0 telle que

e(22—1):r

| < Cge = x>0, ze K.
sinh z

De méme, pour x < 0 réel,

(2z—1)x
€ < CKef%m.

sinh z

De plus, pour tout u € R, on a |sinhu| > |u|, donc :

’Nsmﬁwmlg’i' z e R\ {0}.

Par conséquent, sur les deux demi-droites du contour, on a :

Y

€(2,271):13 CK6725|1|

4z sinh(z) Nsinh(z/N)| —  |z|?
—26|z

et CKFTSH est intégrable. Comme sur l’arc circulaire du contour, qui est compact, on a

uniformément en x

N sinh(z/N) — =z,

alors :
1 1

N sinh(z/N) - x
uniformément sur cet arc.
On applique donc le théoreme de convergence dominée sur les demi-droites et la convergence
uniforme sur 'arc. On obtient : Fiy(z) — F(z) uniformément sur K.

Montrons maintenant que :

_ - 2mi(1—2)
F(2) 3 Lig(e ) 0<Rz<1.
Posons )
- T 2mi(1—2) )
G(z) 5 Li2 (e )

Les majorations précédentes restent valables apres dérivation par rapport a z, le théoréme

de dérivation d’intégrale a parametre donne donc :

e(2z—1)z e(2z—1)z
F’(z):/ ——dzx F"(z):/ ——dx.
C

c 2xsinhz sinh x
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Posons
€(2,271):13
fo(z) = sinh x
On a )
fx(x) = =+ O(1),
T
On note :

v [ s =t ([ r@des [ pwa)

Le contour étant obtenu en contournant le pdle 0 par un petit demi-cercle supérieur,

on a :

P =t ([ r@des [ pwaos [ R@a).

e—0t Ye

ou 7. désigne le demi-cercle supérieur de rayon e.

Les deux intégrales sur la droite réelle convergent vers :

- 6(2z—1)xd
</R sinh x 7).

olw) = =+ ha(w),

D’autre part :

avec h, holomorphe au voisinage de 0, donc :

d
f2(w) dw = oy hz(w)dw — —im Resy=o(f2)-
e ve W e

Comme Res,—o(f,) = 1, il vient :

Y e(2z—1)z .
F'(z) = T(/ dz) — i
R

sinh z

(2z—1)x 0 ,(2z—1)z _ ,—(2z—1)x
T(/ ¢ dzx) :/ ¢ ¢ dzx.
R 0

sinh x sinh x

Et, pour x >0 :

1 o0

-9 Z e—(2m+1)x,
m=0

comme la série converge normalement sur [¢, +00) pour tout € > 0, on obtient :

e(2z—1)z 00 00
T/ dr) =2 / —2(m+1-z)z _ ,—2(m+z)x d.
(). ) m§::0 i (e ¢ ) .

sinh x

sinh x

Ainsi :

(2z—1)z 0 1 1

e

T = — .
(/R sinh x dx) Z(m—i—l—z m—I—z)

m=0
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On a la formule suivante :

(e.)
1 1
Z — = —mcot(mz)
o \m+ 11—z m+z
Donc :
F"(z) = —mwcot(mz) + im.
Posons :
w = 2ri(l=2)
Comme : .
LW+
t(rz) = —
cot(mz) i
On obtient :
. . +1 . . 2w 2w
—mcot(mz) +im = iw +im =im =
— —1 1—w
Par conséquent :
i e2mi(1—2)
/!
F(z) =~ 1 _ e2mi(l-2)"
On a p log(1 — )
. og(l—u
2 - _
du i2(w) u ’
Donc :
G'(z) =log(1 — e?mii=2)),
Puis : S
2wy e TR
1" _
G(2) = - 1 — e2mi(l—2)"
Ainsi :
(F-G)"=0

sur la bande 0 < Rz < 1. Il existe donc a,b € C tels que :
F(z) — G(2) = az +b.

Par définition :
e(22—1)z +€(1—22)x

F(z)—i—F(l—z):/ dx.

c 422 sinh x
"inté d i i d 1 incipal I éel lle, il
L’intégrande est impaire en x, donc sa valeur principale sur ’axe réel est nulle, il ne reste

que la contribution de I’arc autour de 0. On obtient :

6(2271)1 _|_e(172z):p
472 sinh x '

F(z)+ F(1 — z) =im Resz—o <
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66

Développons au voisinage de 0 :
ex e 4 (122202 — 9 1 (92— 1)%22 + O(a?),

et

23
sinhx::v—i—g—i—O(f).
11 vient : (22-1) (1-22)
e\EETHT 4 et ER)Y 1 2 1\ 1
== - - =40
4x2sinh 223 (Z #t 6> +0(2)
Ainsi :

D’autre part, on a :

Donc :
On a donc :

(F-G)z)+ (F-G)1—2)=0.

Comme F' — G est affine, on en déduit que :

pour une certaine constante ¢ € C.

Fixons a €]0, 1] et considérons z = a — iy avec y — +o0. Sur les demi-droites du contour,

—2iyx

le facteur e donne, par le lemme de Riemann—Lebesgue :

F(a—1iy) — 0.

Et:
e27rz'(1—a+z'y) _ 627ri(1—a)e—27ry 0,

Donc :
G(a —iy) = =—— Lig (2™ (=aFW)y 0,
i

Par conséquent :

ce qui impose ¢ = 0.
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Ainsi, on obtient le résultat :

F — - 27i(1—z)
() = Glz) = 5= Lin(e202),
[ ]
On réécrit ensuite Vi d’une facon plus facile & manipuler.
Proposition 4.20.
On a :
V(t)—l(A(l t) —2A(1 — s5)) 1 omi 1(t+ 1>2+12 eyl
NBS =N N omie T \e\"T7TaN) T2 T2t TG
3mi i
AN = 4N?’

Démonstration. Montrons que pour tout z tel que 0 < Rz < 1, on a

A(Z)—l-A(l—z):—m'N(zQ—z—i—é) +

)

12N~

Posons
€(2z71):1: + 6(1722)36

F = .
(@) 4z sinh z sinh(z/N)

De sorte que
AG)+A(L—2) = / F.(z) dz.
c

Pour R > 1et 0 <e <1, posons
Cre:=[-R,—€]UCS U[e, R],

ou C7 est le demi-cercle supérieur de rayon ¢, orienté de —e vers €. Alors

—€ R
F,(x)dx = F.(x) dx+/ F,(x) dw+/ F,(x)dx.
CR“; —R C;r 5

Comme F, est impaire,

—€ R
F,(x) dw—i—/ F,(z)dx = 0.
R €

En faisant tendre d’abord R vers +o0, puis € vers 0, on obtient

A(z) + A(1 - z) = lim F,(z)dx.

e=0 /ot

Or CZ est orienté dans le sens horaire, ainsi

lim F.(z)dx = —mi Resg—o F:(z).

e—=0 /ot
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68

Au voisinage de 0,

p(22= 1)z + e(1-22)z _ o + (22 — 1)21’2 + 0(374)7

3

sinhm:x+%+0(x5), sinh(z/N) = %4—&4—0@5).
Donc . N ) )
=N - (R ) e ot )
4x sinhx sinh(x/N) 43 < <6 + 6N2) z"+ 06"
Ainsi N LN N )
Fz)= 4+~ (22 —1)2 -2 - .
X2 =omt g <4 (-1 -5 12N) +0(@)
Donc N N )
oF(r)= (22— 1) -
Resp=o Foz) = (22— 1)" = 5~ 13§
Or N N 1
4(22 1) 15 N<z z+6).
Ainsi
Res F(x)—N<z2—z+1)—1
rO TR 6) 12N’
et finalement
Az)+A(1—2) = —m’N(zQ—z—i-l) + il
B 6/ 12N’

Montrons maintenant que

1 1
A(ﬁ) — A(l — W) =log N.
Ona 1 1 e(%_l)“ - e(l_%)x
A<ﬁ> B A(l B ﬁ) - /C 4z sinh x sinh(x/N) de.
Comme
elv—Dz _(l-x)e = o sinh((l — %)x),
on obtient

1 1 1 sinh((1 — %))
A(ﬁ> B A<1 B ﬁ> T2 /C x sinhx sin}i\é:ﬂ/N) de.

sinh((1 — +)z)
sinh z sinh(xz/N)’

On a l'identité
coth(z/N) — cothx =

Il vient donc

1 1 1 hz — coth(xz/N
A(QN)_A(l_2N>:2/ccot x (;ot (z/ )dx.

Pour a > 0, posons

H(a) = 1 [ cothz — coth(az) .
2 Jc T
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Alors

A(%) —A(1- %) — H(1/N).

De plus, pour a dans un compact de ]0,+oc[, l'intégrande et sa dérivée décroissent
exponentiellement sur les deux demi-droites du contour C. On peut donc utiliser le

théoreme de dérivation sous le signe intégral sur tout compact :

1 dzx

Ha)=> [ %
(@) 2 Je sinh?(ax)

Par le changement de variable u = ax,

1 du
W= L[
(@) 2a Jac sinh®u
Donc . )
H'(a) = ~5a ac(coth u) du = —%(coth(—i—oo) — coth(—o0)).
Or
coth(+o00) =1, coth(—o0) = —1.
Donc 1
H'(a) = —-.
()=
Comme H(1) =0, on en déduit
H(a) = —loga.

En particulier, ) )
A<ﬁ) ~A(1- ﬁ) — H(1/N) = log N.

En appliquant le premier résultat avec z = ﬁ, on obtient
1 1 1 1 1 T TN w Iy
Al — AMl——)=—7mN|— — — + = = — —_ -
(QN)+ ( 2N) m (4N2 2N+6>+12N 6 + 2 6N
Avec le deuxiéme résultat, on trouve
1 N 1 T e
AMl—)=———+-logN +— —
<2N) 12 T2 T T N
1 miN 1 Iy e
All— — ) =— — —log N + — — .
( 2N) 2 2%V T TN
Donc ) . N s ) )
i e i
- — ——)=—— — —logN — — .
3A(2N> +2A(1 2N> 12 2% T TN

Par définition, on a :

Vn(t,s) = % (A (t+s—$) +A(1—t—s+$) +A(s)—A(1—s)+A(1—t)—3A(%) +2A(1—£V)> .
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Comme :
A(s) = A1 —s) = (A(s) + A(1 —5)) — 2A(1 — s),
On obtient : ) .
Vi(t,s) = ~ A=) =281 = 5)) + - B(t, 5),

E(t,s) = A(tﬂ—%) +A<1—t—s+%> +A(s)+A(1—s)—3A($) +2A(1—%).

Or, d’apres nos résultats précédents, on a :

1 1 1\2 1 1 i
Altts—— VA (1—t—s+—) = —miN | (t+s— —) = (t+s— Sl B
(+8 2N)+ ( S+2N) 7” (( ts 2N) < ts 2N>+6>+12N’

As)+ AL —s) = —miN <s2 - 1) T

6 N’
Bt 1 1 N 5 j '
e e T

“3A(— ) +2A(1— —) = — ZlogN — == .

3(2N>+ ( 2]\7) 12 2% 1T 1N
Donc :

, 1\?2 1 5 1\ wN 5 i
E(t,s)——sz<<t+s—2N> _(t+s_2N)+S —s+3>+12—210gN—4+4N.
Ainsi :

1 1\2 1 1\ @ 5 i
—FBt,s)=—mi|(t+s— —) —(t+rs— — 2 g4 |4+—— " JogN——— b,
NEEs) m(( e ZN) <+5 2N>+S 8+3)+12 onN 8N TN TaNe
Or:
1 2
—wz((t+s—2N> —<t+s—m)+32—s+>

—2'1<t+ 1>2+12 <t+ 1) Lot

A T ON 2% 73 oN) 2° 7T 6
Et :

1<t+ 1) 1 R 1

—= S§——— | —=8s=—=t—85+—

2 oON) 2 2 AN
Donc :
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Alors :

E(t.s) 1 72 5 1<H 1 >2%1 2 1, +1 oo N 3m+ i
PR e — p— —_—— J— _— T — J— 770 [ — P
No\® omi 6 '\ 2 TN 2% T3 6) aN BV T AN TAN?
Ainsi :
~ 1 72 1 1\2 1 1

tys)=—(A(1—t) —2A(1 —58)) — —— —2mi | = (t+5— — —s?— —t—s+4—
Viv(tys) =y (ML= 1) = 2A(1 = 8)) = 5 m(2(+s 7)) +3% 3 s+6)

71 @4_ ™
oN 8N T YN T aN?
Et finalement :
Vit 8) = (A(1 — £) — 2A(1 — 5)) — — ™ omi (L (t+— ! >2<+ Lo 1,41
NS =N " oxie T\ 2 TN 2% T2 T
dmi mi
AN T anN?
||

Posons :
Q={(t,s) eR?*|0<t, 0<s, t+s<1},

Et :
Qo ={(t,s) € 2]0.04 <t<0.9, 0.05<s<0.9}.

On obtient enfin notre comportement asymptotique de V.

( )

Proposition 4.21.
La suite de fonctions (Vi) n>2 converge uniformément sur € vers la fonction

% 1 .o 2mit omisy T (1o o 1 1
V(t,s):2—m Lig(e“™) — 2Lig(e )_E — 2mi 515 +s +ts—§t—s+6 .

Démonstration. On part du résultat de la proposition 4.20

1 1 72 1 1\2 1 1 1
Vi (t,s) :N(A(l—t)—2A(1—8)) - 7.1 — 2mi (2 (t—i—s— 2N> —1—532— 2t—3+6>

ou
6(22—1)90

A(z) = /C 4z sinh(z) sinh(z/N)

Comme 2y est un compact contenu dans le domaine 0 < Rt < 1 et 0 < Rs < 1, les

dz, 0< Rz < 1.

ensembles

Kt:{l—t|(t,5)€Qoo}, Ks:{l—s‘(t,s)eﬁoo}

sont des compacts contenus dans la bande 0 < Rz < 1.
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En appliquant le lemme 4.19 sur K; et K, on obtient :

sup — —Liy(e*™)| — 0,
(t,8)€Q0 N 21
«t A 1
sup (1-s) — —Lip(e*™)| — 0
(t,8)€Q0 N 27
Or :
1(t+ 1)2+12 L e it e L s
o UM T aN) To¥ TRt AT Tt T T TN TS T E T 9N TN

Par conséquent :

Al1—-t) _A1-s) 1 x2
Vn(t,s) = -9 - - =
w(t:s) N N 27i 6
9 i(1t2+82+ts—1t—s+1) + T gy = TS m
\2 2 6 N 4AN2 4N  4N?’
Donc :
A1—t) _Al-s) 1 x?
t,s) = —9 _ -
it s) N N 27i 6
1 1 1 ) 3711
— 271 (2t2+82+t8—2t—8+6> +%(t+s) —4—7;\;.
On obtient :
~ Al -t 1 )
VN(t,S) — V(t, 5) = <(]\7) _ 27_‘_Z.L’L'2(627mt))
A(l —s) 1 omis i 3mi
Alors :
~ Al —1¢) 1 o
sup ’VN(ta 5) - V(ta 5)| < sup — 7,[/7/2(6 e )
(t,5)€Q0 (ts)eo | N 270
A(1 —s) 1 9
2 _ 7L TS
TN o i2(e)

Tl bt s+ o8
— sup S|+ —.
(t,5)€% 4N

Comme g9 est compacte, la quantité sup; qcq, [t + s| est finie.

De plus, par le lemme 4.19 les deux premiers termes tendent vers 0. Ainsi :

sup  |Vi(t,s) — V(t,s)| — 0.
(t,S)EQ()O

Autrement dit :

Vy —V uniformément sur .
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Pour N assez grand, posons :

1
(@i+j (D) N-i—j-1(2);(2);(2)i |

An(i,j) = |[N%q i,j >0, i+j<N.

( )

Lemme 4.22.

On a les résultats suivants :
— An(i,5) = W

— La suite n — |(q)n| ! est croissante sur 0 < n < N/6 et décroissante sur 0.9N <
n<N-—-1

— pour tout couple admissible (7, j) tel que (¢,s) ¢ Qp, il existe un couple (7', j") tel
que (t',s") € Qg, avec soit t' = 0.04+0(9), soit 8" = 0.05+0O(9), soit ' = 0.9+ 0(0),
soit s = 0.9+ O(0), et

Démonstration. — Comme §=q !,ona:

(@)m| = [(@)m] pour tout m > 0.

Et:
(@n(@)N-—n-1 =N,

Donc :
|(Q)n|‘(Q)an—1| =N pour tout 0 <n < N — 1.

En prenant n =4+ 75 :

MO = @l vl @5 1@
N3
IR
N2
~ lil1@;P

— Pour 1 <n < N/6,0n a:

(@n =1 —=¢")@n-1,

Donc :
1 1 1

(@nl ~ 1= q"] [(@)n]
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Or :
I1-q" = 2sin<7jr\7) <1 (1<n<N/6),

D’ou :
1 1

@l =~ @l

Ainsi, n +— |(q)n| ™! est croissante sur 0 < n < N/6.

Pour 0.9N < n < N — 1, on utilise la relation précédente :

L l@x-nmal

[(@)nl N

Comme 0 < N —n—1<0.1N < N/6, et comme m — |(q)m| est décroissante sur

0 <m < N/6, il vient que n — m est décroissante sur 0.9N <n < N — 1.

Comme :

. a2
An(3) = N T

la monotonie de Ay (i,7) en i et en j découle de la monotonie de n +— |(q),| ™.

Premier cas : t < 0.04 et s <0.9.

On pose i = min {z >0 ‘ % > 0.04} et 7/ = j. Alors, pour N assez grand, on a :

t,_2i’+1
2N

=0.04 + O(9), s’ =s,

et
t'+s <0.044+0()+09 < 1.

-1

Donc (7/,5") convient et (/,s") € Qp. Comme i < i’ et que n — [(q)n]|™" est

croissante, on a :

Deuziéme cas : s < 0.05 ett < 0.9. On pose i’ = i et j/ = min {j >0 ‘ % > 0.05}.
Alors :
t'=t, s' =0.05+ 0(6),

et, pour N assez grand :

t'+5 <0.9+0.064+0(5) < 1.
Le couple (¢, j") convient et (¢, s') € Q. Enfin comme j < j :

An(i, ) < An(@, 7).

Troisiéme cas : t > 0.9. Comme (t,s) € Q,onat+s <1, doncs < 0.1. On pose

74
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i’:max{iZO‘% §0.9} et 7/ =j. Alors :
t'=0.9+0(9), s =5<0.1,

et
'+ <09+0(@)+01<1

pour N assez grand. Le couple (i, j) convient et (¢',s") € Qp. Comme i > i’ et que
n > |(q)n| "t est décroissante sur 0.9N <n < N — 1,

Quatriéme cas : s > 0.9. De méme, comme t +s < 1,on a t < 0.1. On pose ¢ =i
et 7 = max {j >0 ’ % < 0.9}. Alors :

'=t<01, §=09+0(),

et (7/,4') convient pour N assez grand. Comme j > j' et que n — |(q)n|™! est
décroissante sur 0.9N <n < N —1,

|

Reprenons x( et yg les parametres de 'exemple 4.11, c¢’est-a-dire que yg est 'unique solution

de :
(yo — 1)3 =1 telle que S(yo) >0

Et : .
ro=1——
Yo

Posons :

1 ) ) 1 ) (1 (1 2
¢ = z— | Liz(zoyo) + Liz () + Liz(yo) — Liz <) — Lio () - —
27 ZoYo Yo To 6

Cr=R(C) = %Im <L12($0?JO) + Liz (1> + Liz(yo) — Liz <y10> i <1>>

ZoYo

En particulier, on remarque que :
21Cr = Vol(S? \ 52)
Posons enfin :

O ={(t,s) €Q1]0.04<t <04, 0.05<s<04, t+5<0.6}
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r

Lemme 4.23.
Il existe € > 0 tel que

{(t,s) e R | RV (t,s) > Cr — e} C Q.

Démonstration. Cela se vérifie numériquement en calculant les variations de ¢t ——
17, (,2mit
%%Lm(e )

Gréce a tous ces résultats, on peut réécrire (53) v d’une fagon treés particuliére qui nous

permettra de le transformer en intégrale double par la suite.

e a

Théoréme 4.24.
Il existe € > 0 tel que, pour N assez grand :

2i+1 2j+1 _
5oy = eVS N 1/2 (NV ( )—N) O(e Ne
(bo)n =€ q i]zgo exp W ¢) +0(e N
itj<N
(i/N.j/N)eu

Démonstration. On part de la proposition 4.18 :

2i+1 2j+1
5o)n = N/2 <NV ( >)
(5a2) N q ;O exp v Sv Tan

i+j<N

Par le lemme 4.22, on a :

N2
(@9)i(@)3]

1
(@)itrj(@)N=i—j-1(2);();(q)i

N3q

De plus, n + |(q)n| ™! est croissante sur 0 < n < N/6 et décroissante sur 0.9N < n < N,
et tout terme correspondant a (i/N,j/N) ¢ Qp est majoré par un terme correspondant a
un point de 9.

Comme 99y C R?\ 1, le lemme 4.23 donne I’existence de 19 > 0 tel que :

~

RV (t,s) <{r—mno pour tout (t,s) € 9.

Comme par la proposition 4.21 Vy — V uniformément sur Qp, il existe Ny tel que, pour

tout N > Ny :

RVN(t,s) < (r— % pour tout (¢, s) € 9.

Par conséquent, pour tout couple admissible (i,7) tel que (i/N,j/N) ¢ Qo, le terme
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correspondant dans la somme est majoré par un terme de bord, donc par

N1/2 eXp(N (g - 7720)) .

Quitte & diminuer 7y, on en déduit que la contribution totale des couples tels que
(i/N,j/N) & Qq est
O(NQeN(CR*WO)) _

Ainsi,

2%+1 2j+1 _
— N1/2 3 (N ( )) O(N2eNCr=m))
(52) v q 2 exp| N Vy oSN ' aN + ( e )

i+i<N
(i/N,j/N)EQo

En factorisant e™N¢, on obtient

2i+1 2j+1 )

(52)w = NN ) exP(N VN( 2N ]2N> N NC) +O(Nem)
=
<N

Comme Qg \ 1 C R?\ ©, le lemme 4.23 donne l'existence de 1 > 0 tel que :

~

RV (t,s) <{r—n pour tout (t,s) € Qg \ Q1.

Comme par la proposition 4.21 Vy — V uniformément sur Qp, il existe N7 tel que, pour
tout N > Ny :
RVN(t,s) <Cr— g pour tout (t,s) € Qo \ Q1.

Ainsi,

2i4+1 2j+1 20+ 1 2j+1> > —Nn/2
_ — N — < e Nn
exp<NVN( N g ) NC)‘ exp( (§RVN( SN g ) —r)) <e

pour tout couple (i, ) tel que (i/N,j/N) € Qo \ ;. Comme le nombre de couples (i, j)
tels que i + j < N est O(N?), leur contribution totale est :

O(NQe_N”/2> .
Alors, il existe € > 0 tel que :

N2e=Nmo — O(e_NE) et N2e=Nn/2 = O(e_NE).
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On a donc 0 1 2041
1+ J +
> exp<NVN<,> —Ng)
530 2N 2N
i+j<N
(i/N,j/N)EQo
%+1 2j+1 N
= N TN €
2 eXp( VN( 9N ' 2N ) §>+O(€ )
4,50
i+j<N
(¢/N,j/N)e
et par conséquent
2i+1 2j+1 _
Boy = eNENT/2 (NV ( >—N> O(e™ e
(52)ny =e q i;o exp VSN "IN ¢)+0(e™™F)
i+j<N
(i/N,j/N)eh

4.3 Mise sous forme intégrale du probléme

Pour démontrer la conjecture, on souhaite appliquer la méthode de Perron généralisée.
Pour cela, il faut justifier le passage du développement asymptotique obtenu en une forme
intégrale compatible avec la méthode. On se base alors sur la formule sommatoire de Poisson
pour obtenir I'intégrale souhaitée.

Soit f € £', on prend la convention de transformée de Fourier suivante :

~

1§ = [ fae e dd

Définition 4.25.
Soit f € S(RY) = {f € C*® | Vo, B € N4, 3C, 5 > 0 telle que |2%0° f(z)| < Co 5}

on appelle formule sommatoire de Poisson 1’égalité :

S fk)y =Y fim)

kezd meZd

Démonstration. Posons la fonction F(x) = > ,cza f(x + k).

Comme f et toutes ses dérivées sont & décroissance en O(||z||~™) pour tout M > 0, cette
série de fonctions (et de ses dérivées) converge normalement sur tout compact de R?. Ainsi,
F' est une fonction de classe C*°.

De plus, F' est 1-périodique par rapport a chaque coordonnée. On étudie les coefficients
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de sa série de Fourier. Pour m € Z%, on a :

em(F) = o F(z)e2m4msa) gg;
/ Zfﬂf-f-k —27r7,mx>d
0,1 kezd

Par convergence uniforme, on peut intervertir la somme et I'intégrale.

2mi{m,k)

Puisque e~ =1pour k€ Z% ona:

en(F) =% /[0 R k)e~2rilmath) gy
kezd

=X /[Olmf(y) ey = [ fy)emmdy = flm)
kezd

La fonction F' étant C*°, sa série de Fourier converge ponctuellement vers F'. On obtient

ST fk)y=F0)= > cn(F) = Y f(m)

kezd mezZad mezZa

doncenz=0:

La proposition suivante formalise I'idée que, sous des conditions spécifiques, tous les termes
de la formule de Poisson pour m # 0 sont asymptotiquement négligeables, ce qui permet
de réduire la somme a une simple intégrale. Cette idée provient de 'article d’Ohtsuki [5].
Seulement, étant donné qu’il souhaite obtenir un développement asymptotique complet de
(52) N, il montre ce résultat progressivement en construisant petit & petit I'intégrande voulue.
On utilisera ici une preuve plus efficace inspirée de la méthode de la phase non-stationnaire [7]
(chap. 4).

Proposition 4.26.
Soit D C R? un compact et U un voisinage ouvert de D.

Soient g : U — C une fonction de classe C* et f : R? — C une fonction de classe C* &
support compact inclus dans D.
On suppose que pour tout = € D et pour tout m € Z2\ {(0,0)}, on a : Vg(z) # 2mim.

Alors, pour tout entier K > 1, on a le développement asymptotique suivant :

Z f ( ) exp (Ng (;)) N N2 //D f(z)exp (Ng(x)) dz + O(N KN swpp Re(9))

kez?

Démonstration. Posons la fonction Fiy(z) = f(z/N)eN9@/N),
Puisque f est C* a support compact dans D, Fy est a support compact et appartient a

'espace de Schwartz S(R?). La formule sommatoire de Poisson donne :

Z Fn(k) = Z F’E(m

keZ? meZ?
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Or pour m € Z?, on a :

// ( ) g(z/N) —27ri<m,ac)dx
R2

_NQ// fly g(y)—2mi(m ,y>)dy (y = x/N)

=32 [[ feN ey,

ot U(y) = g(y) — 2mi{m, y).
Montrons que Ry =37, .0 Fn(m) est un O(N~
Soit m # 0. On a V¥,,(y) = Vg(y) — 2mim, donc par hypothese, ||V, (y)|| # 0 sur le

compact D.

K ,Nsupp Re(g))'

Posons :

{coo — C
Ly, :

U — 7NHV\P I Z] 1 8 v

m 8y]

en particulier :

1
Lin(eNV) = ————— " 9,0,,(N9; U, )N Vm = NVm,
NV En|? = Z
e s ;9 m
Posons I'adjoint Ly, (u) = — Z] 1 8yj UG

Puisque f est a support compact dans D, le terme entre crochets de l'intégration par

parties s’annule. On a alors :

_ N2 // ly (NTm(y ))dy—NZ/ L5 (f)(y)e N (v) gy

En itérant P fois, on obtient :

=32 [[ (W) (@ Wy,

Etant donné que g € C*(D), il existe M; > 0 tel que Vy € D, ||Vg(y)|| < M;.
Alors pour tout y € D :

IVUm ()l = IVg(y) = 2mim|| = 2x[|m| — [Vg(y)ll = 27[|m|| —

Comme VW, ne s’annule jamais sur D pour m # 0, on en déduit 'existence d’une

constante C > 0 telle que :

vm #0,Yy € D, [[VUn(y)| = Cllm]|.
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On a |0;¥,,| < [|[V¥,,]|, donc :

0;V,,
VW2

1 1
< <
V¥, = Clm]

De plus, on a :

0 [ _9;%m o059 V&
D (”VJ%H?) NP IV (Oh29 - 0V + OV DiB1g)

Comme |0;0kg| < Ms ott My est une constante, on a :

AT .M 2M||[VU,[%  3M, o 3My
Oy \ VU2 ]|~ [VE,]? V& [* V&[> = C?|m]*"

Puisque :
1 & ou 9,0 o ( 9,9
-——y 7“177”2 [
szl ayj ||V‘I/m|| ayj HV\I/mH
I’application de Lj, multiplie donc globalement la fonction par un facteur d’ordre de
grandeur m
Une récurrence sur l'entier P permet de montrer qu’il existe une constante Ap > 0 telle

que :
Ap

L <__r

Slelp\( DE () < NP[m]?

De cette facon, on obtient :

|f‘;(m)‘ < N2V01(D) sup ’(L%)P(f)(y)eNRe(\I/m(y))’ < LeNsupD Re(g),

yeD NP=2|lm||P
car Re(¥,,(y)) = Re(g(y)) puisque (m,y) est réel.
On prend P = K + 2. On obtient la domination :
‘RN‘ AK+2 eNsupp Re(g Z
NE ||mHK 2

m##0

Comme K > 1, K 4+ 2 > 2, la série converge donc.
Finalement, Ry = O(N~KeNsuppRe(9)) donc :

Sof ( ) exp (Ng (Z)) e Fn(0,0) + O(N K N supp Re(9))

keZ?

= N2//Df(x)exp(Ng(x))dx+O(N—KeNsupDRe(g))

N—oo

On obtient ainsi notre écriture intégrale.
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Théoreme 4.27.
On a ’égalité asymptotique suivante :

— 00

(52) N N eNeN©/24 // exp(NVn(t,s) — N¢) dtds
Q0

Démonstration. On part du théoreme 4.24 :

294+1 25+1 _
— N<N1/2 N ( ) —N > Ne
y =N |5 exp (N Vi (Z S ) = N¢) + 09
i+j<N
(i/N,j/N)e
Notons : L1/2 j 412
1+ J+
Yy = > exp<NVN( , )—N().
,j20 N N
i+j<N
(i/N,j/N)Eh

nous montrerons dans le théoreme 4.30 que la fonction V admet un unique point col
admissible zyp = (to, so) € Ql. Puisque zp maximise strictement la partie réelle, il existe

r > 0 tel que la boule fermée B(zg,r) C 4, tel que :

sup  Re(V(z)) <Re(V(z))—d (5> 0).
2€Q1\B(z0,7)
Posons x € C2°(IR2) une fonction plateau qui vaut 1 sur B(zo, r) et telle que Supp(x) C ;.
Tous les termes hors de B(zp,r) sont donc exponentiellement petits, on peut réécrire la

o S (3o (i () o

ounl=(1,1).
Notons alors :
— f(x) = x(x), qui est bien C* & support compact.
— (@) = Vo + &) — ¢
Sur Supp(x), par la proposition 4.21, la suite de fonctions gy converge uniformément vers
Viz)—C.
L’étude de VV du théoréeme 4.30 montre que le gradient de V' ne peut atteindre aucun

vecteur de la forme 2mim avec m a coordonnées entieres non nulles. On en déduit que :
Va € Supp(x),Vm € Z2\ {(0,0)}, VV(z) # 2rim.

Puisque le gradient Vgy converge uniformément vers VV sur le compact Supp(x), il existe

une constante ¢ > 0 et un rang Ny tels que pour tout N > Ny, pour tout x € Supp(x) et
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pour tout m € Z?\ {(0,0)}, on a bien :
IVgn (z) = 2mim|| = c[[m[| >0
On applique ainsi la proposition 4.26, on obtient pour tout entier K > 1 :

1 1
EN:NQ//R2X(t,S)eXp (NVN <t—|—2]\],8+2]\7> —NC> dtdS+O(N_K)

On effectue le changement de variable u = ¢ + ﬁ etv=s+ ﬁ, dtds = dudv, on obtient :
YN = NQ// X <u— = v— 1) exp(NVi (u,v) — N¢)dudv + O(N~K)
R2 2N’ 2N ’ ’

En remplacant x par 1lg,, on obtient un terme supplémentaire :

N2//Q1 {1_X<U_2§V7v_ 2?\[)] exp(NVn (u,v) — N¢)dudv.

Mais pour N grand, le support de x(u — &, v — 5%) contient B(zo,7/2). Le facteur entre
crochets est donc nul sur B(zp,7/2) et le reste de €; est exponentiellement petit. Ainsi,

ce reste est négligeable, on obtient :
Yy = N? // exp(NV (u,v) — N¢)dudv + O(N~F).
941
Finalement :

(5o) N N VN2 (N2 //Q exp(NVn(t,s) — N¢) dtds + O(N_K)>

= NN/ // exp(NVy(t,s) — NC) dt ds
951

N—oo

4.4 Démonstration

Pour mettre I'invariant sous la forme exacte de la méthode de Perron, nous avons besoin

d’un terme supplémentaire dans le developpement asymptotique de A.

( )

Lemme 4.28.
Soit K un compact inclus dans la bande {z € C |0 < R(2) < 1}.

On a uniformément sur K le développement asymptotique :

N : 1

e(2z—1)z

Démonstration. Posons F'(2) = [o fzams

dx. D’apres les calculs du lemme 4.19, nous
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savons que F(z) = 5 Lis (™). Considérons la différence En(2) = +An(2) — F(z) :

T 2mi
(2z—1)z 1 1
e
En(z) = A
N () /c 4x sinh (N sinh(z/N) x) de

==gn ()

1
sinh w

La fonction g : u — — L est holomorphe sur le disque |u| < 7, avec g(0) = 0. Par le

lemme de Schwarz, il existe une constante M > 0 telle que |g(u)| < M |u| pour |u| < 1.
=]

On en déduit que pour |z| < N, on a |gn(z)| = % |9 (&) < M.

Posons hy(z,z) = %gg\;@). La fonction x +— hy(z,x) possede un pdle simple en
x = 0. Sachant que gn(z) = —53= + O (ﬁ—i) au voisinage de 0, le résidu vaut :
Res(hy (2, -),0) = lim & Ay (2,2) = © x 1 x (= ) = —
CRUINLE, ), B) = I P NS 2 =y 6N2) ~ 24NZ

Le contour C' étant la droite réelle évitant I'origine par un petit demi-cercle parcouru de

7 a 0 dans le demi-plan supérieur, alors :
En(z) = T(/ hn(z,z)dz) — im Res(hn(z,-),0).
R

Le terme du résidu vaut 52, ce qui est un O(1/N?).
Sur le compact K, il existe n > 0 tel que n < R(z) <1 -1, don ‘emz*l)x < eI=2n)lxl

On découpe l'intégrale en trois zones :

— Sur [-1,1], la fonction x — hy(z,z) + se prolonge continiment et est

1
24N?g
uniformément bornée par un O(1/N?). L’intégrale est donc un O(1/N?).
— Sur 1 < [z| < N, on utilise |gn(z)] < M|z|/N?. L’intégrale est dominée par

M o) 6(17277)1 . 1
N2 J1 sinh x dx_OW

— Sur |z| > N, on a |[gy(z)] < EQ‘ La queue de I'intégrale est dominée par O(e~ "),
qui est exponentiellement petit et donc en particulier un O (ﬁ)
Ainsi, En(z) = O(1/N?) uniformément sur K. On obtient bien :

N - 1
A = Ti 2miz — ).
N(Z) o 12(6 )+O<N>
|
On obtient donc la forme intégrale standard.
Proposition 4.29.
Ona:

(B2)n = e N®/2g (//Q1 F(t, 5)eNe®) gt ds) (1 +o (;f))

ol p(t,s) = V(t,s) — C et f(t,s) =exp (m'(t +s) — %)

|\ J/
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Démonstration. D’apres le théoreme 4.27, on peut réécrire I'invariant sous cette forme
intégrale :
(52)n = eNCN‘r’/Qq// exp(NVy(t,s) — N¢) dtds
951

Le lemme 4.28 nous assure que le développement asymptotique de la fonction de Faddeev
ne produit aucun terme constant. Par conséquent, en reprenant la démonstration de 4.21
avec un terme supplémentaire, on obtient uniformément sur 7 :

~ ) 1
NVn(t,s) = NV (t,s) + mi(t +s) — %4— O (N>

Ainsi : . 1
NVy(t,s) = NC = N(V(t,s) — ¢) + mi(t + s) — ? +0 <N) :

Comme le domaine d’intégration €2; est compact et que le terme d’erreur O(1/N) y est
uniforme, on peut utiliser le développement exp(O(1/N)) =1+ O(1/N) :

exp(NVn(t,s) — N¢) = exp(N(‘A/(t, s) — C)) exp(mi(t + s) — %) exp (O <]17)>
= exp(N(V(t, s) — C)) exp(mi(t + s) — %) (1 +0 (&)) .
En identifiant :
p(t,s) = V(t7 s)—¢

3mi

f(t.s) = exp (it +5) - ')

On obtient :

//Q1 exp(NVn(t,s) — N¢) dtds = (/ o, F(t, 5)elNe®s) dtds) (1 +0 (ﬁ)) .

Ainsi : .
(Bo) v = eNENO/2g (/ f(t, 5)eNe®) gy ds) (1 +0 (N)>
1951

Finalement, on combine tous nos résultats pour démontrer la conjecture. La stratégie
de démonstration adoptée ici differe de celle d’Ohtsuki [5] (chap. 5). Ce dernier applique
directement une méthode de la plus grande pente a l'intégrale double, sans recourir a l'astuce
de Pinna et Viola. Notre approche repose au contraire sur la méthode de Perron généralisée.
Cependant, elle nécessite également une déformation préalable de la surface d’intégration
puisque la géométrie particuliere du probleme ne permet pas d’appliquer directement notre
méthode. Mais celle-ci est moins exigeante et permet d’appliquer notre méthode bien plus

générale.
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Théoreme 4.30.
Conjecture du volume pour le nceud 55

On a: )
. T
Jim == 1In |(52) | = Vol(S? \ 52)

Démonstration. D’apres la proposition 4.29, on peut écrire 'invariant de Kashaev sous

(52) = eNON®/2g (//Ql F(t, )eNes) g ds) (1 +0 (Zb)>

ot p(t,s) = V(t,s) —C et f(t,s) =exp (m’(t +s)— %)
On souhaite donc appliquer le théoréme de Perron en dimension 2 a l'intégrale.

la forme :

Les fonctions ¢ et f sont holomorphes sur €2 et indépendantes de N. Etudions la géométrie
de .
On a :

9y _ 2t , ( 1) B
E(ta s) =log(l—e™) —2mi(t+s 5) = 0
%f(t, s) = —2log(1 — ™) — 2mi(t + 25 — 1) = 0

Posons z = 2™ et y = *™. En passant a I'exponentielle, le systéme devient :

1
l-az=—-2y = 2=—,
1—y
(1-y)? =ay’.
Donc : )
1 Y 1

Si de plus, S(y) > 0. Alors 'unique solution du systéme est exactement (zg,yo), le couple

posé précédemment. Les coordonnées du point col zg = (to, Sp) en découlent alors :

t 1 | ( 1 ) t 1 log(yo)
=—1Ilo et sp=—1o .
0 21 & 1 -0 0 21 LYo

Numériquement, cela donne :

to ~ 0.2240 — 0.04487, s9 ~ 0.1120 — 0.0224s.
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On a ensuite :

0% —2mixg 1 -0
H — e _ 9 = O
1="Hu 8752(0’50) T M= 2w
0% 4miyo 2yo — 1
H, = Lk A _ A = Ao
2= 532(0’80) =g m<1—y0)7
0%
= —It = —2mi.
Hiz = 55— (t0, 50) i
Donc : . 5 . 5 3
H= <2m' - yo) <4m' il > — (—2mi)? = 4x° (_yo> .
Yo L= yo Yo

En particulier, comme yo ¢ {0,1,2/3}, on a H; # 0 et H # 0. Le point col zp est donc
admissible.

On résout %—f(t, 5) = log(1 — e2™) — 2mi (t +s5— %) = 0 selon t. L’équation 1 — > =

1

27
—€ ( 1—e2mis *

t+s) donne e~ 27t _1 — _62m’s’ dlotl e—2mit — | — e2mis g qui implique e2mit —

La fonction implicite est donc définie par :

1 1
Zl,l(s) = Tmlog <1—627”5) N avec Zl,l(SO) = t(].

On pose donc @1(s) = ¢(Z1,1(s), s). Le point sp est un point col, et par le lemme ?? on a :

~ 22-3
001 oy = Baltoso) 4TS5 (3y0 - 2>.

L2 O _
0s? Hi(to, so0) QWi% 1—yo

Les angles caractéristiques des vallées sont :
= m—arg(H1)

2
m—arg(Hs /H
7952%/1)

On a:

Q= {(t,s) €R?0.04 <t <04, 005<5<04, t+s5<0.6}

(u,v) € R?0.05 < v < 0.4, 0.04 <u < min(0.4,0.6 —v)}

{
{

Posons les fonctions :

B 0.V~ R(so0)
s(v)=s0+e ool
- i0, 4 — ®(Z11(s))
t(u,s) = Z11(s) + e )

On définit alors les chemins de paramétrage :

{[0.05, 04] — C
Vs -

v — s(v)
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~}10.04,min(0.4,0.6 — R(s))] — C
e ur— t(u, s)

Enfin :
{Ql — (CZ
F

(u,v) — (7e(vs(v) (), 7s(v))

Comme €/ cosf =1+ itanf, on a : R(s(v)) = v et R(t(u,s)) = u.

Ainsi, R(F(u,v)) = (u,v).

Posons : ¥ = F(£).

On a (R(to), R(so)) =~ (0.224,0.112) € Q; donc F(R(to), R(s0)) = (to, s0) € X.

Considérons la 2-forme différentielle :
wy = f(t,8)eN?E)dt A ds.

Les fonctions f et ¢ sont holomorphes sur C2\ {(t,s) |t € Z ou s € Z}. La forme wy est
donc fermée : dwy = 0.

Posons I’homotopie :

- {le [0,1] — C?
' (u,v,7) — (1 = 7)(u,v) + 7F(u,v)

Par construction, pour tout (u,v) € Q1 et 7 € [0,1], on a R(H (u,v,7)) = (u,v). Donc
en notant C' = H(; x [0,1]), on a RC = Q. Comme ©; C [0.04,0.4] x [0.05,0.4], on a
R(t) ¢ Z et R(s) ¢ Z pour tout point de C.

Donc par le théoréme de Stokes, on a :

o
[l

0C = H(Qy x {1}) — H( x {0}) + H(O x [0,1])
= E—Ql-f-H(an X [0,1])

Ty = S M
1971 b H(anX[O,l])

L’ensemble H (0 x [0,1]) est compact en tant qu’image du compact 9§21 x [0, 1] par la

Puisque dwy = 0, on obtient :

Or:

Donc :

fonction continue H. La fonction (¢, s) — R(p(t, s)) y atteint par conséquent un maximum

M. De plus, par construction de I’homotopie, tout point (¢,s) € H (92 x [0, 1]) vérifie

88
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(R(t),R(s)) € 9. Or, le col global a pour partie réelle (R(¢p), R(s0)) ~ (0.224,0.112) €
0\ 09;. Puisque (to, so) est 'unique maximum global de R(¢) et que R(¢(to, s0)) = 0,
laltitude maximale sur 027 bord est strictement inférieure a celle du sommet. Donc sur
H (0 % [0,1]) aussi. Ainsi, on a M < 0.

Posons 6 = —M > 0.

Notons My = supp(aq, xjo,1) |f(t,8)| et A laire finie de la surface H (9 x [0,1]), on
obtient la majoration :

Mooy
‘ H (091 %[0,1])

<A-Mj- MM = O(e7N).

Ainsi, on a :
/ f(t, 5)eNeES) di ds = // F(t, $)eN?E) dt ds + O(e™N)  avec § > 0.
(o by

D’apres le théoreme de Fubini, on a :

// feN“’dtds:// f(t, 5)eNe) dtds
b)) Vs 'Yt(s)

. min(0.4,0.6—v)
_ /°47;<U>< L @) ), )
0 0

.05 .04

X eNQD(’Yt('Ys (’U))(U),’Ys (v))fyt ("}/S (’l}))/(’u) du) dv

Pour tout s = 74(v) fixé, le chemin u +— 7;(s)(u) est une droite affine passant par le
col local Z; 1(s) et dirigée par le vecteur ¢, Donc par construction géométrique, 7;(s)
traverse Zp 1(s) de vallée en vallée de t — ¢(t, s).

De la méme fagon, v — v5(v) est une droite affine passant par sy et dirigée par le vecteur
e's. Donc par construction, s traverse so de vallée en vallée de @y : s — p(Z11(s), s).
On peut ainsi appliquer la méthode de Perron passant par un point col non dégénéré

généralisé 3.9 :

; 27)?
Negids ~  eOF05) ¢ Nelto,so) | (2m)*
//2 fe S NS0 € f(to, so)e N2[H(to, s0)]
; 2
~ el(et“'@s)f(tO’ 50)—
N—o0 N ’H(tojso)’
Donc :
2

/ feNedtds ~ 00 pg o) —
O N—oo N ’H(tQ,SO)’
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Alors :
Body  ~  NENT2 ei(9t+as)f(t0,30)2—7f
Nreo N\/|H (to, s0)|
~ Cp- N3/26NC
N—o0 ’
ou : 4
CO _ 27T€Z(9t+95)f(t0, 50) 7& 0

| H (to, 50)|
De cette facon, on a :
In|(52) x| = In |Co - N*2eNC- (1 + o(1))
—In|Cy| + glnNJrN?R(C) +o(1).
Ainsi :

.27 L 27 In |Co| 3In N 1
]\}gnooNln@Q)NA;gnm( ~ + 27 SN +27r§)%(§)+0<N)>

= 27R(().

On reconnait le volume du complémentaire du noeud 59, ce qui acheve la démonstration :

lim %” In |(52) | = VoI(S? \ 55)

N—oo
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