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CORRIGE

Exercice 1

1. Soit E un espace vectoriel normé réel et soient x1,xs,...,x, € E et ci,...,c, € R.
Montrer que les assertions sutvantes sont équivalentes:

1. Il existe f € E' de norme 1 telle que f(x;) = ¢; pour tout i € {1,...,n}.

2. Pour tous A\i,..., A\ ER on a My + ...+ Apey < || Mz + .+ Ax|-

1 = 2: comme f est linéaire et continue, pour tout z dans E on a |f(z)| < ||f||&||lz||; en
appliquant cette inégalité a © = \jxq + ... + Az, et || f||z = 1, on trouve 2.

2 = 1: Soit f la forme linéaire définie sur le sous-espace Vect{zy,...,x,} par f(z;) =
¢; pour tout ¢ € {1,...,n}. L’inégalité donnée montre que f est continue de norme
1. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, f possede un prolongement continu défini sur
I'espace E tout entier, de méme norme.

2. Soit (T,,) une suite d’endomorphismes continus d’un espace de Banach E telle que pour
tout x € E, la suite (T,,(z)) converge vers une limite notée T'(x).

1. Montrer que sup,, ||T,||z(r) < +o0.
2. En déduire que T est continu de norme ||T||z(py < liminf, ||, || z(x)-

Comme pour tout z dans E la suite (7,(z)) est convergente, elle est bornée. On se
trouve sous les hypotheses du théoreme de Banach-Steinhaus, dont la conclusion est ex-
actement 1. Nous devons en déduire 2. Pour tout entier n et tout x € F on a ||T,(x)| <
T llcqllall. Done |Tu(x)| < sup, [Tulcollal, puis [T@)] < sup, [Tulle 2] on
faisant tendre n vers l'infini dans le membre de gauche (celui de droite ne dépend plus
de n). Comme l'application T : x — T'(z) est linéaire (on le sait, ou bien on le vérifie
immédiatement), on en déduit que T est continu, et que ||T']|zg) < sup, [|Th|lzk)- En
fait, on peut directement prendre la liminf des deux membres de 'inégalité || T, (z)| <
T lcce 2]/ On obtient | T(x) | = lim [T, (2)]] = lim inf, | Ty (z)]) < lim int, | Ty Lo 2]
Ceci prouve ||T|| gy < liminf, ||T5| zz).-



Exercice 2 Soient H un espace de Hilbert, et (z,,) une suite de H convergeant faiblement
vers un élément x.

1. Montrer que (x,) est une suite bornée, et que ||x|| < liminf,||z,| (on pourra utiliser
lexercice 1.2).

L’espace H est un Banach. Pour se ramener a l'exercice 1.2, on doit interpréter les
éléments x,, comme des formes linéaires. Pour cela, on utilise le théoreme de Riesz :
lapplication ¢ : H — H', x + (z,-), est une isométrie (ou (-,-) est le produit scalaire de
H). On considere alors la suite des formes linéaires continues 7,, = ¢(x,,) et T = ¢(z).
Pour tout point y de H, on a T,(y) = (zn,y) = (y,z,) = ©(y)(x,) (la conjugaison
complexe n’est pas nécessaire si les scalaires sont les réels). D’autre part, ¢(y)(z,) —
©(y)(z) lorsque n — oo, puisque z,, — z par hypothese. Donc T, (y) — T(y). Comme
dans 'exercice 1.2 on déduit sup,, |T),||n < 0o. Avec I'égalité ||z,|| = ||Tn]la (¢ est une
isométrie) ceci prouve que (z,) est bornée. De méme || Ty < liminf,, ||T, ||z équivaut a
|z|| < liminf,||z,]|.

2. 8i de plus ||x,|| — ||x||, vérifier que (z,) converge vers x.

On a ||z, — x||? = ||z, ||* + ||2]|? = (z, x,) — (7, z,). La convergence faible x,, — x implique
(x,2,) + (x,2,) — 2||z||, et 'hypothese ||z, || — ||z|| donne la conclusion.

Exercice 3 Soient f € LY(R"), et T : L*(R") — L*(R") l'opérateur défini par Tg = f*g.

1. Montrer que T est continu.
C’est une reformulation d’un résultat du cours : on a ||f * glla < || f]l1]lgll2-

2. Soient g, h € L*(R™). Justifier l’inégalité

[ [ 156 = ne@h@ldyde < gl

On remarque que

[ 1= vawitaay = ([ 1= awldy) )] = 111 ldh@)kio)L

Donc

| 1@ = newh@ldsds = [ 111+ gD bl

Les fonctions |f] * |g| et |h| sont dans L*(R™), on peut donc appliquer Cauchy-Schwartz,
puis la question 1. On obtient :

| [ 18 = ngwh@ldyde < 171 41g] lallll < 171llalAla

3. Calculer T* (on rappelle que (T'g,h)s = (g, T*h)s pour tous g, h € L*(R")).

La question précédente montre que la fonction (z,y) — f(x—y)g(y)h(x) est intégrable sur
R™ x R™. D’apres le théoreme de Fubini, on peut donc échanger 1'ordre des intégrations



dydx en dxdy comme ci-dessous :

= [ st [ Fte - pitarac)ay
= <ga T*h>2

ou ( = fan f( (z)dz = (f % h)(y), avec f: z = f(—2).

Exercice 4 Soit f € L'(R") telle que (£ — £f(€)) € LY(R™).
1. Montrer que f € L*(R™).
On sait que f est continue et bornée sur R, donc fa ]f )|d£ < 400 pour tout a > 0.

D’autre part |f(€)] < [€£(€)| pour tout |¢] > 1. Done [ |f(&)|de < [~ |ef(€)|d¢ <
+00, et de méme [ | £(€)|d¢ < +o0.

2. Montrer que f coincide presque partout avec une fonction g continue sur R que [’on
déterminera.

Comme f € L'(R™), on peut appliquer la formule d’inversion de la transformée de Fourier.
Pour presque tout point x € R on a

f@Zfﬂﬁzéﬁ[mWW@%

D’apres le cours, F~'(f)(z) = F(f)(—x), et F(f) est continue. Donc g := F~(f) est

continue.
3. Montrer que g est de classe C1.

On sait que la fonction § — ¢ £(€)) est dans L'(R"). D’apres le cours, on en déduit que
F(f) est de classe C'. Alternativement, on peut aussi utiliser le théoreme de dérivation
pour les intégrales a parametre (cf cours L3 7).

Exercice 5 (7 points) Le but de cet exercice est de montrer que la transformée de Fourier
F: LY(R) — Cy(R) n'est pas surjective.

1. Montrer que l'image de F est dense (pour la topologie usuelle sur Co(R)).

D’apres le cours, la classe de Schwartz S(R) est un sous-espace dense de L'(R) et de

Co(R), et F : S(R) — S(R) est bijective.

2. Montrer que si F était surjective, alors pour toute suite (f,) de L'(R) telle que
sup,, || fnlloo < +00, on @ lim, || full1 < +o0.

D’apres le cours, F est linéaire, injective et continue. Supposons qu’elle soit surjec-
tive. Alors d’apres le théoreme de Banach, c¢’est un homéomorphisme. En particulier,



lapplication réciproque F ~1 est continue, et il existe une constante C' > 0 telle que
1f1l1 < C|lfllc pour toute fonction f € L'(R). Le résultat en découle.

3. Soient h = 1_y 1) et g, = 1|_p ). Calculer g, * h.

On a (g, * h)(z) f 1, (2 —y)dy. La on doit distinguer des cas pour déterminer, &
x fixé, les y € [—1, 1] tels que r —y € [—n,n| :

2 stz €[-n+1,n—1]

0 siz<-n—1loux>n+1
r+n+1 size[-n—1,-—n+1]
—x+4+n+1 sizx€n—1n+1]

gn * h(z) =

Les deux derniers cas sont respectivement les longueurs des intervalles [—n — 1,x] et
[z, n+ 1]; ils s’obtiennent en remarquant qu’on doit obtenir une fonction affine sur chaque
intervalle (ie. de la forme x — ax+0b, puisqu’on integre une constante), valant 0 en —n—1
etn+1,et2en —n+1letn—1.

4. Montrer que g, x h est la transformée de Fourier d’une fonction que l’on déterminera.

On a vu en cours que i[,w] (&) = ﬁsin(af)/ﬁf, et que gn/*\h(f) =/ 27rf(§)§(5). Donc
Gn * h(€) = 2¢/2sin(€) sin(n€)//m€%. La fonction f,: 2 — sin(z)sin(nz)/z? est dans
L'(R) (elle est continue sur tout segment [—a,a] par prolongement continu en 0, et on
peut appliquer le critere de Riemann sur les intervalles | — 0o, —a et [a, +00[), donc par
la formule d’inversion on a presque partout

2v2 2f

\/_ ‘\/_
puisque F1(f,)(x) = F(fn)(—x) = F(fn)(x). Cette égalité vaut en fait en tout point,
puisque g, x h est continue.

F(fn)

5. On pose f,(x) = sin(nz)sin(z)/z%. Calculer lim,_ .« || foll1, puis conclure (on rappelle
que sin(t) > 2t/m pour t € [0,7/2], et que |sin(u)/u| n’est pas intégrable sur R).

En appliquant I'indication on obtient la majoration (avec le changement de variable u :=

nx)
2 [2 2 [T
anulz—/ da:z—/
™ Jo ™ Jo

On sait que le membre de droite tend vers oo lorsque n — +00, donc lim,, . || full1 =

sin(nx) sin(u) i

u

+o00. D’apres la question 4 on a || fulle = 275190 * hlloo et [[gn * h[lo = 2. On déduit de
la question 2 que F n’est pas surjective.



