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CORRIGE

L’exercice 1 est extrait d'un sujet disponible sur la page :
https://webusers.imj-prg.fr/~bernard.maurey /thsexams/index.html

Les exercices 4 et 5 sont extraits du site http://www.bibmath.net /ressources.

Exercice 1 Soit K un compact non vide de C. On note C(K) l’espace de Banach des
fonctions complexes continues sur K, muni de la norme uniforme, et E [’adhérence dans
C(K) du sous-espace vectoriel engendré par les fonctions z — 2", ou n € N, également
muni de la norme uniforme. On note ix la fonction définie sur K par iyx(z) = z pour
tout z € K.

1. Montrer que pour toutes fonctions f,g € E la fonction produit fg est dans E.
Vérifier que Uapplication T': f +— ix [ est linéaire et continue de E dans E.

Solution. L’espace vectoriel Ey engendré par les fonctions z +— 2" est ’espace des fonctions
polynomiales sur K. Si f(z) = P(z) et g(z) = Q(z) avec P,Q € C[X], alors fg est la
fonction polynomiale provenant du polynome PQ), donc fg € Ey C E. Pour le cas général
il faut passer a la limite uniforme sur K : supposons que f = lim, f, et ¢ = lim, g,
avec (fn), (gn) € EY, alors f,g, € E, d’aprés la remarque précédente, et f,g, tend
uniformément sur K vers fg, donc fg € E. Pour justifier la convergence uniforme, on
écrit

1fngn = falloe = [1(fn = [)gn + (90 — Dlloe < Cllfn = flloo + 1 fllscllgn — glloc = 0

ou on a utilisé le fait que la suite uniformément convergente (g,) doit étre bornée en
norme par un certaine constante C. Il est clair que ix(Af + pg) = A(ix f) + p(ixg) pour
toutes fonctions f,g € E et tous A\, u € C, donc l'application f + ix f est linéaire. La
fonction ig est la fonction z — 2" pour n = 1, donc elle est dans E par définition; on sait
d’aprés ce qui précede que ix f € E pour toute f € E. De plus, si M = max{|z|,z € K}
(qui existe parce que K est compact), on aura

vz e K |(ix )(2)] = |2/ (2)] < M| [l

ce qui montre que 'application linéaire ¥ — E, f +— ig f, est continue pour la norme
uniforme.



2. On suppose que 0 ¢ K.

(a) Justifier lexistence de § > 0 tel que |z| > § pour tout z € K, puis montrer que
IT(HI = |l f[| pour tout f € E.

Solution. L’ensemble K est compact et 0 ¢ K, donc d := inf{||z]|,2 € K} > 0 convient.
Soit f € E quelconque; choisissons zg € K tel que ||floo = [f(20)] (20 existe, puisque f
est continue sur K compact); on a

IT(Nlee = [(TF)(20)] = [20]|f(20) = 8]f (20)] = O] f|oo-
(b) Montrer que T(E) est fermé.

Solution. Si (7'f,) converge vers y € FE, nous devons montrer que y est dans T'(F); la
suite (T'f,,) est de Cauchy; la relation || f,, — finlloo < 0T frn — T fnlloo vue en (a) montre
que (f,) est également de Cauchy; puisque E est complet, la suite (f,,) converge vers une
fonction f € E. Puisque T est continue, la suite (7'f,,) converge vers T'f, donc y = T'f et
on a montré que T'(E) est fermé.

(¢) Montrer que T est un endomorphisme inversible de E si et seulement si la fonction
constante sur K égale a 1 est dans l'image T(E).

Solution. Si T'f = 0, alors || f|lee < 6 '|Tf|lc montre que f = 0, donc T est injectif.
Désignons par 1 la fonction constante sur K, égale a 1 en tout point. S’il existe g € E
telle que 1 = T'(g) = ixg, alors pour toute f € F on aura T'(gf) =ix(g9f) = (ixg)f = f,
et aussi ¢T(f) = g(ix f) = f, ce qui montre que 'application linéaire continue f +— gf est
I'inverse de T dans L£(F). Inversement, si T" est inversible on a T'(F) = E et la fonction
1, qui est dans E (c’est la fonction z — 2°), doit étre dans I'image T'(F).

3. On suppose que 0 ¢ K et que K contient le cercle de rayon r > 0 centré en 0.
Montrer que fo% g(re®)dd = 0 pour toute fonction g € T(E). En déduire que T
n'est pas surjectif, et que la fonction z — 1/z n’est pas dans E.

Solution. Supposons d’abord que f(z) = 2", avec n > 0 et posons g = T'(f); on a
g(2) = 2" pour tout z € K, en particulier quand z = re?, pour tout @ € [0; 2], donc

2m 2m i(n+1)0 727
/ g(re”)do = / ri et gy = prtt [ ‘ ] =0
0 0 0

i(n+1)

Par linéarité, le méme résultat est valable pour toute f € FEj, puis par continuité, pour
toute f € E : en effet, la forme linéaire f +— fOQW(T )(re?)df est continue sur E, de
norme < 27||T'||; puisqu’elle est nulle sur le sous-espace dense Ej, elle est nulle aussi sur
E. On a donc bien montré que fozﬂ g(re®®)df = 0 pour toute g € T(E).

Si on prend g = 1, on a fOQﬁg(re"e)dQ = 271 # 0, donc 1 n’est pas dans I'image T'(F),
donc T n’est pas surjectif ; si la fonction h(z) = 1/z était dans E, son image T'(h) serait
la fonction 1, ce qui n’est pas possible d’apres ce qu’on vient de dire.

Exercice 2 Soit (a,),>0 une suite numérique réelle, et 1*(N) 'espace de Hilbert réel des
suites numériques réelles (z,)n>0 telles que > oo |x,|* < +00. En utilisant un théoréme
du cours, montrer que si la série Y oo a,T, converge pour toute suite (x,),>0 € I*(N),
alors (an)n>0 € 1*(N).

Solution. Il s’agit de I'exercice 4 de la feuille 3 de TD, dans le cas ou p = 2.



Exercice 3 Soit X un espace de Banach.

1. Montrer que si (x,)n>0 est une suite bornée de X telle que (f(x,))n>0 converge vers
f(z) pour tout f dans un ensemble D dense de X', alors (x,)n>0 converge vers x
faiblement.

Solution. On doit montrer que pour toute f € X' la suite (f(z,))n>0 converge vers f(x)
dans le corps des scalaires. Soient donc f € X', ¢ > 0, § > 0 quelconques et g € D telle
que ||f —g|| < 0. Pout tout n > 0 on a

[f(n) = (@) < [f(@n) = glan)| + 9(xn) = 9(2)] + |g(2) — f(2)]
< If = gllllznll + l9(zn) = g(2)| + llg = Fllll]-

D’apres 'hypothese il existe M > 0 tel que ||z,|| < M pour tout n > 0, et N5 € N
tel que |g(z,) — g(x)| < § pour tout n > Ns. Sous cette derniere condition on a donc
|f(zn) — f(z)] < O0(M + 1+ |z|). Prenant 6 < e/(M + 1+ ||z||) et n > N5 on obtient
|f(z,) — f(x)| <e. Puisque € est quelconque, on a bien montré que lim,, f(z,) = f(z).

2. Montrer que si (fn)n>0 est une suite bornée de X' telle que (f,(z))n>0 converge vers
f(z) pour tout x dans un ensemble D dense de X, alors (fn)n>0 converge vers f
x-faiblement.

Solution. On doit montrer que pour tout = € X la suite (f,(x)),>0 converge vers f(x)
dans le corps des scalaires. On peut procéder de maniere analogue a la question 1.

3. On considére X = LP(R) avec p €]1;+00[. On introduit une fonction f de classe
C> et a support compact telle que || f|l, = 1, et on pose f,(z) = €™ f(z).

(a) Montrer que la suite (f)n>0 converge faiblement vers 0 dans X.

D’apres la question 1, il suffit de vérifier que (A(f,,))n>0 converge vers 0 pour tout A
dans un ensemble D dense de X’ = (LP(R))". L’exposant conjugué de p est ¢ €]1; +o00].
Dans ce cas, d’apres le cours, application ¢: LIY(R) — (LP(R))", g — fj:oo g(t)f(t)dt,
est une isométrie (théoréme de Riesz). De plus, le sous-espace vectoriel C2°(R) des fonc-
tions de classe C® et a support compact est dense dans LY(R) (théoréme de densité
par régularisation). On peut donc prendre D = ¢(CX(R)), et il suffit alors de mon-
trer que pour tout g € CX(R), ["=°e™q(t) f(t)dt — 0 lorsque n — +oo. Ceci vient
immédiatement en intégrant par parties sur un segment [—A, A] avec A > 0 : le terme
[e™tg(t)f(t)/in]*, s’annule pour A assez grand (car f et g sont & support compact), et
Vintégrale [">(e™ /in)(gf)'(t)dt existe pour tout A > 0 et sa limite lorsque A — 400

est majorée en module par M/n pour un certain M > 0 (méme raison, plus la continuité

de (gf)).

(b) En déduire un exemple sur X = L*(R) de suite (x,,)n>0 convergeant faiblement dans
X et (fn)n>0 convergeant x-faiblement dans X' telles que (fn(n))n>0 ne converge
pas.

Solution. Posons g¢,(z) = 0 si n est pair, et g,(z) = fu(z) = e™® f(x) si n est impair
(ou ~ désigne la conjugaison complexe), puis A, = ¢©(g,). Le méme argument qu’en (a)
implique que la suite (A,(h)),>0 converge vers 0 pour toute h € C°(R). Puisque ¢ est

3



une isométrie, | A, ||(2@)y = [|gnll2, qui est égal a 0 si n est pair, et & [[f|ls = 1 si n est
impair. La suite (\,),>0 est donc bornée dans (L*(R))’, et on peut appliquer le résultat
de la question 2 (encore une fois, par densité¢ de C(R) dans L?(R)) : (\,)n>0 converge
*-faiblement vers O(z2r)y. On a vu en (a) que (f,)n>o converge faiblement vers 0 dans
L*(R). Enfin, A\,(f,) = 0 si n est pair, et si n est impair on a

it = [ " (O fa(t)d = / (e T F )t = ||l = 1.

—00 —00

La suite (A, (fn))n>0 prend donc alternativement les valeurs 0 et 1 : c’est un exemple tel
que le demande 'énoncé.

Exercice 4 Le but de cet exercice est de déterminer les fonctions u: R — R intégrables
qut sont solutions de [’équation

u(x) = e 1l 4 B/ e 1" 5lu(s)ds (1)
R
ou 3 est un réel strictement positif.
1. On pose, pour x € R, f(z) = eI, Calculer la transformée de Fourier de f.

2. Ecrire l’équation (1) sous une forme faisant intervenir un produit de convolution.

3. On suppose que l’équation admet une solution. Déterminer 4. FEn déduire que

B3 €]0,1/2].

4. Réciproquement, on suppose [ €]0,1/2[. Démontrer que l’équation admet une
unique solution, et la déterminer.

Solution. Voir le corrigé de l'exercice 7 de la page “transformée de Fourier” du site
http://www.bibmath.net /ressources.

Exercice 5 On note S(R) l'espace vectoriel réel des fonctions réelles définies sur R et a
décroissance rapide. Soit ¢ € S(R) telle que ||p|l2 = 1, et ¢ sa transformée de Fourier.

1. Rappeler l’énoncé du théoreme de Plancherel.

2. Montrer que 2 [°°_t/(t)p(t)dt = —1.

([ erwerae)” (| erowpa)” = L

Dans quels cas a-t-on égalité ¢

3. En déduire que

Solution. Voir le corrigé de 'exercice 22 de la page “transformée de Fourier” du site
http://www.bibmath.net /ressources.



