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Ce cours d’analyse 3 constitue la suite du cours d’analyse 2 en L1. Il a démarré en 2014 sur la base du
LMD4 et intégre quelques notions nouvelles par rapport au cours d’analyse 3 avant le LMD4 (notamment
le concept de fonctions Riemann intégrables et les familles sommables). Le poly ne dispense pas de cours
qui détaillera certains points et donnera certains exemples supplémentaires. Tout commentaire ou toute
remarque sur le polycopié est le bienvenue.

Ce poly est basé entre autres sur les références suivantes [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Je remercie Lionel Thibault et
Florent Nacry pour des suggestions et conseils.

Important. Le cours comporte les quatre chapitres suivants :

e Chapitre 1 : Intégrale de Riemann

e Chapitre 2 : Intégrales généralisées

e Chapitre 3 : Séries numériques

e Chapitre 4 : Ensembles dénombrables et familles sommables
Dans le chapitre 4 qui sera traité en fonction du temps imparti, on insistera essentiellement sur la notion
de famille sommable pour les séries doubles. Il en est de méme de certaines notions moins essentielles
comme la commutative convergence.

Quelques Notations.

e La notation := est parfois utilisée dans le document afin notamment de définir “rapidement” une
expression mathématique. Par exemple ’expression suivante H; := ZKK”% permet de définir H;
comme la somme des n premiers termes de la série harmonique. o

e La notation “resp.” signifie respectivement et est utilisée pour raccourcir les notations lorsque deux
cas se présentent.

e L’abréviation “ssi" signifie si et seulement si.



1 Rappels sur les relations de comparaison et les développements limités

Cette section fournit quelques rappels sur les notations de Landau et la notion de développement limité.
Elle est fondamentale dans toute la suite du cours HLMA302 (chapitre sur les intégrales, sur les séries...).

1.1 Domination, prépondérance

Dans cette section, si cela n’est pas précisé, I désignera un intervalle de R.

Définition 1.1. Soit V C R un ensemble non vide. On dit que V' est un voisinage d’un point ro € R si et
seulement si il existe € > 0 tel que |xg —e,z9 +e[C V.

Soit f,g : I — R deux fonctions et xg € I.

Définition 1.2. (i) On dit que f est dominée par g au voisinage de xq et on note f = O(g) si et seulement
si il existe un réel K > 0 et un voisinage V' de xq tel que pour tout x € V', on ait | f(z)| < K|g(z)|.

(i) On dit que g est prépondérante devant f (ou que f est négligeable devant g) au voisinage de xy et on
note f = o(g) si et seulement si pour tout € > 0, il existe un voisinage V de xo tel que pour tout x € V,

on ait [ f(x)] < elg(z)]

Dans la suite, il arrive par soucis de commodité que I'on utilise la notation f = o(g) et f = O(g) sans
repréciser que 1’égalité a lieu au voisinage du point xg. Les remarques suivantes sont & vérifier en exercice.

Remarque 1.1. (i) Si f = o(g) alors f = O(g). Si f = O(1), resp. f = o(1), alors f est bornée au
voisinage de xg, resp. limg_,,, f(x) = 0.

(i) On vérifie sans difficulté que f = o(g) au voisinage de xo équivaut & l’existence d’une fonction 0 a
valeur réelle, définie sur un voisinage de xq telle que f(z) = g(z)0(z) avec 6(x) — 0 lorsque x — xg.

Proposition 1.1. Soit fi1, fo, 0,9, g9, h : I — R siz fonctions, xo € I et a, S deuz réels.
(i) Si f1 = O(g) et f2 = O(g) alors afy + Bf2 = O(g).

(ii) Si fr = olg) et f2 = o(g) alors afy + Bf2 = o(g).

(iii) On a les trois implications suivantes :

o(¥) et f=0(g) = of =o(vg)

©
@
e=0(@) et f=o(g) = of =o0(g).

(iv) On a les trois implications suivantes :

f=0(g) et g=0(h) = f=0(h)
f=0(g) et g=o(h) = f=o(h)
f=olg) et g=0(h) = f=o(h).
Démonstration. A faire en exercice. O

Remarque 1.2. Plus généralement, on peut définir la notion o et O pour des fonction f : I — E ou
E=R" m>1.



1.2 Equivalence

Lemme 1.1. Soit f,g: I — R deuz fonctions et zg € I. Alors, f —g=o0(g) = g = O(f).

Démonstration. 11 existe un voisinage V de zo tel que pour tout = € V on ait |f(z) — g(z)| < 3|g(z)|.
Dot pourz e V :

9(2)| = lg(@) = () + f(2)] <lg(z) = f2)] + [f(2)] < %|g($)| + [f(2)].
Ainsi |g(z)| < 2|f(z)| pour x € V, d’ou le résultat. O

Définition 1.3. Soit f,g: I — R deux fonctions et g € I. On dit que [ et g sont équivalentes en xg et
on note f ~ g si et seulement si f —g = o0(g).

Remarque 1.3. (i) On peut montrer grace au lemme ci-dessous qu’il s’agit bien d’une relation d’équiva-
lence appelée équivalence! des fonctions (au voisinage de o).

(i) On vérifie que f ~ g équivaut & 'existence d’une fonction 6 & valeurs réelles définie sur un voisinage
de xq telle que f(x) = g(z)(1 4+ 0(z)) avec O(x) — 0 lorsque x tend vers xy.

Proposition 1.2. Soit f,g,¢,v% : I = R quatre fonctions et g € I.
(i) Si f ~ g alors f = O(g) et g = O(f).
(ii) Si o ~ 1 et f ~ g alors of ~1g.

Démonstration. On montre seulement (ii). On a o f —1g = (¢ — V) f +¥(f —g). De plus, p — 1 = o(v)) et
f=0(g), dou (p—=v)f = o(thg). Ona f—g = o(g) dou ¢(f —g) = o(¢g) et donc o f —1hg = o(tpg). O

La relation d’équivalence est compatible avec la multiplication (cf proposition ci-dessus). Par contre,
elle n’est pas compatible avec I'addition : soit fi(t) = 1+t et g1(t) = 1 +t2, fa(t) = go(t) = —1. Alors

fi~gren0et fo = go. Mais f1(t) + fa(t) =t et g1(t) + g2(t) = t? et donc f; + fo n’est pas équivalente &
g1+ g2 en 0.

Proposition 1.3. Soit f,g: 1 — R deux fonctions et xg € I.
(i) Si f ~ g etn €N alors f™* ~ g".
(ii) Si g > 0 sur un voisinage de xq, alors f ~ g = f* ~ g% pour tout o € R.

Démonstration. En utilisant la remarque 1.1 on a f* — g% = g*((1 +0)* — 1) = o(g“). O

Notons que la relation d’équivalence est donc compatible avec les puissances entiéres ou réelles, mais
elle n’est pas compatible avec I'exponentielle (prendre par exemple f(z) = 1+ z et g(z) = = en +00).
Cependant on a le résultat suivant (a faire en exercice) : soit f,g: R — R deux fonctions. Alors :

ef ~ed —= lim(f —g) =0.

1.3 Notion de développement limité

Définition 1.4. Soit I un intervalle de R et xg € I. Soit f : I — R et n € N. On dit que f admet un
développement limité en xg a lordre n si il existe ag, aq, ...,y n+ 1 1réels tels que au voisinage de xg on
ait :

f(z) = Zak(x—xo)k—i—o((x—:no)"). (1.1)

k=0

1. Soit E un ensemble non vide. On dit qu’une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence ssi elle est
réflexive (i.e. V x € E, zRx), transitive (i.e. V z,y, 2, € E, xRy et yRz = zRz), et symétrique (i.e. V z,y € E, xRy = yRx).



Par commodité on notera parfois o((x — z9)™) sous la forme o(x — ()", i.e.
o((z = z0)") = o(z — 20)" = (v — x0)"e(2)
ou ¢ est une fonction a valeur réelle définie au voisinage de x = xg et telle que e(x) — 0 lorsque x — xo.

Remarque 1.4. Dans la définition 1.4, I’égalité (1.1) se réécrit donc

n

fla) = 3" anlw = w0)F + (& — wo)"e(a), (12)

k=0

ot € est une fonction a valeur réelle définie au voisinage de © = xq et telle que e(x) — 0 lorsque x — xg.
Il est trés souvent commode d’écrire un développement limité sous la forme (1.2) et en introduisant la
fonction €. Cette écriture servira notamment lors du chapitre sur les fonctions de plusieurs variables (voir
le cours d’analyse 4).

Proposition 1.4. Si f admet un développement limité a 'ordre n, alors celui-ci est unique.
Démonstration. Supposons que f ait deux développements distincts :
n n
f(z) = Z ap(x — x0)* + o((x — x0)") = Z Br(z — 20)* + o((z — z0)").
k=0 k=0
Soit p = min{k ; oy # Bi}. Alors, il vient (oy, — Bp)(x — z0)? = o(x — x¢)P ce qui est absurde. O

Propriété 1.1. Si f admet un développement limité o Uordre n en xq, alors f est continue en xg. Si
n > 1, alors f est dérivable en xy.

Démonstration. Dans le premier cas, f(z) = ag + o(1) avec ag = f(xp) et donc f(x) = f(xg) lorsque

x — xg. Dans le second cas f(x) = ap + a1 (z — x0) + o(x — ), ainsi %ﬁémo) admet comme limite o
lorsque © — xg, x # xo, ce qui montre que f est dérivable en xg avec f'(xg) = aq. O

Ceci ne s’étend pas a l'ordre supérieur. En effet, considérons

f(t) :=t'7 sin(t%), t#0,
f(0) =0,

On a f(t) = o(t'%) au voisinage de t = 0. De plus, on montre facilement que f est continue en t = 0 et que

f'(0) = 0 (considérer un taux d’accroissement). Mais on a f'(t) = 1716 Sin(t%) -1 cos(tl%) pour t # 0.

t
Donc f’ n’est pas continue en 0. Donc f n’est pas deux fois dérivable.
Cependant par la formule de Taylor-Young on a le résultat suivant :

Propriété 1.2. Soit f: R — R une fonction et n € N*. Si f est n fois dérivable en xq, alors f admet le
développement limité suivant a l'ordre n :

" p(R) (g
f(z) = Z fi(o)(a: - xo)k + o(z — zp)".

k!
k=0

Exemple d’application : trouver le développement limité de cos en 5 a l'ordre 3.




1.4 Opérations sur les développements limités

Soit a, f deux réels. Si f et g admettent en xg des développements limités a l'ordre n, on notera parfois
pour simplifier :
f(x) = P(z — 20) + o(z — z0)", g(x) = Q(z — z0) + o(x — z0)",

ou P et Q) sont deux polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Propriété 1.3. (i) Si f et g admettent en xo des développements limités a l'ordre n, alors af + Bg admet
en xo un développement limité a l'ordre n donné par aP(x — z9) + fQ(x — x¢).

(ii) Si f et g admettent en xy des développements limités a 'ordre n, alors fg admet un développement
limité a Uordre n en tronquant & l’ordre n le polynome PQ).

Proposition 1.5. Soit f : I — R une fonction n fois dérivable au point ro € I admettant en xq le
développement limité f(x) = > p_o ar(x — 20)F + o(x — m0)". Soit F' une primitive® de f. Alors F admet
en xg le développement limité suivant :

+

F( .T() Z

k=0

.T — :L’o)k+1 + O(IL’ — xo)’”l.

Attention, on ne peut pas dériver un développement limité ! Pour les développements limités de quotient
de fonctions ou le développement limité de la fonction inverse, on se reportera & la section exercice. De
méme pour le développement limité de la composée de deux fonctions.

1.5 Développements limités usuels en zéro

Les développements limités suivants au voisinage de zéro sont & savoir par coeur. Ils s’obtiennent par
la formule de Taylor-Young appliquée aux fonctions usuelles.

= Yigh+oltm)

cost = Yp_ 0( 1kt2 + o(t?" )
sin t = Yo _(;k:f?;ﬂ o(t?"+2)
tant = ¢+ 5 4+ 25+ 247 4 o(19)
cosht = >}, (32,:, + o(t? 1)
sinht = YR dhrepy + o(t?)
tanht = t— 5 + 245 — JT47 4 o(¢%)
(146 = 14y, dastattlyh 4 o(¢m)

g = Yjot" +o(t")

T = Limo(CDHF o(t)
n(1+1) = Y E5t o)

Remarque 1.5. (i) Noter qu’il n’y a pas de formule systématique pour le développement limité de tan et
tanh mais il est bon de savoir les premiers termes du développement.

2. On se reportera au chapitre suivant pour la définition d’une primitive.



(ii) Noter également que le développement limité de cos peut aussi s’écrire :

n (_1)kt2k

cost = (Qk)!

+ O,
k=0

A partir des développements limités précédents, on peut chercher en exercice ceux des fonctions sui-
vantes arctan, argtanh, arcsin, argsinh en 0.



2 Intégrale de Riemann

La définition de l'intégrale dans ce chapitre fait intervenir des applications f d’un intervalle I de R a
valeurs dans R™, n > 1, ou bien plus généralement dans un espace vectoriel F. En premiére lecture, on
raisonnera uniquement dans le cas de R i.e. E = R (de dimension 1) qui est plus simple a visualiser (et
donc on remplacera partout la norme euclidienne || - || de R™, n > 1, par la valeur absolue | - |. Par ailleurs
la notion de relation d’ordre (section 2.2) peut également étre sautée en premiére lecture.

2.1 Notations et rappels

Dans toute ce chapitre, si cela n’est pas précisé¢, E désignera l'espace R™, m > 1, et || - || la norme

euclidienne (i.e. si z = (z1,...,2,,) € R™, on note ||z|| = /2?2 + -+ + 22)).
On rappelle tout d’abord la définition de borne supérieure et inférieure (on ne justifiera pas le résultat
suivant).

Théoréme-Définition 2.1. (i) Toute partie non vide A de R magjorée admet un majorant plus petit que
les autres appelé borne supérieure.

(i) Toute partie non vide A de R minorée admet un minorant plus grand que les autres appelé borne
inférieure.

En pratique on utilise la caractérisation suivante de la borne supérieure d’une partie A C R majorée.
Le réel B est la borne supérieure de A si et seulement si 8 est un majorant de A et :

Ve>0dbe A f—ec<a<p.

De méme, on a la caractérisation suivante de la borne inférieure d’une partie A C R minorée. Le réel «
est la borne inférieure de A si et seulement si a est un minorant de A et :

Ve>0dacec A a<a<a-te.

Etant donnée une fonction f : [a,b] — R bornée, on note || f||s son supremum sur [a,b] :

[flloo := sup [f()] = sup{[f(¢)] ; t € [a, 0]}

t€[a,b]

Si f n’est pas bornée, on dit que son supremum est infini et on note ||f||oc = 0o. Si f est a valeurs dans
E, || flleo désigne alors la quantité

[flloo := sup [[f(@)]-
t€[a,b]
Attention & ne pas confondre la norme infini || - || et la norme euclidienne || - || sur l'espace E. Enfin,

on appellera souvent par abus fonction une application f : I — E ou I est un intervalle de R (le terme
fonction étant plutot réservé aux applications a valeurs réelles).

2.2 Subdivisions et fonctions en escalier

Rappel sur les relations d’ordre. On commence par le rappel suivant.
Soit E£ un ensemble. On dit qu'une relation binaire R sur F est une relation d’ordre si et seulement
si elle est réflexive (i.e. V & € E, zRx), transitive (i.e. V x,y,2,€ E 2Ry et yRz = xRz), et si elle est
antisymétrique (i.e. V x,y € E, zRy et yRr = = = y). On dit que cette relation est totale si deux
éléments peuvent toujours étre comparés (i.e. V 2,y € E on a xRy ou yRx). Dans le cas contraire, on dit
que cette relation est partielle :

e Si F =R, la relation < usuelle définit une relation d’ordre totale.



e Si F est un ensemble non vide, la relation C définit une relation d’ordre partielle sur P(F), ’ensemble
des parties de E.

Définition 2.1. Soit [a,b] un segment de R ; on appelle subdivision de [a,b] toute famille finie o :=
(ai)o<i<n telle que a = ap < a1 < --- < a, = b. On appelle pas de la subdivision o le nombre réel
(5(0) = maxlgign(ai — ai_l).

On notera Pt(c) = {a;, ; 0 < i < n} 'ensemble des points de la subdivision et S([a,b]) I'ensemble des
subdivisions de I'intervalle I = [a,b]. On définit une relation d’ordre partielle sur S(I) en disant que o’
est plus fine que o si Pt(c) C Pt(o’) (voir ci-dessus pour un rappel sur les relations d’ordre). On a alors
clairement d(c’) < §(o). On notera o U ¢’ la subdivision définie par Pt(o Uo¢’) = Pt(c) U Pt(c’). Elle est
plus fine que o et o’.

Exemple : Si I = [a,b], on peut considérer pour chaque n > 1 la subdivision réguliére associée aux
i(b—a)

n

points a; = a + ,t=0,..n.

Définition 2.2. On dit que f : [a,b] — E est une fonction en escalier (resp. affine par morceaux) si il
eriste une subdivision o := (a;)o<i<n de [a,b] que l'on dira adaptée a f, telle que f soit constante (resp.
affine) sur chacun des intervalles ouverts |a;—1, a;[.

Toute fonction affine par morceaux est bornée et toute fonction en escalier est affine par morceaux.

Définition 2.3. On dit que f : [a,b] — E est une fonction de classe C* par morceauz si il existe une
subdivision o 1= (a;)o<i<n de [a,b] (que Uon dira adaptée a f) telle que pour chaque 1 < i < n, il existe
une fonction f; : [a;_1,a;] — E de classe CF telle que pour tout t €la;_1,a;[, f(t) = fi(t). La fonction f;
est la restriction de f a Uintervalle [a;—1,a;], ce que 'on note souvent :

fi= 1

a;_1,a]"

Une fonction de classe C* par morceaux n’est pas nécessairement continue (aux points (ai)o<i<n de la
subdivision), mais est bornée (en utilisant le théoréme de Weierstrass ou théoréme des bornes® pour une
fonction continue sur un segment).

Remarque 2.1. Notons que l’ensemble des fonctions en escalier est un sous-espace vectoriel de B(|a, b, F),
l’ensemble des applications bornées de [a,b] dans E.

2.3 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 2.4. Soit f : [a,b] — E une fonction en escalier et o := (a;)o<i<n une subdivision adaptée a
f, et soit ay la constante telle que f(t) = a; pour 1 < i <mn ett €la;—1,a;[. Alors la somme

Z (a; — aj—1)oy

1<i<n
b
|
a

On appelle cette quantité intégrale sur [a,b] de la fonction en escalier f.

est indépendante du choix de o et on la note

3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, f est bornée sur [a, b].

10



Justification. Montrons que 'intégrale de f ne dépend pas de la subdivision adaptée a f. Soit o’ une
subdivision adaptée a f telle que Pt(c’) = Pt(c) U {c}. Alors, si ¢ €]ag_1,ax[, pour 1 < k < n, la somme
relative & ¢’ vaut :

> (ai—ai)ai+ (e —ap1)ak + (ar — ax + Y (4 —ai1)oy

1<i<k—1 k+1<i<n

= Z (a;i — a;—1)ai + (ax — ap—1)a + Z (a; — a;—1)e
1<i<k—1 k+1<i<n

= Y (6 —ai)a,
1<i<n

ce qui est encore la somme relative & o. Une récurrence montre que si o’ est plus fine que o (autrement
dit si on a ajouté un nombre fini de points de o), la somme relative a ¢’ est égale a celle relative a o.
Maintenant, si o et ¢’ sont deux subdivisions adaptées a f, la subdivision o U ¢’ est encore adaptée a f et
elle est plus fine que o et que ¢’. La somme relative a o’ est donc égale & celle relative & o U ¢’ et donc a
celle relative a o. 0

L’intégrale des fonctions en escaliers vérifie les propriétés suivantes.

Théoréme 2.1. (i) L’application f — fabf est linéaire de l’espace vectoriel des applications en escalier
de [a,b] dans E dans ’espace vectoriel E.

(ii) Soit u: E — F (ou F désigne l’espace vectoriel RP, p > 1) une application linéaire et f : [a,b] — E
une application en escalier. Alors, wo f : [a,b] — F est en escalier et

fues=+([1)

(iii) Si f : [a,b] — E est une application en escalier. Alors || f]| : [a,b] — R, t — || f(t)|| est en escalier et

I[ 7]« [

(iv) Si f:[a,b] — E est en escalier, alors || f;fH < (b—=a)|floo-
(v) Sic €la,b] et si f:]a,b] = E est en escalier, alors f‘[a g €t f|[c y Sont en escalier et

/abfz/:er/cbf-

Démonstration. Montrons (i). Soit a et § deux réels et f, g deux fonctions en escalier sur [a, b]. En prenant
une subdivision adaptée a la fois a f et 4 g, on a :

/ab(ozf+ﬁg): Z (ai—a¢_1)(aai+ﬁgi):a/aberﬁ/abg.

1<i<n
Si o est adaptée a f elle est aussi adaptée a wo f et a ||f]| et on a
b b
/ uo f = Z (a;i —aji—1)u(ey) = u Z (a; —ai—1)a; | =u (/ f>
a 1<i<n 1<i<n a
et par l'inégalité triangulaire

b b
||/ AI=10D0 (ai—aieal < > (ai = ai1) o =/ 111

1<i<n 1<i<n
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ce qui montre (ii) et (iii). Pour montrer (iv), on écrit :
b
||/ Al=10 (ai—ai)all < > (@i —ai) sl < lflle Y (@i = ai1) = (b= a)|| fll-
a 1<<n 1<i<n 1<i<n

Pour montrer (v), on introduit une subdivision o adaptée & f, et on lui rajoute éventuellement le point
¢ pour obtenir encore une subdivision adaptée & f. On coupe alors la somme en deux au point ¢ avec
c€ lag—1,ax], k> 1:

c b
/ f= Z (a; — aj—1)os + (¢ — ag—1) o, / f= Z (a; — aj—1)os + (ak — c)ay,
a 1<i<k—1 ¢ 1<i<k—1
d’ott le résultat en sommant. O
Remarque 2.2. Dans le Théoréeme 2.1 (ii), on peut également prendre pour F un espace vectoriel normé
de dimension quelconque.
2.4 Fonctions Riemann intégrables

Définition 2.5. On dit qu’une fonction f : [a,b] — E est Riemann intégrable ou intégrable au sens de
Riemann si pour tout € > 0, il existe ¢. : [a,b] — E et . : [a,b] — Ry deux fonctions en escaliers sur
[a, b] telles que :

b
|f = ¢cl| < e et /wagg.

En particulier, une fonction f : [a,b] — R est Riemann intégrable si et seulement si pour tout € > 0,
il existe deux fonctions ¢ : [a,b] — R et 9 : [a,b] — R en escalier sur [a, b] et telles que :

b
p<f<et /(¢—¢)<6-

On vérifiera cette derniére équivalence en exercice.

On note Rg([a, b]) ou R([a, b], E') 'ensemble des fonctions Riemann intégrables définies sur [a, b] & valeurs
dans E. S’il n’y a pas d’ambiguité sur E, on peut aussi noter cet espace R([a,b]). On a alors les propriétés
immeédiates suivantes :

Propriété 2.1. (i) Une fonction Riemann intégrable est bornée.
(ii) Toute fonction en escalier est Riemann intégrable.

Démonstration. Pour (i), prendre € = 1 et pour (ii), prendre ¢. = f et 1. = 0. O

Construction de l’intégrale de Riemann (dans le cas ou E = R). Soit f € R([a,b]). On prend € = 1/n
et on appelle ¢, et 1, les deux suites de fonction données par la définition 2.5 et vérifiant :

Vn € N*.

SENS

b
1 = 6ul < v, /wns

(o).

est une suite de Cauchy dans R. Soit 0 < p < g deux entiers. On a par l'inégalité triangulaire :

‘¢p_¢q|S|f_¢p|+|f_¢q|§1//p+1/)q-

Montrons que la suite

12



[o= [ o =|[ @ -0 < [16,-0l< [wrvg<(5+1)<2
a a a a a p q p
et donc cette suite est bien de Cauchy 4, ainsi elle converge vers une limite ¢ finie. On vérifie maintenant

que cette limite ¢ ne dépend pas des suites ¢, et 1, Soit donc (¢, ¥n) et (¢n, Un) deux couples de suite
comme dans la définition 2.5. De méme que ci-dessus, on a :

/abqﬁn—/aba}n /ab(asn—én)

Donc la limite ¢ ne dépend pas de la suite choisie (¢y,, 1y,).

b 2
a n

s[|¢n—q3n|s/(wn+z/?n>§

Remarque 2.3. Dans le cas ou E = R™, la démonstration est la méme.

Définition 2.6. La limite commune aux suites (ff gbn) N est notée
ne

[+

C’est lintégrale - au sens de Riemann - de la fonction f sur lintervalle [a,b] et elle est également notée

/ab F(t)dt.

Remarque 2.4. (i) Dans la notation f;f(t)dt, la variable t est une variable muette i.e. f;f(t)dt =

f(f f(u)du. Cette notation rappelle que que f(t)dt représente 'aire d’un rectangle infinitésimal sous le
graphe de la courbe f (voir la section sur les sommes de Riemann).
(ii) Etant donnée une application f: X X [a,b] — E ou X est un ensemble fixé, la notation

b
/ f(z,t)dt avecz € X,

s’avere bien commode pour manipuler les intégrales a parametre.

L’intégrale au sens de Riemann vérifie des propriétés analogues a celles énoncées dans le théoréme 2.1
pour les fonctions en escalier.

Théoréme 2.2. (i) L’ensemble des applications Riemann intégrables sur 'intervalle |a,b] est un R-espace
vectoriel et si f, g € R([a,b]), alors pour tout couple de réels o, 3 on a :

/ab<af+ﬁg>=a/abf+ﬁ/abg.

(ii) Soit w: E— F (ou F'=R™, m > 1) une application linéaire continue et f : [a,b] — E une fonction
Riemann intégrable. Alors, wo f : [a,b] — F est Riemann intégrable et on a :

for-+([)

4. Une suite réelle (un) est de Cauchy dans RssiVe>03 N € NV(p,q) EN?, ¢ >p> N = |up —uy| <e.
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(iii) Soit f : [a,b] — E wune application Riemann intégrable. Alors ||f|| : [a,b] — R, t — || f(¢)| est

Riemann intégrable et on a :
b b
|[ 1] < [an
a a

(iv) Si c €la,b[ et si f:[a,b] = E est Riemann intégrable, alors f‘[a g €t f|[c y Sont Rieman intégrables et

/abfz/achr/cbf-

Démonstration. Soit f, g deux fonction Riemann intégrables sur [a, b]. Etant donné € > 0, il existe (¢g, 1e)
et (¢e, 1) deux couples de fonctions en escaliers tels que :

b 5 _ b~
rf—¢a\swa,/wgsfs, |g—¢a|swa,/was6.

On a alors :

~ ~ b ~
af + Bg — (e + Boe)| < |althe + [Ble)e, et / (lafoe + [Blve) < (laf + [B])e,

donc af 4+ Bg est également Riemann intégrable. De plus, on déduit que :

/ab(aerﬁg)Ziij)l})/ab(a%Jrﬂ(gs)Zgi_r)lg)<a/ab¢g+ﬁ/ab¢~>g> :a/abf+5/abg,

la seconde égalité provenant de la linéarité de l'intégrale pour les fonctions en escaliers.
Montrons (ii). Soit € > 0, et (¢.,1:) comme dans la définition. Toute subdivision adaptée a ¢. est encore
adaptée a u o ¢, donc u o ¢. est encore en escalier. De plus, on a

[uo f—wodell < [lullllf — el < llulle,

ou |lu|| désigne une norme sur l'espace des applications linéaires u : E — F. Cette derniére inégalité
montre donc que u o f est Riemann intégrable. De plus on a :

[resmmm foomme([fo) <o [[o) =+ ([)

la premiére inégalité utilisant la continuité de u, et la seconde les propriétés sur les fonctions en escalier.
Montrons (iii). On met en place ¢. et 1. comme dans la définition 2.5. La suite ||¢.|| est encore en escalier
etona || f(&)| — o)l < ||f(t) — pe(t)|| < 1=(t). On déduit donc que || f|| est Riemann intégrable et que

/abufn:;gag)/:wgnz;% /abqss ?36/;‘1’5 :‘/abf"

Montrons (iv). Les suites (qﬁs)“a 4 et (¢5)|[C sont encore en escalier et ||f|[a g (¢€)|[a g | < (wg)‘[a 4 et
de méme sur l'intervalle [c, b]. On a donc :

[r=tm([oor [o) =t [ [o= [+ [

,b]
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La propriété (iv) du théoréme 2.2 s’appelle relation de Chasles. En particulier, si f est Riemann
intégrable sur [a,b] on a [ f =0. Si a > b, on définit f:f par

[

Les propriétés suivantes sont fondamentales.

Théoréme 2.3. (i) Soit f : [a,b] = R une fonction Riemann intégrable et positive. Alors f;f >0.
(i) Soit f et g des applications Riemann intégrables de [a,b] dans R telles que f < g. Alors fabf < fabg.
(iii) Soit f : [a,b] — E une fonction Riemann intégrable. Alors || fffH < (b—a)||flloo-

Démonstration. Par le point (iii) du théoréme 2.2, on a | ff fl < fab lf] = ff f, donc f;f > 0. Pour (ii), on
considére g — f qui est Riemann intégrable et positive. Pour (iii), on utilise que f est bornée (car Riemann
intégrable) et le résultat découle de l'inégalité || f(¢)|| < || f]loo pour tout ¢ € [a, b]. O

L’intégrale de Riemann vérifie également la propriété suivante (qui constitue un critére d’intégrabilité).

Proposition 2.1. Soit (f,)nen une suite de fonction Riemann intégrable qui converge uniformément vers
une fonction f i.e. lim, o0 || fr — flloo = 0. Alors f est Riemann intégrable et

b b
/f: lim [ fo. (2.1)

Démonstration. Pour tout n € N et pour tout € > 0, il existe ¢, . et 1, . deux fonctions en escalier telles

que |fr — ne| < U et ff e < €. Soit ng € N tel que si n > ng alors || f, — f|lo < €. Alors on a pour
n=mnog:
|f = Pnoel < Wnoe + [fro = fI < thng e + &

De plus ff(i/}no,g +¢) < (14 b—a)e. Donc la fonction f est Riemann intégrable. De plus, on a :

/abf—/abfn

ce qui prouve (2.1). O

< (b - a)”f - fn“ocn

De méme, on peut montrer le résultat suivant qui constitue un autre critére d’intégrabilité.

Proposition 2.2. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et Riemann intégrable sur tout intervalle
[, B] Cla,b]. Alors f est Riemann intégrable sur l'intervalle [a, b].

Démonstration. A faire en exercice. Indication. Mettre en place deux suites de fonctions en escaliers (¢, )n
et (¢p)n définies sur un intervalle [, 8,] bien choisi. Prolonger ces deux fonctions a 'intervalle [a,b] de
maniére adéquate en utilisant le caractére borné de f.

O
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FIGURE 1 — Intégrale au sens de Riemann

2.5 Sommes de Riemann et sommes de Darboux

L’intégration au sens de Riemann repose sur l'idée suivante. On approche la surface comprise entre
I’axe des abscisses et la courbe du graphe d’une fonction f a ’aide de petits rectangles, voir figure 1. Cette
section développe cette idée.

Considérons un intervalle [a, b]. Soit o := (a;)o<i<p une subdivision de [a, b] et £ = (&;)1<i<p une famille
de points de [a,b] telle que pour tout 1 < i < n, on ait & € [a;—1,a;]. Si f est une application de [a, b]
dans F, on posera

S(f,0,6) = > (@i —ai1)f(&).

1<i<n

Définition 2.7. On dira que S(f,0,&) est une somme de Riemann associée & la subdivision o et a la
famille de points €.

Théoréme 2.4. Soit f : [a,b] — E une fonction Riemann intégrable. Alors les sommes de Riemann de f
tendent vers lintégrale de f quand le pas de la subdivision tend vers O :

Ve>0,3dn>0,V (0,8, 0(o)

( ,a,{)H <e.

Démonstration. On montre d’abord le résultat pour une fonction ¢ en escalier. Soit (zy)o<g<x une sub-
division adaptée a ¢. Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de [a, b], & = (§)1<i<n une famille de points de
[a, b] tels que pour tout 1 <i < n, & € [a;—1,a;]. On écrit alors :

/bso S(p,0,8) = 1;71/ (o — (&)

Notons H ’ensemble des indices 1 < ¢ < n tels qu'il existe xy € [a;—1,a;]. Chaque x) ne peut appartenir
qu’a au plus 2 intervalles [a;—1, a;], et donc le cardinal de H vaut au plus 2K + 2. Soit 1 < i < n. Deux
cas sont possible. Sii ¢ H, alors la fonction ¢ est constante sur [a;—1, a;] et donc f i (e —9(&)) =0.5i
par contre ¢ € H, alors on a :

1] o= e < [ 2ol <250 el
D’ou )
I [ = 80.0.0ll < 260)plcard (H) < (UK + 15(0)]o]
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) , . . .
D’otu le résultat en prenant le pas de la subdivision plus petit que AR

Supposons maintenant f Riemann intégrable. Soit € > 0. Il existe ¢, et ¢. deux fonctions en escalier
telles que

b
1 — 6] < ¥, / b <e.

Par ce qui précéde, il existe o > 0 et une subdivision o de [a, b] telle que si §(0) < a, alors

b
S(0:0.9)— [ ol e et [8(w0.6) /w€\<s

(prendre par exemple o1 U o2 ol o1 est adaptée a ¢. et o2 & 1):). D’ot :

b b b
/ f—5(f.0.6)] < o] + / br — (s, 6)| + |S(62.0,€) — S(f,0,)]

b
< / et e+15(6e,0,€) — S(f.0,6)] < 26 + S (e, 0, €))

en utilisant que |S(¢e,0,8) — S(f,0,8)] < [S(¢e,0,8)]. On conclut en utilisant que [S(ie,0,8)| <
[S(We,0,€) = [y el + J, e < 2e. O

Remarque 2.5. On appelle subdivision réguliére de [a,b] la subdivision o, := (a + z'b;—“)ogign, et
& =a;, & =b; ou & = Yt

Exemple : Y} 45 = = >0, ﬁ — 01 %% = In2 lorsque n tend vers l'infini.
Exemple : Montrer que fo sin = 2 a I'aide de sommes de Riemann : calculer la somme Y ;" ;e n al’aide
d’une série géométrique, prendre la partie imaginaire, et montrer que Z 7" sin( k”) = Z(S:?j(( )) n > 0.

On s’intéresse maintenant aux sommes de Darboux. Etant donnée une fonction Riemann intégrable f :
[a,b] = R et 0 = (a;)o<i<n une subdivision de [a, b], d’autres sommes se présentent naturellement. Puisque
f est bornée, on peut poser m; = infie(q, ;o] [(t) €t M; 1= sup,c(q, | 4, f(t). On introduit les sommes de
Darboux inférieures et supérieures par :

d(f,o) := Z (a; — aj—1)m;, D(f,0):= Z (a; — a;j—1)M;.

1<i<n 1<i<n

Remarque 2.6. Si f est continue sur [a,b], elle atteint ses bornes et donc on retombe sur des sommes de
Riemann particulieres. En effet, alors pour tout 1 < i < n il existe & € [a;—1,a;] et & € [ai—1,a;] tel que

M; = f(&) et mi = f(&).

Théoréme 2.5. Soit f une fonction Riemann intégrable sur [a,b].

(i) On a d(f <ff<D(f o)

(ii) Les sommes de Darboux de f tendent vers l'intégrale de f quand le pas de la subdivision tend vers 0.

Démonstration. On écrit fff—d(f, o) = 1<ci<n (fal = (a —ai,l)mi) di<i<n fa, (f=my) >0,

et de méme pour la somme de Darboux supérieure. D’ou (i).
Soit € > 0 et soit n > 0 tel que pour tout (o,§), si (o) < n, alors on a

/abf—S(f,o,S)‘<
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Pour 1 < i < n, soit & € [a;—1,a;] tel que m; < f(&) < m; + 2(%_(1). En multipliant par (a; — a;—1) et en
sommant les inégalités obtenus, on obtient d(f,o) < S(f,0,§) < d(f,o0) + § et donc

2
/:f—d<f,a>

<

b
[ 1-stt.0.0| +150.0.0) - dls.0)| <=

2.6 Approximation des fonctions

On montre dans cette partie que les fonctions usuelles (continues, continues par morceaux sur un
segment) sont Riemann intégrables. On définit d’abord la classe des fonctions réglées.

Définition 2.8. On dit que f : [a,b] — E est réglée si elle vérifie l'une des conditions équivalentes :
(i) Pour tout e >0, il existe ¢ : [a,b] — E en escalier telle que supcqp [|f(t) — ()| <e.
(i) 1l existe une suite py : [a,b] — E en escalier telle que limy,—, oo SUPscfq g | f(2) — @n(t)]| = 0.

Pour montrer ’équivalence entre (i) et (ii) dans la définition 2.8, on prend la suite €, = 1/n. L’assertion
(i) de la définition (2.8) équivaut & :

Ve>0 3¢ e€Esc(a,b], E), Vt €la,b] |f(t)—o@)| <e,
ou Esc([a, b], F) désigne ’ensemble des applications en escaliers de [a, b] & valeurs dans E.

Remarque 2.7. (i) Notons que l’ensemble des fonctions réglées est un sous-espace vectoriel de B(|a, b, F),
l’ensemble des applications bornées de [a,b] dans E (prendre par exemple ¢ =1 dans la définition 2.8 pour
le caractére borné).

(ii) L’ensemble des fonctions réglées constitue ’adhérence dans l’ensemble des fonctions bornées des fonc-
tions en escalier pour la norme de la convergence uniforme || - ||so-

On a le résultat fondamental suivant.
Proposition 2.3. Une fonction réglée sur [a,b] est Riemann intégrable sur [a,b)].

Démonstration. A faire en exercice. Mettre en place ¢. et 1. & partir de la définition d’une fonction
réglée. O

Remarque 2.8. On peut montrer qu’une fonction est réglée sur [a,b] si et seulement si elle admet en
tout point de [a,b] une limite a gauche et une limite a droite. Ce résultat n’est pas essentiel pour définir la
notion d’intégrale.

Exemples :
e Une fonction non Riemann-intégrable. La fonction f définie sur [0, 1] par :

B 0, z=0,
A S

n’est pas Riemann intégrable sur [0, 1] (car elle n’est pas bornée). Par contre on pourra définir son
intégrale de Riemann généralisée (voir le chapitre sur les intégrales généralisées).

e Une fonction Riemann-intégrable et non réglée. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) =
sin(1/x) siz # 0 et f(0) = 0. La fonction f n’est pas réglée car elle n’a pas de limite en 01 (a vérifier
en exercice). Cependant elle est Riemann intégrable par la proposition 2.2.
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e Fonction de Thomae. Soit la fonction f dite fonction de Thomae définie par

T(z) = {0, siz ¢ Q

4 stz =p/qet pged(p,q) =1

Alors f est Riemann intégrable. On peut également montrer qu’elle est réglée (et que pour tout
xo € [0,1], lim,_,g+ f(x) = lim,_,o+ f(z) = 0). Elle est discontinue en tout point rationnel autre que
zéro, et continue en tout point irrationnel (voir feuille d’exercice pour la démonstration).

e Une fonction non Riemann-intégrable (bornée). Rappelons qu’étant donné un ensemble non-
vide X, on note 1x la fonction indicatrice de ’ensemble X définie par :

1x(2) lsiz e X,
) =
* Osiz ¢ X.

La fonction indicatrice Ignp,ijdes rationnels n’est pas Riemann intégrable voir feuille d’exercice pour
la démonstration).

Le théoréme suivant est fondamental.
Théoréme 2.6. Toute fonction continue par morceaux est réglée.

Démonstration. On montre d’abord le résultat pour une fonction f : [a,b] — FE continue. Une telle
fonction est uniformément continue (théoréme de Heine). Etant donné, e > 0, on note > 0 son £ module
d’uniforme continuité :

Vit €lad], [t—t|<n = |f(t)- )l <e
Soit o := (a;)o<i<n une subdivision de pas plus petit que 7. On définit une fonction en escalier ¢ : [a,b] — E
par ¢(a;) = f(a;) pour 0 < i < n, et par p(t) = f (%) pour t €]a;—1,a;[ et 1 < i < n. Alors

— vau si t est 'un des a; et vau — =il < e sit €la;_1,a;] en utilisan
t t t 0 sitestlund t vaut || f(t Utdiol) ) < t tilisant

‘t - %‘ < 7. On a donc bien une fonction en escalier telle que sup,c, g [f(t) — ¢(t)] < e.

Si maintenant f est continue par morceaux, soit ¢ := (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f et f; :
[ai—1,a;] — R comme dans la définition (2.8). On peut appliquer le cas précédent a f; et trouver ¢; en
escalier telle que supcpq, , q, |fi(t) — #i(t)| < €. On définit alors une fonction en escalier ¢ par ¢(a;) =
f(a;) et o(t) = p;(t) pour t €la;—1,a;[. On a alors bien sup;c(y 4 [1f(t) — ¢(t)|| < e, ce qui montre que f
est reglée. O

En particulier, toute fonction continue sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b] et donc ff f peut
se calculer en étudiant la limite des sommes de Riemann S(f, 0, &) associées & f sur [a, b] lorsque le pas de
la subdivision tend vers 0.

2.7 Formule de la moyenne

L’intégrale de Riemann vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 2.4. Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann intégrable positive telle qu’il existe ty € [a, b]
tel que f(to) # 0 et tel que f soit continue au point ty. Alors f;f > 0.

Démonstration. On suppose ty < b. Par continuité de f, on peut trouver n > 0 tel que f(t) > f(to)/2
pour tout t € [to,to + n]. On a alors

/abf > /ttOJmfZ /t0+nf(to)/2:nf(t0)/2 -0

0 to

Si tg = b, on considére un intervalle du type [tg — 7, to]- O
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Corollaire 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue positive. Si fff =0, alors f = 0.
La propriété suivante est dite premiére formule de la moyenne.

Théoréme 2.7. Soit f,g : [a,b] — R. On suppose que f est continue et que g est Riemann intégrable

positive. Alors, il existe ¢ € [a,b] tel que
b b
/ fa=f(o) / 9-

Démonstration. L’image de [a,b] par f est un segment [m, M] (théoréme des bornes®). Comme g est
positive, on déduit :
Vitela,b], mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t).

b b b
m/gé/fgéM/g-

b
D’ou si f;g = 0, on déduit f; fg = 0 et n’importe que point ¢ convient. Sinon, on a m < % < M,

En intégrant, on obtient

09
et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires (théoréme des bornes), il existe ¢ € [a,b] tel que
I3 fg
c) = . O
us J29

Application de la formule de la moyenne (exercice). Soit f : [0,1] — R une fonction continue sur

[0,1]. Alors
lim 12/0 tetyar = 1O

z—0 X 2

De méme étudier lim,_,q f;w @dt.

2.8 Limites de l’intégrale de Riemann

On rappelle qu’une suite de fonctions f, : [a,b] — R converge simplement, resp. uniformément, vers
une fonction f : [a,b] — R si pour tout x € [a, b], on a lim,,_,« fn(z) = f(z), resp. limy, 00 || f — frlloo = 0.
L’intégrale de Riemann a plusieurs inconvénients :

e [’intégrale de Riemann est non stable par composition.

e Si (fn)n est une suite de fonctions Riemann intégrables qui converge simplement sur un intervalle

[a, b] vers une fonction f, alors f n’est pas nécessairement intégrable.

Pour la non-stabilité par composition, on peut considérer I’exemple suivant. Soit la fonction g : [0,1] — R
définie par g(z) := 1 si z €]0,1] et g(0) = 0. Alors la fonction goT' = T gno,1) n’est pas Riemann intégrable
(voir feuille d’exercice).

Pour la non stabilité pour la convergence simple, on peut considérer la fonction f(z) = z?sin(1/22),
x €]0,1] et f(0) = 0. Cette fonction est continue et dérivable, mais sa dérivée n’est pas bornée. Ainsi, f’
n’est pas Riemann intégrable. Or, si on considére la fonction f, définie par :

flx+1/n) - f(z)
1/n ’

fu(z) = x € 10,1],

la suite de fonctions (f,)n>0 est Riemann intégrable et converge simplement vers la fonction z — f/(x)
sur [0,1]. Dong, il n’y a pas stabilité de la notion “Riemann-intégrable” par convergence simple. Toutefois

5. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soit m := inf,c(q,p) f(7) et M := sup,¢(, ) f(x). Alors pour tout y € [m, M]
il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = y.
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cette propriété est vraie dans le cas ou la convergence est uniforme (voir proposition 2.1).

Il existe d’autres maniéres de construire l'intégrale d’une fonction et qui permettent de s’affranchir de
ce type de problémes (voir cours en L3).

2.9 Primitives et intégrales

Dans la suite, si cela n’est pas précisé, I désignera un intervalle de R.

Théoréme 2.8. Soit I un intervalle de R. Soit f : I — E une application Riemann intégrable sur tout
segment de I, et soit a € I. Pour tout t € I, on pose F(t) := fj f. Alors Uapplication F est continue sur
I. Elle est dérivable en tout point to ou f est continue et on a alors F'(tg) = f(to).

Démonstration. On suppose d’abord que ¢ n’est pas une extrémité de I, et soit n > 0 tel que [to—n, to+n] C
I. Alors f est Riemann intégrable sur [to — n,to + 7], et donc |f| est bornée par une constante M sur
[to —n,to+mn]. D’ou ||F(t) — F(to)|| < M(t—to) pour t € [to —n,to+ 1], ce qui prouve que F est continue
en to. On montre le méme résultat si ¢y est une extrémité de I en introduisant [¢g, to+ 7] ou bien [t —n, to].

Supposons maintenant que f est continue en ty. Soit € > 0 et soit n > 0 tel que si |t — tg| < 7, alors
IIf(t) — f(to)|| <e. On apour |t —to| <n:

[1E(t) = F(to) = (t = to) f(to) ]| =

< 8|t—t0‘.

[?ﬂm—ﬂMMx

Ceci montre que F' est dérivable en ty et que F'(tg) = f(to). O

Définition 2.9. Soit f : I — E une application. On dit que F' : I — E est une primitive de f si F est
dérivable® sur I et F' = f (on rappelle que E = R™ et la dérivation s’effectue composante par composante,).

Remarque 2.9. Si f : I — E admet une primitive F, elle admet une infinité de primitives qui sont
exactement les fonctions t — F(t) +C avec C € E (en effet, si F' et G sont deux fonctions continues sur
I, alors (F — G) =0 si et seulement si F — G est constante sur I).

Théoréme 2.9. Soit f: I — E une fonction continue. Alors f admet des primitives sur I. Si F' est une
telle primitive, alors on a :

b
/f:F@—me4ﬂm3

Démonstration. Soit o € I, et posons G(t) = fat f. Puisque f est continue, G est dérivable et G’ = f.
Donc, G est une primitive de f. Si F' est une autre primitive de f, alors on a F =G + k, k € E. Donc,

/abf:/abf—/aafZG(b)—G(a):F(b)_F(a)‘

O]

Remarque 2.10. (i) Si f : I — E une fonction continue, alors pour tout point ¢ € I, lapplication
intégralet € I — fct f(z)dz est une primitive de f. C’est l'unique primitive de f qui s’annule au point c.
(i) Ce dernier résultat est un des moyens les plus simples pour calculer une intégrale : il se ramene a la
recherche d’une primitive de la fonction f considérée.

On retiendra donc la propriété importante suivante.

6. Une fonction F': I — R est dérivable en to € I si et seulement si lim;—¢,,1¢,
dérivée de F' au point to.

Lﬁ)(to) existe. On note alors F'(to) la

t—
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Proposition 2.5. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue. Alors les applications
intégrales t — fct f(z)dz, ¢ € I sont exactement les primitives de fonctions continues.

Si f n’est pas continue, alors les applications intégrales ne sont & priori pas des primitives.

Exemple 1 : Une fonction Riemann-intégrable n’ayant pas de primitive. Soit f(x) = E(x) pour
x € [0,2[. Une primitive de f sur [0, 1] est donnée par F(z) = A, A € R et une primitive de f sur [1,2]
est donnée par F(z) = x+ B (car f(x) =1). Au point 1, on a F/(17) =0 et F'(17) = 1 donc F n’est pas
dérivable en 1. Donc f n’admet pas de primitive sur [0, 2[.

Exemple 2. Une fonction non Riemann-intégrable ayant une primitive. Il existe des fonctions f
non Riemann intégrables admettant des primitives. Considérons 'application f : [0,1] — R définie par :

1 3
f(z) := ~7 cos(1/z) + iﬁsin(l/x), z €]0,1], f(0)=0.
Alors on peut vérifier que f a pour primitive la fonction F' : [0,1] — R définie par F(z) := 3 sin(1/z) si
x €]0,1], F(0) = 0 (voir la section exercice pour la preuve de ce point). De plus, la fonction f n’est pas

Riemann intégrable sur [0, 1] (car elle n’est pas bornée).

Exemple 3. Une fonction non continue ayant une primitive. La fonction f : [0,1] — R définie par

_J2xsin(1/x) = cos(1/x), = €0, 1],
s = faren

n’est pas continue en x = 0. Cependant, elle admet une primitive sur [0, 1] donnée par F(x) := 2% sin(1/x)
siz # 0 et F(0) =0 (vérifier en exercice que F est dérivable sur [0, 1] et que F' = f).

Dans l'exemple 1, on notera que f([0,2[) = {0,1} n’est pas un intervalle alors que dans I’exemple 3,
£([0,1]) est un segment. En effet, ceci résulte du fait suivant. Soit f(z) := sin(1/z), = # 0 et f(z) := 0,
alors on sait que f([0,1]) = [~1,1]. En admettant le théoréme de Darboux 7 hors programme, on a donc
immédiatement que dans le premier exemple, f n’est pas une dérivée et donc F’ = f sur [0,2] n’est pas
possible. Plus généralement, toute fonction qui admet une limite en un point sans que ce soit la valeur de
cette fonction en ce point n’admet pas de primitive.

On mentionne enfin le résultat suivant qui porte sur les fonctions Riemann-intégrables : il est hors pro-
gramme et est moins fondamental que le théoréme 2.9.

Théoréme 2.10. Soit f : [a,b] — E une fonction Riemann intégrable sur |a,b]. Si f admet une primitive
sur [a,b] notée F, alors :

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a),

et l'application x — fax f(t)dt est la primitive de f qui s’annule au point a. On a deplus :

([ f(t)dt>/ ~ f(a).

2.10 Changements de variable, Intégration par parties

Le résultat suivant (théoréme du changement de variables) constitue un résultat important pour le
calcul effectif d’intégrales.

7. Soit F' : I — R une fonction dérivable. Alors F'(I) est un intervalle i.e. F’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.
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Théoréme 2.11. Soit I et J deux intervalles de R et f : I — E une fonction continue et ¢ : J — I une
application de classe Ct. Alors pour tous a,b dans J, on a :

b o (b)
fo / — f 2.2
/a (fou) o / B (2.2)

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I. Alors (Foyp) = (fop) ¢’ et donc F oy est une primitive

de (foyp) ¢'. On a donc f;(fogo) ¢ =Fop(b)— Foga) = ;’}(f))f. 0

Faire le changement de variable ¢t = p(u) dans l'intégrale f&(ﬁ f(t)dt revient donc a faire varier u de
a a b (pour que ¢t varie de p(a) & ¢(b)) et & remplacer f(t) par (f o ¢)(u), et dt par ¢'(u)du. Ainsi (2.2)

se réécrit :
©(b)

b
[ Gepwewin= [ s
a ¢(a)
De méme faire le changement de variable inverse ¢ = p(u) dans l'intégrale ff( f o) (u)¢ (u)du revient a
faire varier ¢ de ¢(a) & ¢(b) puisque u varie de a a b, et remplacer f(p(u)) par f(t) et ¢'(u)du par dt.

Lorsque f n’est pas continue, alors le théoréme précédent tombe en défaut. Cependant, pour les deux
changements de variable t — ¢t + T et t — % (translation, homothétie), on a le résultat suivant moins

fondamental dans le cadre des fonctions réglées.

Proposition 2.6. Soit f : [a,b] — E une fonction réglée.
(1) Soit T€R et g:[a—T,b—T] — E, avec g(t) = f(t +T). Alors g est réglée et f;:TTg = fff

b
(ii) Soit X > 0 et soit g : [a/N,b/N], t — f(At). Alors g est réglée et [ g = fabf
A

Démonstration. On montre ce résultat sur les fonctions en escalier, puis ensuite on passe & la limite sur
les fonctions réglées. O

1

Exemple. 1) Calculons une primitive de z — ———

sur R. On effectue le changement de variable t = e*
et on a alors dt = e*dx d’ou dx = % et donc :

dx 2dx dt dt
/ cosh / er 4+ e~ % / t(t + 1/t) / 12 1 arc an(e ) + C, Ce

2) Calculer fol V1 — 22 en utilisant un changement de variable.

Le résultat suivant (intégration par parties) constitue également un outil clef pour le calcul d’inté-
grales, et plus généralement en analyse.

Théoréme 2.12. Soit f,g : [a,b] — R de classe C*. Alors :

b b
[ g0 =gl - [ Fogwa.
Démonstration. La fonction fg est une primitive de la fonction continue f'g+ fg’ et donc ff(fg’ +flg) =
[F()g(®)]5- O

Gréace a 'intégration par parties on peut montrer la formule de Taylor avec reste intégrale.
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Corollaire 2.2. Soit f : I — E une application de classe C™ ! et soit a € I. Alors pour tout b € I, on a
(pour f de classe C"*1) :

(k) a b Y
£(b) = f(a) + Z f '( )(b—a)k—F/ uf(n-&-l)(t)dt_

k
1<k<n

Démonstration. Sin =0, on a bien f(b) = f(a) + ff f'(t)dt pour f de classe C'. De plus, & 'aide d'une
intégration par parties on a :

b (b _ t)”_l (b _ t)n b b (b— t)n f(n)(a) b (b - t)"
~— M@t = | ——L (¢ / Ot = ——(b—a)" / —— D ()ar
[ o= SO o]« PO e ga = E o [FOZE e g
ce qui perm du rang n — 1 au rang n et de conclure par récurrence sur n. ]

Exemple. Calculons une primitive sur R de u — arctanu. On a par une intégration par parties :

u

1
mdu = rarctanz — 3 In(1 4 z%).

xX x
/ arctan udu = [u arctan u]j — /
0 0

2.11 Recherche de primitives

Soit f : R — R. On cherche a déterminer des intervalles (maximaux) I sur lesquels f est continue
ainsi qu'une primitive F' de f sur un tel intervalle. Il est fondamental de préciser I'intervalle sur lequel une
primitive est calculée.

Notation. La notation

Ft) = /f(t)dt+k, tel

signifiera que f est continue sur I et que F' est une primitive de f sur /. Contrairement & la notation
différentielle des intégrales, la variable ¢ n’est pas muette. C’est bien le méme ¢ qui figure dans F'(t) et
| f(#)dt. La recherche de primitives utilise le plus souvent :

e la formule de changement de variable

e le théoréme d’intégration par parties.

Par ailleurs, il est souvent utile d’utiliser la linéarité de I'intégrale pour le calcul effectif de primitives. Si
F' est une primitive de f sur I, G, une primitive de g sur I, et si «, 8 sont deux réels, on a :

[t +s9wyit=a [ st +5 [ g 1<
donc aF + BG est bien une primitive de af + B¢ sur I.

2.12 Primitives usuelles

Le tableau suivant est fondamental pour de nombreux exercices. Il est trés important de retenir la
méthode permettant de trouver une primitive. On posera I, =] — %, %[ et J, =]nm, (n+ 1) ot n € N
et k, k' ci-dessous désignent des constantes réelles.
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Jeldt=e"+k teR [In(t)dt =tn(t) —t +k, t € RY
[costdt =sint+k, t € R [sintdt = —cost+k, t e R
A —tan(t)+k, tel, J =% = —cotg(t) + k, t€Jy,
J coshtdt =sinh(t) +k, t € R [ sinhtdt = cosh(t) + k, t € R
[=Z- —tanh( Y+k teR [ 23 = —coth(t) + k, t ER* out e Ry
Jtodt =1 -1 J % =In(t]) +k, t€R* outeR}
[ #5 = arctan(t )—i—k, teR A = LIn || = argtht, t €] — |al, |al[
f\/%ﬁ :argsh‘%l+k:1n(t+\/t2+a2)+k’, teR f\/% :arcsin‘%l—&—k, t €] —|al,lal

. . . ’ N .
Il est souvent trés utile de repérer les expressions du type %, u'u,... (ot u est une fonction) pour trouver

des primitives. Il peut également étre utile de connaitre les primitives suivantes (ou de savoir les retrouver).

[ =Inltan (£ + Z)[+k, t€l, Sidrftzln|tan<%)f+k,t€(]n

[ tan(t)dt = ln\cost\—i—k tel, fcotg =1In|sint| + k, t € J,
I = 2arctan(e’) + k, t R I —In |tanh L[teR outeRy

[ tanh(¢)dt = In(cosh(t)) + k, ¢t € R | [ coth(t)dt = In(|sinh(¢)]) + &k, ¢ € R* ou t eRY

On a également la primitives suivante :

dt argch L + k, t €]|al, +oo],
—— =Inft+ V2 —a?| + k= lal
/ V2 — a? | | —argch s + k, t €] — 0o, —|al[.
Les fonctions t — t® et t — a', a > 0 n’ont pas les mémes primitives. Ainsi, t — t* admet comme
t

primitive Ti sur R} ou R* pour av # —1 et pour a >0 on a :

la]

at
/atdt:Jrk, ke R.
Ina

Par ailleurs, il est souvent utile de connaitre la primitive de In :

/lnt dt =tlnt —t.

Exercice Trouver les primitives de ceR.

t2+ )

Dans la suite de cette section, on donne essentiellement deux exemples de recherche de primitives :
e Fraction rationnelles en sinus et cosinus,
e Fractions rationnelles en sinus et cosinus hyperboliques.

2.12.1 Fractions rationnelles en sinus et cosinus

On s’intéresse & une primitive d’une fonction du type ¢t — R(cost,sint) ou R est une fraction ration-
nelle (i.e. F = P/Q ou P et @ sont deux polynémes réels). On pose f(t) := R(cost,sint) La proposition
suivante (appelée parfois régle de Bioche) s’illustre de préférence sur quelques exemples.

Proposition 2.7. Soit f(t) une fraction rationnelle en cost et en sint.

(i) Si f(m—t) = —f(t) pour tout t, alors poser u = sint conduit a la recherche d’une primitive de fraction
rationnelle.
(ii) Si f(—t) = —f(t) pour tout t, alors poser u = cost conduit & la recherche d’une primitive de fraction
rationnelle.

(iii) Si f(m+1t) = f(t) pour tout t, alors poser u = tant conduit a la recherche d’une primitive de fraction
rationnelle.

(iv) Dans les autres cas, le changement de variable uw = tan(t/2), t €](2n — 1)w, (2n + 1)x[ conduit a la
recherche d’une primitive de fraction rationnelle.

25



Notons que dans tous les cas, on peut poser u = tan(¢/2), mais ce changement de variable conduit a
des fractionnelles dont les degrés des dénominateurs et numérateurs sont plus grands que dans les régles
(i), (ii) et (iii). Par cette proposition, on est donc ramené & une primitive du type :

[ at

ou P et @ sont deux polynémes. La technique usuelle consiste ensuite & décomposer en éléments simples
la fraction rationnelle P/Q et a utiliser les propriétés suivantes :
1 Une primitive de u —— ﬁ est —ﬁw pour k # 1.
est Infu—al|siaeR
est In|u — af + darctan(*5*) si a = a +if € C\R.

2 Une primitive de u —

u—a

1
u—a

3 Une primitive de u —
Exemples.
1) Calculer Cg;t et % en posant u = tant/2.
2) Quels changements de variable faire pour calculer simplement [ cost sin*t dt et J sin® tcosd ¢ dt ?

Remarque 2.11. Notez que pour calculer [ cos* t dt, la maniére la plus simple est de linéariser la fonction
t — cos*t.
2.12.2 Fractions rationnelles en sinus et cosinus hyperboliques

On s’intéresse & une primitive d’une fonction du type t — R(cosht,sinht) ot R est une fraction
rationnelle. Une premiére méthode consiste & effectuer un des changements de variable suivants u =
cosht, u = sinht, ou u = tanht (par analogie avec le cas précédent). Sinon, une telle fraction rationnelle

f(t) :== R(cosht,sinht) s’écrit toujours sous la forme S(e'), ainsi le changement de variable u = e’ conduit

a [ ft)ydt= [ %du, et on est conduit & la recherche d’une primitive de fraction rationnelle.

Exemple. Calculer I := fol ﬁdt.

2.13 Application aux équations différentielles linéaires

Le théoréme suivant est hors programme. On le mentionne pour montrer le lien entre les solutions
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre et la recherche de primitives d’une fonction.

Théoréme 2.13. Soit a: [0,7] = R et 5:[0,T] — R deux fonctions continues définies sur un intervalle
[0,T], yo € R et on considére le probléeme de Cauchy :

— O+ ally(®) =B(t) y(0) = yo. (2:3)

L’unique solution de (2.3) est donnée par :
t
) = yoe e [ ()0 24)
0
On notera que lorsque 5 = 0 (équation homogéne), alors la solution de (2.3) s’écrit :
y(t) = yoe~ fot a(s)ds'

Ainsi, dans le cas ou l'équation s’écrit %(t) + a(t)y(t) = 0, la solution de cette équation revient au calcul
d’une primitive de la fonction ¢ — «(t) sur [0, 7.
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3 Intégrales généralisées

Etant donné un intervalle I C R, on se restreindra dans ce chapitre (si cela n’est pas précisé) a
I'intégration de fonctions Riemann intégrables (il est possible aussi de se restreindre a la classe des fonctions
continues par morceaux) sur tout segment de I. Si cela n’est pas précisé, F désignera l'espace R™, m > 1,
et || - || la norme euclidienne sur E.

Le but du chapitre est d’étudier des intégrales du type suivant :

f(t)dt, f(t)dt, f(t)dt.

Ja.b] [a,b] Ja,b]

3.1 Fonctions a valeurs réelles positives

Définition 3.1. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction Riemann intégrable sur tout segment
de I et positive. On dit que l'intégrale sur I de f converge si il existe une constante M > 0 telle que pour
tout segment [a,b] C I on ait fab [ <M. Alors, supp pcr f: [ est un réel et on note :

b
/ f= sup / ;.
I [ab]CI Ja

De fagon équivalente, on dit que l'intégrale sur I de f est convergente. Dans le cas contraire, on dit

que lintégrale sur I de f est divergente.
Exemple : on a ’égalité f;% = 2(vb — /a) < 2 pour tout 0 < a < b < 1, donc lintégrale sur ]0, 1]
de la fonction t — % est convergente. Etudier de méme la convergence de 'intégrale sur [1, 400 de la

fonction t — 1/¢2.
La définition précédente entraine facilement les propriétés suivantes.

Propriété 3.1. (i) Si f est positive sur un intervalle I et si son intégrale converge sur I, alors l’intégrale
de f converge sur tout intervalle I' C I et on a fp f< fl f.

(i) Si f et g sont positives sur I et vérifient f < g sur I, et si l'intégrale de g converge sur I, alors
Vintégrale de f converge sur I et [, f < [;g.

Proposition 3.1. FEtant donnée une fonction positive f : I — R, son intégrale converge sur I si et
seulement si il existe une suite croissante de segments [an,by] contenus dans I dont la réunion est I, et

une constante M > 0 telle que f;: f < M pour tout n. Dans ce cas, on a :

br, bn
/f:sup/ f= lim I
I n an n—o00 an

Démonstration. On montre seulement la condition suffisante. Supposons qu’une telle suite d’intervalles
existe. Soit J = [a, b] un intervalle inclus dans I. Il existe N € N tel que si n > N, alors J C [ay, by,]. Donc
f; f< f;: f < M pour n > N et donc 'intégrale de f converge sur 1.

Par ailleurs on a sup,, f:: f< SUP|[qb)c 1 fab =1/ ; [+ De plus, on vient de voir précédemment que 1'on
a également supy, ycr fff < sup, ff: f, d’ou I'égalité f]f = sup,, f;: f. Comme la suite (ff: f)n est
croissante, sa borne supérieure est aussi sa limite. L]

On peut montrer facilement la propriété suivante qui fournit le lien avec une fonction Riemann inté-
grable sur un segment.

Propriété 3.2. Soit I = [a,b] un segment de R et f: I — R une fonction positive et Riemann intégrable.

Alors, Uintégrale sur I de f converge est et on a fIf = f;f De plus, Uintégrale de [ sur chacun des
intervalles |a, b, ]a, b, ou [a,b] converge et toutes ces intégrales sont égales.
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On a également la propriété suivante.

Proposition 3.2. Soit f : I — R une fonction continue positive telle que son intégrale converge sur I

et telle que [, f =0. Alors f = 0.

Démonstration. Etant donné un segment J C I, on a [ ;7 =0 car f est positive et son intégrale sur I
converge. Ainsi f est nulle sur J (voir chapitre 1). On conclut que f est nulle sur tout segment de I, et
donc f =0 sur 1. O

Proposition 3.3. Si f est g sont positives sur I et si leur intégrale converge sur I, alors pour tout
o, B € Ry, Uintégrale de la fonction af + Bg converge sur I et on a :

Jr+so=a[s+5[a

Démonstration. 11 suffit de prendre une suite de segments croissante de I, (J;,)nen, dont la réunion vaut
I, et de passer a la limite dans 1’égalité fJn (af +Bg) =« ‘[Jn f+8 fJn g. O

La propriété suivante est trés importante et permet souvent de ramener la question de la convergence
d’une intégrale d’une fonction sur un intervalle quelconque & deux sous problémes.

Proposition 3.4. Soit I un intervalle deR et f : I — R une fonction Riemann intégrable sur tout segment
de I. Soit a € Int(I) (lintérieur de Uintervalle I). Alors l'intégrale de f sur I converge si et seulement si
son intégrale sur chacun des deux intervalles IN] — oo, a] et I N [a,+0oo[ converge. Dans ce cas on a :

/If - /fﬂ]—oova} I /Im[a,+oo[ A (3.1)

Démonstration. On montre seulement que si 'intégrale de f converge sur ces deux sous-intervalles alors son
intégrale converge sur I (I'autre sens est immeédiat). Soit M; et My des majorants des intégrales [ In]—00,0] f
et fm]—oo,a] f. Soit J un segment de I. Alors dans tous les cas (selon que a € Joua ¢ J)ona [, f <
M + M,. Donc l'intégrale de f converge sur I. Soit alors J,, = [ay, b,] une suite croissante de segments de
réunion I. Pour n assez grand on a a, < a < b, car a est dans U'intérieur de I. Mais ([an, a]) est une suite
croissante de segments de réunion IN] — oo, a]. De méme ([a, by]) est une suite croissante de segments de
réunion I N [a, +oo[. On peut donc passer a la limite dans la formule f[an,bn] f= f[ama] f+ f[a,bn] f, et on
obtient (3.1)

En pratique on découpe 1’étude d'une intégrale du type f]a g f en deux intégrales f]a o f et f[a g f ot
a est choisi dans 'intervalle |a, ]. Considérons par exemple l'intégrale

1 dx
I:/ —————, avec 0 <u <1
o a*(l—a)t-v
On peut alors découper cette intégrale en deux morceaux I := 01/ 2 :c“(lf% et Iy := f11/2 zu(ﬁ% et

étudier ces deux intégrales séparément.
On donne une autre caractérisation trés utile en pratique pour montrer la convergence d’une intégrale
sur un intervalle.

Proposition 3.5. Soit —0co < a < b < +o0o et f: [a,b[— R une fonction positive Riemann intégrable
sur tout segment de [a,b[. Pour x € [a,b[, on pose F(x) := [T f(t)dt. Alors lintégrale de f converge sur
[a,b[ si et seulement si F' admet une limite au point b. Dans ce cas, on a : f[a b f=lim, ,, F(z) — F(a).
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Démonstration. Soit b, une suite croissante de [a,b] de limite b. Alors ([a, b,]), est une suite croissante
de segments dont la réunion est [a,b]. Donc l'intégrale de f converge sur [a,b[ si et seulement si la suite
f;” f = F(by) — F(a) admet une limite, donc si et seulement si la suite (F'(by)), converge. Comme F est
croissante, ceci équivaut a l’existence de la limite de F en b. ]

Remarque 3.1. On peut montrer le méme résultat que celui de la proposition précédente dans le cas d’un
intervalle ]a, b).

Exemple. On a f[x 1] % = —Inxz — +oo lorsque z — 0T, donc I'intégrale sur ]0, 1] de la fonction t — %

est divergente. Montrer que f]o 1 \[ =2 et que f[o € “tdt = 1.

3.2 Reégles de comparaison (fonction positives)
On rappelle les notations de Landau. Soit f, g : R — R deux fonctions et g € R.

e Ona f=0(g) (i.e. f est dominée par g) au voisinage de xq si et seulement si il existe un réel K > 0
et un voisinage V' de xq tel que pour tout € V', on ait | f(z)| < K|g(z)|.

e Ona f =o(g) (i.e. f est négligeable devant g) au voisinage de xg si et seulement si pour tout & > 0,
il existe un voisinage V' de zo tel que pour tout x € V, on ait |f(z)| < e|g(z)|. On vérifie sans
difficulté que cela équivaut pour = dans un voisinage de zg & f(x) = g(x)0(x) avec 6(x) — 0 lorsque
T — Xg.

e On dit que f est g sont équivalentes en zg si et seulement si f —g = 0o(g) en xg. Dans ce cas on note
f ~ g et ondit que f est équivalente & g en xy. On vérifie facilement que cela équivaut pour z dans
un voisinage de zg & f(z) = g(x)(1 + 6(x)) avec 6(x) — 0 lorsque x tend vers .

Théoréme 3.1. Soit f,g : [a,b[— R deux fonctions Riemann intégrable sur tout segment de [a,b[. On
suppose qu’au voisinage de b on a f = O(g), resp. f = o(g). Alors :
(i) St lUintégrale de g converge sur [a,b| il en est de méme de lintégrale de f et on a f[m b[f(t)dt =

@) <f[x7b[g(t)dt>, resp. f[%b[ ft)dt =o (jq[x’b[g(t)dt).

(i) Si Vintégrale de f sur [a,b] diverge, alors il en est de méme de lintégrale de g et on a [ f(t)dt =
O ([ g(t)dt), resp. [T f(t)dt = o ([ g(t)dt).

Démonstration. Les convergences et divergences découlent de I'inégalité 0 < f < K¢ qui est vraie sur un
certain intervalle [c, b] et du fait que f et g sont Riemann-intégrables sur le segment [a, ¢]. De plus lorsque
f=o0(g),alorson a f = O(g).

On démontre les résultats de comparaison uniquement dans le cas f = o(g). La démonstration lorsque
f = 0O(g) est analogue en changeant ¢ par K.

Montrons le résultat de comparaison pour (i). Supposons que f = o(g) et que l'intégrale de g sur [a, b]
converge. Soit € > 0. Il existe ¢ € [a, b] tel que si t € [¢,b], alors on a 0 < f(t) < 59( ) Alors pour z € [e, b]
on a (en intégrant I'inégalité de z a b) : 0 < f[az,b[ t)dt < ef[ p9(t)dt et doncf[ w f(B)dt =0 f[ p9(t)dt).

Montrons le résultat de comparaison pour (ii). Supposons que f = 0(g) et que 1’1ntegrale de f sur [a, b]
diverge. Soit € > 0. Il existe ¢ € [a, b] tel que pour t € [c,b], alors 0 < f(t) < 5g(t). Alors pour x € [c, b,
on a en intégrant cette inégalité : [ f(t)dt < § [T g(t)dt, d’ou :

0< /x F(t)dt < /cf(t)dt + ;/ g(t)dt = ;/j g(t)dt + </Cf(t)dt _ ;/acg(t)dt) .

Comme g n’est pas mtegrable sur [a, b[ et g >0, on alim, ., f g(t)dt = 4o00. Donc il existe ¢ € [a, b] tel
que si z > ¢ alors § [7 g(t)dt > [ f(t)dt — 5 [ g(t)dt. Ainsi pour tout:ve [max(c, '), b, on a :

o< [“sar< [Cotare [ atar=< [ gar
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donc [ f(t)dt = o( [ g(t)dt). O

Remarque 3.2. Dans le cas (i) du théoréme 3.1, f; f(t)dt s’appelle le reste de l’intégrale f; f(t)dt.
Dans le cas (ii), le reste n’a pas de sens car Uintégrale diverge. Le terme [ f(t)dt peut porter le nom de
partie principale ou somme partielle par analogie avec le cas des séries (voir chapitre sur les séries).

Exemple. Pour tout n € N, l'intégrale f[ z"e % dx est convergente. En effet, il existe une constante

17+<x>[
M > 0 telle que pour tout > 1 on ait " 2e~% < M. Ainsi, pour x > 1 on a z"e™* < xMQ et le résultat.

Avec des arguments analogues, on peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soit f,g : [a,b]— R deuzx fonctions Riemann intégrables sur tout segment de [a,b[. On
suppose que f et g sont positives et qu’au point b l'on a f ~ g. Alors les intégrales de f et de g sur [a,b]
sont simultanément convergentes ou divergentes. De plus on a les propriétés suivantes :

(i) Si Uintégrale de g sur [a,b] converge, alors il en est de méme de l'intégrale de f sur [a,b] et l'on a
S @Bt ~ [, g(t)dt.

(i) Si Uintégrale de g sur [a,b] diverge, alors il en est de méme de l'intégrale de f sur [a,b] et l'on a
[Fft)dt ~ [7 g(t)dt.

Démonstration. A faire en exercice en suivant la preuve du théoréme 3.1. O

Ainsi dans le cas (i), on a équivalence des restes et dans le cas (ii) on a équivalence des parties
principales. Insistons sur le fait que ce résultat n’est valide que si les deux fonctions sont positives.

Exemples :
e f(z) = ———sur I =[1,4+00[. On a f(x) ~ % en +oo. Ainsi, si g(z) := 1/22, les intégrales de f et
\/m ’ . 2 . ’ . )

g sur I sont de méme nature.

o f(z)= % sur I =[0,1]. On a f(x) ~ \;% en 17. Ainsi, si g(x) = %, les intégrales de f et
g sur I sont de méme nature.

o f(z)= % sur I = [1,+o0[. On a f(z) ~ L en +oo. Ainsi, si g(z) := 1/, les intégrales de f et
g sur I sont de méme nature.

Les critéres de convergence ci-dessous dans le cas des fonctions positives résument les propriétés impor-
tantes de cette partie.

Théoréme 3.3. Soit f : [a,b]— R une fonction Riemann intégrable sur tout segment de [a, b[ et positive.
Alors Uintégrale sur [a,b[ de f converge si et seulement si

IM>0VYazelab /mf(t)dth.

Démonstration. Sia <z <z’ <b,on a : ff f— faw f= ff f>0donc x — faz f est croissante. Ainsi,
cette fonction admet une limite en b si et seulement si elle est majorée. O

Théoréme 3.4. Soit f, g : [a,b]— R deuz fonctions Riemann intégrables sur tout segment de [a, b[ et telles
que pour tout t € [a,b] l'on ait :
0< f(t) < g(t)
(i) Alors, si f;g converge, l’intégrale fff converge.

(ii) Alors, si f;f diverge, lintégrale f;g diverge.
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3.3 Exemples fondamentaux

On présente deux exemples fondamentaux auxquels on se raméne trés souvent pour étudier la conver-
gence d’une intégrale généralisée.

Intégrales de Riemann

t% a une intégrale convergente sur [1,4o00[ si et seulement si o > 1.

a une intégrale convergente sur ]0,1] si et seulement si o < 1.

Théoréme 3.5. (i) La fonction t —
(ii) La fonction t — &

Démonstration. On a
/w it {;1(1 — ) sia£1
1

o In(z), sia=1.
Ainsi, cette intégrale admet une limite finie en 400 si et seulement si & > 1. De méme on a :
/1dt: L (1-27), sia#1
z t* —1In(z), sia=1.
Cette intégrale admet une limite finie en 0 si et seulement si o < 1. O

Ce résultat implique directement le suivant. Soit a < b deux réels. Alors on a :
/ ’ di <+ <~ <1
—_— o0 « .
a (b - t)a
Intégrales de Bertrand

Théoréme 3.6. (i) La fonction t —

a>lova=1etp>1.
(ii) La fonction t —
8 >1.

1 s , ‘
@p @ une intégrale convergente sur e, +0o[ si et seulement si

W a une intégrale convergente sur |0, %] si et seulement sta <1 oua =1 et
Démonstration. Montrons (i). Si o > 1, alors il existe v > 0 tel que 1 < v < . On a alors m =o(%),

et donc la fonction t — jF & une intégrale convergente sur [e, +oo[. Si a = 1, posons u = Int. Alors

_ 1
to(Int

/-f a /mdu R0 - (o) P, sig £ L
. tnt)? )i wf  )In(lnz), sig=1.

D’ou le résultat. Montrons (ii). Supposons « < 1. Alors pour v tel que @ <y < 1, on a m = o(t%),

pour z € [e,+oo[ on a :

d’out le résultat étant donné que l'intégrale sur ]0, 1] de la fonction ¢t — t% est convergente. De méme que

pour le cas (i), on trouve
/i dt /1 du
T t‘ lnt‘ﬁ Inz ‘u|ﬁ7

d’ou le résultat. ]

. . o 1 . \
Exercice. Etudier la convergence de l'intégrale fo x“(lﬁ% en fonction du paramétre u.
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3.4 Fonctions a valeurs réelles ou complexe

A ce stade, il est naturel de se poser la question de la convergence d’une intégrale sur un intervalle
quelconque d’une fonction qui n’est pas nécessairement positive (on parle en général d’intégrale impropre
dans ce cas).

Dans cette partie, si cela n’est pas précisé on considérera des fonctions f: I > Kot K=RouK=C
et ot I est un intervalle de R. On supposera aussi que f est Riemann intégrable sur tout segment de I.

Définition 3.2. Soit —0o < a < b < 400 et f une application Riemann intégrable sur tout segment de
[a,b]. On dit que Uintégrale de f sur [a,b[ converge si il existe limgy_p, 5<p [ f(t)dt. Dans ce cas, on pose

/abf(t)dt = lim /m F(t)dt.

On dit dans ce cas que l'intégrale est convergente et on parle d’intégrale impropre. Notons que si
¢ € [a,b], alors f(f f(t)dt converge si et seulement si fcb f(t)dt converge. Si l'intégrale ne converge pas, on
dit qu’elle est divergente. Un exemple typique (voir section 3.7) est celui de I'intégrale de Dirichlet :

+00 o3
t
/ sint -
0 t

. o 1
est prolongeante par continuité, donc fo sint

sint
| gint t
Riemann, et donc fO Sl?t est faussement impropre. L’intégrale f1+o° converge au sens de la définition 3.2.

La preuve de ce point par une intégration par partie sera détaillée dans la section 3.7.
Par la propriété de Chasles, on a la propriété suivante :

En 0, la fonction t —

converge au sens de l'intégrale de

Propriété 3.3. Soit f : [a,b[— R une fonction Riemann intégrable sur tout segment de [a,b] et soit
¢ € [a,b[. Alors lintégrale fab f converge si et seulement si fcbf converge.

Cette propriété permet de ramener ’étude de la convergence d’une intégrale d’une fonction f sur un
intervalle ]a, b en deux sous problémes (sur |a, ¢] puis sur [c, b[ avec ¢ convenablement choisi).

Remarque 3.3. Noter que ffxt dt = 0 pour tout x > 0, mais th dt est divergente. Pour étudier la
convergence d’une intégrale f]a b f il faut traiter chaque borne de l'intervalle séparément i.e. il faut étudier

limy, f[c,y] f et limg . f[x’c] f ot c €la,b.
On a le résultat suivant sur les opérations sur les intégrales impropres.

Propriété 3.4. L’ensemble des intégrales impropres sur un intervalle [a,b] est un espace vectoriel sur R.

De plus, Uapplication f —— fabf est linéaire de l’ensemble des applications de [a,b] dans K d’intégrale
convergente a valeurs dans R.

Démonstration. Soit f,g : [a,b[— R deux fonctions Riemann intégrables sur tout segment de [a,b]. On
suppose que f[a o et f[a p 9 convergents. On a alors pour tout z € [a,0] :

[ar+sn=a 145 [0

et on déduit le résultat en passant a la limite lorsque = — b. O

On ne peut pas faire d’intégration par partie ou utiliser la formule de changement de variable dans une
intégrale impropre. On se raménera donc toujours a l'intégrale d’une fonction sur un segment [a,b] ou la
formule de changement de variable et 'intégration par partie sont bien définis. Ces deux outils sont trés
utiles pour étudier des intégrales impropres.
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Exemple d’utilisation de la formule de changement de variable.

Soit f : [a,b[— K une fonction Riemann intégrable sur tout segment de [a,b] et soit ¢ : [a,b[— [a, (]
de classe C! telle que lim, ,, ¢(u) = B. Pour = € [a,b] on peut alors faire le changement de variable sur
[a, z] :

o(x) ©
/ f(t) dt = / Flo(w)¢ (u) du
v(a) a

Par conséquent, si fj(a) f converge, alors f; f(o(u))¢'(u) du converge et on a :

B b
f(t) dt = / Flo(w)e (u) du.
p(a) a

Exemple d’utilisation de 'intégration par parties.
Etant données deux fonctions f, g : [a, b[— K de classe C!, on souhaite étudier la convergence de I'intégrale

f: fg'. On effectuera l'intégration par parties sur un segment [a, x] :

X X
| 19 = t@g@) - fagte) - [ Fogar
a a
On étudiera le comportement de deux des trois termes (lorsque x — b, € [a,b[) dans expression
précédente pour en déduire la limite du troisiéme.

Le critére de Cauchy est fondamental pour étudier la convergence de l'intégrale d’une fonction. Il sert par
exemple pour étudier la régle d’Abel pour des intégrales du type

/ f(D)g(t)dt,
[a,b]

(voir plus loin). Ici on note K = R ou K = C. Soient un intervalle I de R et un élément z¢ a l'intérieur
de I ou une extrémité de I. On rappelle qu’une fonction F': I — K admet une limite en un point xg si et
seulement si elle vérifie le critére de Cauchy en zg i.e. :

Ve>0,3dn>0,V 12 €xg—nxz0+n[NI, |[Flx)—F(2)| <e.

Théoréme 3.7. Soit f : [a,b[— K une fonction Riemann intégrable sur tout segment de [a,b[. Alors f; f
converge si et seulement st :

Ve>03ce[a,b] V(u,v) ER?, c<u<v<b =

v
/ f (t)dt' <e.
u
Démonstration. 11 s’agit du critére de Cauchy en @ = b pour Papplication & — F(z) := [ f(t)dt. O

3.5 Fonctions intégrables sur un intervalle quelconque

De méme que précédemment on notera K = R ou K = C. On introduit ici la définition de fonction
intégrable qui est moins générale que la définition d’une intégrale généralisée (au sens intégrale impropre).
Cependant ce concept est trés utile en pratique.

Définition 3.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs dans K et Riemann intégrable
sur tout segment de I. On dit que f est intégrable sur I si et seulement si l'intégrale de la fonction |f|
converge sur I.
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De maniére équivalente on dit aussi que l'intégrale de f converge absolument sur 'intervalle 1.

Théoréme 3.8. Soit f : I — K une fonction intégrable sur I. Alors pour toute suite croissante J, de

segments contenus dans I et de réunion I, la suite (fJ f) est convergente. Sa limite est indépendante
n n
de la suite (J,,) et est notée [; f.

Démonstration. Soit ¢ > p deux entiers. On a :

L= A= L= fn L

q
Comme l'intégrale sur I de | f| converge, la suite ([ 7. |f]) converge dans R et est donc de Cauchy. La suite

(f; [) est donc aussi de Cauchy et converge.
Si maintenant (K,,) est une autre suite de segments vérifiant les mémes propriétés, deux cas se présentent.
Si pour tout n, J, C K,, alors

’/nf‘/nf‘S/I(H\Jn!f\:/nrf\—/nrfr,

or [ |flet [, |f| ont la méme limite, et donc leur différence tend vers 0. Ainsi [, fet [; f ont méme
limite. Si maintenant J,, n’est pas forcément contenu dans K, il suffit d’écrire lim [ I f=1lm [ T UKy, f=
lim | K, f- O

Ainsi, si une fonction f est intégrable sur un intervalle I, alors son intégrale sur I converge.

sin® t+7 cost

Exemple : La fonction f : ¢+ S

est intégrable sur [0, +-o00[ car pour tout ¢ > 0 on a |f(t)| < t%.
Corollaire 3.1. Si f est intégrable sur I, alors on a Uinégalité | [, f| < [, |f]-
Démonstration. 11 suffit de passer a la limite dans la méme inégalité écrite sur le segment J,. O

Théoréme 3.9. Soit a et b tel que —0o < a < b < +o0, et soit f : [a,b]— K une fonction intégrable.
Alors la fonction x — [ f(t)dt admet la limite f[a o f au point b.
Démonstration. Pour a < z <y < b,on a:

/ayf_/aff‘: /zyf‘g/wy|f|:/ay|f|—/j|f|.

Par le critére de Cauchy, ¢tant donné e > 0, il existe ¢ € [a,b[tel quec <z <y <b=| [Y[f|- [T |f]| < e.
Ainsi z —— ff f(t)dt vérifie également le critére de Cauchy, et donc admet une limite au point b. Soit
alors b, une suite croissante de limite . On a :

bn

lim /j f(t)dt = lim f(t)dt = lim f= /[a,b[f

x—b n—-+00 a n—-+00 [a,bn]

On peut montrer facilement les propriétés suivantes.

Propriété 3.5. Soit I un intervalle de R et f : I — K une fonction Riemann intégrable sur tout segment
de I.

(i) Si f est intégrable sur I, alors f est intégrable sur tout intervalle I' C 1.

(it) Sip: I — Ry est intégrable et 0 < |f| < ¢ sur I, alors f est intégrable sur I et | [, f| < [;¢.
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La propriété suivante fournit le lien entre une fonction intégrable sur un segment et Riemann intégrable
sur ce méme segment.

Propriété 3.6. Soit I = [a,b] un segment de R et f : I — K une fonction Riemann intégrable. Alors, f
est intégrable sur I et [, f = f; f. De plus, f est intégrable sur |a,bl, |a,b], [a,b] et toutes les intégrales de
f sur ces intervalles sont égales.

De méme que dans le cas des applications positives, on a le résultat suivant (concernant la structure
d’espace vectoriel des applications intégrables sur I).

Proposition 3.6. Si f est g sont intégrables sur I et si a, 8 € R, alors af + B¢ est intégrable sur I et

Jt+so=a[s+5[a

La propriété suivante est trés importante et permet souvent de ramener la question de l'intégralité
d’une fonction sur un intervalle quelconque & deux sous problémes.

Proposition 3.7. Soit I un intervalle de R et f: I — R. Soit a € Int(I) (Iintérieur de l'intervalle I ).
Alors f est intégrable sur I si et seulement si f est intégrable sur IN] — oo, a] et sur I N[a,+ool. Dans ce

cas on a .
/f=/ f+/ . (3.2)
1 IN]—o0,a] IN[a,+oo[

Démonstration. La preuve est similaire a la preuve dans le cas des applications positives (en passant par

|1)- O

On termine par les régles de comparaison.

Théoréme 3.10. Soit f : [a,b[— C une fonction Riemann intégrable sur tout segment de [a,b| et soit
g : la,b[— R4 wune fonction positive et intégrable sur [a,b]. On suppose qu’au voisinage de b on a f =
O(g), resp. f = o(g). Alors f est intégrable sur |a,b[ et f[x o f(B)dt = O(f[x o 9(t)dt), resp. f[l, o f(B)dt =
oy 9(0)cE).

Démonstration. On a |f| = O(g), resp. |f| = o(g) et ‘f[x b[f‘ < f[z b |f|. On peut appliquer les résultats

de comparaison obtenus dans le cas positif. O
Exemple. On considére f(z) = e %" sur I = [0,400]. En 400 on a e " = o(1/z2) et z —» 1/a2 est
intégrable sur I par la proposition 3.5. Donc f est intégrable sur I.

3.6 Intégrales généralisées et prolongement par continuité

On s’intéresse au cas d’une intégrale d’une fonction f : I — R qui se prolonge par continuité en une
extrémité de I. Dans ce cas, l'intégrale sur I de f converge au sens d’'une intégrale usuelle (i.e. d’une
fonction Riemann-intégrable sur un segment). Il s’agit alors d’un “faux probléme”.

Proposition 3.8. Soit I = [a,b] un intervalle de R et soit f : [a,b[— R4 une fonction positive Riemann-
intégrable sur tout segment de I. On suppose qu’il existe £ > 0 tel que lim,_,,— f(z) = £. Alors l'intégrale
sur I de f converge.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R, la fonction définie par

foy . J (@), € ab],
)= {57 r=b.
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La fonction f réalise un prolongement par continuité de f au point b. Elle est donc bornée au voisinage
du point b. Comme elle est Riemann intégrable sur tout segment J C [a, b[, on déduit que f est Riemann-
intégrable sur [a, z|, = € [a, b]. De plus pour tout x € [a,b[ on a (en utilisant f > 0) :

Og/axf(t)dt:/axf(t)dtSM::/abf_(t)dt

On déduit de ce qui précede que sup jcq [ 5 f < M ou J est un segment de [a, b]. Ceci permet de conclure
que l'intégrale sur I de f converge. O

Ce qui précéde montre aussi que 'on a f[a B f= f: f(t)dt.

Exemples. Montrer que fol st g, fol 1=cost

5 dt
o dt et Jo \/1+tan(t)

3.7 Intégrales semi-convergentes

sont convergentes.

A ce stade, on a vu la convergence des intégrales généralisées sur un intervalle quelconque ainsi que
la notion d’absolue convergence (intégrabilité). Il est donc naturel de se poser la question de l'existence
d’intégrales convergentes sur un intervalle quelconque mais non absolument convergentes. La définition
ci-dessous clarifie cette question.

Définition 3. 4 Soit f : I — K une fonction Riemann mtegmble sur tout segment de I. On dit que
Vintégrale [, f(t)dt est semi-convergente si [, f converge mais f |f| diverge.

Autrement dit, 'intégrale de f converge sans étre absolument convergente (i.e. f n’est pas intégrable).
On a vu précédemment que si f est intégrable (i.e. son intégrale converge absolument), alors son intégrale
converge. La réciproque est fausse comme le montre I’exemple trés important suivant.

o0 sint

Exemple fondamental : f ta-dt avec 0 < o < 1. Notons d’abord que 'on a

sint 1
Vi>0, |—| < —.
A te
Donc par les intégrales de Riemann, ¢ — Si;;t est intégrable sur [1,+oo[ lorsque o > 1 . Supposons

0 < a < 1. Par une intégration par parties on a :

sin ¢ cos T T cost
/ ——dt =cos1— o +/1 Wdt. (3.3)
Comme o + 1 > 1, on peut conclure que 'intégrale dans le membre de droite de (3.3) est absolument
convergente, ce qui montre I'existence de limy,_, 4 fl Sf;tdt De plus on a :
/ \smt|dt >/ sin? tdt 1/ 1 fcos(2t)dt Cdt 1/ COS(Zt)dt. (3.4)

On peut facilement montrer par une intégration par partie que la seconde intégrale dans la derniére
inégalité de (3.4) converge (méme méthode que ci-dessus). Maintenant, ¢ — —a n’est pas intégrable sur
[1, +oo[ par le critére de Riemann, ce qui montre que ¢t — % n’est pas intégrable sur [1, +ool.

Ainsi, on a montré que pour 0 < « < 1 l'intégrale floo sint

tDt
n'est pas intégrable sur [1, +oo[ mais [ 2

28tdt est semi-convergente i.e. t — Sllt—ﬁt

;‘;t dt existe.

Remarque 3.4. On définit la fonction sinus cardinal (couramment utilisée en traitement du signal) par :

sint t>0
t) =
o= (5
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On peut montrer que cette fonction est continue ent = 0 (a faire en exercice). Ainsi, ce qui précéde montre

que l'intégrale
+00 o3
sint
I ::/ L
0 t

converge. Cette intégrale est appelée intégrale de Dirichlet et on a I = 5 (voir exercice).

En général, on utilise des intégrations par parties pour étudier la convergence de telles intégrales (voir
également exercice sur le lemme d’Abel) ou bien le critére de Cauchy. Mentionnons la régle d’Abel (pour

les intégrales).

Théoréme 3.11. Soit f : [a,b[— R une fonction de classe Ct et soit g : [a,b[— R une fonction continue.

On suppose que :
e La fonction f est positive décroissante et de limite 0 au point b.

o Il existe M > 0 tel que pour tout z € [a,b], | [T g(t)dt| < M.
Alors Uintégrale fabf(t)g(t)dt converge.

Démonstration. A faire en exercice en utilisant le critére de Cauchy. O
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4 Séries numériques

Dans toute cette section, si cela n’est pas précisé, E désignera I'espace R™, m > 1, et || - || la norme
euclidienne.
4.1 Généralités

Définition 4.1. Soit (x,)nen une suite de E et pour chaque n € N, on définit une suite S,, par :

n
Sy = Z Th.
k=0

L’application n — Sy, i.e. la nouvelle suite (Sp)nen est appelée série de terme général z,. On la note
Y. n (parfois elle est également notée y_, ~,xn ).

Définition 4.2. On appelle somme partielle d’indice n de la série Yz, le nombre S,,.

Remarque 4.1. (i) L’expression Y x,, est formelle au sens ot aucune valeur n’est donnée & cette expres-
ston.

(i) Par ailleurs, la notation Y x, ne précise pas le rang n a partir duquel la série est considérée. Par
exemple, la série Z% est considérée a partir de n = 1 et non pas n = 0; de méme on peut écrire

> Tan_% (n > 4). Il peut donc étre commode de revenir a la nouvelle suite (Sy,) afin de préciser ce rang.
(iii) Si la suite (xy,) est définie a partir d’un certain rang ng € N i.e. pour n > ng, on note en général
Y nsng Tn OU YTy (n > ng) la série associce a la suite ().

Définition 4.3. On dit que la série Y x, converge si la suite des sommes partielles (Sy) converge. Sa
limite est alors appelée la somme de la série et est notée

+oo
g T, = lim S,.
n—-+00
n=0
Une série non convergente est dite divergente.

Il faut donc distinguer I'objet série > x,, du réel Z:{fg] xy, lorsque la série ) x,, converge.

Propriété 4.1. Si les séries Y x, et Yy, convergent, alors pour tout \,u € R, la série Y (Axy, + pyn)
converge.

Ainsi, Pensemble des suites (z,,)nen de E telles que la série Yz, converge est un sous-espace vectoriel
de EN, I'espace vectoriel constitué des suites & valeurs dans E.

Exemple (série géométrique) : soit a € C. On a :

Za” converge <= |a| < 1.

En effet pour a # Lona ) ) a? =

Notons que si >z, converge et Yy, diverge, alors > (x, + yp) diverge. Mais si ) x,, diverge et >y,
diverge, la série > (x, + yn) peut converger (z,, = 1/2" + 2", y, = —2"). Par ailleurs, deux séries qui
différent par un nombre fini de termes sont de méme nature.

Remarque 4.2. Etant donnée une suite (a,) définie a partir d’un rang ng, on définit une suite (z,) par
Tp = Qp — Gp—1, N > ng+ 1 et xp, = an,. Posons S, = Zzzno xp la somme partielle de rang n de la
suite (xy,). Alors on a Sy = ap, et donc la série Y x,, converge si et seulement si la suite (a,) converge.
La série ), (an — an—1) est appelée série télescopique.
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Exemple. Pour n > 1, posons x,, := m =

Etudier de méme la série > In(1 + 1).

1 1 S n _
o= e Adnsi o =1- n+1 — 1 lorsque n — +-00.

Définition 4.4. Soit Yz, une série convergente de somme S. Alors
= lim x
T
_p+1

existe dans E et est appelé le reste d’ordre p de la série Y x,. On a donc pour tout p € N, S, + R, =
ZZOZO Tn =8 et limp oo Ry, = 0 t.e. le reste d’une série convergente tend vers 0.

Théoréme 4.1. Si la série Y x,, converge, alors la suite (x,)y tend vers 0, i.e. :

Z x, converge = (T —p—oo 0).

Démonstration. On a x, = S, —S,—1 et les deux suite (S,,) et (S,—1) ont méme limite S := :L“O% T, O

La réciproque est fausse (voir la série harmonique ci-dessous). On dit qu’une série est grossiérement
divergente si son terme général ne tend pas vers 0. Le théoréme suivant est le critére de Cauchy pour les
séries.

Théoréme 4.2. Une série ), x, converge si et seulement si elle vérifie :

q
Ve>0,3INeN, Vg>p>N, \|an||<€

n=p
Démonstration. 11 s’agit du critére de Cauchy pour la suite des sommes partielles (.S, )s,. O
Notons que la série harmonique Enzl % diverge puisque
1 1 n 1
Sy — S — e > = =
R T )

ainsi elle ne satisfait pas le critére de Cauchy. Notons également que son terme général tend vers 0.

4.2 Séries a termes positifs

Théoréme 4.3. Soit ) x,, une série a termes réels positifs. Alors la suite des sommes partielles est une
sutte croissante. La série converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est magorée, i.e. :

IM>0,VneN, S, <M.

Démonstration. On a S, — Sp,—1 = z,, > 0, ainsi la suite (S,), est croissante, donc elle converge si et
seulement si elle est majorée. O

Si une série & termes positifs diverge, on a nécessairement lim S,, = +oc.

Corollaire 4.1. Soit >  x,, et >y, deux séries a termes réels telles que 0 < xp, < y,. Alors :
(i) Si la série Yy, converge, alors la série Yy x, converge également.
(ii) Si la série Y x,, diverge, alors la série >y, diverge.
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Notons que dans I’énoncé précédent, on peut remplacer la condition 0 < x, < y, par x, > 0, y, > 0
et zp, = O(yn).

Notation. Dans la suite, il arrivera fréquemment qu’on utilise la notation suivante. Etant données deux
séries Y, et >y, A termes positifs, on note Ry, resp. R), le reste associé a Yy, resp. & >y, et Sy,
resp. S), la suite des sommes partielles associée & > xy,, resp. & > yn.

Théoréme 4.4. Soit > x, et >y, deux séries a termes réels positifs. On suppose que x,, = O(yy,), Tesp.
Ty, = 0(Yn)-

(i) Si la série .y, converge alors la série Y x, converge et R, = O(RY)), resp. R, = o(R),).

(i1) Si la série Yy x,, diverge alors la série Yy, diverge et Sy, = O(S},), resp. Sy = o(S},).

Démonstration. Les convergences et divergences résultent des résultats précédents et du fait que z, =
o(yn) = =, = O(yn). Montrons (i) lorsque x,, = o(y,). Soit ¢ > 0. Il existe N € N tel que pour tout
n > N on ait 0 < x, < ey,. Alors pour tout n > N on a 0 < Zzo:pﬂ xp < EZZOZPH Yp, et donc
R, = o(R)).

Montrons (ii) lorsque z, = o(yy). Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N on ait 0 < z,, <
$Yn- En sommant, on obtient pour n > N : 0 <370 oy < 530y Yy, s0it Sy — Sy < 5(S), — Sy).
Comme )y, diverge, il existe N’ € N tel que pour tout n > N’ on ait §5;, > Sy — §S. Ainsi, pour
n >max(N,N')ona:0< S, <585, + 55, =5, et donc S, = o(S},). O

Corollaire 4.2. Soit > x, et Yy, deuz séries a termes réels strictement positifs telles que :

Tn41 < Yn+1

Tn Yn

INeNVn>N,

Alors on a xn, = O(yn). En outre :
(i) Si la série Yy, converge, alors la série | x,, converge.
(i) Si la série Y xy, diverge, alors la série Yy, diverge.

Démonstration. Par récurrence on a pour tout n > N : x, < yn% donc z, = O(yn). L]

Théoréme 4.5. Soit Yz, et >y, deux séries a termes réels telles que y, > 0 et x,, ~ yy. Alors les deux
séries sont de méme nature et :

(i) Si la série Yy, converge, alors la série Y x, converge et R, ~ R),.

(i1) Si la série Yy, diverge, alors la série y  x,, diverge et Sy ~ SJ,.

Démonstration. Soit 0 < e < 1. Il existe N € N tel que pour tout n > N on ait (1 —¢)yn, < x, < (1+€)yn.
Donc x,, > 0 pour n > N. Par ailleurs on a a la fois z,, = O(y,) et y, = O(z,) et donc les deux séries sont
de méme nature (théoréme 4.4). Supposons alors les séries convergentes. On a |z, — yn| = 0o(yn), on en
déduit donc la convergence de la série Y |z, — yn| et Rl = o(R),) ou R est le reste de la série > |z, — yn|.
Comme on a |R, — R}| < R/, on déduit que |R,, — R],| = o(R],) ce qui montre que R, ~ R},.

Supposons maintenant les séries divergentes. Alors soit la série Y |z, —y,| converge et comme lim S/, =
+0o on a S/ = o(S]) ou S} désigne la suite des sommes partielles de la série > |z, — yn|. Soit la série
> |zn — yn| diverge, et le théoréme 4.4 montre que S), = o(S},). On déduit |S,, — S),| < S/ = o(S)), ce qui
implique S, ~ S,. O

4.3 Comparaison avec des intégrales

Théoréme 4.6. Soit f : [0, +00[— R une application continue par morceauz, décroissante positive. Posons
wy, = [ | f(t)dt — f(n). Alors la série - w, converge.
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Démonstration. En utilisant la décroissance de f, on a :
0 <wp < f(n—1)— f(n)

La suite (f(p))p, admettant une limite en +o0 (par les hypothéses sur f), on déduit que la série ) (f(n —
1) — f(n)) converge et donc > w, converge. O

Théoréme 4.7. Soit f : [0,+00[— R une application continue par morceauz, décroissante positive. Alors
la série Y f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [0, +o0].

wl g f(t )dt et > f(n) sont de méme nature. Suppo-

f(t)dt converge et donc que Y. f(n) converge.

Démonstration. Par le théoréme 4.6, les séries ) [

sons f intégrable. Alors on déduit que la série > f n+1

Supposons que Y f(n) converge. On déduit que f "t f(t)dt converge. Si [a,b] C [0, +o00[ on a alors

f [ < Zk —0 ka t)dt pour N assez grand. Or Zk 0 ka tydt < S5 k“ f(t)dt. Donc la fonction
f est intégrable. O

4.4 Exemples fondamentaux : séries de Riemann et de Bertrand

Théoréme 4.8. Séries de Riemann.
Soit o € R. La série Zn>1 —& converge si et seulement si o > 1. De plus :

(i) Sia>1ona R, Nﬁnal1
1&

(ii) Sia <1 ona S, ~ F— .

(iii) Siao=1 on a S, ~Inn.

1 1
7T ~ (aF)a=T de sorte que

Démonstration. On suppose o # 1. On pose x,, = n% et y, =

1 —
yini_(l—i—ﬁ)l a—l
Ty 1
Le quotient précédent admet pour limite &« — 1. On a donc z,, ~ ﬁyn ce qui montre que les deux séries

sont de méme nature. On a S), = | — qui admet une limite finie si et seulement si o > 1. Ainsi, si

~ (n+1)
a>lonaR,~ SR, =251 Si malntenant a<lonal,~ 28 =L ((n+1)l72-1) ~ ’i:j
Enfin si @ = 1 on écrit y, = In(1 + n) ~ 5 et une étude analogue conduit au résultat. O

Théoréme 4.9. Séries de Bertrand. Soit «, 8 deux réels. La série Z
sia>1loua=1etp>1.

1nn)ﬁ converge si et seulement

Démonstration. On applique le théoréme 4.7 & la fonction f : ¢t —— ) définie sur [e, +oo[. La fonction

1
t*(Int)?
f est intégrable sur [e, +o00[ si et seulement si & > 1 ou a = 1 et 8 > 1. En effet lorsque a > 1 on conclut a
o flnx du

t 1n t) 1 uf
et on conclut également ce cas & l'aide du critére de Riemann. O

I’aide du critére de Riemann. Lorsque a@ = 1 le changement de variable v = Int donne f

4.5 Séries absolument convergentes

Définition 4.5. Soit (zy,) une suite a valeurs dans E. On dit que la série ) x,, est absolument convergente
si et seulement si Yy ||zy|| converge.

En pratique on manipule des suites a valeurs dans R ou C. Ainsi, la série > x,, est absolument conver-
gente si et seulement si > |z,| converge.

Théoréme 4.10. Toute série absolument convergente est convergente.
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Démonstration. Par I'inégalité triangulaire, ona || 320 _ @ < D20 _ |z |- Or silasérie Y [z, || converge,
elle vérifie le critére de Cauchy. On déduit par I'inégalité précédente que la série > x,, vérifie également le
critére de Cauchy. O

On verra plus tard (voir séries alternées) que la réciproque est fausse. Notons la définition suivante
(notez le lien avec les intégrales semi-convergentes).

Définition 4.6. On dit qu’une série x, est semi-convergente si elle est convergente sans étre abso-
lument convergente.

On a les propriétés suivantes.

Propriété 4.2. (i) Soit > x, et Y yn deux séries telles que x, = O(yy,) et telles que Y yy, est absolument
convergente. Alors Y x,, est absolument convergente.

(ii) Soit > xy, une série et Yy, une série a termes positifs. On suppose qu’il existe £ # 0, { € E tel
que T, ~ Ly,. Alors les deux séries sont de méme nature, i.e. elles sont simultanément convergentes ou
divergentes.

Démonstration. Pour (i) il suffit de remarquer que =, = O(yn) <= |zn|| = O(||lynl|). Montrons (ii).
Supposons la série >y, convergente. Alors comme z,, = O(yy) et y, > 0 la série Y xz,, est absolument
convergente. Supposons réciproquement que . x,, converge. Comme x,, — {y,, = o(ly,) il existe N € N tel
que pour n > N on ait ||, — fyy | < 3(|fyn||, Aot par 'inégalité triangulaire :

q 2 q
Zyn < 0 Z [
n=p n=p

Comme la série Y x,, converge elle vérifie le critére de Cauchy, et donc il en est de méme de la série )y,
qui converge donc. O

SO

4.6 Quelques régles

La régle suivante découle directement des propriétés des séries de Riemann. En particulier le point (i)
est trés utile en pratique.

Théoréme 4.11. Régle de Riemann. Soit ) x,, une série réelle.
(i) Si il existe o > 1 tel que x,, = O(1/n%), alors la série Y x,, converge absolument.
(ii) Si il existe « € R et £ € R* tels que x,, ~ n%, alors la série Y x,, converge absolument si o > 1 et

diverge si a < 1.
Démonstration. La preuve résulte directement des séries de Riemann (& compléter en exercice). O

Théoréme 4.12. Régle de d’Alembert Soit >z, une série a valeurs dans E telle que pour tout n on
ait x, # 0 et telle que la suite (”x"“H)n ait une limite £ € RU {4o00}.

EX
(i) Sit <1 la série Y x, converge absolument.

(ii) Si € > 1 la série Y x,, diverge.

Démonstration. Montrons (i). Soit £ < p < 1. Il existe N € N tel que pour tout n > N on ait w <
p < 1. Pa récurrence on a ||z,| < p" V|zy| = O(p"). Comme la série Y p" converge (p < 1), la série

>~ x, converge absolument.

Si £ > 11l existe N € N tel que pour tout n € N on ait ”ﬁ;:ﬁ” > 1. Ainsi par récurrence on a
|zn|| > ||zn|| pour tout n > N. La suite (z,,) ne tend pas vers 0. O

Attention, cette régle ne dit rien lorsque £ = 1.
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Théoréme 4.13. Régle de Cauchy Soit .z, une série a termes dans E telle que la suite ||z,|/"/"

admette une limite { € RU {4o0}. Alors :
(i) Si £ < 1 la série converge absolument.
(ii) Si € > 1 la série diverge.

Démonstration. Si £ < 1, prenons p tel que £ < p < 1. Il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait
lzn|l < p". Comme ) p™ converge car p < 1 on conclut par le théoréme de comparaison. Si ¢ > 1, il
existe N € N tel que pour tout n > N on ait ||x,|| > 1, et donc (z,,) ne peut tendre vers 0. Donc la série
diverge. O

Attention, le théoréme ne dit rien si £ = 1.

Remarque 4.3. (i) Sila régle de D’Alembert renvoie £ = 1, alors il est inutile d’essayer la régle de Cauchy
(voir la section exercice).

(i) Si la régle de d’Alembert ne renvoie rien (i.e. uny1/u, n'a pas de limite), il se peut que la régle de
Cauchy soit efficace (voir la section exercice).

Théoréme 4.14. Régle de Duhamel Soit ) x,, une série a termes positifs telle que x,, > 0 pour tout
n et telle que x;—:l =1- % +o(L). Alors :

(i) Si A > 1 la série converge.

(ii) Si A < 1 la série diverge.

Démonstration. A faire en exercice. O

4.7 Séries alternées

Cette section se résume au théoréme suivant.

Théoréme 4.15. Convergence des séries alternées. Soit (a,), une suite de réels décroissante de
limite 0. Alors la série Y (—1)"a, converge. De plus son reste R, d’ordre n vérifie :

’Rn‘ < aps1-

Démonstration. Par un calcul immédiat la suite (Sa,) est décroissante et la suite (S2,41) est croissante,
de plus So;, — Sont1 = agp+1 tend vers 0, ainsi ces deux suites (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes et ont une
limite commune S, limite de la suite (S,). On a : Sop—1 < Sopy1 < S < Sy, done 0 < —Rayy < agp4q et
0<85—959,_1<8, —Soy_1 = ag,, dot les inégalités sur le reste. O
=n"

—— converge mais ne converge pas absolument.

- (-1)" : - (—nr . e :
Exemple. La série ), -, 74~ converge mais la série > o TR diverge (a faire en exercice par un
(=n~ (=~

développement limité), pourtant on a NN T ES)EE La propriété sur les équivalents est valide pour

Exemple. La série ), -,

les séries de signe constant.

4.8 Reégle d’Abel

Cette section se résume au théoréme suivant.

Théoréme 4.16. Soit (¢,) une suite de nombre réels et (x,) une suite de E. On suppose que :
o La suite (e,) tend vers 0 en décroissant.
o [l existe M > 0 tel que pour tout n € N on ait || Y, _,zx| < M.

Alors la série Y epxy, converge.
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La preuve repose sur la transformation d’Abel qui consiste a réécrire une tranche de Cauchy de la série
> entyn. On appelle S, la suite des sommes partielles de la série > z,. On a pour n,p € N :

n+p n+p n+p n+p n+p n+p—1
E ERpTE = E er(Sk — Sk—1) = E €Sk — 5 EpSp—1 = E €Sk — E €k+15k
k=n k=n k=n k=n k=n k=n—1
n+p—1
= E (516 - Ek:Jrl)Sk: + 5n+psn+p - 5nSnfl
k=n

La transformation d’Abel s’écrit donc :

n-+p n+p—1
Z ELTE = Z (€k — €k41)Sk + EntpOntp — EnSn—1.
k=n k=n

On peut clairement voir une analogie entre cette expression et la formule d’intégration par parties pour
les intégrales.

Démonstration. Par la transformation d’Abel et en utilisant que (g,) est positive décroissante, on a :

n+p n+p—1
I enznl S M D (ex = erar) + M(enip +€n) = 2Me,.
k=n k=n
Comme lime,, = 0, on conclut que la série > e,,, vérifie le critére de Cauchy. O

Un exemple type d’application de la transformation d’Abel (utile notamment dans le chapitre qui porte
sur les séries d’application) est 'étude de la série

eme
> s

n>1

,aeR, 0 e€R.

On peut montrer le résultat suivant (a faire en exercice) :
— Si a <0, son terme général ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.
— Si > 1, alors la série converge absolument.
— Si 0 < a <1, alors la série converge pour 6 ¢ 277 par la régle d’Abel en remarquant que

n . (n+1)6
; in® S111
g et — 2 .73, 0 ¢ 21Z.
5—0 S1n 3

D’ott le théoréme récapitulatif suivant.

ezng
no

Théoréme 4.17. Soit € R et a € R deux réels. On considére la série . Alors :

- Sia <0, la série diverge grossiérement.
- St a> 1, alors la série converge absolument.
- Si0<a<1letl¢2nZ alors la série est semi-convergente.

En particulier, pour 0 < o < 1 et 0 ¢ 277, les séries
cos nf sin nf
P D

convergent. En effet, si $(z) désigne la partie réelle de z € C, alors pour 6 ¢ 277 :

1> cosko] = RO M) < | S <
k=0 k=0 k=0 ‘ Sln(§)|

et de méme pour la partie imaginaire.
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4.9 Produit de Cauchy

Définition 4.7. Etant données deux séries réelles ou complexes > ay et > by, alors le produit de Cauchy
de ces deux séries ou série produit est défini par Y ¢, ou :

n
Cp = Zakbn,k, n € N.
k=0

Lemme 4.1. Si ) _a, et Y b, sont positives et convergentes, alors leur produit de Cauchy converge (ab-

solument) et :
00 +oo +oo
)5
k=0 k=0 k=0

Démonstration. Posons Ay, = > ' ak, Bn = 1 _obk, Cn = > 1o ¢k, A =1im A, et B = lim B,,. Notons
que 'on a A = sup A,, et B = sup B,, car les deux séries sont a termes positifs. Notons que 'on a aussi :

Cn S Aan S C2n;

(regarder les ensembles d’indices pour C), et Ca,—1 dans le plan (7, 7)). On déduit que la suite croissante
C,, est majorée, et donc elle converge vers une limite notée C. Par suite extraite Cy,_1 — C, d’ou a la
limite C' < AB < C' et donc on conclut que C = AB. O

Théoréme 4.18. Soit > ay et Y. b, deux séries absolument convergentes. Alors leur produit de Cauchy

converge absolument et :
o] +00 +oo
(Sa) (£0) -2
k=0 k=0 k=0

Démonstration. Posons ¢, = > ' |ag||bn—|. Par le lemme précédent le produit de Cauchy de ) |ay| et
> |bg| converge et on a Y > e, = 07 o lan])(Oonep |bn]). On déduit que la série Y ¢, est absolument
convergente et donc Y ¢, converge.

Posons A, = Y ) _gak, Bn = > p bk, Cn = > p_ock, A =1imA,, B =1limB,, A, = >, _,lax|
B, =Y olbkl, Ch, = >k ¢, A =1mA),, B = limB], et C' = limC},. Par le lemme on a donc

C' = A'B’. Par I'inégalité triangulaire (et en développant , on a :
|A, By, — Cp| < A Bl — Cl,.

Or par le lemme A/, B], — C!, tend vers 0, on déduit donc que la suite (C,,) converge et que limC,, = AB
ie. C = AB. O

Application : soit a,, = 2" /n! et b, = y"/n! o x,y € R. Par la régle de d’Alembert, les deux séries Y a,
et Y by, convergent absolument. En utilisant la formule du binéme et le produit de Cauchy, on a donc :

+00 n +0o0 " +oo p
(2028

n=0 n=0 n=0
ce qui équivaut a e**tY = e%e¥ (voir le chapitre sur les séries entiéres).

Remarque 4.4. (i) Le théoréeme tombe en défaut dans le cas de deux séries convergentes (non absolument
(="
vn+1
(ii) Le théoréme reste valide si seulement l'une des deux séries converge absolument (et l'autre est semi-

convergente), mais ceci dépasse le cadre du cours. 1l s’agit du théoréme de Mertens sur les produits de
Cauchy.

convergentes) : prendre a,, = b, = (voir exercice).
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4.10 Sommation par paquets

Cette section se résume au théoréme suivant (sommation par paquets).

Théoréme 4.19. Soit Y x, une série a valeurs dans E, et soit ¢ : N — N une application strictement

croissante. On pose : yg = Zf( T et pourn > 1y, = Zf(fp (n-1)+1 7% . Alors :
(i) Si la série Y x, converge, la série Yy, converge et a méme somme.
(ii) La réciproque est vraie dans les deuz cas suivants :

o La suite x,, tend vers 0 et la suite p(n+ 1) — p(n) est majorée.

e On a E =R et pour tout k € [p(n — 1), p(n)] tous les x1, ont méme signe.

Démonstration. Posons Sy, la suite des sommes partielles de la série Y x,, et notons S}, la suite des sommes

partielles de la série > y,. On a immédiatement (en convenant que ¢(—1) = —1) :
@(p) p(n)
Z%—Z DL m= )@= Sem)
p=0 k=¢p(p—1)+1 k=0

Ceci montre (i) car (S),) est extraite de (S,) par le calcul précédent. Montrons le premier point de (ii).
Posons ' := Y12 y. et soit C' € R tel que pour tout n on ait ¢(n + 1) — p(n) < C. Soit n € N et p,
I'unique entier tel que ¢(p, —1) < n < ¢(py). On a alors :

pn

Sy — Sn =5, = >

k=n+1

Soit € > 0 et N € N tel que pour tout n > N on ait ||z,]| < 5. On a alors pour tout n > N,

(pn)

g
IS5, ~Sul < 3 lleell < (plon) — )y <
k=n-+1

Do ™

Or par hypothése il existe N’ € N tel que pour tout ¢ > N’ on ait [|S" — Si|| <
max(N, p(N')) on a p, > N’ et donc :

Ainsi pour n >

NI

15" = Sull < 15" = Sy, Il + 119, = Sall <,

et donc la série ) xj converge.
Pour montrer le second point on a en utilisant que les x; ont tous le méme signe dans un paquet :

p(pN) #(pn) P (Pn) #(pn)
1Sy, = Sul =1 > wel= Y lwl< D Jmdl=1 > x| =y,
k=n+1 k=n+1 k=p(pn—1)+1 k=p(pn—1)+1

Comme la série )y, converge, on a pour ¢ > N |y,| < 5. Ainsi pour tout n > ©(N) on a p, > N (car
@(pn) > n > @(N) et donc comme ¢ est strictement croissante p, > N) et donc [S), — S| < |yp,| < § et
on conclut de maniére analogue au premier point. O

Exemple 1. Considérons la série > (—1)" et soit z, = (—1)" et p(n) = 2n. Alors on a y, = 0 et Yy,
converge, mais y  x, diverge.

Exemple 2. On considére la série harmonique en supprimant tous les termes d’indices utilisant 7 dans

leur écriture décimale. En sommant entre 2 puissances de 10 consécutives, montrer que cette série converge
(a faire en exercice).
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5 Suites sommables, familles sommables, séries doubles

5.1 Suites sommables

On commence par les suites de réels positifs sommables.

Définition 5.1. On dit qu’une suite (u,) de nombre réels positifs est sommable si il existe un réel M > 0
tel que pour toute partie finie J C N on ait s7:= ) ;u, < M. On définit alors la somme de la famille

par Y . oy Un = SUpP;S;y.
On a les propriétés immédiates suivantes.

Propriété 5.1. (i) La somme de deuz suites sommables (uy,) et (vy,) avec uy, > 0 et v, > 0 est sommable

Zun—i—vn Zun—l—Zvn

neN neN neN

etona:

(ii) Si A >0 et (up) est une suite sommable, alors la suite (Auy,) est sommable et on a :

Z)\un:)\Zun.

neN neN

(iii) Si (uy) et (vy) sont deux suites telles que 0 < u,, < v, pour tout n, et si (vy,) est sommable, alors la
suite (uy,) est sommable également.

Théoréme 5.1. Une suite de réels positifs (uy) est sommable si et seulement si il existe M > 0 et une
suite (J,) croissante de parties finies de N dont la réunion est N et telle que pour tout n € N on ait
> pes, Up < M. Dans ces conditions on a pour toute suite (J,) de ce type :

Zup = sup Zup = sup Z up = ngrfoo Z Up, (5.1)

peEN JeP;(N) peJ pEJ pEJn
ot P(N) désigne l'ensemble des parties finies non vides de N.

Démonstration. Si la suite est sommable n’importe quelle suite croissante (J,,) de parties finies de N dont
la réunion est N convient. Réciproquement, supposons données une constante M > 0 et une telle suite
(Jp). Soit maintenant J C N une partie finie. Il existe N € N tel que pour tout n > N on ait J C J,.
Ainsi ) e yup < 3005 up < M et donc la famille est sommable.

Puisque J, est finie, on a sup,cy 57, < SUp jcp,(N) 87 OU P¢(N) désigne I'ensemble des parties finies
de N. Inversement étant donnée J C N une partie finie de N, il existe N € N tel que 'on ait J C Jy. D’oul
s; < sjy < sup, sj,. On obtient donc sup,cy 5.7, = SUp jcp,(n) 87, Ce qui montre (5.1) en utilisant que
(s, ) est croissante. O

En appliquant le théoréme précédent a la suite J,, = [0,n] NN, on obtient le résultat suivant.
Corollaire 5.1. Une suite de réels positifs est sommable si et seulement si la série Y u, converge.
Notons que la somme de la suite sommable (u,,) & termes positifs vaut exactement la somme de la série

> Up, Le.
D —ZUn

neN

On étudie maintenant les suites de nombres réels ou complexes sommables.
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Définition 5.2. Une suite (u,) de nombres réels ou complexes est dite sommable si la suite (Juy|)y, est
sommable.

Proposition 5.1. Une suite (uy,) est sommable si et seulement si la série Y uy, est absolument convergente.

Démonstration. Par définition (u,) est sommable si et seulement si (|uy|), 'est c.a.d. si et seulement si
> |un| converge i.e. si et seulement si la série > u, converge absolument. O

Etant donnée une suite (uy), on note u;” = max(uy,0), u;, = —min(uy,0) et on a |u,| = u,} + u,, et

n
Up = u;‘; — Uy, -
Proposition 5.2. Soit (uy) une suite de nombres réels. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La suite (u,) est sommable.
(11) Les deux suite (u}) et (u, ) sont sommables.

(111) Les deux séries Y u) et > u, sont convergentes.

Démonstration. Montrons (i) = (7). On a 0 < u)l < |u,| et 0 < u;, < |uy|, d’ou le résultat en utilisant
que (uy,) est absolument convergente. L’implication (i) = (iii) découle directement de la proposition
5.1. Pour montrer que (i) = (i), on utilise que |u,| = u} + u,, . O

Théoréme 5.2. Soit (u,) une suite de nombres réels ou complexes. Soit (J,) une suite croissante de
parties finies de N dont la réunion est N et soit s, 1= > c; up. Alors la suite (s;,) est convergente et
sa limite est indépendante de la suite (J,) choisie. On Uappelle la somme de la famille sommable (uy,) et
on note ) -y Un. De plus on a :

S

neN

<> fual. (5.2)

neN

Démonstration. Posons s/ =3 ; |up| et soit ¢ > p deux entiers. On a :

|57, — 5,| = Z Up| < Z |un\:sf]q—si,p.

neJg\Jp neJg\Jp

Comme la suite est sommable il en est de méme de la suite (|u,|) et donc (s’; ) converge et est donc de
Cauchy. Par conséquent, la suite (s, ) est également une suite de Cauchy et converge.

Considérons maintenant deux suites croissantes (J,,) et (K,,) de parties finies de N et de réunion N.
Supposons tout d’abord J, C K,,. Alors on a :

|0, — SK, | = Z up| < Z |up| :S/Kn _SIJn-

pEKp\Jn PEKn\JIn

Or les deux suite (s ) et (s'; ) ont la méme limite (d’aprés le cas des suites positives), et on déduit que
lim,, 00 |7, — SK,,| = 0. Dans le cas général sur les suites (J,,) et (K,), on considére L, := J,, U K,, et on
applique ce qui précéde successivement a (Jp,) et (Ly,) puis & (Ky,) et (Ly).

Enfin, pour montrer I'inégalité (5.2), on utilise que |>_, o ;un| < >, o |un| pour tout partie finie
J C N, d’ou le résultat. O

Notons que la somme de la suite sommable (u,) de réels vaut exactement la somme de la série abso-

lument convergente, i.e.
oo
E Up = E Up,.
neN n=0
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De plus, dans ce cas, on a

Zun:Zuiqu;.

neN neN neN

Enfin, on peut définir I'espace £!(N) des suites sommables de nombres réels ou complexes de la facon
suivante.

Proposition 5.3. L’ensemble (1(N) des suites sommables de nombres réels ou compleves u = (Un)neN
est un sous-espace vectoriel de CN. L’application u — Y nen [un| est une norme sur cet espace. De plus
Vapplication w — Y, oy uy est linéaire de £'(N) dans C.

Démonstration. La propriété d’espace vectoriel résulte de la proposition 5.1. On vérifie également que
U Yo |Un| est une norme. Par ailleurs, on a d’aprés le théoréme 5.2 :

Z(aun + 6”71) = pll)nc}o Z (aun +ﬁvn) = apli?olo Z Uy + 6p1i>nolo Z Up = & Z Uy + ﬂ Z Un,

neN neJp neJy nedp neN neN

d’ott la linéarité de 'application u —— > _x Un. O

5.2 Commutative convergence

On appelle permutation de N toute application ¢ : N — N bijective.

Proposition 5.4. Soit Y u, une série absolument convergente de nombre réels ou complezes. Alors pour
tout permutation ¢ de N, la série Zug,(n) est absolument convergente et on a :

+o0 +oo
D tptn) = D tin,
n=0 n=0

ou de fagon équivalente ), o Up(n) = D pen Un-

Démonstration. Observons que pour toute partie finie J C N, on a quJ‘uw(q)’ = ZPE@(J) lup| <
E;lja((@(‘])) lup| < M ot M := )" _y|un|. En particulier, pour chaque n € N, en prenant J = {0, 1,...,n}

nous avons » . [ty(g)| < M, ce qui nous dit que la série Y- u,(,) converge absolument.
Comme la suite (u,) est absolument convergente, elle est sommable, et donc il en est de méme de la
suite (Uy(y)). Considérons maintenant une suite (J,,), croissante de parties finies de N, et dont la réunion

)
vaut N. Alors la suite (¢(Jp))n vérifie les mémes propriétés que la suite (Jp)p. Ainsi, d’aprés le théoréme
dD.2o0na:

Z“p = nllgloo Z Up = ngrfoo Z Up(q) = Z Uep(q)s

peN pEY(JIn) q€Jn qeN
d’ot le résultat. O

La condition de convergence absolue est indispensable dans le résultat ci-dessus comme le montre
I’exemple suivant.

(=)

Exemple : Considérons la série ) -, et soit S = In2 sa somme (voir exercice pour le calcul de

(- ¥

cette somme). Posons x, = ~—-—, et soit ¢ : N — N définie par p(3k +1) =2k + 1, p(3k +2) = 4k + 2
et p(3k + 3) = 4k + 4. On peut vérifier que ¢ est bien une bijection de N dans N. De plus on a :

1 1 1 1 1 1
To(h+1) T Vpah42) T To(h42) = 5p 7 T h 12 b4 - Ak ka4 - g ltkl T T2ke2).
On déduit que la série ), Tp(n) CONVErgE Vers g
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Définition 5.3. Soit > ay, a valeurs dans E. On dit que la série Y a, est commutativement conver-
gente si pour toute permutation ¢ de N la série Ay (n) CONVETYE.

Dans la suite on énonce deux résultats plus difficiles et qui seront admis (hors programme).

Théoréme 5.3. Une série Y ay, est commutativement convergente si et seulement si elle est absolument
convergente. On a alors :

o0 o0
Z ay, = Z Ay (n), Pour toute permutation ¢ : N — N.

n=0 n=0

Par la proposition 5.4 on a montré que si » | a,, converge absolument, alors la série est commutativement
convergente.

La réciproque est plus délicate & montrer. Pour cela 'idée est de raisonner par I’absurde et de supposer
que la série Y |a,| diverge. On a alors nécessairement que l'une des deux séries Y a; ou > a, diverge
(ot l'on a noté a;f = max(an,0), a, = min(ay,0) et |a,| = a;” + a;,). On suppose par exemple que >_ a,F
diverge. On peut écrire a; = ay(n) cOmme suite extraite de (a,). La difficulté est ensuite de construire une
bijection o : N — N a partir de a; et a, qui soit telle que > ag(n) diverge. Ceci contredira I'hypothése
de commutative convergence. Pour plus de détails sur cette preuve, on peut se reporter a [4] ou bien a
http://math.univ-lyonl.fr/~gelineau/devagreg/Convergence_commutative.pdf

On a aussi le résultat intéressant suivant (également admis).

Théoréme 5.4. Soit Y u, une série de réels semi-convergente. Alors pour tout A € R il existe une
bijection o : N — N telle que la série de terme général uq () soit semi-convergente et de somme A.

_1\n—1
Exemple (suite de 'exemple précédent). Comme on a déja vu, la série harmonique alternée ), -, %

est semi-convergente. Etant donnés deux entiers p et ¢, on peut construire explicitement une permutation

o de N telle que la série
(_1)0'(n)71
>
n>1

converge vers In 2 + %ln %. Posons H,, = Zlgkgn % et rappelons que
H, =Ilnn+~+o(1),

ou vy désigne la constante d’Euler. On construit maintenant une nouvelle série en prenant p termes positifs,
puis ¢ termes négatifs, puis p termes positifs,... et on appelle (S} )nen la suite des sommes partielles de
cette série. Par exemple, si p = 3 et ¢ = 2, on considére la série

1+1+1 1 1+1+1+1 1 1
1 3 5 2 4 7 9 11 6 8

Ainsi on peut écrire S], = Sm(p+q) O S; désigne la suite des sommes partielles de la série harmonique
alternée. On a donc :

S = 1+1+1+ + ! 1+1+ + !
mo\1 3 5 2mp — 1 2 4 2qm
= 1+1+1+ +—1 — 1+1+ +—1 — 1+1+ +—1
S \1 23 2mp 2 4 2pm 2 4 2qm
1 1
= Hopp — =Hypp — =Hpg =2+ =In (2} 4 0(1),
2 2 q
d’ou le résultat.
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5.3 Cardinaux et ensembles dénombrables
5.3.1 Cardinaux

Rappel sur les relations d’équivalence.
Soit F un ensemble non vide. On dit qu’une relation binaire R sur F est une relation d’équivalence si
et seulement si elle est réflexive (i.e. V z € E, zRz), transitive (i.e. V z,y,2,€ E, xRy et yRz = zRz),
et si elle est symétrique (i.e. V 2,y € E, xRy = yRx). Par exemple :

— La relation d’égalité sur R est une équivalence.

— Le parallélisme sur I’ensemble des droites du plan est une relation d’équivalence.

Définition 5.4. Soit X et Y deuxr ensembles non vides. On dit que X est équipotent a Y et l’on note
X eq Y s’il existe une bijection de X surY.

Propriété 5.2. La relation d’équipotence est une relation d’équivalence sur la collection de tous les en-
sembles dont les classes définissent les cardinauz.

Démonstration. Un ensemble X est équipotent a lui-méme. Si une fonction f : X — Y est bijective, alors
elle admet une réciproque f~!':Y — X, et donc si X est équipotent & Y, Y est équipotent a X . Enfin, si
XeqYetYeqZ,alors X eq Z. O

Soit X un ensemble non vide. On note alors card X la class d’équivalence de X.

Exemples. 1) P(X) et {0,1}* sont équipotents car I’application définie par

P(X) —{0,1}¥
A — ]lA,

1 ze€A,

avec la(z) = {O rd A

est une bijection.
2) N est équipotent & 2N = {2n ; n € N} car n —— 2n est une bijection.

Proposition 5.5. Soit X un ensemble. Alors X et P(X) ne sont pas équipotents et plus précisément il
n’existe pas de surjection de X sur P(X).

Démonstration. Supposons 'existence d’une telle application. Alors il existerait un antécédent a de 1’en-
semble A:={z € X ; x ¢ f(x)} i.e. un élement a € X tel que f(a) = A. Orsia € A, alorsa ¢ f(a) = A
et sia ¢ A, alors a € f(a) = A d’ott une contradiction. O

Définition 5.5. (i) S’il existe une injection de X dans'Y on note card X < card Y.
(ii) Si card X < card Y et st X et Y ne sont pas équipotents on note card X < card Y.

Le théoréme suivant est admis et peut étre sauté [1, 3.

Théoréme 5.5. Bernstein Soit X et Y deuzx ensembles non vides.

(i) S’il existe une injection de X dans 'Y alors il existe une surjection de Y dans X.

(i) S’il existe une surjection de X dans 'Y alors il existe une injection de Y dans X .

(iii) S’il existe une injection, resp. une surjection de X dans Y et une injection, resp. une surjection de
Y dans X, alors X etY sont équipotents.

(iv) Si X etY sont deuz ensembles, il se trouvent toujours dans une et une seule des trois situations :

card X < card Y oucard X = card Y ou card X > card Y.
Propriété 5.3. La relation < est une relation d’ordre totale sur les cardinauz.

Démonstration. Pour tout ensemble X, 'application identité sur X notée Idx étant injective, on déduit
que la relation est réflexive. L’antisymétrie découle du point (iii). La composée de deux applications
injectives étant injective, la relation < est donc transitive. La relation est totale par (iv). O
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Exemples. Si X C Y alors card X < card Y. On a également card N < card P(N).

Définition 5.6. Un ensemble est infini s’il existe vog € X et une injection de X dans X\{xo}. Dans le
cas contraire X est dit fini et I’on note card X < oo.

Exemple. N est infini en considérant 'injection n —— n + 1 de N dans N\{0}.

Proposition 5.6. Sl existe une injection de X dans Y et si X est infini alors Y est infini. En particulier
deés qu’un ensemble contient une partie infinie, alors il est lui-méme infini.

Démonstration. Soit ¢ une injection de X dans Y et ¢ une injection de X dans X\{z¢}. Alors application
1) définie par :
{wy) =y siy e Y\i(X),
U(y) =i(p(x) siy=i(z) € i(X),
est une injection de Y dans Y'\{i(zo)}. O

Proposition 5.7. Un ensemble est infini si et seulement s’il existe une injection de N dans X.

Démonstration. Soit X un ensemble infini. Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe (n+1)
éléments xy, ..., z, de X et une injection i,, de X dans X\{zo,...z,}. Le résultat est vrai pour n = 0.
Supposons le résultat vrai au rang n. D’aprés la proposition précédente, X \{xo,...z,} est infini, donc il
existe une injection j de X \{xo,...x,} dans X\{zo, ...xn, Tnt1} o0 Tpt1 € X \{z0,...xx}. On peut vérifier
que j o, est une injection de X dans X \{zo,...xn, Tp+1}. On a donc construit une injection de N dans X
par n — x,. Réciproquement, comme N est infini, alors I’existence d’une injection de N dans X entraine
que X est infini d’aprés la proposition précédente & nouveau. O

Remarque 5.1. o Un ensemble X est fini si et seulement si card X < card N
o Un ensemble X est infini si et seulement si card X > card N
e Les ensembles R et P(N) sont infinis. Cependant on a vu que card N < card P(N), donc il y a
plusieurs “classes” d’ensembles infinis.

5.3.2 Ensembles dénombrables

Définition 5.7. (i) L’ensemble X est dit dénombrable si et seulement s’il existe une injection de X
dans N i.e. card X < card N.

(ii) L’ensemble X est dit infini dénombrable si X est équipotent a N i.e. card X = card N. On note R le
cardinal infini dénombrable.

(iii) Si card X > card N, alors X est dit non dénombrable ou parfois infini non dénombrable.

Remarque 5.2. (i) En particulier ’ensemble vide contient 0 éléments et est dénombrable.
(i) On parle parfois d’ensembles au plus dénombrables. On dit qu’un ensemble est au plus dénombrable si
il est fini ou dénombrable.

On a les propriétés immédiates suivantes.

Proposition 5.8. (i) L’ensemble X est dénombrable si et seulement si il est fini ou infini dénombrable.
(ii) Toute partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable.
(iii) Si X est infini, Y dénombrable, et X CY, alors Y est infini dénombrable.

Exemple 5.1. e 7 est infini dénombrable (considérer 'application ® : N — 7Z défini par ®(2n) = n
et ®(2n—1) = —n).

o N2 est infini dénombrable (considérer Uapplication ® : N2> — N défini par ®(p,q) = q+ %{HI—H)).
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e Q est infini dénombrable. (considérer l'application ® : Q — Z x N défini par ®(r) = (p,q) our =p/q
avec pged(p,q) =1).

Propriété 5.4. (i) Pour toutd > 1, si X1,...,X4 sont dénombrables, alors le produit cartésien X1 x---x Xy
est dénombrable. En outre, si tous les X; sont non vides, X1 X --- X Xy est infini dénombrable dés que 'un
des X; est infini dénombrable.

(ii) Une réunion d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. Montrons (i) par récurrence sur d. On suppose d = 2. Les ensembles X7 et X, étant
dénombrables, il existe deux injections ®; de X; dans N, ¢ = 1, 2. Alors 'application ® : X1 x Xo - Nx N
définie par ®((x1,x2)) = (Pi(x1), P2(x2)) est injective, et donc le produit X; x Xy est dénombrable.
Supposons maintenant que X soit infini dénombrable i.e. X5 équipotent & N. Soit z1 € X7 un élément
fixé. Alors N s’injecte dans X; x Xo par Papplication ¢(n) = (:pl,@;l(n)). Supposons maintenant le
résultat vrai au rang d. Notons que X X -+ X Xgi1 = (X1 X -+ x Xg) X X441, et quitte a réindexer on
peut toujours supposer que X1 est infini dénombrable. Ainsi on conclut par le cas d = 2.

Montrons (ii). Posons X = U;e; X; ou I C N, et X;, i € I est dénombrable. Pour tout ¢ € I, on consideére
une injection ¢; de X; dans N. Pour chaque = € X, on définit 'entier n(z) := min{i € I ; = € X;}). Soit
maintenant 'application ® : X — N? définie par :

O(z) = (n(z), Pn(a)(2))-

Montrons que ® est injective. Soit x # y. Alors soit n(x) # n(y) et dans ce cas ®(x) # P(y), soit
n(z) = n(y) := p ce qui implique z,y € X,,, et alors ¢,(x) # ¢,(y) car ¢, est injective. Dans ce cas on a
donc ®(x) # ®(y). Donc ® est injective et X est dénombrable. O

Exemple. N? est dénombrable. Le résultat suivant est fondamental en analyse.
Théoréme 5.6. L’ensemble R est infini non dénombrable. De plus card R = card P(N).
Démonstration. Considérons I'application ® : {0, 1}N — [0, %] définie par :
+00 T
O(z) = 3—2
n=0

ou z := (xp)n>0. Montrons que ® est une injection. Soit z,y € {0, 1} tels que 2 # y. On peut donc
considérer l'entier £ := min{n ; x, # y,}. On a :

=X 11
LORLIOIEEY 3l — 5301 > O
n=~¢+1

Par conséquent, ® est injective. Or P(N) est équipotent a {0, 1}, donc P(N) s’injecte dans [0,1/2] par
®. Comme [0,1/2] s'injecte dans R par I'injection canonique, on déduit que

card N < card P(N) < card R.

Par conséquent, comme P(N) est infini non dénombrable, il en est de méme de R. Montrons que card P(N) =J
card R. Considérons l'application f : R —]0, 1[ définie par f(x) := % Cette application étant bijective,
on a donc card [0, 1[= card R en utilisant ]0, 1[C [0, 1].

On montre maintenant que card [0, 1[= card P(N) a 'aide du développement dyadique d’un réel. Soit
g :[0,1[— {0,1}N Iapplication définie par g(x) := (z,,), ot 'on a écrit :

r=) ot
- ont1°

n=0
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On peut montrer que g = E(2z) et x,, = E (2"+1 (a: — ZZ;(% Qf_’ﬁl)> pour n > 1. L’application g étant
injective, il vient card R = card [0, 1[< card {0, 1} = card P(N). O

Propriété 5.5. Un ensemble I est dénombrable si et seulement si il existe une suite croissante (J,) de
parties finies de I dont la réunion est I.

Démonstration. La condition est nécessaire car N vérifie cette propriété et donc tout ensemble en bijection
avec N également. Inversement, supposons qu'il existe une telle suite croissante (.J,,). Posons Ky = Jj et
K, = J\Jp—1. On a I = U,enK, et les ensembles K, sont deux a deux disjoints. Soit d, = card K,.
Considérons une bijection ¢, de K, sur {dy + -+ + dp—1,....;do + -+ dp—1 +d,, — 1}. Soit ¢ : I — N
lapplication définie par ¢, = ¢n. Alors ¢ est injective de I dans N et donc I est dénombrable par
définition. O

5.4 Familles sommables de nombres réels ou complexes

Rappelons qu'une famille d’éléments d’un ensemble non vide X et qu’on note (z;);er est la donnée
d’une applications d’un ensemble non vide I dans X définie par ¢ — x; avec x; € X. On dit que [
est I'ensemble d’indices de la famille. Quand I est dénombrable (resp. fini), on dit que la famille est
dénombrable (resp. finie).

On considére maintenant une famille (u;);e; indexée par un ensemble I (I est un ensemble d’indice
quelconque pour le moment).

Définition 5.8. On dit qu’une famille (u;)ic; de nombres réels positifs est sommable s’il existe un nombre
réel positif M tel que pour toute partie finie J C I, on ait s7:= ), ;u; < M. On définit alors la somme
de la famille par ) ;. u; = sup sy ot le supremum est pris sur tous les ensembles J C I finis.

On a le résultat suivant qui permet de se ramener aux ensembles d’indices dénombrables.

Lemme 5.1. Si la famille (x;)icr est sommable, alors le support de la famille {i € I ; x; # 0} est au plus
dénombrable.

Démonstration. Soit un réel M > ., u;. Pour chaque entier p > 1, soit I, 'ensemble I, := {i € I ; u; >
%}. L’ensemble I, est fini et on a :

card I,

P

M > E u; > E u; > P
iel iel,

et donc card I, < pM. Ainsi Upen+I, est dénombrable et contient le support de la famille. D’ou le
résultat. m

Ainsi, on considérera uniquement des ensembles d’indices I dénombrables. Pour une famille (u;);es
indexée par un ensemble dénombrable, on va considérer (comme pour le cas des suites sommables) des
parties finies J de I, et des suites croissantes J,, de parties finies de I dont la réunion est I.

Propriété 5.6. Soit I un ensemble dénombrable I. Une famille (u;)ic; de nombres réels positifs est
sommable si et seulement si il existe M > 0 et une suite croissante (Jy,) de parties finies de I dont la
réunion est I et telle que pour tout n € N on ait ZpeJn up < M. Alors on a pour toute suite (J,) de ce

type :
Zui = s%p Z w; = nli)I—lI—loo Z U

icl i€Jn 1€Jn

Pour une famille de nombres réels ou complexes on a les propriétés analogues.
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Définition 5.9. Une famille (u;)ic; de nombres réels ou complexes est dite sommable si et seulement si
la famille (|u;|)ier est sommable.

Proposition 5.9. La famille (u;)ics est sommable si et seulement si les deuz familles (u;") et (u; ) sont
sommables.

Démonstration. On utilise Pégalité |u;| = ul + u; et les inégalités 0 < uf < |u;| et 0 < u; < |u;| pour
el O

On définit alors la somme de la famille sommable (u;);e; par
Z U; = Z u;r — U -
el el el

Propriété 5.7. Soit (u;);er une famille dénombrable de nombres réels ou complexe qui est sommable. Soit
(Jn) une suite croissante de parties finies de I dont la réunion est I, et sj, := EpEJn uy,. Alors, la suite
(57,) est convergente, sa limite est égale & ) ..y u; et donc elle est indépendante de la suite (J,) choisie.

De plus on a :
2wl < il
el i€l

Démonstration. Reprendre certains arguments utilisés dans des démonstrations précédentes. A faire en
exercice. ]

Proposition 5.10. Une famille de réels (x,)nen est sommable si et seulement si elle est absolument
convergente. Dans ce cas on a :

—+00
DT =2 o
n=0 neN

Démonstration. Supposons la série > x,, absolument convergente. La suite I,, := [0,n] est croissante et
UnenIn = N. De plus ;o7 fug| < ZZ:(D) lug| d’ou le résultat par la propriété 5.6. Supposons la famille
(21 )nen sommable et soit J,, une suite croissante d’intervalles de réunion N comme dans la propriété 5.6.
Alors pour tout n € N on définit le plus petit entier ¢(n) tel que I, C J (). On a alors pour tout n € N

n

STlael <03 Jwal <37 e,

k=0 ke J<p(n) keN
d’ou le résultat. ]

Exemple. Une famille (uy,)nez est sommable si et seulement si les deux séries )~ u, et >, < u_y, sont

absolument convergentes, et alors
+oo +oo
g un:E un+g U—p-
nez n=0 n=1

5.5 Séries doubles

Théoréme 5.7. Soit (up,q)(p,q)eNxN une famille de nombres réels ou complexes indexées par N x N. Alors
on a les équivalences sutvantes :
(i) La famille (upq)p.qenxn est sommable.

(i1) Pour tout entier q la série ), up q| est convergente ainsi que la série 3, Z;:(D) [tp.ql-
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(ii) Pour tout entier p la série }_ |up,q| est convergente ainsi que la série 3, Z+ [up.ql-
Dans ce cas on a la formule de Fub1n1 :

S =S () =3 (Sw) ie Y (Cue) =X (). 63)
(p,q)EN? q=0 p=0 p=0 ¢=0 geN  peN peN  geN

Démonstration. La famille (up.q)(p,q)enxn est sommable si et seulement si la famille (Jup,g])(p,q)enxy est
sommable. Montrons donc les équivalences dans le cas d’une famille positive sommable u. Toute sous famille
étant sommable, les sous familles (up ), sont sommables. Ainsi, les séries Zp Up,q sont convergentes. Soit
donc P, € N. Comme u est sommable, on a :

Q P
ZZ“WJS Z Up,q-

q=0 p=0 (p,q)ENXN

Comme chacune des séries Zp up 4 €st convergente, on obtient :

Q +oo
DD e S D g
q=0 p=0 (p,q) ENXN

+

On déduit que la série a termes positifs » q( =0 Up, ¢) & ses sommes partielles majorées et que :
“+o00 +oo
> (Z U> < D e
q=0 \p=0 (p,q)ENXN

Inversement, on suppose gu) dans le cas ou les termes sont positifs. La suite J,, := {0,...,n} x {0,...,n}
est croissante et U, J,, = N“ et on a :

5 =3 () <3 (L) 3 (S )

(p,9)EJn q=0
Ainsi la famille est sommable et Z(qu)eNxN Upg < (‘;’8 ( ;-2%) Up.g. D0l les équivalences.
Montrons maintenant (5.3). Par ce qui précéde, on dispose de U, := Z; 0 Up,q et de Uy := ;;)8 [tp.ql-
On a alors :
n n +oo n +oo n
/
ZUq - Z Up,q| = Z Z Upg| < Z Z |Up,ql = ZUq - Z |Up,ql- (5.4)
q=0 (P,9)EJn q=0 p=n+1 q=0 p=n+1 q=0 (p,q)€JIn
Mais on a :
o0 400 400
! .
E Us = Z Z [up,ql | = Z Up,q| = nBI}rloo Z |Up,ql-
q=0 q¢=0 \p=0 (p,q)EN2 (p9)€Jn

Ainsi le membre de droite de (5.4) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo i.e.

ngrfw ngUq— Z Upq | =0.

(pvQ)EJn

Ceci donne :

—+oo +oo n
u = lim ZU = lim Z U Z U
Z Eo: D,q oo a= A P, = P,q
p:

q=0 q=0 (p,9)€Jn (p,q)€N?
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Il s’agit d’un cas particulier du théoréme de Fubini qui permet d’intervertir les indices de sommation
dans une famille sommable indexée par un ensemble d’indices I quelconque.

Exemple. Montrons que la famille (¥)(p,q)eN*xN* est sommable. On a en posant J, := {(p,q) €

pa(p+q)
N2 p4+qg<n}:

S VIS S ORI oF 3| [ R I oh o)

v pq(p +q) P S

D’ou 'on obtient :

ou Hy, = >}, % désigne la suite des sommes partielles de la série harmoniques. Comme H, ~ Inn, on

2H,, ~ 2Inn 21n
n? n

a e 2 converge par le critére de Bertrand. Par conséquent, la famille est

sommable.

ainsi la série ),

La version suivante du théoréme de Fubini dépasse le cadre du cours. On rappelle qu'une partition d’'un
ensemble I est une collection d’ensembles D; non vides avec j € J, deux a deux disjoints et qui recouvrent
1.

Théoréme 5.8. Soit ) ._;x; une famille (non nécessairement sommable) d’éléments positifs sur un
ensemble dénombrable I et soit (Pj)jcy une partition de I. Alors on a :

Sa-Y Y

il jeJ keP;
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6 Exercices

6.1 Exercice sur les développements limités (rappels de premiére année)

Exercice 6.1. Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R et soit xqg € 1. Montrer que
f =o0(g) au voisinage de ¢ si et seulement si il existe une fonction 0 définie sur un voisinage de xq telle
que f(z) = 0(z)g(x) et telle que O(x) — 0 lorsque x — 0.

Exercice 6.2. Démontrer la proposition 6.1 (voir ci-dessous®).

Exercice 6.3. La fonction [ définie par x — eV gy # 0 et £(0) = 0 posséde-t-elle un développement
limité & l’ordre n au voisinage de x =0 ?

Exercice 6.4. Effectuer les développements limités des fonctions suivantes au voisinage de x =0 :

z) = In (22Z ordre 4
cosha _ cosw
r)=4—ZF— ordre 2
xr
= 1 Ordre 5

=(1+a)/* ordre 2
= (1+z)/s"®  ordre 3

__ 2sinz—arctanx

8 8

SErre
NN AN NN TN
\/\/\/\&/\/\/

) = (i) ordre 2
Exercice 6.5. Effectuer les développements limités des fonctions suivantes :
go(z) = sinx en x =m/3 ordre 3
g1(z) =lnzx enx =2 ordre 2
g2(z) = (1 4+ sinx)® en z=m/2 ordre 2
g3(z) = (2 — Inz)'/* enx =1 ordre 2
ga(@)=(z—4)(x+3)(z—-1)(2®>+2) enxz=1 ordre 2 et 2000

hi(z) = x(2 — cosx) — arctan x
_ In cosh x

ha(z) =1+ Incosz
— pC0sT _ coshx

hy(z) = x(1 + cosz) — 2tanx

hs(x) = Vtanz — (zsinz)'/5

8. Rappel de la proposition 6.1.

Proposition 6.1. Soit f1, fo, 0,%,9,h : R — R siz fonctions, g € R et o, 8 deux réels.
(i) f1 =0(g) et f2 = 0(g) = afi + Bfa = O0(g).

(ii) f1 = o(g) et fa = o(g) = afi + Bf2 = o(g).

(iii) On a :
p=0@®) et f=0(9) = ¢f =0(g)
p=o0() et f=0(g) = ¢f=o(tg)
p=0) et f=o(g) = of=o0(vg).
(iv) On a :
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Exercice 6.7. Déterminer la limite en x = 0 des fonctions définies ci-dessous par :

In(cos x cosh )
T MCOST COSh L)

(): o

fo(x) = 1 — 0F2)
P3(r) = Smrtenc
Pa(z) =
(z) =

4 T SINT—X

zIn(l1—z?) )
b5(z) = (cosz)'/*
Exercice 6.8. a) Trouver un développement limité a l'ordre 4 en puissance de 1/x de f(z) := 93224:2295'

b) Trouver un équivalent en +oco de f(x) = (z — 1)@#1,

234222 —1+41
zd5—x+2

d) Trouver un développement limité & ordre 2 en puissance de 1/z de f(x) = (x* 4+ x2)V/* — (23 4 22)1/3,

¢) Trouver un équivalent en +oo de

e) Trouver un développement limité a ordre 2 en puissance de 1/x de f(x) = z;ﬁjﬁz — 2%+ 1.
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6.2 Exercice sur l’intégration

Exercice 6.9. Une fonction n’ayant pas de primitive sur R.
On consideére la fonction H : R — R définie par :

1, z >0,
H(x)::{o <0

Montrer que H n’admet pas de primitive sur R (considérer par exemple un tauz d’accroissement).

Exercice 6.10. Une fonction discontinue ayant une primitive sur R.
On consideére la fonction f: R — R définie par :

B 2z sin(2) — cos(2), z # 0,
J(@) = {0, z = 0.

1) Montrer que f n’est pas continue en 0.
2) On considére maintenant la fonction F : R — R définie par :

2 in(l
zsin(=), x #0
F(,ﬁl}') — ($)7 ;é 9y
0, z=0.
Montrer que F est une primitive de f sur R (on pourra étudier la dérivabilité de F en 0).
Exercice 6.11. Calculer les intégrales suivantes :

z ) 4m ) 1 ) In(3/2) et
Iy = tsin(t®)dt, I; = coste™tdt, I :/ t“arctant dt, I. :/ ——dt,
o= [ sy, n= [ =~ = [

Jus

d
Exercice 6.12. Soit a > 1 un réel. Calculer /2 7:8.
0 @ —COSX

Exercice 6.13. Calculer une primitive de x — arctan(/z).

1
V2r—z2’

Exercice 6.15. Calculer les primitives suivantes (on précisera lintervalle de définition) ainsi que les
intégrales :

1 1 P 4+r+1 2 m
—d d d veq d N2,
/ PEEEE T, / R R :c,/ por o T, /1 e x,/o cos(max) cos(nx) dx avec (m,n) €

Exercice 6.16. Calculer les intégrales suivantes :

12 g /3 i3 1
Ilz/ \/ +xd:z:, 12:/ ST dx, 13:/ Y dr.
0 1—2 0o ycosx 0o Vi+z

(Indication : poser x = cost pour I1, uw = +/cosx pour I3).

Exercice 6.14. Calculer une primitive de x —

Exercice 6.17. 1) Montrer que

/OTF/4 In(cost) dt = /Oﬂ/4 In (cos (g - t)) dt.

2) En déduire la valeur de l'intégrale

w/4
I= / In(1 + tant)dt,
0

(Indication : utiliser une formule de trigonométrie).
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Exercice 6.18. (Fractions rationnelles en sinus et cosinus).
Calculer les primitives des fonctions suivantes (on prendra soin de préciser lintervalle sur lequel la primi-
tive est calculée). Utiliser éventuellement la régle de Bioche.

sinx cosT 3 —sinx .
— dz, 5 5 dx, ——— dz, cos® zsin? x dz.
1+ cosx sin“ x — cos? & cosx + 3tanx

(Indication : linéariser pour la derniére).

Exercice 6.19. (calculs divers). Calculer les primitives suivantes :

1
/ln (1+2?) /1+\f Va2 +1 de, /a]rcsin;r)2 dz, /1—&—963 dx

(Indication : IPP pour la premiére, changement de variable pour la seconde, changement de variable hy-
perbolique pour la troisiéme, poser u = arcsinx dans la quatriéme, décomposer en éléments simples dans
la derniére).

Exercice 6.20. Calculer les intégrales (faire I + J et I — J)

us s
4 Ccos T 4 sinx
1= —dz, J = —————dx
0 COSx+sinx 0 COST+sinx
Exercice 6.21. Calculer une primitive des fonctions suivantes (préciser si besoin lintervalle de défini-
tion) :

Inx

fo(x) = —=, fi(z) =we”, fo(z)=1Inz, f3(x)=1/coshz, fi(z)=tan’z, fs(z)=1/sinz, fs(z)=1/cosz.

Exercice 6.22. Calculer une primitive de x — xv/x? + x + 1 (utiliser un changement de variable loga-
rithmique).
Exercice 6.23. Calculer fo (1—2)® ot a,b€N.

Exercice 6.24. Intégrales de Wallis Pour tout n € N on pose I, := fol(l — t3)ndt.

1) Montrer que I, = %il]"*l'

2) En déduire une expression de I, a l'aide de factorielles.

Exercice 6.25. Soit f : [a,b] — R4 une fonction continue. On note ||f|ls son supremum sur [a,b].

Montrer que :
1
b n
i ([ r@ae) " = 1

Exercice 6.26. Soit f : R — R Riemann intégrable bornée et soit £ € R tel que lim,_, 4 f(x) = L.

Montrer que
li
Jm / Ut

Exercice 6.27. Sommes de Riemann.
1) Trouver la limite des suites

n n n 2n
k 1 k
u”_;nbﬂc?’v ,; n2+lm "_;\/(n+k)(n+k+1)’w"_;n2+k2

2) Trouver la limite des suites

1
k n
)
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Exercice 6.28. Sommes de Riemann (suite). Soit f : [0, 7] — R une fonction de classe Ct. On pose

Up ::/ f(t)] sinnt|dt.
0

1) Etablir ’égalité :

1 n—1 T k
un:Z/ f<u+ 7T> sin udu.
n 0 n
k=0
2) Déterminer la limite
Ry km
li — — | sin udu.
i ()

3) En déduire la limite de la suite uy,.

Exercice 6.29. Aire d’un disque.

1) A l'aide d’une intégration par partie, calculer une primitive de la fonction x € [0,1] — V1 — 2.
2) En déduire l'aire d’un disque de rayon 1.

3) Retrouver ce résultat en utilisant un changement de variable.

Exercice 6.30. Inégalité de Cauchy-Schwarz. On souhaite montrer le résultat suivant. Soit f,g :
[a,b] = R deux fonctions continues sur [a,b]. Alors on a :

(L) =) ([ )

1) Montrer le résultat lorsque la fonction g est nulle.
2) On suppose la fonction g non nulle. On considére le polynome du second degré A — P(\) défini par :

b
P(\) = / (f + Xg)*.

En utilisant le discriminant de P, montrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Les exercices qui suivent sont plus difficiles.

Exercice 6.31. Montrer la proposition 2.2. En déduire que la fonction f :[0,1] — R définie par f(x) =
sin(1/x) si x # 0 et f(0) =1 est Riemann intégrable sur [0,1]. Cette fonction est-elle réglée ¢

Exercice 6.32. Fonction de Thomae.
Soit f la fonction dite fonction de Thomae définie par

flay=qy LS
T) = 1 siz=p/qet pged(p,q) =1

1) Montrer que f est discontinue en tout point rationnel non nul.

2) On souhaite montrer que f est continue en tout point irrationnel xo. On se donne e > 0 et N € N tel
que 1/N < e.

a) Montrer que l’ensemble des nombres rationnels p/q avec ¢ < N appartenant a l'intervalle [xo—1,x0+ 1]
est fini. On note S cet ensemble et soit 6 := min{|x —y|; y € S}.

b) Montrer que si © € R vérifie |x — xo| < 0, alors |f(x) — f(xo)| < € et conclure.

3) En déduire que f est Riemann intégrable sur tout segment [a,b] (utiliser la remarque 2.8 admise). Que
vaut son intégrale ¢
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Exercice 6.33. Fonction 1gn,1;- On souhaite montrer que cette fonction n’est pas Riemann intégrable
sur [0,1]. On suppose qu’il existe deux fonctions en escalier o et v telles que |Lgn 1] — | < V.

1) Montrer que p — 1 < Lgn < ¢ + .

2) a) En utilisant que Q et R\Q sont denses dans R, montrer que ¢ — ¢ < 0 < 1 < ¢+ 9 (sauf
éventuellement en un nombre fini de points).

b) En déduire que v > 1/2 sauf éventuellement sur un ensemble fini et montrer que fol v > %

8) Par ce qui précede, montrer que Lgnp 1) n'est pas Riemann intégrable.

Exercice 6.34. Seconde formule de la moyenne. Le but de l’exercice est de démontrer le théoréme
susvant.

Théoréme 6.1. Soit f,g : [a,b] — R. On suppose que f est de classe C*, positive, décroissante et que g
est continue. Alors il existe ¢ € [a,b] tel que :

/abfg= fla) /:9

1) Posons G(x) = ffg la primitive de g qui s’annule au point a. Montrer qu’il existe deuz réels m et M
tels que m < G(t) < M pour tout t € [a,b].
2) a) Montrer que :

b b
/fg=f(b)G(b)+/ (—f' ()G (t))dt.

b) En déduire que 'on a mf(a) < f:fg < Mf(a).
3) Conclure en utilisant des arguments similaires a ceuz utilisés pour la premiére formule de la moyenne.

Exercice 6.35. Lemme de Riemann-Lebesgue On souhaite montrer le lemme suivant.

Lemme 6.1. Soit f : R — C une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors on a :

b
lim / f(t)edt = 0.

A——+o0

1) a) Montrer le résultat si f = 1.
b) En déduire le résultat pour une fonction f en escalier.
2) a) On suppose dorénavant que f continue et soit g une fonction en escalier telle que || f — glloo < &.

Montrer que \fab(f(t) —g(t))eMdt] < e(b— a).
b) Conclure en utilisant la premiére question.
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6.3 Exercices sur les intégrales généralisées

Exercice 6.36. Montrer que les intégrales suivantes convergent et calculer leur valeurs

fol In(t) dt, 1oo h;# dt, fol arctan(%) dt, fooo ﬁ dt.

Exercice 6.37. FEtudier la convergence des intégrales

/-I—oo dt /+oo dt /1 ln(l + l’) J /+oo dx /+OO 2 J
o t+4at+1 Jy  2t4+1 Jo VI—22 )y at+4cos?z’ J; e*+Inz
1 +o0 +o0 +o0 +00 :
1 d 5t — sin 3t
/ —dt; / L ; / e du; / xa: dx; / Mot SR = o dt;
0 (12(1—1))3 o zh(@+1)" J o 0o €' —1 0 t3

Exercice 6.38. Etudier la convergence des intégrales

! dz U1 4 22 T g Yn(1 + z) 2 |zl
——————————N T 72d:c; —————N ——=dux; —dx;
o Vi2(l—a2) Joi Vi-=z o V1I+tanz' Jo x -1z

sin /+°° arctan x
)
0

1 dx oo dx +oo
——; — T —
/0 Va(l—x) /1 zvVar? +x + 1 /0 1+cosz+e® 1+ 22

Exercice 6.39. Etudier la convergence des intégrales

o0 gind & T ging T ging T ging T ging
5—dz, —dx, —dx, dx, dx.
0 x 1 x 0 x 1 x 1 V'

Exercice 6.40. Etudier la convergence de l'intégrale de Fresnel I définie par I := f0+oo sin(t2)dt.

dzx;

Exercice 6.41. Régle d’Abel pour les intégrales.
Soit f,g deux fonctions continues par morceaus sur [1,+oc[. On suppose que f est de classe Ct, positive,
décroissante et limyo f = 0. On suppose que G(z) := [[" g est bornée sur [1,+oc|.

1) Montrer que
X
i [ 1o

existe dans R. (Indication : montrer que flx fg vérifie le critére de Cauchy en utilisant la seconde formule
de la moyenne).

2) Soit 0 < a < 1. On considére les deux fonctions f et g définies sur [1,+o0] par f(x) = 1/z% et
g(z) = sin(z). Quel résultat retrouve-t-on par la premiére question ?

Exercice 6.42. 1) Montrer que l'intégrale I = 0+Oo e dt converge.

2) Montrer que lintégrale f0+oo ts~le~tdt converge si et seulement si s > 0. Dans ce cas on note I'(s) cette
intégrale.

3) a) Montrer que I'(s) = sI'(s — 1) pour tout s > 1. En déduire que T'(n) = n!.

b) Montrer que I = 1T'(3).

Exercice 6.43. Montrer que l’intégrale I = 0+°o e~ cosxdx converge, et calculer sa valeur.

Exercice 6.44. On pose I = [? In(sint)dt et J = [;? In(cost)dt.
1. Justifier l’existence de 1.
2. En effectuant un changement de variables, montrer que I = J. En déduire que J existe.

3. En effectuant un changement de variables, montrer que f;r In(sint)dt = I.
2
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4. Montrer que I +J = =5 In2+ I, puis déterminer I.

Exercice 6.45. A [aide d’une intégration par parties, montrer que lorsque x — +00, on a [’équivalent :

2

—+00 -
/ e~ dt ~ € .
- 2z

Exercice 6.46. 1. Montrer que f+°° 11_?:2 dt converge.
2. Montrer, en posant u = 1/t, que f+°° 11152 dt =
3. Pour a > 0, montrer que fo 5%2 dt = 3. Ina.

Exercice 6.47. 1) Soit f : Ry — R une fonction intégrable admettant une limite ¢ en +oo. Montrer que
{=0.

2) Soit f : Ry — R une fonction uniformément continue telle que f0+°o f converge. Montrer que [ tend
vers 0 en +o00.

3) Soit f: R% — R une fonction continue. On suppose que l'intégrale ffoo f(x)dx converge. Montrer que

+<>o f(

Vintégrale |, 2) dz converge.

Probléme de synthése : calcul de ’intégrale de Dirichlet f oo smtdt

Pour n € N on pose
™2 sin((2n + 1)t)
I, = ———— 22 dt.
" /0 sint

1. Justifier 'existence de I,.

2. A T'aide d’une formule de trigonométrie, montrer que I,+1 — I, = 0 puis que I,, = 7/2 pour tout
n € N.

3. Soit f la fonction définie sur [0, 5] par

Montrer que f est de classe C'* sur [0, Fl et que f/ <0.

4. A Taide d’une intégration par parties montrer que

(t)sin((2n 4+ 1)t) dt| <

(77/2)‘
2n+1

En déduire que lim,,_, 4 foﬂ/Q f(#)sin((2n + 1)t) dt = 0.

5. En déduire que
™/2 sin((2n + 1)t) o

li t=—.
| e 1=y
6. Montrer que
/ /2 sin((2n + 1)t) gt — /(Q"H)W/2 sint i@,
0 t 0 t

7. Justifier 'existence de l'intégrale I = f oo Smt dt puis la calculer.
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6.4 Exercices sur les séries numériques

Exercice 6.48. Calculer Y"1 (cos(nH) cos(%)), e, S m.

Exercice 6.49. Déterminer la nature des séries
St 3 L g s D (D
1/n - —1/n -
€ nae n' \/’ﬁ e$p< \/ﬁ ’

Exercice 6.50. Déterminer la nature des séries

123456 (n))2

_ lnn ! 1
S Y pie s Z@n)! P e
142+
> +n2 Zl cos Z\/nn—{—l @nt7)

Exercice 6.51. Etudier la nature des séries suivantes (ci-dessous, t € R ety €R) :

’ﬂ

Zy ey Zcosw n?2+n+1 Zln( +1)

Exercice 6.52. Etudier la nature de la série Y u, (ci-dessous, o € R) ou le terme général uy, est donné
par :

n sin® x %, si u, un carre, 1
Up = ——dz, u, = . u, = arctan(n + a) — arctan(n), u, = ————
0 x 0 sinon. (Inn)nn

—1\" —1)" 1 n
Uy = < i > , Up = nef‘/ﬁ, T— Hiw,u" =sin(rvn?+1), u, = M

2n+1 nZ+1 pinn

Exercice 6.53. Etudier la convergence de la série Y u, ot u, = anln(l+ 1) —bcos() + csin(2) ou a,
b, et ¢ sont trois réels.

E(k+1)—EWk)
e

Exercice 6.54. Etudier la convergence et calculer la somme de la série ) ;-

Exercice 6.55. On admet que 1+2%+3%+4%--~:L Calculer 22+42+62+ - pULs 1+3%+5%+~--

6
Exercice 6.56. On définit la suite (up) par ug, = (3)P et ugpp1 = 2(3)P. Tester le critére de d’Alembert
puis de Cauchy pour étudier la nature de > uy,.

Un — Un
1+un et wp = 1+un?”

1. Montrer que la série y_ u, converge si et seulement si la série > v, converge.

Exercice 6.57. On suppose u, > 0. On définit v, =

2. Montrer que si la série Y u, converge, alors la série Y w, converge, mais que la réciproque est
fausse.

Exerci(_:ee 6.58. Soit 0 € R et 0 < a < 1. A laide de la transformation d’Abel, montrer que la série
En>1 e:l—z est semi-convergente.

Exercice 6.59. Etudier la convergence de la série > i sin(2F).

Exercice 6.60. Série harmonique alternée.
_1\n—1
1) Montrer que la série ), <, ( 12L converge.

2) On note S, la suite des sommes partielles de cette série. Montrer que :

11 _(_\n
55:/:1(t)ﬁ
o 1+t

(utiliser que 1/(p+1) = fol tPdt).
8) En déduire que 3> (G )

n=1 n
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. L —1)n , PN
Exercice 6.61. Montrer que la série Zm n’est pas absolument convergente, puis grdce d un

développement asymptotique montrer qu’elle est convergente.

Exercice 6.62. Régle de Duhamel
Soit Y x,, une série a termes positifs telle que pour tout n € N on ait :

Tn+1

A
=1-2+0(1/n).
. - +o(1/n)

1) Soit yn, = 1/n%, a € R. Montrer que si a # A, alors on a

Tyl Ynt1l @ — A
Tn Yn n

2) Montrer que si A > 1, alors la série converge, et si A < 1, alors la série diverge.

Exercice 6.63. Constante d’Euler.
On cherche un développement asymptotique de la série harmonique Sy, = p_; % On pose :

1
Ty = e yp =Inn —In(n —1), 2z, =z, — Yn.

1) a) Montrer que la série )y, z, converge et que z, = —# +o (,713)
b) On note R, le reste de la série ), < zn. Montrer que Ry ~ 72;

-
2) Démontrer [’égalité
n +o0
Z:L’k =Inn+(1 +sz) —R,.
k=1 k=2

3) En déduire qu’il existe une constante v (la constante d’Euler) telle que :

zn:l—lnn—i- —i—i—l—o S
k_lk_ T on nj)’

Exercice 6.64. Formule de Stirling. On souhaite montrer la formule de Stirling :

n
n! ~V2mn <E) )
e

1o
On pose a, = % etb, =Ina, —Ina,_1.

1) Par un développement limité montrer qu’il existe une constante c # 0 telle que by, = -5 + O(1/n?). En
déduire que la série Y b, converge.
2) a) Montrer qu’il existe une constante ¢’ telle que Ina, = ¢ + 15—+ o(1/n).

b) Déduire que n! ~ €/ (2)".

3) On rappelle le résultat suivant concernant la valeur des intégrales de Wallis I, := fof sin” zdx (voir
chapitre intégrale). On a :
_ et 2
T op(ph2z2’ LT (2p 1)

a) Montrer que I, — 1 lorsque n tend vers linfini (découper par exemple l'intégrale sur [0,1 — n] et sur
[1—n,1]).
b) En étudiant un équivalent du quotient Io,/Iop1 1, déduire de la question 3a) que £ = /2.

_1)”

Exercice 6.65. Pour n € N on pose u, = E/TH
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1. Montrer que la série ano Uy CONVETJE.
2. On pose w, = Zpﬂ:n Uplg. En utilisant 'inégalité vab < “T*'b (la moyenne géométrique est infé-

. . . L. om . L. .
rieure a la moyenne arithmétique), montrer que |wy,| > ;25 puis que la série y wy, diverge.

3. Que dit cet exercice par rapport au théoréme sur le produit de Cauchy ?

Exercice 6.66. Critére de la loupe. On considére une suite de réels (un)n>0 positive décroissante. En
sommant par paquet, montrer que la série ) u, converge si et seulement si la série ), 2"ugn converge.

Exercice 6.67. Ftudier la convergence de l’intégrale

I= T
o 14+ttsin®t

(Indication : & Uaide d’un changement de variable, ramener ’étude de la convergence de I & celle d’une

o (n+1)m du y . . . 2
série Yy, [ Tratnm)Tam?a € utiliser la minoration sinx > =x sur [0,7/2]).

68



6.5 Exercices sur les ensembles dénombrables et les familles sommables

Exercice 6.68. 1) Est-ce que les ensembles N\{1}, Z, Q, R\Q, D, C, et P(Z) sont dénombrables ? (Ici
D désigne ’ensemble des décimauz).
2) L’ensemble A:={z€ C; 3q,¢ € Q; z=q+iq'} est-il dénombrable ?

Exercice 6.69. Pour chaque entier m € N soit f,,, : N = J,, une application surjective.
1) Montrer que application

N2 U Jr avec  f(m,n) = f(n),
keN

est bien définie et surjective.

2) En déduire le résultat du cours disant que la réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrable
est un ensemble dénombrable.

3) Donner un exemple montrant que le résultat est faur en général quand l’ensemble d’indices n’est pas
dénombrable.

Exercice 6.70. Soit J un ensemble dénombrable non vide.

1) Montrer que pour chaque entier n € N, l’ensemble des parties finies de J ayant au plus n éléments est
dénombrable.

2) En déduire que l’ensemble de toutes les parties finies de J est dénombrable.

3) L’ensemble de toutes les parties de J est-il dénombrable ?

Exercice 6.71. On rappelle qu’une suite d’éléments d’un ensemble non vide est par définition une appli-
cation de N dans X. Pour un sous-ensemble X d’un espace vectoriel E avec 0 € X on dit qu’une suite
q: N — X de X est nulle a partir d’un certain rang quand il existe un entier N € N (dépendant de la
suite) telle que pour tout entier n > N on ait g, = 0. On note coo(X) 'ensemble de ces suites.

1) Montrer que l’ensemble coo(Q) est dénombrable.

2) Est-ce que coo(R) est dénombrable ?

3) L’ensemble de toutes les suites de rationnels est-il dénombrable ?

Exercice 6.72. Etudier les sommes suivantes (discuter en fonction du paramétre si nécessaire) :

1 1
Z (i+ ) Z jotic”

(4,§) EN* x N* (4,j)EN* XN*

Exercice 6.73. Non intervertion des sommations.
1) Soit q € N* un entier fizé. Montrer que la série )
2) Pour p,q € N*, on pose :

1
pEN* qp pZ—g2 COMVErge.

o ﬁap#q’
Gpg = 0. p=q

Montrer que

o0 o0 oo oo
E : Apg | = _E , E :ap,q
q=1 \p=1 p=1 \g=1

Quelle propriété ce résultat montre-t-il ¢

Exercice 6.74. Soit (ax)ren une famille de réels telle que la famille (kag)gen soit sommable. Montrer que

“+o00 +o0o0 +o0
Shu=Y 3 a
k=0 =0 j=1+1
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Exercice 6.75. Soit la famille (a; ;)i jenz définie par :

ﬁ, i etj pairs
a;; = —ﬁ, 1 ety impairs

0, sinon.
Montrer que cette famille est sommable et calculer sa somme.

Exercice 6.76. On note ((s) = >.°°, = Calculer les sommes suivantes :

1 1 1
I T
(p,q) EN* xN* (p,q)EN*xN*, plq (p,)eN*xN*, pged(p,q)=1
Exercice 6.77. Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Montrer que l’ensemble des points de discon-

tinuité de f est dénombrable. Qu’en est-il pour une fonction f : R — R ¢

Exercice 6.78. Soit (Ey,)nen une famille dénombrable de sous-ensembles dénombrables d’un ensemble E.
Montrer que l'ensemble F := |, o En est dénombrable.

Exercice 6.79. 1) Soitn € N* et py, ..., p, n nombres premiers distincts. Montrer que N est dénombrable
(considérer Uapplication ¢ : (ki, ..., kp) — p’fl cphn ),

2) En déduire que le produit cartésien d’un nombre fini d’ensemble dénombrables est dénombrable. Que
peut-on dire d ?un produit cartésien infini d’ensembles dénombrables ?

Exercice 6.80. Un nombre réel est dit algébrique s’il existe un polynome P a coefficients dans Z tel que
P(z) = 0. Un nombre réel qui n’est pas algébrique est dit transcendant. Montrer que tout nombre rationnel
est algébrique. Montrer que l’ensemble des nombres algébriques est dénombrable, et que ’ensemble des
nombres transcendants n’est pas dénombrable.

Exercice de synthése

Exercice 6.81. Fonction ( de Riemann et nombres premiers.
On note (pp)nen la suite des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant, et soit ((s) la fonction définie

par :
—+00

C(s):Z%, s> 1.
n=1

1) a) Montrer que la série ), -, pis converge pour s > 1 (utiliser par ezemple In(1—x) < x pour x € [0,1]).

b) Montrer ’égalité
+oo

1 1
D T T

ns 1
n=1 Py Py,

2) a) Soit m et M deuz entiers strictement positifs. Montrer l’égalité

M

" 1 1
S e e S

- .
i,=0 (pk 0<iy vty <M (p11 e p)®
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b) Soit N € N*. Montrer qu’il existe deux entiers mqg et My strictement positif tels que :

N mo My +o0

1 1 1
IR IEDS ooy | S 2w
n=1 k=1 \ir=0 Pk n=1

¢) En déduire que
+o0o
1 1
— =TI (- ).
¢(s) 5 < pz)

3) a) Montrer que ((s) tend vers +oo lorsque s tend vers 1 (minorer par exemple ¢ par une somme partielle
et utiliser la série harmonique).
b) On suppose que la série Y i converge. Montrer alors que le produit

—+00

1
Hl_i

k=1 Pk

converge. On note £ la valeur de ce produit.

¢) Montrer l'inégalité 1_1L < 1_1L et en déduire que ((s) < £ pour tout s > 1.
Py PE

k
d) Conclure que la série ), pin diverge.
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