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Notes de cours et calculatrices interdites. On accordera une grande importance au soin et à la rédaction.

Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.
Dans chaque exercice, l’étudiant peut admettre un résultat précédemment donné dans le texte pour

aborder les questions suivantes. Le barème est indicatif.

Exercice 1. (6 points). Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.
1) (2 point). Etudier la nature de la série∑(

1√
n
− 1√

n+ 1

)
ln(n)

2 + cos(2n)

2) (2 points). Etudier la nature de la série∑ 1

ln(n) ln(coshn)
.

3) (2 points). Etudier la nature de la série ∑
e−
√
lnn

Exercice 2. (5 points). Dans tout l’exercice α désigne un paramètre strictement positif. On pose

un = 1− cos

(
1

nα

)
, n ∈ N∗.

1) Démontrer que la série
∑

(−1)nun converge.
2) Pour quelles valeurs de α la série

∑
(−1)nun converge-t-elle absolument ?

Exercice 3. (4 points).
1) Question de cours. Soit

∑
un une série à termes positifs et (Sn) la suite de ses sommes partielles.

Démontrer que la suite (Sn) converge dans R ou limn→+∞ Sn = +∞.
2) Soit (un) une suite réelle positive. Etudier la nature de la série∑ u1 + · · ·+ un

n

Exercice 4. (6.5 points) Pour n ∈ N, on pose Rn =
∑∞

k=n+1
1
k2
.

1) Justifier l’existence de Rn.
2) En utilisant l’inégalité 1

k(k+1) ≤
1
k2
≤ 1

k(k−1) pour tout k ≥ 2, donner un équivalent de Rn en l’infini.

3) Montrer que

Rn −
1

n+ 1
=

+∞∑
k=n+1

(
1

k2
+

1

k + 1
− 1

k

)
.

4) En déduire que Rn − 1
n+1 ∼

1
2n2 lorsque n→ +∞.
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