Université Montpellier HLMA 302 - Analyse 3 (2016-2017)

Examen du 4 janvier 2017 (16h-19h)

Notes et polycopiés de cours, calculatrices, et appareils numériques interdits. On accordera une grande
importance au soin et & la rédaction. Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Dans chaque exercice, ’étudiant peut admettre un résultat précédemment donné dans le texte pour
aborder les questions suivantes. Le baréme est indicatif.

Exercice 1. (7 points).

1) On rappelle que 0! =1 et pour n > 1, n!l =1 x 2 x --- x n. Etudier la nature de la série

3

n
P

2) Etudier la nature de la série
1
Z n+ (=1)"/n’

3) Discuter en fonction du paramétre a € R la nature de la série de terme général u, donné par :

1 =
un:no‘_lkz_:ok2+n2’ n > 1.

(Indication : trouver d’abord un équivalent du terme général u, lorsque n — +00.)

4) a) Enoncer la régle d’Abel pour les séries numériques.

b) Soit § € R\21Z. Que peut-on dire de la suite compleze (3 _, e““@)neN ?

¢) On rappelle que pour x € R, on a I’égalité sin® x = 1_%5(2@ Etudier la nature de la série

Z[ 1+Si;lﬁn—1].

Exercice 2. (5.5 points).

1) Soit a > 0 un paramétre. Discuter en fonction de a la convergence de lintégrale I, définie par
+oco
1, :/ aV¥dz.
0

2) Calculer 1, lorsque cette intégrale converge.

Exercice 3. (3.5 points)
1) Montrer que l'intégrale fol In(z)2dz converge.

2) Etudier la convergence de l’intégrale
+o0 ln(x)Q

dx
0o Vi 1[Vat2)




Exercice 4. (3 points).

Soit (up)nen une suite réelle strictement positive et croissante et telle que limy,_, oo Uy = +00.
1) Montrer que la série ) LZZLH % diverge.

2) En déduire que la série W diverge.

Exercice 5. (7 points).

On considére une fonction f : Ry — R continue, intégrable sur Ry et telle que que f soit dérivable au
point t = 0. Pour A\ € RY on définit lintégrale I par

oo in
IA:/O F)2 i/\t)dt

1) a) Montrer que l'intégrale Iy converge pour tout A € R.
b) On admet que l'intégrale fo o Smtdt converge et f+oo Slntd - Soit A € RY.. Que vaut f+°° sin )‘t) dt ?

2) Démontrer que pour tout A € RY et tout A € R% on a l’égalité suivante :

I, — —f / J() = 1(0) sm()\t)dt + /+oo fi ) sin(At)dt — f£(0) /+OO sin(M) dt.
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3) Soit € > 0. Montrer qu’il existe Ay > 0 tel que pour tout A > Ay et tout X\ > 1 on ait

/+oo It sm()\t)dt‘ ot ’f(o) /+oo sin(M) dt’ <e

A t A 3

4) a) On admet le résultat suivant (lemme de Riemann-Lebesgue) : étant donné A > 0 et une fonction
continue g : [0, A] — R, alors
A
lim g(t) sin(At)dt = 0.
A——400 0

A f)—1(0) f(0)

Montrer que |[; sin(At)dt — 0 lorsque A — +o0.

b) En déduire que I/\ — 5 £(0) lorsque A — +o0.



