Université Montpellier HLMA 302 - Analyse 3 (2016-2017)

Examen du 6 avril 2017 (16h-19h) - session 2

Notes et polycopiés de cours, calculatrices, et appareils numériques interdits. On accordera une grande
importance au soin et a la rédaction. Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.
Dans chaque exercice, I’étudiant peut admettre un résultat précédemment donné dans le texte pour
aborder les questions suivantes. Le baréme est indicatif.

Exercice 1. (6 points). L’exercice est constitué de trois questions indépendantes.

1) Etudier la convergence de l'intégrale
+oo o=l gin(t + 1)
oo \/|t|(2 + cost)

2) Calculer une primitive de lapplication x +— In(1 — x2), justifier la convergence de l'intégrale

fol In(1 — 2?)dz, puis calculer la valeur de Uintégrale [ sin(t)In(sint)dt.

3) Déterminer la nature de l’intégrale
400 1
/ (1 +sin(t))e 2 dt.
0

cos(an-+b)

no

Exercice 2. (4 points). Soit a € R*, b € R et a € R%.. Pour n € N* on pose u, =
1) Montrer que pour o > 1 la série Y u, converge absolument.

2) Soit a €]0, 1]. Montrer que la série Y u, converge. Montrer qu’elle ne converge pas absolument
(Indication : pour tout réel x on a l'inégalité | cosz| > cos® x = §[1 + cos 2z]).

Exercice 3. (5 points). Soit X et p deux nombres réels. Pour n € N*, on pose
un:)\<n% —(n—l)%> —|—,u<n% — (n—l)%> —no.
1) a) Montrer qu’il existe trois réels «, [3, et ~y tels que lorsque n — +00 on ait :
_3 a B 1
n 2un:n+n2+ng+0<ng>
b) En déduire qu’il existe un seul et unique couple (X, i) € R? pour lequel la série > u, converge.

2) On note S la somme de la série trouvée a la question 1)b). Montrer que lorsque N — 400 on a :

N
SV =AN: +ENz — S +o(1).

n=1

Exercice 4. (5 points). Pour x > 0 on pose

1) Montrer que F' est bien définie pour tout x > 0.

2) Montrer que F est de classe C' sur R*. et calculer F'(x) pour x > 0.

3) a) Montrer que xF(x) — 0 lorsque x — +00.

b) Montrer que zF(x) — 0 lorsque x — 0 (Indication : montrer que xF(x) — zF(1) — 0 lorsque x — 0).

4) A Uaide d’une intégration par partie, calculer la valeur de l'intégrale 0+°° F(z)dz (on justifiera ’exis-
tence de cette intégrale).



