Université Montpellier HLMA 302 - Analyse 3 (2016-2017)

TDO : Rappels sur les relations de comparaison et les développements limités

Les exercices avec (*) sont plus difficiles. Il faut traiter en priorité les exercices sans (*).

Exercice 1. Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R et soit xg € I. Montrer que
f =o0(g9) au voisinage de x( si et seulement si il existe une fonction 0 définie sur un voisinage de xq telle
que f(x) = 0(x)g(x) et telle que O(x) — 0 lorsque © — 0.

Exercice 2. Démontrer en revenant a la définition 1.3 (a l'aide du lemme 1.1) que la relation d’équivalence
pour les fonctions est une relation d’équivalence pour les fonctions (au voisinage d’un point xg).

Exercice 3. Démontrer la proposition de cours 1.2 (voir ci-dessous!).
Exercice 4. La fonction f définie par x — e~ 1/z?

limité & l’ordre n au voisinage de x =0 ?

sixz # 0 et f(0) =0 posséde-t-elle un développement

Exercice 5. Effectuer les développements limités des fonctions suivantes au voisinage de x = 0 :

fi(z) =1In (322) ordre 4

fa(z) = Gl ik 1;600” ordre 2

f3(x) = =54 ordre 3

fa(z) = (1 +z)'/* ordre 2

fs(@) = (1 +a)t/sme  ordre 3

folu) = 2einzoarctans oy e 2
Exercice 6. Effectuer les développements limités des fonctions suivantes :
go(z) =sinx en x =m/3 ordre 3
g1(z) =lnzx enx =2 ordre 2
g2(z) = (1 4+ sinz)* en x =m/2 ordre 2
g3(z) = (2 — Inz)'/* enz=1 ordre 2

ga(@) =@ -4 (z+3)(z—-1)(22+2) enx=1 ordre 2 et 2000
Exercice 7. Trouver un équivalent simple lorsque x — 0 des fonctions définies ci-dessous par :

hi(x) = x(2 — cosx) — arctan
hg z) =1+ Incoshz

In cos x
cos T

—e _ ecoshx

()
(z)

ha(z) = x(1 + cosx) — 2tanx
(z) = Vtanz — (zsinz)'/®

1. Rappel de la proposition 1.2.

Proposition 1. Soit f1, fo, 0,9, 9,h : R — R six fonctions, xg € R et o, 8 deux réels.
(i) f1 =0(g) et f2 = 0(g) = afi + Bfa = 0(g).

(ii) f1 = o(g) et fa = o(g) = afi + Bf2 = o(g).

(ii) On a :
p=0) et f=0(9) = ¢f =0(g)
p=o(y) et f=0(9) = of=o0(vg)
e=0() et f=o(g) = of=o0(g)
(iv) On a :



Exercice 8. Déterminer la limite en x = 0 des fonctions définies ci-dessous par :

In(cos x cosh )

¢1(z) = !
po(w) = £ — 2O
P3(r) = Smrtenc
¢4(2) = Fha(i=a7)
¢5 () = (cos 2)!/*"
Exercice 9. a) Trouver un développement limité a l'ordre 4 en puissance de 1/x de f(z) := ;i:;x.

b) Trouver un équivalent en +oco de f(x) = (z — 1)6#1,

234222 —1+41

¢) Trouver un équivalent en +oo de o —

d) Trouver un développement limité & ordre 2 en puissance de 1/z de f(x) = (x* 4+ x2)V/* — (23 4 22)1/3,

e) Trouver un développement limité a ordre 2 en puissance de 1/x de f(x) = zfjﬁz — 2%+ 1.

Exercice 10. (**) Ezercice récapitulatif sur les développement limités. Soit a € R et f :]a, +oo[— R une
application de classe C? (i.e. deuz fois dérivable et dont la dérivée seconde est continue sur |a,+oo[). On
suppose [ et f" bornées sur |a,+oo| et on pose :

My == sup{|f(t)|; t > a}, My :=sup{|f"(t)|; t>a}.
1) En appliquant la formule de Taylor, montrer que pour tout x > a et pour tout h > 0 on a

2 h
|f'(z)] < EMO + §M2-

2) Etablir le résultat suivant : soit g :]0, +o0o[— R une application de classe C? a dérivée seconde bornée
et telle que limg_, oo g(x) = 0. Alors, lim;—, o0 ¢'(z) = 0.



