Université Montpellier HLMA 302 - Analyse 3 (2016-2017)

TD2 : Feuille d’exercices portant sur les intégrales généralisées
Les exercices avec (*) sont plus difficiles.

I) Convergence et calculs d’intégrales généralisées.

Exercice 1. Montrer que les mtegmles susvantes convergent et calculer leur valeurs
fol In(t)dt, [ n® g, fo arctan(f)dt, [;° o dt.

Exercice 2. Fonctions positives. Etudier la convergence des intégrales
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Exercice 3. 1) Pour quelles valeurs de (o, B) € R? lUintégrale J(a, B) := 0+°° (l-ti—C:f)ﬁ dt est-elle définie ?
dt

2) Pour quelles valeurs de o € R [intégrale fol AT converge-t-elle ¢

Exercice 4. Fonctions de signe quelconque. FEtudier la convergence des intégrales
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Exercice 5. (*) Etudier la convergence de l'intégrale f2 (Inz)~ (Indication : étudier d’abord la

limite lorsque © — +oo de la fonction © — z(Inz)~ M%) On rappelle que lim,_o ln; =0).

Exercice 6. FEtudier l’intégrabilité en 0 de la fonction x +— f‘r < dt.

Exercice 7. (*) Etudier la convergence des intégrales
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Exercice 8. 1) On considére la fonction f : [0,1] — R définie par f(x) = z%cos(1/z?) pour x # 0 et
f(0) =0. Montrer que f est dérivable sur [0,1].
2) (*) Montrer que f' n’est pas intégrable sur]0,1].

Exercice 9. Etudier la convergence de I'intégrale de Fresnel I (utilisée en optique en diffraction) et

définie par
—+o00
I ::/ sin(#%)dt.
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Exercice 10. Régle d’Abel pour les intégrales.
Soit f,g deux fonctions continues par morceaus sur [1,+oo[. On suppose que f est de classe Ct, positive,
décroissante et lim o f = 0. On suppose que la fonction G(z) := flxg est bornée sur [1,400].

1) Montrer que
xX
A [ 5o

existe dans R. (Indication : montrer que flm fg vérifie le critére de Cauchy en utilisant la seconde formule
de la moyenne ou une intégration par partie).

2) Soit 0 < a < 1. On considére les deux fonctions f et g définies sur [1,4+o00] par f(z) := 1/z% et
g(z) :=sin(z). Quel résultat retrouve-t-on par la premiére question ?

Exercice 11. 1) Montrer que lintégrale I = 1+°° w(gil) converge et calculer sa valeur (indication :
décomposition en éléments simples).
2) Montrer que l'intégrale I' = f:'oo w(ln(dw converge et calculer sa valeur (indication : changement de
variable).
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Exercice 12. 1) Montrer que lintégrale I = [~ ™" dt converge.

2) Montrer que l'intégrale f0+oo t>~Le~tdt converge si et seulement si s > 0. Dans ce cas on note I'(s) cette
intégrale.
3) a) Montrer que I'(s) = sI'(s — 1) pour tout s > 1. En déduire que I'(n) = n!.

b) Montrer que I = 1T'(3).

Exercice 13. Montrer que l'intégrale I = f0+oo e T cosxdxr converge, et calculer sa valeur. Retrouver ce

résultat en calculant directement l’intégrale f0+oo e Tedr.

Exercice 14. On pose I = [? In(sint)dt et J = [? In(cost)dt.
1. Justifier l’existence de I.
2. En effectuant un changement de variables, montrer que I = J. En déduire que J existe.

3. En effectuant un changement de variables, montrer que [x In(sint)dt = I.
2

4. Montrer que I +J = —5In2+ I, puis déterminer I.

Exercice 15. 1. Montrer que f0+oo 11_1;;/2 dt converge.

2. Montrer, en posant u = 1/t, que f0+oo fj:fz dt = 0.

3. Pour a > 0, montrer que f0+°° a;‘jrttg dt = 5-Ina.

IT) Exercices sur le comportement asymptotique.

Exercice 16. A [l'aide d’une intégration par parties, montrer que lorsque x — 400, on a ’équivalent :
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Exercice 17. (*) 1) Une fonction f: Ry — Ry intégrable sur Ry est-elle bornée ?

2) Soit f : Ry — Ry une fonction positive, uniformément continue sur Ry et intégrable sur Ry. Montrer
que f(x) — 0 lorsque z — +00.

3) Soit f : Ry — Ry une fonction positive, dérivable de dérivée bornée. Montrer que si f est intégrable
sur Ry, alors fP est intégrable sur Ry pour p € N* (utiliser la question précédente).




Exercice 18. 1) Soit f : Ry — R une fonction intégrable admettant une limite £ en +oo. Montrer que
{=0.
2) Soit f : R} — R une fonction continue. On suppose que l'intégrale ffroo f(x)dx converge. Montrer que
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["intégrale |, ) dae converge.

Exercice 19. 1) Soit f : Ry — R une fonction de classe C?, croissante telle que lim,_, o f(z) = 0.
Montrer que f' est intégrable sur R .

2) On suppose qu’il existe A > 0 et M > 0 tel que pour tout x > A, on a ffﬂ f"(t)2dt < M. Montrer que
I est uniformément continue sur R,.

3) Montrer que f'(x) — 0 lorsque x — +00.

Exercice 20. 1) Soit f une fonction continue décroissante telle que f0+oo f(x)dx converge. Montrer que
xzf(x) — 0 lorsque x — +00.

2) (*) Soit f : Ry — R une fonction continue de carré intégrable i.e. f0+oo f2(t)dt < 4+o0. Montrer que
Jo f@)dt = o(\/z) (Indication : découper lintégrale en deux morceaus).

Probléme de synthése (***) : calcul de I’intégrale de Dirichlet f0+oo st gy

Pour n € N on pose
™/2 sin((2n + 1)t)
n = D— dt .
/0 sint

1. Justifier I'existence de I,,.
2. A l'aide d’une formule de trigonométrie, montrer que I,,+1 — I, = 0 puis que I,, = 7/2 pour tout n € N.

3. Soit f la fonction définie sur [0, §] par

1) = % - sill'lt si z €]0, g]
0 siz=0.

Montrer que f est de classe C'* sur [0, %] et que f/ < 0.

4. A Taide d’une intégration par parties montrer que

. f(7/2)
< .
t)sin((2n + 1)t) dt| < o 1
En déduire que lim,,_, 4 fow/z f(@®)sin((2n + 1)¢t) dt = 0.
5. En déduire que
m/2
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6. Montrer que
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7. Justifier I'existence de l'intégrale I = f

dt puis la calculer.



