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Chapitre 1

Introduction a optimisation

Un probleme d’optimisation met en évidence des variables d’état (parametres) et des contraintes. Le but est de
minimiser une fonction f dans C":

inf f(x). 1.0.1
inf f(2) (1.0.1)
Ici f est une fonction défini sur 'ensemble C' (un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé) a valeurs réelles.
L’ensemble C' s’appelle ensemble de contraintes : il s’agit d’une restriction sur les parametres admissibles.

On ne s’intéressera pas dans ce cours a des problemes multi-criteres:

inf F(x),
zeC ( )
ou F(z) := (f1(x), ..., fm(x)) sont m fonctions & valeurs réelles définies sur C. Ce type de probléeme multi-objectif (i.e.
qui consiste & vouloir minimiser simultanément plusieurs objectifs parfois antagonistes) est plus difficile et dépasse
le cadre de ce cours.

Les différentes questions relatives a (1.0.1) que lon est amené a se poser en optimisation sont les suivantes :

- 1. Existence d’une solution.

- 2. Conditions nécessaires d’optimalité (du type “f’(z) = 0").

- 3. Conditions suffisantes d’optimalité.

- 4. Algorithmes numériques pour trouver une solution.

- 5. Analyse qualitative de la solution lors d’une perturbation des parameétres.

On étudiera principalement les points 1,2,3 et 4 (partiellement). Citons quelques exemples de problemes bien étudiés
dans la littérature:

e Probleme isopérimétrique: parmi les courbes fermées C' du plan et de longueur 1, trouver celle d’aire maximale:

max A(C).
C; L(C)=1

Il s’agit d’'un probleme géométrique a transformer analytiquement.
e Le probleme du voyageur de commerce: on a un graphe avec n points (les villes) et % arétes de cotit ¢;;
telles que ¢;; = ¢j;. On pose x;; = 1 si on va du noeud ¢ au noeud j et 0 sinon. On cherche a minimiser:

min E CijTij,

2
TE€R™ < j<n

sous les contraintes Y7, @i = > ;L i = Let >,y < |[I| — 1 pour tout sous-ensemble I & {1,...,n}. Ce
probléeme modélise comment un voyageur de commerce peut passer dans toutes les villes une et une seule fois
sans cyclage. Son but est de minimiser son coiit de trajet total possible (i.e. de trouver le meilleur chemin
possible). Il s’agit d’un exemple de probléme linéaire mais dont la complexité est tres élevée (grand nombre de
contraintes).



e Probleme de la chainette : il s’agit de trouver la forme prise par une chainette accrochée a deux points du mur:
ceci revient a étudier un probleme de calcul des variations:

b
inf / y(x)v/1+ y'?(z)dx.

y € C([a,b],R
y(a) = aq 5 y(b) =y

En effet, la courbe optimale (dite chainette) minimise son énergie potentielle de pesanteur. Ainsi, ce probleme
exprime la minimisation de cette énergie parmi toutes les courbes possible.

e Le probleme de Newton consiste a trouver parmi tous les objets convexes de hauteur donnée et de base donnée,
celui qui tombe le plus rapidement, c.a.d., celui qui en tombant minimise la résistance de 'air. Sous certaines
hypotheses, ce probléme se rameéne & un probleme de calcul des variations du méme type que le précédent (mais
c’est un probleme tres difficile & résoudre).

e Parmi les solutions d’un systéme linéaire Az = b avec A € M,,,,,(R) (avec m < n), on cherche celle qui minimise
la semi-norme ||z||o qui mesure le nombre de composantes non-nulles:

min zfo.
Trouver une solution au systeéme ayant le plus de composantes nulles est tres utile dans le domaine du traitement
du signal. La difficulté est que la fonction & minimiser n’est pas réguliere.
Le cours suivra les grandes lignes suivantes:
e Existence de solutions en optimisation (propriétés de convexité convexité)
e Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, qualification (dimension finie et infinie)
e Théorie de la dualité
e Méthodes numériques (algorithmes de descente et Newton).
e Optimisation en dimension infinie (conditions d’optimalité) et calcul des variations.

11 serait possible d’étudier d’autres aspects de ’optimisation comme par exemple la programmation dynamique (en
horizon fini ou en horizon infini) et le contrdle optimal. Certains aspects seront traités plus en détails en M2 (comme
le contréle optimal qui constitue la continuation naturelle du calcul des variations).

Références: Pour certaines sections, le cours s’est inspiré entre autres des polycopiés mentionnés ci-dessous. Merci
de me signaler tout oubli. Une liste plus exhaustive des diverses références (livres) ayant été utilisés pour ce polycopié
est donnée & la fin du document.

- Cours de G. Carlier (calcul différentiel) : https://www.ceremade.dauphine.fr/~carlier/calculdiff.pdf

- Cours de G. Carlier (optimisation) : https://www.ceremade.dauphine.fr/~carlier/progdyn.pdf

- Cours de S. Delabriere : https://webusers.imj-prg.fr/~sylvie.delabriere/AnaConv/ACPoly.pdf

- Cours de P. Cardaliaguet : https://www.ceremade.dauphine.fr/~cardalia/OptiPgrDyn15-16.pdf

- Cours de Y. Privat : https://www.1jll.math.upmc.fr/~privat/documents/optimAgreg.pdf

- Cours de A. Rondepierre et P. Weiss : http://www.math.univ-toulouse.fr/~rondep/CoursTD/polyGMM4 . pdf
- Cours, exercices, sujet d’examen par E. Trélat : https://www.1jll.math.upmc.fr/~trelat/



Chapitre 2

Calcul différentiel, espaces de Hilbert,
convexité

On commence par quelques rappels de calcul différentiel qui seront utiles notamment pour I'optimisation en dimension
infinie.

2.1 Un peu de calcul différentiel

On introduit le calcul en dimension quelconque qui sert pour étudier des fonctionnelles ou bien pour le calcul des
variations: par exemple, on s’intéressera a la régularité de la fonctionnelle

1
J(z) ::/O 0t x(t), 2/ (t))dt

ot I : [0,1] x R" x R" - R et () € X ot X est 'espace de Banach X := C'([0,1],R") muni de la norme
l|z]| := max.eo,1)(J(t)] + |2'(t)]). On s’intéressera en particulier a la minimisation de .J sur X et a caractériser un
minimum.

Définition 2.1. Soit X et Y deux espaces de Banach. La dérivée directionnelle de f au point x € X dans la
direction h € X est si elle existe la limite

/ iy S+ th) = f(2)
fl(z,h) = ltlf(r]l . .

Remarque 2.1. (i) Supposons que f admette une dérivée directionnelle en x dans la direction h. Alors on a
f'(x,th) =tf'(xz, h) pourt >0 i.e. la dérivée directionnelle est positivement homogéne.
(i) On a aussi le développement suivant: f(z +th) = f(z) +tf'(z,h) + o(t), t > 0.

Par exemple f(x) = |z| admet en 2 = 0 une dérivée directionnelle dans toute direction: f’(0,h) = |h|, h € R.

Définition 2.2. (i) La fonction f: X — Y est dite Gateaua-différentiable en x si la dérivée directionnelle de f au
point x existe pour tout h € X et si h — f'(x)h est linéaire continue de X dans'Y. On note alors Df(z) € L(X,Y)
sa dérivée (au sens de Gateauz) définie par:

Df(x)h = f'(z,h).
(i) On dit que f est Fréchet différentiable en x si elle est Gateauz différentiable en x et si
fx+h) = f(z)+ Df(x)h+ o(||h]x).

On appelle alors Df(x) la dérivée au sens de Fréchet de f en x (appelé également la différentielle de f en x). La
différentielle en x est unique.

Remarque 2.2. Notons que si f est Fréchet différentiable en x alors f est Gateauz différentiable en x avec la méme
dérivée.
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Propriété 2.1. Si f est Fréchet différentiable au point x alors f est continue au point x.

La définition de “Gateaux-différentiable” ou “Fréchet-différentiable” dépend du choix de la norme sur les espaces
considérés. Cependant, on peut montrer que pour deux normes équivalentes, on est conduit a la méme définition.

Remarque 2.3. (i) Soit la fonction f : R? — R définie par f(x1,22) := 1 siz; > 0 et 19 = 22 et f(x1,22) = 0 sinon.
Alors f nest pas continue en (0,0). De plus f'((0,0),h) = 0 pour tout h € R?, donc f est Gateauz différentiable en
(0,0). Comme f n'est pas continue en (0,0) alors f n’est pas Fréchet différentiable en (0,0).
(i) Une fonction peut admettre des dérivées directionnelles en un point sans étre Gateaux différentiable en ce point.
2
Considérons la fonction f : R? — R définie par f(x1,x2) = ﬁ‘lxl st (z1,22) # (0,0) et £(0,0) = 0. Alors, on peut
2+ |21

montrer que f'((0,0),h) existe pour tout h € R? mais h — f'(0,0)h n'est pas linéaire (en effet: f'((0,0),h) =0 si
h = (O,hg), hos € R et f’((0,0),h) = |h1| st h = (hhhg) avec hy 7é 0)

Définition 2.3. On dit que f : X — R est de classe C' sur X si f est Fréchet différentiable en tout point de X et
st ¢ — Df(x) est continue de X dans X*, le dual topologique de X .

Dans la définition précédente, D f(z) est donc une application continue de X & valeur dans 'espace des formes
linéaires continues sur X.

Exercice 2.1. 1) Montrer que A € M, (R) — A? est Gateauz-différentiable en tout point A € M, (R).
2) Soit f : M, (R) — R définie par f(A) := eT"(WA. Montrer que f est Gateauz-différentiable, Fréchet différentiable
et de classe C*.

Soit X est un espace de Banach. On note X* lensemble des formes linéaires continue de X dans R (dual
topologique). On rappelle que X* est muni de la norme:

IL]lx+ := sup [L(z)|.

llzll<1

2.2 Fonctions semi-continue inférieurement

Les résultats d’existence de solutions a un probleme d’optimisation s’énoncent dans le cas ou la fonction objectif f
est continue, mais on peut également considérer le cas plus général ou f est semi-continue inférieurement.
Soit X un espace de Banach et K C X un sous-ensemble non vide.

Définition 2.4. 1) On dit que f: X — R est semi-continue inférieurement en xq si et seulement si:
Ve>03r >0Vz € H, ||z —xo|| <r = f(x) > flag) —¢

2) On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur H si et seulement si elle est semi-continue inférieurement
en tout point de X.

Propriété 2.2. Une fonction fonction f: X — R est s.c.i. en zo ssi pour tout suite (x,) € HY telle que x,, — o,
alors:
f(zo) < liminf z,.

Preuve. Supposons f s.c.i. en xy. Soit ¢ l'extraction correspondant a liminfx,. Supposons par I’absurde que
limz,(,) < f(zo). Donc il existe € > 0 tel que limz,(,) < f(zo) — . Comme f est s.c.i. on applique la définition
avec £/2 et donc il existe r > 0 tel que si n est assez grand, alors f(z,(n)) > f(z0) —€/2. D’ott une contradiction.
Supposons maintenant que f ne soit pas s.c.i. en xg. Alors il existe € > 0 tel que pour tout r > 0 il existe z € H,
tel que ||z — o] < 7 avec f(z) < f(xg) —e. On prend r = 1/n. Donc il existe x,, € H tel que ||zg — z,| < 1/n et
f(zpn) < f(mo) —e. Ainsi liminf f(z,) < f(zo) — €. O

En d’autres termes, la fonction f : H — R est s.c.i. si pour tout A € R, le sous-ensemble de niveau:
[ee H; f(z) <A},

est fermé dans H.

Exemple: la longueur d’une courbe décrite par une fonction f, f +— L(f) est semi-continue inférieurement. Les
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f fa Tk

m*N\*W* !

-1 0 1 -1 0 1 -1-12 0 12 1

courbes décrites par les fonctions fi ont toutes la méme longueur 7 et donc le segment f de longueur 1 est bien tel
que:
L(f) < liminf L(f%).
k— o0

Un certain nombre de résultats standards qui suivent concernant 1’existence d’une solution a un probleme d’optimisation
sont écrits dans le cas ou la fonction f a minimiser est continue, mais ils peuvent étre étendus au cas f s.c.i.

2.3 Brefs rappels sur les espaces de Hilbert

Dans la suite, les espaces vectoriels considérés sont définis sur R.

Définition 2.5. Soit H un espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur H une forme bilinéaire symétrique (-, )
de H x H dans R, (u,v) — {(u,v) et définie positive:

(uyuy >0Vu e H ; (u,u)=0 <= u=0.

l\J‘H

Un produit scalaire définit sur H une structure d’espace vectoriel normé pour la norme u — (u,u)?.

Définition 2.6. On dit que X est un espace de Hilbert ssi X est un espace vectoriel normé muni d’un produit scalaire
(+,) qui rend complet l’espace X pour la norme associée.

De tels espaces constituent les exemples les plus simples d’espace vectoriels de dimension infinie et sont fondamen-
taux dans le domaine de l’analyse (équations différentielles, équations aux dérivées partielles). Citons les exemples
suivants:

e R” muni du produit scalaire usuel.

+oo

12 Tespace des suites réelles telles que Zioo |7, |2 < 400 muni du produit scalaire (z,y) = 0 Tnln-

e L’espace de Lebesgue L?((0,7) ; R) des applications mesurables f : (0,7) — R telles que fo f2(t)dt < +oo,

muni du produit scalaire (f, g) fo t, (voir [9]). Mais C°([0,7] ; R) muni de la méme structure est
seulement préhilbertien (considérer lapphcatlon affine définie sur [0,1] par f,(t) = 1 sur [0,1/2] et f,(t) =0
sur [1/2 4+ 1/n,1]).

e Soit 2 un ouvert de R™. L’espace L*(Q2) := {v: Q@ — R ;v mes. [, v? < 400} est un espace de Hilbert pour la
norme issue du produit scalaire (u,v) = [, uv ot u,v € L*(Q), (voir [9] p.58).

e Soit © un ouvert de R™. L’espace H*(Q) := {v: Q - R; v € L3(Q) et Vv € L%(Q)}* est un espace de Hilbert
pour la norme issue du produit scalaire (u,v) = [,(Vu - Vo +uv) ot u,v € H(Q).

e L’espace H}(Q) := {v € HY(Q); v =0 sur 9Q} est un espace de Hilbert pour la norme H().

Propriété 2.3. Soit X un espace de Hilbert. Alors on a:

- L’inégalité de Cauchy-Schwarz: Vr,y € X, | {(z,y) | < ||z||||ly]-

- L’égalité de la médiane: Vx,y,a,b € X, |z —al?> + ||z — b]|? = 2|z — <E2||2 + 2] 2522
- L’égalité du parallélogramme : Y,y € X, ||z —y||®> + ||z —|—y||2 =2(||z[1% + [ly|*)-

Exercice 2.2. Pour u € L?([0,1],R), on note ||ul|2 := fo . Montrer l'inégalité de Poincaré en dimension 1:
u e Hy([0,1],R) = HU||§ < [l/|3-

En déduire que H}([0,1],R) peut-étre muni du produit scalaire (u,v) := fo uw'v'.

1On définit 'espace de Sobolev H'(Q) comme ’ensemble des fonctions u € L%(Q) telles qu’il existe v = (v1, ..., vn) € L2(Q)™ vérifiant

Ja ug—fi = — [q Vi pour toute fonction p € C}(2), 1 < i < n. On notera alors Vu := v.
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On rappelle le théoreme de projection sur un ensemble convexe fermé.

Théoréme 2.1. Soit C' un ensemble conveze fermé non-vide d’un espace de Hilbert H. Alors pour tout x € H il
existe un unique p(x) € H tel que: ||z — p(z)|| = inf{||z —y| ; vy € C}. Le point p(x) est caractérisé par:

Vy € C (z —p(z),y —p(z)) <0.

De plus on a:
V(z,y) e Hx H, (x—y,p(x)—py) =0 et [p(z)—-pyl <lz—yl

On rappelle le théoreme de séparation suivant.

Théoreme 2.2. Soit H un espace de Hilbert, C' un convezxe fermé non-vide, et xo € H tel que xo ¢ C. Alors il
eriste p € H et € > 0 tel que:
Vy € Ca <pa $0> S <p7 y> —¢&. (231)

Preuve. On définit un ensemble convexe fermé K par: K :=C —xz9 ={y—xo; y € C}. Ona 0 ¢ K. Soit p la
projection de 0 sur K. On a p # 0 car 0 ¢ K. Le point p est caractérisé par:

(-p,z—p) <0Vze K.
D’ot1 pour tout z € K, (p,z) > |[p||> > 0 et le résultat en remplagant z par y — co, y € C. O
On rappelle le théoreme de représentation de Riesz permettant d’identifier H & son dual topologique.

Théoréme 2.3. Soit X' le dual de X. Alors pour tout L € X' il existe un unique y € X tel que
VeeX (Lx)x y=(y,2).

Preuve. Soit F = Ker(L) et xg € H tel que L(zp) = 1. On a donc F @ Rxoy = H (utiliser le théoreme de projection

pour vérifier cette égalité?). Comme x¢ ¢ Ker(L) on a yo = o — Pxer(ry(xo) # 0. Posons z = Hﬁ:gEHQ € Ft.
Vérifions que L(u) = {x,u) pour tout u € H. Si u € F, alors on a bien (z,u) = 0. Supposons maintenant v € Rx
de sorte que u = Axg, A € R. On a L(u) = AL(zo) = A et (z,u) = <)\x0, 0—yo

_ZTo—Yo
lzo—yoll

= A, d’ou le résultat.
O

Tout espace de Hilbert peut donc étre identifié avec son dual. On définit maintenant une nouvelle topologie sur
H dite topologie faible qui est la topologie la moins fine rendant continue les formes linéaires « — (f,z), f € H.

Définition 2.7. On dit qu’une suite (x,) de H converge faiblement vers x si et seulement si pour touty € H, on a
(Tn,y) = (x,y) lorsque n — +o0.

On notera qu’en dimension finie, toute suite (z,) de H converge faiblement vers un point x si et seulement si
(z,,) converge fortement vers x.

Les propriétés suivantes découlent de résultats classiques en analyse fonctionnelle comme le théoreme de Banach-
Steinhaus (voir [9]).

Propriété 2.4. Soit H un espace de Hilbert.

e (i) Soit (x,) une suite de H qui converge faiblement vers x € H. Alors on a la propriété de semi-continuité:

< limi .
el < T inf [l 1

o (ii) Si une suite (z,,) de H est bornée, alors il existe une sous-suite (zy,) qui converge faiblement.
e (iii) Toute suite de H qui converge faiblement est bornée.

Propriété 2.5. Si (v,,) converge faiblement vers x et |z, || — ||x|| lorsque n — 400, alors (z,,) converge fortement
vers x.

28i F C H est un sous-espace vectoriel fermé, alors F' @ FL = H. On utilise le théoréme de projection et le fait que F est un espace
vectoriel.
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Remarque 2.4. La preuve de (i) est trés simple en développant ||z, — z||>. La preuve de (i) et (iii) utilise des
résultats d’analyse fonctionnelle (voir [9]) comme le théoréme de Banach-Steinhaus. Néanmoins, on peut démontrer
(iii) par Uabsurde (voir exercice suivant).

Exercice 2.3. On souhaite montrer que toute suite (x,) de H qui converge faiblement est bornée.

1) Montrer que pour tout & € H, M(§) < +oo ot M(§) := sup,, ({,x,). On raisonne par labsurde dans toute la
suite.

2) Montrer qu’il existe ny et e € H unitaire tel que (e1,xn,) > 1. Soit Vi Uorthogonal de Vect(ey,xy,).

3) Montrer que la suite Py, (xy) n’est pas bornée (raisonner par l'absurde en supposant qu’elle bornée).

4) Montrer qu’il existe ex € H unitaire et &, tel que |{ea, Tpn,)| > 2(2+ M(eq1)).

5) Etablir par récurrence qu’il existe une famille de vecteurs unitaires (ex)x>o et une suite extraite (Tn, k>0 vérifiant:

1 1
en L Vect(er,..,ln-1,Tnyyes Tny_y) € |{€p,xn, )| > k(k+ M(e1) + §M(€2) +..+ mM(ek,l)).

6) Soit f =) 4 . Calculer ||f|| et montrer que pour tout k (f,xn,) > k. Conclure.

Remarque 2.5. A laide du lemme de Riemann-Lebesgue, montrer que un(t) := cos(nt) converge faiblement mais
pas fortement vers la fonction nulle dans L?([0,27];R) (phénoméne d’oscillation). On peut mentionner aussi le
phénomene de concentration et d’évanescence (a l'infini).

La propriété suivante est proposée en exercice (voir fiche d’exercice).

Propriété 2.6. Dans un espace de Hilbert, toute suite décroissante de convexes fermés bornés non-vide est d’intersection
non-vide.

Preuve. Voir preuve en exercice. O

Pour la théorie Hilbertienne (base Hilbertienne...) et le théoreme de Lax-Milgram on se reporte a [9]

2.4 Convexité

2.4.1 Propriétés générales
Soit X un espace de Hilbert et f: H — R.
Définition 2.8. (i) On dit que f est conveze si
Vte[0,1]Vz e XVye X f(tz+(1—1t)y) <tf(x)+(1—1)f(y).
(i) On dit que f est strictement convexe si
Vie(0,)VeeXVyeXao#y = flz+ 11—ty <tf(x)+(1—1)f(y).

(i) On dit que f est fortement conveze de paramétre « si il existe o > 0 tel que:

tH(1 —t)
2

Vte[0,1]Ve € X Vy € X f(tx+ (1 —t)y) <tf(x) + (1 —1t)f(y) — lz — %

Remarque 2.6. La converité forte implique la convexité stricte qui implique la convexité.
Plus généralement on est amené & définir des fonctions convexes a valeurs dans R U +{oco}.

Définition 2.9. Soit f : H — R U +{oco} une fonction convexe. On appelle domaine de f ’ensemble défini par:
dom(f) ={rx e H; f(x) < +o0}.

A titre d’exemple, la fonction indicatrice d’un ensemble convexe fermé K C H non vide et définie par:

0 size K

1k () :—{ too sizd K (2.4.1)

est convexe. Pour ce qui est de la continuité des fonctions convexes, on commence par le lemme suivant.
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Lemme 2.1. Soit H un espace de Hilbert et f : H —] — 00, 400] une fonction convexe. Soit xg € Dom(f). Soit
p > 0. On suppose que n = sup f(B(zg, p)) < +00. Alors:

Va € [0,1] Vo € Blao, ap), |£(x) = f(z0)] < aln— f(x0))- (24.2)

Preuve. Soit z € B(zg,ap). En posant x = (1 — o)z + a@ on a par convexité:

@) = flaw) < (1= )fa0) +of (T ) plag) a7 (204 T2 < fan)| < aln = fa)

o
De méme en posant zo = {5 ﬁ% on obtient par convexité:
x a (1+a)zg—=z To— e
— — — < - < - )
Flan) = 1) = £ (e + 1w )= s = o (s 220) - s < - s

Dot I'on obtient f(zo) — f(2) < 135 (n — f(xo) + f(zo) — f(x)) qui entraine
f(@o) = f(x) < aln — f(z0)),
d’ou le résultat. |

Proposition 2.1. Soit H un espace de Hilbert et f : H —] — 00, +00] une fonction conveze. Soit xg € Dom(f). On
suppose que f est bornée au voisinage de xo. Alors f est continue en xg.

Preuve. 11 existe p > 0 tel que n := sup f(B(zg, p)) < +00. Pour a €]0,1[ et € B(zg,ap) on a |f(z) — f(z)] <
a(n — f(zg)) d’ou le résultat. O

Remarque 2.7. On peut montrer l’équivalence entre la continuité de f en xq et le fait que f soit bornée au voisinage
de xo (voir par exemple [3] pour plus de détails sur la question).

Exercice 2.4. Redémontrer la proposition 2.1 en dimension 1 (i.e. pour une fonction convexe f : I — R en utilisant
la propriété des pentes croissantes:

) = @) _ ()= f@) _ )= )

(r,y,2) €, x<y<z= < <
y—x z—z z—1

our tout € > 0 petit on a ! et conclure).
p p

(@)= f@=r) ~ fate)=f(z) o flz+r)—f(z)
s € -

T

On peut également montrer qu'une fonction convexe admet une minorante affine

Proposition 2.2. Soit f: H — R une fonction convexe continue sur un ensemble convexe fermé C. Alors:
Jye HIyeRVz el f(x) > (z,y) + .
Preuve. Voir fiche d’exercice pour la preuve (cela utilise le théoréme de Hahn-Banach). O

Proposition 2.3. Soit f: H — RU {+0c0} une fonction conveze s.c.i. Soit (x,,) une suite qui converge faiblement
vers x sur H. Alors:

< limi .
Preuve. Pour tout A € R tel que ensemble Ay := {z € H ; f(x) < A} soit non-vide, Ay est un ensemble convexe
fermé, donc il est faiblement fermé pour la topologie faible (voir le lemme ci-dessous 2.2 et pour plus de détails on se
réfere a [9]). Or f est s.c.i. si et seulement si pour tout A € R tel que Ay # 0, alors A est (fortement) fermé. Donc
f est faiblement s.c.i. puisque tout sous-niveau de f est faiblement fermé. D’ou le résultat.
O

Lemme 2.2. Soit C' un sous-ensemble convexe non-vide de H. Alors, C est fortement fermé si et seulement si C
est faiblement fermé.
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Preuve. Supposons que C' soit faiblement fermé. Soit alors (x,) € C™ et x € H telle que x,, — x lorsque n — +o0.
Alors (x,,) converge faiblement vers x, et comme C' est faiblement fermé, on a donc x € C. Donc, C' est fortement
fermé.
Supposons que C' soit fortement fermé. Soit (z,) € C™ et x € H telle que (z,,) converge faiblement vers z lorsque
n — 400. On suppose par 'absurde que x ¢ C. Alors par le théoréme de Hahn-Banach, il existe p € H et a € R
tels que:
Yy e C, (p,x) <a<(py).

D’ott pour tout n € Non a (p,z) < a < (p,z,) et une contradiction avec la convergence faible de (x,) vers z. O

2.4.2 Fonctions convexes de classe C! et C?
On étudie maintenant des caractérisations des fonctions convexes dans le cas C.

Propriété 2.7. Soit f: H — R Fréchet différentiable. Alors on a l’équivalence:
(i) La fonction f est conveze.

(i) Pour tout x € X et touty € X on a f(y) > f(z) + (Vf(z),y — ).

(i11) Pour tout x € X et tout y € X on a (Vf(y) — Vf(z),y—xz)>0.

Preuve. Pour (i) = (ii), on a

et le résultat en faisant ¢t — 0. Pour (ii) = (4#i7) permuter = et y et additionner. Pour (#ii) = (i7) on utilise qu’il

existe ¢ € (0,1) tel que f(y)—f(z) = (Vf(z +t(y —2)),y —z) = (Vf(2),y —2) +(V[f(z + t(y —2)) = V[(z),y — z)
et le dernier terme étant positif on a le résultat. Enfin pour (i7) = (i) on écrit que:

f@)> flte+ A =)y) + A=) (Vfltz+ (1 =t)y),z—y) ; f(y) > flle+ 1 =t)y) +t(Vfltz + (1 -t)y),y —x).

d’olt le résultat en combinant les deux expressions (multiplier la premiere par ¢ et la seconde par 1—t et additionner).
O

fle+tly—x) <A -1)f(z) +1f(y)

Lemme 2.3. Soit f: H — R. La fonction f est fortement conveze de paramétre o > 0 si et seulement si f — 5| - ||
est conveze.

Preuve. Par un calcul on a que f — §|| - || est convexe si et seulement si pour tout ¢ € [0, 1]

o o o
ftw+ (1= 0y) = Sltw+ (0= Oyl < ¢ (F@) = Slel2) + =0 (1) - S Ivl?).
En ordonnant tous les termes quadratiques dans le membre de droite on trouve —t(1—t)§ |lz—y||?, d’ott le résultat. O

Propriété 2.8. Soit f : H — R Fréchet différentiable. Alors on a l’équivalence:

(i) La fonction f est fortement convexe de paramétre o > 0.

(i) Pour tout x € X et touty € X on a f(y) > f(z) + (Vf(x),y — ) + $lly — =|>.
(iii) Pour tout v € X et touty € X on a (Vf(y) — Vf(z),y —x) > alz — y|*.

Preuve. A faire en exercice en reprenant la preuve de la propriété précédente et en utilisant le lemme 2.3. O
Dans le cas ol f est deux fois dérivable on a le résultat suivant.
Proposition 2.4. Soit f: H — R deux fois différentiable. Alors f est a-elliptique si et seulement si
Vh € H, Yz € H, (D*(f)(2)h, h) > afh|*.

Preuve. On rappelle qu’étant donnée une fonction f : H — R deux fois dérivable, alors f est convexe si et seulement
si pour tout = € H, la Hessienne de f en x est positive. Le résultat suit alors en utilisant f — || - [|>. Montrons le
premier point. Supposons f convexe. Alors pour h € H et t > 0 on a (Vf(z +th) — Vf(x),th) > 0, d’ou le résultat
en divisant par t?. Réciproquement on a la formule exacte:

0€0,1] () = f(2) + (VI @)y~ 2) + 5 Do+ 6y — 2))(y — 0,y — ).

Dot f(y) > f(x) + (Vf(x),y — z) et on déduit que f est convexe. O
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Exercice 2.5. 1) Soit X un espace de Hilbert et || - || la norme associé au produit scalaire. Montrer que || - ||* est
fortement conveze.
2) Si A€ L(X,X*) vérifie : il existe a > 0 tel que pour tout x € X on ait (Ax,z) > o||z||* alors x — (Ax, ) est
fortement conveze.

On a également la propriété suivante (voir [7] p.18 ou fiche d’exercice).

Lemme 2.4. Si f est fortement convexe sur H, alors il existe v > 0 et 8 > 0 tel que f(z) > v|z||*> + & pour tout
rc H.

2.4.3 Un peu de sous-différentiabilité

Les fonctions convexes ne sont pas nécessairement différentiables comme le montre ’exemple de I'indicatrice d’un
ensemble convexe ou bien la fonction & — |z|.

fa+td)—f(2)

7 existe pour tout d € H.

Propriété 2.9. Si f est convexe et x € Dom(f) alors la limite lim,;_, o+
Preuve. Soit 0 < t1 < ta. Ona f(x+t1d) = f (%(Jc + tod) + %x) < %f(x—!—tgd)—i—%f(x). Ainsi, 'application

t
fattd)—f(x)
1

t— est croissante sur R* , et donc la limite existe dans R U {£oo} et

o St td) = @) fw e td) — f(w)

t—0+ t t>0 t

f(z+td)—f(x)
t

Définition 2.10. La limite lim, o+ est appelée dérivée directionnelle de f dans la direction d en x.

La propriété suivante est vraie en dimension finie (voir [14]).

Propriété 2.10. Soit f : H — R une fonction conveze et x € H. Alors Uapplication d — f'(x,d) est sous-linéaire
i.e.

YVt >0 f(t{E) = tf(l’) et le,dg S H, fl(l', d1 + dg) < f’(x, dl) —+ f/($, dg)
De plus, il existe L > 0 tel que pour tout d € H on a |f'(x,d)| < L||d||.

Preuve. On montre d’abord que d — f’(x,d) est convexe par 'inégalité:

Mz +di) + (1 =t)(z +d2)) — f(x) S tf(z+di) = f(@)] + (A = )[f(z + dg) = f(=)].

La positive homogénéité est claire par la définition de la dérivée directionnelle. D’ott la sous-linéarité de d — f'(x,d).
En admettant que f est localement Lipschitz, on déduit la derniére inégalité (en utilisant que |f(z +td) — f(z)| < ¢
pour ||d|| =1 puis on conclue en utilisant I’homogénéité). O

On est amené a la définition suivante.

Définition 2.11. Soit f : H — RU {+o0} une fonction convexe. Pour x € Dom(f), on définit le sous-différentiel
de f au point x par:
of(@):={peH; f(y) = f(x) + (p,y —z) Yy € H}.

Siz € H, on dit que f est sous-différentiable en z si df(x) # (). Les éléments de 'ensemble 9 f () sont appelés les
sous-gradients. Si f est Gateaux-différentiable en z, et si 9f(x) # 0, alors 9f(x) = D f(x). On a le résultat suivant.

Propriété 2.11. Pour tout x € Dom(f), l’ensemble Of (x) est convezxe fermé.

Exemples:
-1 f(2) = || = 9£(0) = [-1,1].
- 2. Le sous-différentiel de la fonction indicatrice (2.4.1) en un point € K est le cone normal & K au point z
défini par:
Ng(z):={pe H;Vye K (p,y—xz) <0}

On étudiera dans la suite du cours essentiellement le cas de fonctions différentiables.
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2.5 Quelques résultats d’existence et d’unicité

Soit X un espace de Banach et K C X un sous-ensemble non vide. Soit f : X — R une application.

Définition 2.12. On appelle infimum de f la valeur | € [—oo, +00[ telle que:
(i)Vx € K, f(z) > 1.
(i) Il existe (x,,) une suite telle que pour tout n on ait x, € K et lim, 4o f(2n) =1.

Cette valeur est notée inf,cx f(x). L’infimum existe toujours et il est fini si et seulement si f est minorée. Si
f n’est pas minorée, I'infimum vaut —oo. Une suite (z,,) € K telle que lim f(x,) = inf,cx f(z) est appelée suite
minimisante.

Définition 2.13. On appelle minimum de [ sur K la valeur I €] — 0o, 00] si elle existe pour laquelle il existe un
élément T € K tel que Vo € K, f(x) > 1= f(Z). On note cette valeur min,cx f(x). On dit alors que f atteint son
minimum sur K en .

Plus généralement, on dit que
(i) Z est un minimum global de f sur K ssi Vo € K f(z) > f(Z).
(ii) Z est un minimum local de f sur K ssi Ir > 0Vex € K, ||z — Z|| <r = f(z) > f(Z)
(iii) Z est un minimum global strict de f sur K ssi Vo € K, x # & = f(x) > f(Z).
(iv) Z est un minimum local de f sur K ssi Ir >0Vz € K, ||z —Z|| <r et x #% = f(x) > f(T)

Définition 2.14. Soit f : X — R une application. On dit que f est coercive si:
f(z) = 400 lorsque ||z|| — +o0.

Exemples:

- Soit f(z) = 2T Az +bTx + cavec A € SFT(R), b€ R", et c € R.
- Une fonction minorée par une fonction coercive est coercive.

On peut montrer la propriété suivante (voir fiche d’exercice).
Propriété 2.12. Si f est fortement convexe alors f est coercive.

On commence par le résultat classique d’existence sur un compact.

Théoréme 2.4. Soit (E,d) un espace métrique compact et f : E — R une fonction semi-continue inférieurement.
Alors il existe x* € FE tel que:

f(a®) = inf f(x).

zel

Prewve. Considérons (z,) € E™ une suite minimisante. Par compacité, il existe #* € E et une extraction (z,(,))
tels que (x,(,)) converge vers z*. Comme f est s.c.i., on déduit que f(z*) < liminf, o f(2yn)) = infocp f(2),
d’otu le résultat. O

En dimension finie on a le résultat suivant.

Théoréme 2.5. Soit E C R™ un sous-ensemble fermé non-vide, et soit f : E — R une fonction s.c.i. et coercive.
Alors il existe x* € E tel que:
f(@*) = inf f(x).

zEFR

Preuve. Soit (x,) € EY une suite minimisante i.e. lim, o f(2,) = infyep f(z) < +00. Si (z,) n’est pas bornée,
alors il existe une extraction (z,(n)) telle que ||z, || — +o00. Dot f(xyn)) — 400 et une contradiction. Donc,
() est bornée, ainsi il existe 2* € R"™ et une extraction (zy,)) tels que zy ) — 2*. Comme E est fermé, 2* € E.
Il vient alors par le caractere s.c.i. f(z*) <liminf, .| f(Tyn)) = infeer f(2). O

Dans le cas d’un ouvert, on a la propriété suivante.
Proposition 2.5. Soit K C R™ un ouvert borné. On suppose que f est continue sur K et on suppose:
dzg € K Vo € 0K f(x) > f(xo).

Alors le probleme admet une solution.
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Preuve. Comme K est compact, f admet un minimum Z sur K. Siz € 0K, alors f(xg) < f(Z), ce qui est absurde.
Donc z € K et on obtient le résultat car K C K. O

En dimension quelconque on a le résultat fondamental suivant. Soit H un espace de Hilbert et f : H — R.

Théoréme 2.6. Soit K un ensemble convexe fermé non vide. Si f est convexe, s.c.i. et coercive sur K, alors il
existe un minimum de f sur K i.e. il existe une solution du probleme de minimisation:

inf f(x).

rEK

Preuve. La preuve suivante reprend les arguments standards d’analyse fonctionnelle (voir [9]). On verra en exercice
une preuve utilisant le théoréeme de projection.

Soit zo € K tel que f(z9) < +oo et K := {r e K; f(z) < f(zo)}. Alors, K est un convexe (par convexité de
f) et est fermé (par continuité de f). Comme K est convexe fermé pour la topologie forte, il est faiblement fermé
(voir [9]). De plus, K est borné par coercivité de f. On déduit que K est compact pour la topologie faible. Ainsi, f
atteint son minimum sur K (f convexe = f est faiblement s.c.i.). Ainsi, il existe z* € K tel que f(z*) < f(z) pour
tout z € K. Si x € K\K alors f(x) > f(xg) d’on le résultat. O

Remarque 2.8. On peut remplacer ’hypothese de coercivité sur f par K borné.

Théoréme 2.7. Soit K un ensemble convexe fermé non vide. Si f est fortement convexe sur K, alors il existe un
unique minimum de f sur K.

Preuve. Soit (z,) une suite minimisante i.e. f(z,) — ¢:=inf,ex f(z). Alors on a:

(Intm)

D) < %f(xn)+%f(fm):

o
Slln = wmll* + £

et on déduit que la suite (z,,) est de Cauchy (en retranchant ¢ & I'inégalité ci-dessus) et donc elle converge vers
r € K car K est fermé. On déduit le résultat par continuité. L’unicité provient du caractere strictement convexe
(conséquence du caractere fortement convexe). O

Le résultat suivant porte sur la question de I'unicité d’une solution (essentiellement dans le cadre convexe) pour
le probleme:

inf f(z),

zeK
ol K C H est un ensemble fermé non vide d’un espace de Hilbert H et f: H — R.
Lemme 2.5. On suppose K convexe. Alors:
(i) Si f est convezxe, tout minimum de f sur K est un minimum global et l’ensemble des minima est un conveze de

H (éventuellement vide).
(i) Si f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum global.

En dimension infinie, les ensembles fermés bornés ne sont pas des compacts. L’exemple ci-dessous montre que le
théoreme 2.5 n’est pas vrai en dimension infinie.

Exemple. Soit le probleme d’optimisation:

inf () ::/0 (2 (0)] = 1)2 + 22(8)]dt.

z€H(]0,1[)

On peut montrer que si (z,,) converge vers z dans H}(]0, 1]), alors il existe C' > 0 tel que

‘/0 ((Jan )] = 1) = (l2"()] - 1)2)dt‘ < /0 |2,(8) = 2 (&)|(lz, (D] + 2" (1) + 2) < Cllwn = @l 3 go,1p-

Donc, on déduit que J est bien s.c.i. et on peut également vérifier que J est coercive Considérons maintenant une
suite ,, : [0,1] — R, dérivable presque partout telle que @, (f) = £1 et |z, (t)| < 5 Alors, J(zy) fo 2, (8)%dt <
1o — 0, de plus o := inf,ep1o1p J(2) = 0. Mais Dinfimum 0 n’est pas atteint car on aurait z'(t) = +1 presque
partout et x(t) = 0 presque partout (ces deux conditions sont contradictoires).
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2.6 Lemme de Farkas

Cette section porte sur le théoreme de Farkas qui est un outil clef en optimisation notamment pour démontrer le
théoreme de Karush-Kuhn-Tucker. On montre d’abord le résultat d’enveloppe conique.

Proposition 2.6. Soit I un espace vectoriel normé, ¢ € N* et ay,...,aq q vecteurs de . Soit ’ensemble:

q
Ki:{z)\iai;/\iZO, 1§i§CI}~

i=1
Alors K est un cone convexe fermé de E.

Preuve. L’ensemble K est un cone par construction. Montrons par récurrence qu’il est fermé. Pour ¢ = 1, le résultat
est clair. On suppose le résultat au rang ¢ > 1. Soit ay, ..., aq, ag+1 ¢ + 1 vecteurs de E et

g+1
K—{Z/\Zaz, )\120, 1§z§q+l}

i=1

ler cas: —a; € K pour tout 1 <i < g+ 1. Alors K = Vect(a, ..., aq+1) est fermé.
2éme cas: 31 <i < g+1 —a; ¢ K. On peut supposer i = g+ 1 i.e. —ag41 ¢ K. Soit (y,) € K" une suite qui
converge vers y. Montrons que y € K. Par définition:

q
Yn = § )\i,nai + HnQg+1 = Zn + HnGqg1-
=1
2y

=2 car (yn) est bornée.

n

Montrons que (f,) est bornée. Sinon, g, — 400 (& sous-suite prés). Donc —ag41 = lim
Donc, par I'hypothese de récurrence, on aurait que —aq41 € K ce qui est absurde. Donc, (u,,) est bornée. Ainsi, il
existe 11 € R tel que p,, — p (& sous-suite pres). Comme (y,,) converge, il vient que z, converge vers z :=y — [qg41.
Par hypothese de réccurence, z € K et donc y = z + nag4+1 € K. O

Cette propriété permet de montrer le lemme de Farkas.

Lemme 2.6. Soit H un espace de Hilbert et (a,an,...,aq) € HY. On a alors l’équivalence suivante:
(i) Ve € H, {a;,z) <0,1<i<q= (a,z) <O0.
(ZZ) 3(/\17 ...,)\q) S Ri a = Z;‘lzl Ai@;.

Preuyve. On montre seulement () = (i4). Soit K := {Zf;l Aia; 5 A >0, 1 < i< gq}. Supposons que a ¢ K. Par le
théoréme de séparation (voir (2.3.1)):

>0Ip#0Vye K (—p,y) <(-p,a)—e¢. (2.6.1)

En posant ¢ = —p, on a donc sup,cx (¢,y) < (¢,a) — €. Fixons y € K. Il vient donc sup,- (g,ty) < +oo et donc
nécessairement (g,y) < 0. Comme y est arbitraire dans K et 0 € K on a donc sup, ¢ (¢,y) = 0. Par (2.6.1) il vient
donc 0 < {g,a) — ¢ i.e. (g,a) > e > 0. Ceci contredit (i). En effet en prenant y = a;, 1 < i < g on a {g,a;) <0,
1<i<q. O

On peut montrer le corollaire suivant dans le cas d’inégalités et d’égalités.

Corollaire 2.1. Soit H un espace de Hilbert et (ay,...,ap, Api1, ..y Apiq,a) € HPTITL On a alors I’équivalence
sutvante:
(i)Vz e H, {a;,2) <0,1<i<pet{apr,2z)=0,1<i<qg= (a,z)<0.

(ii) A1y Ag) € RL €t TNt ooy Apg) ER? a = 3 PF 1 Na.
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Chapitre 3

Conditions d’optimalité

L’objectif de cette section est de donner le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker en dimension quelconque. On étudiera
en détails le cas de la dimension finie.

3.1 Optimisation sans contraintes et condition d’Euler

Théoréme 3.1. Soit f: R™ — R une application de classe C*, et K un ensemble ouvert. Si T est une solution du
probléme

inf f(z),

zeK

alors T vérifie

V(@) =0.
Preuve. Soit v € R". Comme K est ouvert, il existe hg > 0 tel que pour tout h € [0, ho] on ait  + hv € K. Alinsi,

f(@ 4+ hv) — f(Z) > 0 et donc h(Vf(Z),v) + he(hv) > 0. En divisant par h > 0 on obtient (Vf(Z),v) > 0. En
considérant —v, on déduit que (V f(Z),v) = 0. Comme ceci vaut pour tout v € R", on déduit le résultat. O

Exercice 3.1. Soit f : R® — R une fonction de classe C?.

a) Montrer que si & est un minimum local de f alors D?f(Z) est positive.

b) Montrer que si T est tel que V f(z) = 0 et si D> f(Z) est définie positive (i.e. il existe o > 0 tel que D? f(z)(h,h) >
allh||? pour tout h € R™), alors & est un minimum local.

Solution: Etant donné h € R", on a f(T + h) = f(Z) + (Vf(z),h) + D% f(z)(h, h) + o(||h||?)

On s’intéresse maintenant au cas avec contraintes et on donne la condition nécessaire d’optimalité d’ordre 1. Soit
K C H un ensemble fermé non vide d’un espace de Hilbert H et f : H — R une fonction continue. On s’intéresse
au probleme:

inf f(x). (3.1.1)

zeK

Théoréme 3.2. On suppose K convexe fermé non-vide et f. On suppose que f est différentiable en un point u.
Si u est un minimum local de f sur K, alors

YoeK, (Vf(u),v—u)>0. (3.1.2)
Si f est convezxe et si u € K vérifie (3.1.2), alors u est un minimum global de f sur K.

Preuve. On apour 0 <t <1, u+t(v—u) € K et donc f(u+t(v—u))— f(u) >0 d’ou le résultat en divisant par t.
De plus, lorsque f est convexe on a f(v) — f(u) > (Vf(u),v —u) > 0 d’ou le résultat. O

Remarque 3.1. La direction v—u est rentrante et la condition d’Euler s’interpréte en disant que dans ces directions,
localement la fonction ne peut que croitre. De plus, si K est tout l’espace ou si u est dans l'intérieur de K, alors on
obtient V f(u) = 0.

On exprime la méme condition dans le cas ou K n’est pas nécessairement convexe. On a la définition suivante.

18
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Définition 3.1. Soit K un sous-ensemble non-vide de H. Le cone tangent a K en x est alors définie par:
Tx(z):={he H; 3, 03h, > h; x+t,h, € K}.

Remarque 3.2. I s’agit bien d’un cone fermé (la vérification est faite plus loin) parfois appelé cone des directions
admissibles.

L’inéquation d’Euler s’exprime ainsi.
Théoréme 3.3. Soit f : H — R une fonction de classe C*. Si x* est un minimum local pour (3.1.1) alors:

Vh € Tx(x), (Vf(z*),h) > 0. (3.1.3)

Si K est un ensemble fermé convexe non-vide et si f est convexe sur K et si de plus x* vérifie (3.1.3) alors x* est
un minimum global de f sur K.

Preuve. Soit h € Tk (x). Pour n assez grand z + t,h,, € K. Donc,
f@™ +tnhn) — f(2") =t (V(@"), hn) + tallhnlle(tnhn) > 0.

D’ou le résultat en divisant par t, > 0 et en faisant n — +o00. Réciproquement, comme f est convexe et de classe
Clyona f(z) > f(z*) + (Vf(z*),x — x*) pour tout z € K. Soit t, | 0. Par convexité de K, x* + t,(z — z*) € K,
et donc z — z* € Tk (x*), ainsi (Vf(z*),x — 2*) > 0, d’ou le résultat. O

Exercice 3.2. Soit K := {zx € H; (x,a;) =0; 1 <i<m} ot a;, i =1,...,m sont fités dans H. Montrer que
(3.1.3) équivaut a

Vi<i<m 3NER Vf(z)+ > Nai=0.
=1

Solution: Comme K est un sous-espace vectoriel de H, on a par la condition d’Euler (Vf(x),z) = 0 pour tout
z € K i.e. z est dans l'orthogonal de K. Or K+ = (HyN---NH,,)* = di<i<m Hi- ou H; est lhyperplan de vecteur

normal a;. D’ou le résultat en utilisant que HZl = Ra;.

Exercice 3.3. Soit A une matrice rectangulaire de taille (m,n), m > n de rang n. Calculer 'unique solution du
probléeme:

inf = ||Az — b]|2.

nf f(x) = Az — bl

Solution: On note x7 le transposé du vecteur x € R™ et AT la transposée de la matrice A. On a f(z) = (x, Bx) —
2(ATb,z) + ||b]|* ot B = AT A est de taille n et inversible (sinon a7 AT Az = 0 implique Az = 0 et x = 0 par le
théoréme du rang). D’ou V f(x) = 2Bz — 2ATb et le résultat.

3.2 Théoreme de Fritz-John et Karush-Kuhn-Tucker

Soit f:R™ - R, g;: R*" >R, 1<i<let hj: R" - R, 1< j <m des fonctions de classe C'. Soit K la contrainte
fermée définie par :
K:={zeR"; gi(x)<0,ie€l; hj(x)=0; jeJ},

et soit le probleme de minimisation :

i . P
Dans toute la suite on notera I := {1,...,1} ensemble d’indices pour les contraintes d’égalité et J := {1,...,m}

I’ensemble d’indices pour les contraintes d’innégalité.

Théoréme 3.4. (Fritz-John). Si un point x* est un minimum du probléme (P), alors il existe po € Ry, p € Rl et
q € R™ tels que :

(1) Yierpigi(z*) =0,

(i) (po,p,q) #0,

(@) poV[f(@*) + Xier piVei(@*) + X e 5 4;Vh;(2*) = 0.
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Preuve. Premiére étape. On consideére la pénalisation suivante :

fn(@) = flz) +[le - *H2+* > max(0,gi(2))* + > hy(x

iel jeJ

La fonction fy vérifie fy(2*) = f(x*). De plus, la fonction fy est de classe C'! en utilisant que 2 — max(0, g;(z))?
est de classe C! (pour ce dernier point, utiliser que g; est de classe C! et que V(g;(x)?) = 2gi(x)Vgi(z), ce qui
implique le résultat aux éventuels points x ou g;(x) = 0).

Seconde étape.

Lemme 3.1. Il existe g > 0 tel que pour tout ¢ €]0,e0[ il existe N. > 0 tel que pour tout x € R™ wvérifiant
|z —2*[| =€ on ait fn.(2) > f(z*).

Preuve du lemme. Comme z* est un minimum local de f sur K il existe g > 0 tel que pour tout z € K, si
|z —a*|| < ep alors f(x) > f(z*). Fixons € €]0,e0[. On raisonne par absurde. Supposons que pour tout N il existe

xy tel que |lzy —a*|| =€ et fy(xn) < f(z*). Comme (zy) est une suite bornée, elle converge & une sous-suite pres
vers un point noté . Montrons que T appartient & ’ensemble K et vérifie |Z — 2*|| = € et f(Z) < f(z*). On aura
ainsi une contradiction. Le fait que ||Z — 2*|| = € est immédiat. D’autre part :
f(xN)—l—HxN—x*HZ—l—— ZmaXO gi(xN)) —l—Zh zn)?| < f(z¥). (3.2.1)
el jedJ
Donc :

0< Z:rnaX(O,gi(xJ\/))2 + Zh_j(l'N)Q < %[f(x*) — flzn) — €7

iel jeJd
On fait N — oo ce qui donne 0 < Y, ., max(0, g;(%))* + djes h;(z)? < 0. Ainsi on a bien Z € K. De plus par
(3.7.4) on a f(xy) + &2 < f(x*). 1l vient donc en faisant N — oo
f(@) < fa*) — e < f(a).
Or par définition de &g il est impossible d’avoir Z € I et ||T — 2*|| < &g et f(Z) < f(«*). D’ol une contradiction. [

Fixons maintenant € €]0, g9[. On sait alors que fxn. admet un minimum local sur Pouvert {x € R™ ; |z —a*|| < e}
en un point noté z. (voir Proposition d’existence d’un minimum sur un ouvert au début du cours). En ce point la
condition nécessaire d’optimalité s’applique et donc

Vin.(ze) =0.

D’oil :

Vi(@e) +2(we — 2*) + N | Y max(0, gi(2:))Vgi(ze) + D hj(ae) Vhy(a:) | = 0.

iel jed
On pose
2
pe = [ 14+ N*) max(0,gi(z)* + N> hj(z)* |, pf o= i, p; = Npgmax(0, gi(zc)), ¢; == Npghj(z.).
el jeJ

Lorsque ¢ tend vers 0, z. tend vers x* et (p,p%,¢°) qui est de norme 1 dans R1**™ (donc non-nul) tend & une
sous-suite preés vers un vecteur de norme 1 noté (po,p,q). En divisant la condition nécessaire obtenue par p. on
obtient en faisant € — 0

PV I + [ piVaia®) + Y q;Vhy(a*)| = 0.
i€l jeJ

De plus, la condition de complémentarité est satisfaite. En effet, si g;(z*) < 0 pour un certain 4, alors on a g;(z*) < 0
pour € > 0 suffisamment petit. Donc p; = 0 par définition de p;. D’ou a la limite p; = 0. O
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Une fois démontré le théoréme de Fritz-John, on peut aisément démontrer le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker
lorsque les contraintes sont qualifiées. Ceci permet de garantir que le multiplicateur Ay est non nul:

Ao # 0.

On considére donc le méme probleme que ci-dessus (avec les mémes notations) :

min f(x). (P)

zeK

Définition 3.2. On dira que les contraintes sont qualifiées au point x* si et seulement si pour tout A € Ri et tout
w € R™ les deuzr conditions

{Zl<i<l Aigi(z*) = (3.2.2)

0,
Zlgigl AiVgi(z*) + Zlgjgm uthj(a:*) =0,
impliqguent A =0 et p = 0.

On ne peut pas utiliser cette définition lorsque les contraintes sont affines. Lorsque les contraintes
sont affines, on peut montrer que celles-ci sont qualifiées : on utilise alors la définition 3.5.

Remarque 3.3. Deux ensembles de contraintes peuvent définir le méme ensemble, l'un étant qualifié et pas l'autre.

Théoreéme 3.5. (Karush-Kuhn-Tucker). Si un point * est un minimum du probléme (P) et si les contraintes sont
qualifiées, alors il existe \; > 0, i € I, il existe pn; € R tels que

(@) X Nigila*) =0,
(i) Vf(@*)+ i AiVai(a*) + S0 1 Vhy(a*) = 0.

Preuve. On applique le théoreme de Fritz-John. Si pg = 0 on a nécessairement p = g = 0 d’apres la définition de la
qualification des contraintes. D’ou (po,p,q) = 0 et une contradiction avec le théoréme de Fritz-John. Ainsi pg # 0.
On pose ensuite A = L et p = L. On déduit (i) et (ii) du théoréme de Karush-Kuhn-Tucker par (i) et (iii) du
théoréme de Fritz-John. O

Définition 3.3. On appelle Lagrangien associé au probléme (P), la fonction £ : R™ x R! x R™ définie par:

l m
L(z, A\ )= f(z)+ Z Xigi(z) + Zujhj(x).

La condition (i) s’appelle condition de complémentarité tandis que la condition (ii) s’appelle stationarité du
lagrangien et se réécrit:

Vo L(z*, A\ ) =0.

Le vecteur (p, q) est appelé multiplicateur de Lagrange du probléme associé a la solution x*.

3.3 Criteres de qualification

Pour vérifier que la condition de qualification est vérifiée en un point x, on peut utiliser (3.2.2). Néanmoins, il existe
des conditions plus simples a vérifier lorsque par exemple les données sont convexes ou affines. Par ailleurs, dans le
cas général (avec contraintes d’égalité et d’inégalité), on utilise plutot la condition de Mangasarian-Fromowitz (voir
Proposition 3.1 ci-dessous). L’objet de cette section est de détailler diverses conditions qui assurent la qualification
des contraintes en fonction de la régularité des données.

3.3.1 Condition de Mangasarian-Fromowitz

Si cela n’est pas reprécisé, on raisonne avec ’ensemble de contraintes K défini par:

K:={zeR"; gi(x)<0,ie€l; hj(x)=0; jeJ},
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Proposition 3.1. (Mangasarian-Fromowitz). On suppose qu’au point x € K les deux conditions suivantes sont
satisfaites:
(i) {Vhi(z),..., Vhy(x)} est libre.

(it) FveR"™, VjeJ (Vhj(z),v) =0et Vi I(z*) (Vgi(z*),v) <O0. (3:3.1)

Alors la contrainte est qualifiée.

Ces deux conditions réunies portent le nom de Mangasarian-Fromowitz.

Preuve. On suppose
Pi<i<iNigi(z) =0,
> 1<iciNiVai(T) + 30 < jcm 1 VR () = 0.

On a A; = 0 pour i ¢ I(z). D’ott en multipliant par v, on obtient >, ;) Ai (Vgi(z),v) = 0 et donc A; = 0 pour
i € I(x). Done }2, i, 1 Vhj(x) = 0. Donc par indépendance linéaire p1; = 0 pour j € J. O

3.3.2 Qualification et cone de Bouligand

Définition 3.4. Etant donné un ensemble K C R™ non vide et x € K, on appelle cone de Bouligand a K au point
x ’ensemble:

Tr(z) :={ve H;3sp L 0Ty > v; z+ v, € K}
Propriété 3.1. L’ensemble Tk (x) est un cone fermé.

Prewve. On a 0 € T (x). Soit maintenant v € Tk (z) et A > 0. Alors: z + YAvy, € K, d’ott \v € Tk ().
Montrons la propriété de fermeture. Soit v? — v avec vP € Tk (x). Montrons que v € Tk (x). Par définition, pour
tout p € N, 3s¥ | 0 et Jv} — vP avec x + sho} € K. Pour tout | € N il existe p; € N et k; € N tels que

1 1
o7 —oll < 5y o =Rl < 5 ST

et donc [log! — vl < %, donc w; := v} converge vers v. De plus, s;:= s} | 0 et x + 5w =z + s op! € K. O

Ce cone est parfois appelé cone des directions admissibles.

Exercice 3.4. Calculer Tk (z,y) dans les cas suivants:

1) K est le carré de R? et (z,y) € K.

2) K .= {(z,y € R?); o = cos(1/t) y = tsin(1/t) t > 0} U {(0,0)} et (z,y) = (0,0).
3) K :={(z,y) € R?; 22 <y < 222} et (x,y) = (0,0).

On rappelle le résultat.

Théoréme 3.6. Soit f : R" — R de classe C' et x* une solution de

min f(x).

reEK

Alors:
Yo € Tk (z), (Vf(x"),h) > 0. (3.3.2)

On considere 'ensemble F défini par:
E:={veR";Viel(z) (Vgi(z),v) <0etVjeJ (Vhj(z),v) =0}
Proposition 3.2. Si les contraintes sont de classe C*, alors:
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Preuve. Soit v € Tk (x). Alors pour tout k € Net tout ¢ € I on a g;(z+s,vi) < 0 et pour tout j € J, hj(x+siv,) = 0.
Sii € I(x) alors g;(z) = 0 d’ou

9i(@ + spvr) = sk (Vgi(x), vk) + [[skvklle(skor) <0,
et donc (Vg;(z),v) < 0. De plus, si j € J, on a:
0= h;(z+ spvg) = sk (Vh;(x),ve) + ||skvklle(skor),
d’ou (Vhj(z),v) =0. O
L’inclusion inverse n’est pas toujours vraie, d’ou la définition suivante.
Définition 3.5. La contrainte K est qualifiée si et seulement si
Tk(x)=E={veR";Viel(zx) (Vgi(x),v) <0etVjeJ (Vhj(x),v) =0}

En pratique, pour vérifier que les contraintes sont qualifiées, on peut adopter la définition 3.2. Cependant la
définition 3.5 permet de démontrer le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker a I’aide du lemme de Farkas. De plus, lorsque
par exemple les contraintes d’égalité et d’inégalité sont convexes ou affines, cette définition permet directement de
voir si les contraintes sont qualifiées.

3.3.3 Preuve de KKT par le lemme de Farkas
On suppose les données de classe C'. Soit I’ensemble

K:={zeR"; gi(x) <0,i€l; hj(x)=0; j€J},
et le probleme de minimisation:

min f (x).

rzeK

La théoréme de Karush-Kuhn-Tucker s’énonce ainsi.

Théoreme 3.7. Si un point x est un minimum du probléme et si les contraintes sont qualifiées, alors il existe
A > 0,1 €1, il existe nj € R tels que

(i) > Moygi(z) =0,
(i) Vf(@)+ iy AiVgi(x) + ST 14 Vh(a) = 0.

Preuve. La condition d’Euler implique:
Vv € Ti(z), (—Vf(z),v) <O0.
Comme la contrainte est qualifiée au point « on a Tk (z) = E ou
E:={veR";Viel(z) (Vgi(z),v) <0etVjeJ (Vh;(z),v) <0et(-Vh;(z),v) <0}
Par le lemme de Farkas: Vi € I 3X\; >0, Vj € J 3(vj,p;) € R? tels que:
~Vf@) = Y \NiVg(x)+ Y (4 Vhi(z) = p;Vhj(x)).
i€l(x) j=1
D’ou la condition de stationarité en posant p; = v; — p;. En prenant A; = 0 pour ¢ ¢ I(z), la condition précédente

s’écrit bien V f(x) + 3 ;e NiVgi(@) + 32 5c 7 1 Vhj(x) = 0. De plus, sii € I(2), alors g;(x) = 0. Sii ¢ I(z), alors on
a pris A\; = 0. D’ot1 la condition de complémentarité. O
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3.3.4 Cas des contraintes affines

Une fonction ¢ : R™ — R est affine si et seulement si il existe a € R™ et b € R tels que ¢(x) = (a,x) + b pour tout
xz € R™. Notons qu'alors ¢(y) — ¢(z) = (Vo(x),y — x) pour tout z,y € R™.

Proposition 3.3. Si les fonctions g; et h; sont affines, alors la contraintes K est qualifiée en tout point.

Preuve. Soit v € R™ tel que Vi € I(z) (Vg;(z),v) < 0etVj e J, (Vhj(z),v) =0. Montrons que v € Tk (x). Soit
s> 0. Alors pour i € I(z) et j € J, on a (en utilisant le caractere affine des fonctions):

gi(x + sv) = gi(x) + s (Vgi(x),v) <0, hj(x+sv)=hj(z)+s(Vhi(z),v) =0

De plus, si i ¢ I(x), alors g;(z) < 0, donc par continuité de g;, il existe 5; > 0 tel que pour tout s € [0, §;] on ait
gi(z + sv) < 0. Prenons 5 = min;¢(,) 5;. Alors 5 > 0 et pour tout s € [0,5] pour tout 7 € I on a: g;(x + sv) <0
et pour tout j € J on a hj(x + sv) = 0. Prenons donc s := 5/k et v, := v. Il vient donc x + siv, € K pour tout
k > 0. Donc v € Tk (z). O

On se reporte a la section des exercices pour généraliser ce résultat au cas ol g; est supposée concave (uniquement
pour les contraintes d’inégalité).

3.3.5 Contraintes convexes

On suppose dans cette section que I := {1,...,1} et que g; : R™ — R est convexe pour tout ¢ € I. Soit I’ensemble de
contraintes:
K :={xeR"; gi(x) <0, Vi € I},

et I'on considere le probleme

min f(z).

zeK

Définition 3.6. Soit xo € K. On dit que la condition de Slater est vérifiée en xq si et seulement si:
Vi<i<lI, gi<$0) < 0.

Proposition 3.4. On suppose qu’il existe xq € K tel que la condition de Slater soit vérifiée au point xy. Alors la
contrainte K est qualifiée.

Preuve. Soit x € 0K. Donc g;(x) = 0. Soit v = 29 —x. On a v # 0 car xo n’est pas sur la frontiere de K (g;(zo) < 0
pour tout ¢ € I). Soit ¢ € I(x). Par convexité:

gi(zo) = gi(x) + (Vgi(), z0 — ).
D’ou (Vg;(x),v) < 0. D’ot Mangasarian-Fromowitz. O

On peut donc appliquer le théoreme de KKT. Soit L(x,\) := f(x) + Zé:l Aigi(x), x € R™ et A € R, Soit z*
une solution du probleme. Alors, il existe A* € Ri tel que:

V. L(x*, A*) = 0.
Réciproquement on a le résultat suivant.

Théoréme 3.8. On suppose que f est convezxe et que la contrainte est qualifiée en tout point. Alors tout point
vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité est un minimum du probléme.

Preuve. L’application x — L(z, \*) est convexe et Vo L(z*,A\*) = 0. Ainsi 2* est un minimum de z — L(z, \*).
Il vient pour tout y € K:
Ly, A") = L(z7, A7) = f(a"),

De plus AF > 0 et g;(y) <0, ainsi f(y) > L(y, A\*), d’ou le résultat. O
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3.3.6 Condition de qualification pour les contraintes d’inégalité

On suppose dans cette section que
K :={xeR"; ¢gi(x) <0, VieI}.

Proposition 3.5. Soit x € K. La contrainte K est qualifiée au point x si il existe v € R™ tel que pour tout i € I1(x)
on ait (Vg;(z),v) < 0.

Preuve. Soit F := {v € R" ; Vi € I(z),(Vgi(z),v) < 0}. On sait que Tk (z) C F (adhérence). Montrons I'autre
inclusion. Soit v € F et i€ I(x) et s>0. Ona:

gi(z + sv) = gi(z) + 5 (Vgi(2), v) + [|sv[|le(sv).
Comme g;(z) =0 et (Vg;(x),v) < 0 1il existe 5; tel que pour tout s € [0, 5;] on ait
(Vgi(z),v) + ||v]le(sv) < 0.

Ceci montre que pour i € I(z) on a g;(x + sv) < 0. Soit § := min3;. On déduit que pour tout s € [0, 5] alors
gi(x + sv) < 0 pour tout ¢ € I. Donc x + sv € K pour s € [0,5]. On prend s := §/k et vy = v. Donc v € Tk(z).
Donc F C Tk (x).

Il reste maintenant & montrer que si v est tel que pour tout ¢ € I(z) on a (Vg;(Z),v) < 0 il existe une suite
v de limite v telle que pour tout i € I(x) on ait (Vg;(Z),vg) < 0. Par I'hypothese il existe o € R" tel que pour
tout i € I(x) on ait (Vg;(x),7) < 0. On obtient le résultat en prenant vy := v + 1/kv. Pour conclure on a donc
F C Tk (z) C F et comme Tk () est fermé on obtient bien Tk (x) = F. O

En particulier, on a que si I(z) = 0, alors la contrainte est qualifiée.

3.3.7 Cas des contraintes d’égalité

On suppose dans cette section que
K :={xzeR"; hj(zx) <0, Vj e J}.

Proposition 3.6. La contrainte K est qualifiée en un point x € K si la famille {Vhi(z), ..., Vhny(z)} est libre.

Prewve. Soit G := {v € R" ; Vj € J,(Vh;(z),v) = 0}. On sait que Tx(z) C G. Montrons l'autre inclusion.
Etape 1. Montrons qu’il existe un voisinage U de x et o > 0 tels que pour tout 2’ € U on ait :

min || > y;Vh;(a')]| > a >0,

=1
wli=1"

Si lassertion est fausse, il existe une suite (z,,) de limite = et une suite y,, de norme 1 telle que

lim | > y'Vhy(a,)| = 0.

1<j<m

Par extraction (compacité) et continuité il existe y de norme 1 telle que

I > 4 Vhi@)| =o.

1<j<m
D’ou Zl<j<m y;Vh;j(z) = 0 et une contradiction par I’hypothese d’indépendance.

1/2
FEtape 2. Posons 0, := (Z1§j§m hj(xz+ hv)2) . Montrons que limj,_,o % = 0. Comme h;(z) = (Vh;(z),v) = 0,
ona:
hj(z + hv) = hj(x) + h (Vh;(x),v) + hljv]le;(hv) = hjv]le;(hv).
Donc
1/2

0y, )
ﬁ: o]l Z Ej(hv)2 —0 sih—0.

1<j<m
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FEtape 3. Soit v € R™ tel que pour tout j € J on ait (Vh;(z),v) = 0. Montrons que v € Tk (x). Soit la fonction
1/2

¢n(w) == | > hj(z+hv+w)? +%Hw||2.

1<j<m

On a ¢,(0) = 6, et de plus pour tout w € R” tel que ||w| = (2h6;)"/? on a ¢p(w) > 6. Donc d’apres une
proposition de cours (minimisation sur un ouvert!) ¢; admet un minimum wj, dans la boule ouvert de centre 0 et
de rayon (2h6;,)'/?. Supposons que la quantité

1/2

> hi(w 4 ho+wy)? (3.3.3)

1<j<m

soit nulle pour au moins une suite hy — 0. Posons alors vy, = v+wy/hy. Le point x + hyvy, appartient donc a Tk (z).
1/2

De plus vy, — v car |Jwg/hi|| < % — 0. Donc v € Tk ().

Etape 4. 1l reste a montrer qu'effectivement la quantité (3.3.3) est nulle pour au moins une suite hy — 0. Si ce n’est

pas le cas, alors on suppose que la quantité

1/2
Z hj(z + hv + wy)?

1<j<m

n’est pas nulle pour A suffisamment petit. Alors en écrivant les conditions d’optimalité on obtient (en omettant la
dépendance en x + hv + wy):

9 Z1§jgm h;Vh; 1

=+ —w, = 0.
Cicjem B h
Alors le vecteur y" de coordonnées y;l = (Ehijhg)l/z est de norme 1. Donc par la premiere étape on déduit
1<j<m G

I'inégalité
Zlgjgm hJ'th
Cicjcm )2

lorsque A — 0. On donc une contradiction. O

1 1
200 < |2 = EHwhH < E(Qh‘gh)l/2 —0

3.3.8 Cas général (contraintes d’égalités et d’inégalités)

On suppose que
K:={zeR"; g(x)<0,i€l; hij(x)=0;j5€J}.

Proposition 3.7. Soit © € K. La contrainte est qualifiée en x si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) La famille {Vhy(z),..., Vhpy(x)} est libre.
(i) Il existe v € R™ tel que
Vj e J, (Vh;(z),0) =0et Vi € I(z), (Vgi(x),v) <O0.
Preuve. On sait déja que
Ti(z) CG:={veR"; Viel(z) (Vgi(z),v) <0, Vj e J (Vh;(x),v) =0}.
Montrons I'inclusion inverse. Montrons tout d’abord que :

C:={velR";Viel(z) (Vgi(z),v) <0, Vj €J (Vh;(z),v) =0} C Tk(x).

Considérons K := {z € R" ; Vj € J hj(z) = 0}. D’aprés ce qui précéde on sait que la contrainte K est qualifiée au
point @. Ainsi, T (z) = {v € R" ; Vj € J, (Vh;(z),v) = 0}. Par conséquent pour tout v € C, il existe s — 0 et
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v — v tel que = + spu, € K. Montrons que x + spv; € K dés que k est suffisamment grand. Soit ¢ € I(z). Alors
gi(z) =0 et (Vg;(z),v) < 0. Donc dés que k est assez grand :

9i(x + skvr) = sk (Vgi(x), vr) + [|skvkle(spor) = sk ((Vgi(@), vi) + [|vklle(skvr)) < 0.
Sii ¢ I(x) alors il existe k; tel que pour tout k > k; on a g;(z + spvy) < 0. Donc si on choisit k := max k; on obtient
Yk >k, gi(z + spop) <0

Comme on sait déja que z + spv, € K, cad. pour tout j € J, hi(z + skvr) = 0 on déduit que pour tout k > k
x4 spur € K. Ceci implique bien que v € Tk (x).
Pour conclure il suffit de montrer que
C={veR"; Viel(x), (Vgi(x),v) <0etVje J (Vhj(x),v) =0}
En effet comme C' C Tk (x) et comme Tk (z) est fermé, on aura le résultat désiré. Remarquons d’abord que :

Cc{veR";Viel(z), (Vgi(x),v) <0etVjeJ (Vh;(z),v) =0}.

Pour I'inclusion inverse, soit v € R" tel que pour tout i € I(x) alors (Vg;(z),v) < 0 et pour tout j € J (Vh;(z),v) = 0.
Montrons que v € C. Soit vg := v + 1/k? ot U est donné par les hypotheses. Alors il vient pour tout j € J:

(Vhj(2), ) = (Thy(e), ) + 1 (Vhs(2), 8) = 0

et pour tout i € I(x) on a:
(Vgi(z),vk) = (Vgi(z),v) + % (Vgi(z),v) <0.

On a donc montré que vy € C, vy — v, ainsi v € C et on a bien C' = Tk (). O

3.4 Reésumé des conditions de qualification

On appellera 2* un minimum du probléme (P). Le tableau ci-dessous résume les diverses conditions de qualification
obtenue précédemment.

Contraintes Conditions de qualification
h(z)=0 Vh(z*) # 0.
hy(x)=0,j€J Vi (@), s Vhoa(27)} libre

g(z) <0 Vg(a*) #0sig(z*) =0

g(x) <0 et g convexe J o € R t.q. g(xp) <0
gi(x) <0,iel Jv e R t.q. Vi € I(z*) (Vg(z*),v) <O0.
gi(x) <0, i€ et g; convexes Jxog € R" Vi € I(xg) g(x0) < 0.

. . Vhi(z*), ..., VA, (2*)} libre et
gi(@) 0,1 €T hi(2) =0,5€J | 3 cpnyq vje § <w5j(:g)7@> ~0 <(et v)i}e I(z*) (Vgi(z*),) <O0.
gi(x) <0,1€l hj(x)=0,j€J

g; et h; affines

3.5 Théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker en dimension infinie

Le théoreme de KKT se généralise en dimension quelconque (voir par exemple [7]). Toutefois, la preuve de ce
résultat nécessite d’étre adaptée a ce cadre (utilisation du théoréme des fonctions implicites). On énoncera donc
juste le résultat dans le cas des contraintes d’égalité et d’inégalité.
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3.5.1 Cas des contraintes d’égalité

Soit H un espace de Hilbert sur R. Soit f : H — R une application. On s’intéresse au probleme (3.1.1) avec

contrainte d’égalité i.e.

1n£f( x) avec K :={x € H; hj(z)=0,1<j<m}, (3.5.1)
S

olt hj : H — R est de classe C', 1 < j < m. On suppose f de classe C*.

Théoréme 3.9. Soit x un minimum local du probléme (3.5.1). On suppose que la famille {Vh;(x)}1<j<m est libre.
Alors il existe € R™ tel que:
Vi@ + Y nVh(z) =0.
1<j<m
Remarque 3.4. (i) Comme en dimension finie, on peut exprimer la condition d’optimalité d’ordre 1 en disant que
le Lagrangien
(x,pn) € HXR™ = L(z,p) : Z'“J
1<j<m
est stationnaire en (x*, u*) i.e. Vo L(x*, 1*) =0 ot (x*, u*) est donné par le théoréme 3.9.
(1t) L’indépendance linéaire des gradients {Vh;(z)}i1<j<m correspond a la condition de qualification de Mangasarian-
Fromowitz (avec contraintes d’égalité uniquement).

Exemple. Premiére valeur propre du laplacien. On pose H = H}(Q) ou Q est un ouvert borné régulier de R™. Pour
u € H on pose:

= UI’2LEC u) = UI’QI*.
f/Q|v<>|d ¢ hiw) /Q()d |

Montrons que le probleme

o= inf U
u€H (Q), h(u)=0 f( )

admet une solution dans H. Soit (u,) une suite minimisante. Comme la suite (||us[| g3 (@) est bornée et en utilisant
I'injection compacte de H}(Q) dans L?*(Q), on peut (& sous-suite preés) supposer qu'il existe u € HJ () telle que
(un) converge fortement vers u dans L2(€2), et (u,) converge faiblement vers u dans H}(Q). D’ou h(u) = 0. Par
convergence faible: o < f(u) < lim infn_)_s_OO ||un||H1(Q) = a, ainsi f(u) =« et h(u) = 1, d’ou le résultat. Montrons
que la contralnte est qualifiée. On a : Vh(u =2 fQ x)dz et donc comme u n’est pas nulle presque partout
car h(u fQ x)dx =1, on déduit que Vh( ) est non—nul et donc la contrainte est qualifiée. En utilisant KKT il

existe u € R tel que
Yve H /Vu-Vv:,u/uv,
Q Q

ce qui montre que u est une solution faible du probléeme:

—Au
U

et que p est la plus petite valeur propre car f(u) = A (faire v = v dans la formulation faible).

pu  dans €,
0  sur 09,

3.5.2 Cas des contraintes d’inégalité

On s’intéresse maintenant au probleme (3.1.1) avec contraintes d’inégalité i.e.
K={zreH;g(x) <0, 1<i<1},
ol g; : H — R est de classe C', 1 <4 <. On suppose f de classe C'. Pour x € H on définit ’ensemble des indices

des contraintes actives par:
I(z) = {i € {1,....1}; gi(z) = 0}.

On prendra comme condition de qualification la condition de Mangasarian-Fromowitz: la contrainte est dite
qualifiée au point x si et seulement si :

e H Viellx) (Vgi(x),v)<O0,
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dans le cas ol les applications g; ne sont pas affines. Dans le cas ou pour tout 1 < i <1, z — g;(x) est affine, alors
on supposera:
Jve H Vie{l,.,l} (Vg(z),v)=0.

Remarque 3.5. Si les fonctions g;, 1 < i <[ sont convezes, alors la condition précédente peut étre remplacée par
la condition de Slater:
Jxo € H, Vi{l,...,1} gi(z0) <O.

Théoréme 3.10. Soit x un minimum local de f sur K. Si les contraintes sont qualifiées au point x alors il existe
A€ RL tel que:
{Vf(l‘) + ZISigl AiVgi(z) =0,

La premiere condition est la condition de stationnarité du lagrangien associé au probleme d’optimisation et la
seconde condition est la condition de complémentarité.



30 CHAPITRE 3. CONDITIONS D’OPTIMALITE

3.6 Conditions d’optimalité au second ordre

Soit f:R" =R, g, :R" 2R, 1<i<let h; : R" =R, 1< 75 <m des fonctions de classe C?. Soit K la contrainte
fermée définie par :
K:={zeR"; g(x)<0,i€l; hj(x)=0; j5€J}

avec I = {1,...,1} et J ={1,...,m} et soit le probléme de minimisation :

min f(z). (P)

zeK
Soit £ : R™ x RL x R™ — R le lagrangien associé a (P) défini par
Lz, M) = f(@)+ D Nigi(w) + Y ().
i€l =
Pour = € K, on pose I(z):={i €1; g;(x) =0} et :
A) :={(\p) ERY xR™; V,L(z,\,pu) =0et \; =0Vi ¢ I(z)}.

On définit le cone critique par

C(z) :={veTk(z); (Vf(x),v) =0}

Théoréme 3.11. Si x est un minimum local de f sur K et si la contrainte est qualifiée au point x, alors:

Vv e C(x) max BQ—L(Q: A p)v,v )y >0
(A p)EA(z) \ Oz2 U ) =T

Ce résultat sera démontré apres avoir étudié la section dualité. Une version plus simple de ce résultat est la
suivante.

Théoréme 3.12. Soit x un minimum local du probléme et (A, 1) les multiplicateurs associés. Si les vecteurs:
Vgi(z), i € I(x), Vhj(z), 1<j<m,

sont linéairement indépendants, alors V2L(x,\, 1) est positif dans le sous-ensemble:

M := Vect(Vg;(x), i € I(x), Vhi(z), 1 <j<m)t,
i.e. sid vérifie (d,Vg;(x)) =0, i€ I(x), (d, Vh;j(z)) =0, 1<j <m, alors

(V2L(z, A\, p)d,d) > 0.
Pour faire la preuve, commengons par le lemme suivant (parfois appelé lemme de Gordan).
Lemme 3.2. Soit (a;)1<i<i €t (bj)1<j<m, | +m vecteurs de R"™. Considérons les deuz assertions suivantes:
(i) FyeR™ telqueVl <i<I, (a;,y) =0 et V1<j<m, (b,y) <O.
(i4) La famille {a1, ..., a;, b1, ..., by, } est lineairement independante.

Alors (ii) = (i).

Preuve. Supposons (ii) et montrons (i). Par labsurde, supposons que (i) soit fausse. On déduit que pour tout
vecteur y € R™, alors la condition V 1 <4 <, (a;,9) =0etV1<j<m, (bj,y) <timplique t > 0. Posons alors
a; = (a;,0) € R et b; = (bj,—1) € R™ pour 1 < i <let1<j <m,etsoit w:= (Ogn,1). Enfin, posons
z = (y,t) € R"!. La condition précédente se réécrit donc de la facon suivante:

Vz e R W 1<i<l, (an,2)=0etV1<j<m, <Bj,z>go = (—w,z) <0.

Par le lemme de Farkas, on déduit que il existe « € R! et 8 € R7 tels que:
—w = Z OZZ&1+ Z le;j;
1<:i<l 1<j<m

ce qui montre que l'on a une relation de liaison non triviale entre les vecteurs {ay, ..., a;, b1, ...,b;n }. Ceci contredit

(i). O
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Preuve. On applique le lemme précédent avec la famille Vg;(z), i € I(x), Vhj(z), 1 < j < m. On déduit qu'il
existe un vecteur y € R™ vérifiant la condition (i) ci-dessus qui montre donc que la contrainte est qualifiée au point
2. Ainsi, on a:

Donc il existe une suite de points réalisables (zy) telle que z — x telle que ﬁ — d et telle que g;(z) = 0 pour

i € I(z) et hj(zr) = 0. D’ol en posant dj, := x), —

0. Flow) = () = Llon A ) = Lo, A ) = 3 (VALG A, ), di) -+ o i),
par un développement de Taylor. D’ou le résultat en passant a la limite. O
On énonce maintenant le théoreme de conditions suffisantes au second ordre.
Théoréme 3.13. Soit T € K et (A, 1) € A(T). On suppose que pour tout d € R™ non nul vérifiant
(d,Vgi(z)) <0Vie I(Z); (d,Vg;(T)) =0Vi € I(T) et \; > 0; (d, Vh;(Z)) =0Vj e J,

on a
(V2L(z, A\, p)d,d) > 0.

Alors T est un minimum local strict de (P) et il existe ¢ > 0 et € > 0 tel que:
Vo eR”, |z —Z|| <e = f(z) > f(Z) +cllz — Z|*.

Preuve. On raisonne par absurde : il existe g, | 07 et 2, — Z tels que f(xx) < f(Z) + exllzr, — Z[|>. On pose

dy, = m On peut supposer qu’il existe d € S*! tel que dj, — d lorsque k — oo. Montrons que

1
5 (V2L 1)y, i) + ofdell?) < el (3.6.1)
En utilisant que les données sont C? et en faisant un développement limité & I'ordre 2 de £ en Z on a:
1
Lww, A p) = L(2) + (VLA p), 2 = T) + 5 (VaL(@ A\ p) (@ — &),z — Z) + ol ||z — Z]|*)

Comme (A, ) € A(x) on a VL(Z, A\, ;1) = 0. De plus comme z, € K pour tout k on a L(xg, A\, p) < f(zr). On
déduit donc en utilisant £(Z) = f(Z):

L(zr, A p) = f(Z) + % (VL@ p)(@r — T), 26 — T) + o([lox — 2|1*) < fan) < f(@) +erllor —z)*.

d’ou (3.6.1) en divisant par ||z, — Z| et en passant & la limite. Ainsi d satisfait (V2L(Z, A, p)d, d) < 0.

Montrons maintenant que le vecteur d vérifie:

(Vf(x),d) <0, (Vgi(z),d) <0, (Vh;(z),d) =0.
On effectue un développement limité de f(zx) — f(Z), gi(xr) — g:(Z), ¢ € I(Z) et de h;(xx) — h;(Z) au premier ordre:

flar) = £(2) + (VI(@), 2x — 7) + ol|lz — Z[|) < f(2) + exllor — 2],
9i(x) = (Vgi(2), 2 — ) + o[z, — [)) <0,
hj(zk) = (Vh;(2), 2 — ) + o[z — 2[) =0,
d’ott le résultat. Pour conclure, la condition du premier ordre s’écrit V f(Z) + Ziel(i) AiVgi(Z) + 325 niVhi(z) =0

et donc:

(Vf@),d)+ > N\i(Vgi(@ +ZM (Vhy(

1€I(x)

et donc on déduit que pour tout i € I(Z) on a A; (Vg;(Z),d) =0 (smon le membre de gauche de I'inégalité précédente
serait strictement négatif et donc on ne pourrait avoir VL(Z, A, u) = 0). Lorsque i € I(Z) et A; > 0 on a donc
(Vgi(z),d) = 0. Par conséquent on a bien trouvé un vecteur d non nul qui vérifie

(d,Vgi(z)) <0VieI(Z); (d,Vg()) =0Vi € I(T) et \; >0 (d, Vh;(Z)) =0Vj € J,
et pour lequel <Vi£(f, A\, p)d, d> < 0. Ceci contredit donc I’hypothese du théoreme 2, d’ou le résultat. O
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3.7 Dualité

3.7.1 Généralités

Définition 3.7. Soit X et Y deux ensembles non-vides. Soit £ : X xY — R (z,y) — £(z,y) une fonction de deux
variables x et y. On dira qu’un point (Z,5) € X x Y est un point selle si et seulement si

V(z,y) € X xY, L(z,y) <4(z,7) < z,7).
On a les propriétés suivantes.

Propriété 3.2. (i) La valeur {(Z, ) est constante pour tous les points selles (Z,y) € X x Y de L.
(i) Si (Z1,51) et (Ta,P2) sont deux points selles, alors il en est de méme de (T1,72) et (T2, y1).

Preuve. Montrons (i). On a £(z1,y) < (x1,y1) < L(z,y1) et l(ze,y) < l(x2,y2) < l(x,y2). On déduit:

Uy, y2) < Uxy,y1) < Uxo,y1) < x2,y2) < U(1,92),

d’ot (i). Pour (ii), on déduit de ci-dessus que £(x1,y2) = €(x2,y1) = £(x1,y1) = £(T2,y2). Dol: l(z1,y) < l(z1,11) =
(x1,y2) = L(x2,y1) < £(x,y2) ce qui montre que (x1,ys) est un point selle. On procede de méme pour (z2,y1). O

On définit deux points ¢ (& valeurs +oo éventuellement) et 1) (& valeurs —oo éventuellement) par:

p(x) = Sgg Uz, y), V() := nf Uz, y).

Propriété 3.3. (i) On a ¢¥(y) < l(z,y) < p(x) pour tout (z,y) € X x Y.
(i) L’application ¢ admet des points selles sur X XY si et seulement si on a I’égalité min,e x p(x) = maxyey Y(y).

Preuve. Le point (i) est évident par la définition de ¢ et . Supposons que ¢ ait un point selle (z1,y1). Alors
Ux1,y) < l(x1,y1) < Uz, y1) et done p(x1) < L(z1,y1) < P(y1). Mais on a £(z1,41) < (1) et P(y1) < L(z1,41),
d'ott p(x1) = €(z1,y1) = ¥(y1). Enfin, par (i): ¢(y) < €(z,y) < ¢(z) pour tout (z,y). Donc, max, ¥(y) < min, ().
D’ou I’égalité. La réciproque est similaire. O
3.7.2 Points selles de Lagrangien

On s’intéresse maintenant aux points selles de Lagrangiens. Soit f: R" -+ R, g; : R* = R, 1 <i<let h; : R" = R,
1 < j < m des fonctions de classe C'. Soit K la contrainte fermée définie par :

K:={zeR"; gi(x)<0,ie€l; hj(x)=0; jeJ},
avec I ={1,....,1} et J ={1,...,m} et soit le probléme de minimisation :

min f(x). (P)

reK
Soit £ :R™ x (R} x R™) — R le lagrangien associé & (P) défini par
Ll A p) == f(@)+ > Xigi(x) + > pihy().
il jed
Proposition 3.8. Un point selle de £ sur R™ x (R}, x R™) est evactement un couple (Z, (X, 1)) tel que:
(i) T minimise L(-, \, i)
(i) T € K
(iii) Xigi(z) = 0 pour tout 1 <i <.

Preuve. Supposons d’abord que (Z, A, /i) soit un point selle de L i.e.

Vo € R, V(A p) € Ry x R™, L(2,X, 1) < L(2, N, 1) < L(x, A, j1). (3.7.1)
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On déduit donc (i). Pour montrer (ii), on a que (A, /i) maximise £(Z, -, -) sur RY, x R™. Donc en utilisant la condition
d’Euler?:

1
V(A7u)£(f7 A, Q) € NRﬁerm 5\ = HN]R+ ) X H Ngr(i HN]R+ (5\1) x R™.
On déduit que hj(z) = 0 pour 1 < j < m et que g;(z) <0 pour 1 <i <1, ce qui montre (ii). Pour (iii), soit i =0,
soit sinon \; > 0 et donc Ng, (A;) = R et donc g;(z) = 0, d’ot (iii).

Réciproquement, la condition (i) implique la deuxiéme inégalité dans (3.7.1). De plus, comme & € K et A; > 0,
on a:

L(Z, A, 1) +ZAzgz )+ nihy(@) < f(@),
j=1

et f(z) = L(z,\, 1) par (ii) et (iii). D’ou le résultat. O

Corollaire 3.1. Si (Z,\, i) est un point selle de L alors T vérifie les deux conditions de KKT:

et est une solution du probléme (P).

Preuve. Supposons que (Z, A, fi) soit un point selle. La proposition 3.8 entraine que # vérifie les deux conditions de
KKT. De plus, pour z € K, on a:

flx) > Lz, A\ 1) > L(z, N R) = f(2).

O
Pour (A, p1) € RY. x R™ on pose
d(A, p) == zlen]lg Lz, A, p).
Propriété 3.4. Le probléme
sup d(X, p) (3.7.2)
(A1) ERL xR™
est un probleme de mazximisation concave.
Preuve. On a pour ¢ € [0, 1], pour A1, A2 € RY, et pl, u? € R™
Lz, A" 4+ (1 = )N tut 4+ (1 — A = tL(x, M pt) + (1 — 1) L(z, A2, 02,
d’ot1 en prenant la borne inférieure:
AN + (1= N2 tpt + (1 — 6)A2) > td(A\, pb) + (1 — t)d(N\?, p?).
O

Définition 3.8. Le probleme (3.7.2) est appelé probléme dual du probléme (P).

Proposition 3.9. On suppose que f et g;, i € I sont convexes et que h;, j € J est affine. Alors (T, \, i) est un
point selle de £ sur R™ x (RY. x R™) si et seulement si T est une solution de (P) et (X, i) est un multiplicateur de
Lagrange.

Preuve. La condition nécessaire est assurée par le corollaire 3.1. Supposons que Z soit une solution de (P) et (A, z) un
multiplicateur de Lagrange. Le Lagrangien est maintenant convexe par rapport & x, aussi comme au point (Z, \, fi)
on a V,(Z,\, i) = 0 on déduit que Z minimise 2 — L(x, A\, ii). Enfin, pour 2 € K, L(Z, A\, p) < f(Z) = L(Z, \, i) car
(X, i) est un multiplicateur de Lagrange. O
1Soit C' C R™ un ensemble fermé convexe non-vide et € C. On appelle No(z) le cone normal & C au point = défini par Ng(z) :=
{p €R™; (p,y —x) <0Vy € C}. Etant donnée f : C — R de classe C!, la condition d’Euler d’optimalité d’ordre 1 s’écrit (V f(z),v) > 0

pour tout v € Tk (x) ou bien encore —V f(z) € Nk (x), = étant supposé minimum local de f sur C
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3.7.3 Problémes convexes et dualité

Dans cette section, on s’intéresse au probleme

(P) xlgf(f(fl?) K:={zeR"; gi(x) <0 1<i<l},

ou f,g; : R" — R sont de classe C! et convexes.

Théoréme 3.14. On suppose que le probleme est qualifié et qu’il admet au moins une solution. Alors:

i = inf L(z,\) = inf Lz, A).
RS = e B = e £

De plus, le probléme SUP )\ eRY, infern L(x, ) admet au moins une solution A* et le probléme inf, ecrn L(z, \*) admet

une solution x* qui est solution du probléme (P).

Remarque 3.6. (i) Le probléme est qualifié si par exemple xg € K V1 < i <1 g;(x0) <0 (Slater).
(i) On a toujours :

sup inf L(z,A) < inf sup L(z, ).

A€R!, TER" TER™ \eRL

(iii) Le résultat est faux si le probléme n’est pas convezxe (voir section suivante).

Preuve. (du théoreme de dualité). Comme (P) admet une solution et que la contrainte est qualifiée en tout point, il
existe A* € R}, tel que (\*, g(z*)) = 0 et V,L(z*,A*) = 0. Comme le lagrangien est convexe:

Ve € R™ Lz, A*) > L(x",\*) = i€n§n£(x,)\*).

D’ou

)\seuﬂg+ zignﬂgn Lz, A) > Iignﬂ{n Lz, \*) = f(z").
Ainsi

Lx* ) = 5&12 flx) < )\Seu]é:)l+ xieann Lz, N).

Par le lemme ci-dessous et ce qui précede, on a donc:

inf sup L(z,\) = inf sup L(z,\) = inf f(z) < sup inf L(z,A).
zeR”™ AE]R"JF reK )\E]R’;r zeK )\G]Rf# zeR™

Or l'autre inégalité est toujours vraie, d’ou le résultat. O

Lemme 3.3. On a

sup L(z,\) = fl@) zeK,
)\G]RZ+ +OO X ¢ K

Preuve. Tout d’abord si x € K, on a le résultat puisque:

f(z) = L(2,0) < sup L, A) = f@) + Y Aigi(e) < f(a).

AER] 1<i<l

Supposons donc = ¢ K. Alors il existe iq tel que g;,(z) > 0. Soit A¥ := (0, ...,0,k,0,...,0) ot k st & I'indice ig. Alors
L(z,\*¥) = f(x) + kgi, (x) — 400 lorsque k — +o0, donc SUP)\cR!, L(z,\) = +o0. O

Définition 3.9. Le probleme dual du probléme (P) est le probléme (D) défini par:

(D) max d(A) d(A) := min L(x, \).
AERY TER™
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3.7.4 Exemple de saut de dualité

Soit le probleme

;E4 2

. x
mm — — —.
|z|<1/2 4 2

I est clair que le minimum est atteint en = £1/2. Soit L(x, A1, A2) = % — %2 + M —1/2) + Ao(—x — 1/2)
avec \; > 0. Regardons minger £(z, A1, A2). Alors un minimum vérifie £}, (x, A1, A2) = 0 et L] ,(z, A1, A2) > 0 i.e.
322 —1 >0, donc |z| > 1/4/3. Ainsi, le minimum de x +— £(x, A1, \2) n’est pas atteint dans [—1/2,1/2].
On peut également étudier l'exercice suivant.
Exercice 3.5. On considére le probléme d’optimisation

infzi2zo t.q.x1 >0, 9 >0, z% + x% <1
Soit L(x, A1, A2, A3) 1= 172 — M1 — Aaxo + A3(2? + 23 — 1) le Lagrangien associé au systéeme, X := (A1, A2, \3) et

d(/\) = inf L(x, /\1, /\27 )\3) (373)
(z1,22)ER2

1) Calculer la solution du probléme initial.
2) On considére le probléme d(X). Montrer que la solution vérifie le systéme

2311 + T2 = A1,
1 + 2A3x2 = A2,

puis Uégalité A3(23 + 23) + z122 = (M1 + Aoz2). On notera A la matrice du systéme précédent. Déduire que

T
_)\3_1<:\\1> A—1<il> sidg > 1/2,
2 2

—oo siAz <1/2.

d(\) =

N
|
¥

3) On s’intéresse maintenant au probléme dual

sup d(N).
A120,A22>0,A32>0
a) Montrer qu’un mazimum vérifie nécessairement Ay = Ay = 0 puis que Az = 1/2.
b) En déduire que Supy, >0 x,>0x,>0 A(A) = —1/2.

Correction: On consideére le probleme d’optimisation
infxixe t.q.x1 >0, 22 >0, xf er% <1.

Montrons qu’il y a un saut de dualité pour ce probléme (dont 1’origine vient du fait que  — x129 n’est pas convexe).
I) Résolution du probléme primal.
On montre aisément que la solution de ce probleme est (0,0) et donc si K := {z € R?; 21 >0, 29 >0, 23 +23 <1}
et f(x1,x2) := 2129, alors inf,cx f(z) = 0.
IT) Résolution du probléeme dual.
Soit L : R?xR3 — R le lagrangien du probléme. On écrira dans la suite z = (21, 2) A = (A1, A2, A3), et A= (A1, A2).
Le Lagrangien s’écrit :

L(:L‘l,xg, A1, Ao, )\3) = T1T9 — AT — AaXo + )\3(1‘% + .’L'% — 1)

Le probleme dual est:
sup inf L(z,\).
AeRr3 ©€R?

1) Caractérisons d’abord les cas d’existence d’un minimum pour le probléme : d(\) := inf, cg2 L(z, \)
Cas 1: A3 >1/2. On a

L(xl,xg,)\) = (/\3 — 1/2)(1‘% +l‘§) — A1x1 — A2Z2 — A3 + 1/2(:131 +$2)2 > (/\3 — 1/2)(1‘% +m§) — A1x1 — A2Z2 — A3
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La fonction z — (A3 — 1/2)(2% + 23) — \z1 — Aaz2 — A3 étant coercice, L est minorée par une fonction coercive
et donc elle admet un minimum.
Cas 2 \3 < 1/2. Grace a 1'égalité L(z1,22) = (A3 — 1/2)(2? + 23) — Miz1 — Xawa — A3 + 1/2(z1 + 22)? on déduit que
pour zy = —1:

L(z1, —x1,\) = 2(A3 — 1/2)23 — A\jzq + dozy — As.

donc L n’est pas minorée et inf, cgz L(z1,29) = —00.
Cas 3: A3 =1/2. Si A1 # Ay alors pour 21 = —z5 on déduit que

L(Qfl, _‘Tl,)\) = ()\2 - )\l)xl - >\37

fonction qui n’est pas minorée. Ainsi dans ce cas inf g2 L(x1, 2, A\) = —00. Supposons maintenant A; = Ao. Alors
on a:
L(Z‘, )\) = —)\1(1‘1 + 1‘2) — A3 + 1/2(371 + x2)2 = (p($1 + 1‘2)

olt ¢(y) := 1/2y% — A1y — A3 est une parabole dans R. Il est clair que ¢ admet un minimum sur R atteint en \;.
Ainsi, L(-,\) admet un minimum lorsque x1 + 2 = A1 (non unique).

2) Calculons maintenant d(A) dans les cas 1 et 3.
cas 1 : Ag > 1/2. En écrivant que V,L(z, ) = 0 on déduit que

(3.7.4)

o — )\1 + 2)\3$1 = 0,
xr1 — )\2 + 2)\31’2 =0

23 1
1 2X3

en est de méme de A1, De plus en combinant les deux équations de (3.7.4) on a 1 (A1z1+Aoxa) = A3(2? +23) +2122.

Ainsi dans ce cas d(\) = —A3 — ATA7LA,

cas 3. On a en remplagant 1 + x2 par A\; : d(\) = —%)\% — A3. Finalement le résultat est le suivant :

ce qui permet de voir que z = A~1X ot A = ( ) . On vérifie que A est symétrique définie positive et donc il

A= ATAIN si A3 >1/2
—%A%—Ag si )\3:1/2612 )\1:>\2
—00 si )\3:1/26t)\17é)\2

-0 si A3 <1/2

d(\) =

3) Une fois cette expression obtenue, la résolution du probleme dual est immédiate. On a AT A1)\ > 0 pour tout
A € R3. Ainsi dans le premier cas d(\) < —A3 < —1/2. Ainsi, le maximum de d()\) est —1/2 atteint pour A3 = 1/2
et A1 = Ao = 0. D’oui le saut de dualité :

1
20 LMD = < o p M) = Rl S =0
3.7.5 Preuve de la condition nécessaire au second ordre par dualité

Soit f:R" - R, g;: R" R, 1<i<lethj:R" =R, 1< j<m des fonctions de classe C2. Soit K la contrainte
fermée définie par :
K:={zeR"; g(x)<0,i€l; hj(x)=0; j5€J},

avec I ={1,....1} et J ={1,...,m} et soit le probléme de minimisation :

min f(z). (P)

TeK
Soit £ : R™ x ]Rﬂ_ x R™ — R le lagrangien associé a (P) défini par
Lz, M) = f(@)+ D Nigi(@) + Y ().
i€l JjeJ
Pour z € K, on pose I(z) :={i € I; gi(x) =0} et :
Az) :={(\p) ERL xR™; V. L(z,\,pu) =0et \; =0Vi ¢ I(z)}
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Le cone critique est défini par:

C(x) :={v € Tr(x) ; (Vf(x),v) = 0}.

Le but est maintenant de montrer la condition nécessaire d’optimalité d’ordre 2 (la preuve est technique et peut étre
sautée en premiere lecture).

Théoréme 3.15. Si x est un minimum local de f sur K et si la contrainte est qualifiée au point x, alors:

Yv e C(x) max <82£(z A, p)v v>>0
(A u)EA(z) \ O2 RO U )=

Preuve. La condition A(z) # 0 équivaut & lexistence d’un multiplicateur de Lagrange (A, p) € R x R™ pour le
probleme (P). Comme z est un minimum local et que la contrainte est qualifiée au point x, on a bien A(z) # 0.
Comme la contrainte est qualifiée on a T (z) = {v € R" ; Vi € I(z) (Vg;(z),v) <0; Vje J (Vhj(z),v) =0} dou

Clx)={veR"; VielI(zx) (Vgi(z),v) <0; VjeJ (Vhj(z),v) =0; et (Vf(z),v) =0}
On définit maintenant le cone tangent d’ordre 2 au point x par:
Vo € R" Vo € Ti(x), Te(z,v):={w € R™; 3ty | 0T Jw, — vt.q o +tpv +t7wy € K}.

En faisant un développement de f a l'ordre 2 en t; au voisinage du point = on a:

Fla+ tho + Ban) = () + 6 (T (@), 0) + 8 (VS (@), ) + & (Hessy(@)o,0) + o(8)

Comme (V f(x),v) =0 et & (f(z + txv + tiwi) — f(x)) > 0 on déduit que:

Yo € C(z) Yw € T (z,v) (Vf(x),w) + % (Hess¢(z)v,v) > 0. (3.7.5)
On pose I%(z,v) == {i € I, g;(z) =0 et (Vgi(x),v) =0} et soit H 'ensemble défini par:
H:= {w €R" ;(Vgi(z), w) + % (Hessg, (z)v,v) < 0Vi € I’ (z,v) et (Vh;(z),w) + % (Hessn, (z)v,v) =0Vj € J} .
De méme, en faisant un développement de g; & I'ordre 2 en t; au voisinage du point x, on a pour i € I*(z,v):
gi(x 4+ tpv + tiwy) = gi(x) + tr (Vgi(x),v) + 2 (Vgi(x), w) + % (Hessg, (z)v,v) + o(t3) < 0.
car g;(z) =0 et (Vg;(z),v) = 0. D’ou 3 (Vgi(z),w) + % (Hessg, (z)v,v) + o(t2) < 0 et donc
(Vgi(z),w) + % (Hessg, (x)v,v) <0

a la limite. On proceéde de méme pour les contraintes d’égalité ce qui montre que T%(x,v) C H. On admettra dans
la suite que T2 (z,v) = H.
Soit F(w) := (V f(z),w) + % (Hesss(x)v,v). On considére le probleme d’optimisation:

min  F(w) (3.7.6)

weTZ (z,v)

On admet que ce probleme admet une solution. Le lagrangien L(w, A, 1) associé a ce probleme s’écrit :

Llw, A p) = Fw)+ 3 A((Vaila), w) + % (Hessqg, (2)0,0)) + 3 1, (Vhy (@), w) + % (Hessn, (z)v,v)).
iel(x) jeJ

Comme L est linéaire, si sa dérivée est nulle, alors L est constante et la constante qui reste (partie sans w dans
) b
Pexpression de L) s’écrit:

1 1 1 1/8°L
3 (Hessg(x)v,v) + 3 Z Ai (Hessg, (z)v,v) + 5 Z/Lj (Hessp,; (z)v,v) = 3 <w(m, A, u)v,v> .
i€l() j€d
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Comme (\, 1) € A(z) on trouve que L est constant en dérivant L par rapport & w et en appliquant KKT:

VuL(w, A p) = V(@) + Y ANiVgi(z) + Y p;Vhy(w) = 0.

icl(z) j€J
Maintenant le vecteur u := V f(2) + 3_,c 1) AiV9i(®) + 32 ¢ 7 1 Vhj(2) est non nul. On a :
, 1 1 1
L(tu, A\, 1) = t||lu]]” + 3 (Hessf(z)v,v) + 3 .EIZ() Xi (Hessg, (z)v,v) + 3 KZJM (Hessp, (z)v,v)

pour ¢ # 0 et (A, 1) € RY x R™. Donc en faisant t — —oco L£(+, A, 1) n’admet pas de minimum sur R" si (A, p) ¢ A(z).
Finalement on a donc montré que:

inf L(w,\, p) = {5 <31§ (z, A,u)v,fu>, si(\p) € A(z)
e —o0, si(Apu) ¢ Al).

On notera dans la suite §(\, 1) := inf,ern £(w, A, 1), (A, 1) € R x R™. Montrons que

max O(A = min F(w).
A>0,ueR™ ( “u) weTZ (z,v) ( )

Le probléme primal (2) est un probléme linéaire en w sous contraintes linéaires d’inégalité et d’égalité. Ainsi, il s’agit
d’un probléme convexe (c.a.d. le cotit et les contraintes sont convexes). Par le théoréme de cours sur la dualité dans
le cas convexe on sait qu’il n’y a pas de sauf de dualité (i.e. les problémes primal et dual ont méme valeur):
. . 0°L
min  F(w) = max inf L(w,\,u) = max 5 (T, A v, v
wETE (w,v) (M) ERL xRm WERN (Ap)EA(e) \ Ox

Soit maintenant « un minimum local de f sur K et v € C(z). Alors, en utilisant la question 3), on déduit que
F(w) > 0 pour tout w € T%(x,v) et donc miny, 72 (4,0) F'(w) = 0 d'ott le résultat par 'égalité ci-dessus. Par ce qui
précede on a que F(w) > 0 pour tout w € Ta(z,v) et donc Minyer2 (p,0) F(w) > 0 d’olt le résultat par I'égalité

ci-dessus.

O



Chapitre 4

Algorithmes numériques

4.1 Algorithmes de descente de gradient
Dans l'optique de minimiser une fonction objectif f : R™ — R et de résoudre un probleme d’optimisation:

min f(2),

on étudie des algorithmes itératifs du type
Tpt1 = B(w, V(7))
avec si possible f(zg+1) < f(xy) pour tout k € N.

Définition 4.1. Soit U C R™ un ouvert et f : U — R une application de classe C'. Soit x € U tel que V f(x) # 0.
Une direction de descente pour f est un vecteur d € R™ tel que d # 0 et:

H>0 Vtelot], flxz+td) < f(x).
Remarque 4.1. (i) Comme f est de classe C*, un développement montre que:
f(a +td) = fa) =t (V(z),d) + oft),

d’ot nécessairement (V f(x),d) < 0. De plus, si d vérifie (Vf(x),d) < 0 alors d est une direction de descente. Il
semble donc que d := —% soit un bon choix de direction de descente a t fizé.

(i) Le choix de direction d ci-dessus est motivé par la remarque suivante sur le systéme de type “gradient” (méthode
de la plus grande pente). Considérons le probleme de Cauchy:

i(t) = —Vf(z(t), t>0, x(0)=az€R"

On a Lf(z(t)) = —|VFf(z(t))|? et donc Uapplication t — f(x(t)) décroit strictement (sauf auz points critiques de
f). La discrétisation en pas de temps régulier (h := ty1 —tx) de cette équation différentielle conduit donc & ’égalité

Tpy1 — Tk = —hV f(x), k>0.
On va considérer dans la suite des algorithmes du type:
Ti41 = Tk + trdr, xo € R"™.

Le réel t, choisi a chaque étape s’appelle le pas de descente. Comme le montre la figure 4.1, le choix des parametres
(pas de descente, direction de descente) est crucial. La figure 4.1 est réalisée avec la fonction f(z) = %x2, Ty = 2,
Sk = 2+ 2,6% et dp = —sign(z). Ainsi, on a bien un algorithme de descente mais qui ne converge pas car
rr = (—=1)*(1 + 1/2%) pour tout k¥ € N. On voit sur cet exemple que le choix du pas est crucial (i.e. ici il ne
doit pas étre trop grand). Si le pas est trop petit (par exemple s = 2% dans I'exemple précédent), la méthode de
descente peut ne pas converger vers un minimum local de la fonction a minimiser. On est donc amené a considérer
différentes regles pour le choix du pas et de la direction de descente. Une régle (pas forcément bonne en pratique)

est la recherche exacte.

39
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Figure 4.1: Figure de gauche : pas trop grand. Figure de droite : pas trop petit. Dans les deux cas, 'algorithme du
gradient & pas variable ne converge pas.

Définition 4.2. La méthode de descente de gradient avec recherche exacte consiste a choisir a chaque étape k le pas
hy par:
h i td
k € arglgélﬂgf(xk + tdy),

ot xp, € R™ est donné et d, € R™ est la direction de descente donnée.

4.1.1 Regle d’Armijo

Par rapport a Pexemple précédent, la regle d’Armijo permet d’éviter des pas trop grands. Soit f : R™ — R de classe
C! et (P) le probléme de minimisation inf,cg» f(x). On se donne des parametres s > 0, o €]0,1[, 3 €]0,1[ et € > 0.
On considere I'algorithme de descente basé sur la regle d’Armijo:

- Soit zg € R™ et dy € R™ tel que ||do|| = 1 (initialisation). Pour k = 1, ..., Ny, faire les étapes suivantes:

Prendre d;, € S™7! tel que —% € [e, 1] et tel que ||dg|| = 1.

- pour i = 0,1, ... soit iy le premier indice i > 0 pour lequel on a f(zy) — f(xr + Bisdy) > —oB's (Vf(xk), dk).
Sii=0on pose a; = s et si s > 1 on pose oy, = s3%.

- Faire 21 = o1, + apdy avec oy = s3%*
Théoréme 4.1. Si z* est une valeur d’adhérence de la suite (zi) générée, alors V f(z*) = 0.
Preuve. Premiére étape. Montrons d’abord que 1’étape 3 est possible. Sinon, pour tout ¢ on a
flaw) = flar + B'sdr) < —0B's (V f(xx), dr)
Comme f est C*, on a le développement:
flzk +td) = fag) +t(Vf(xk),d) + ot).
Dot il existe une suite (g;) de limite 0 telle que:
flan+ Blsdi) — f(xx) = B's (V f(xx),di) + B'ei > 08's (V f(wr), dy) -

et donc en faisant ¢ — +oo on obtient 0 > (o — 1) (V f(zk), d) et une contradiction.

Deuziéme étape. On suppose maintenant que V f(z*) # 0. Quitte & extraire, on peut supposer qu’il existe d* € S"~!
tel que dp — d* et x, — x*. Par I’étape 2 sur le choix de di, on obtient a la limite:

(Vf(z"),d")

vier <
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De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

Flar) = flan + B sdy) = —oB™s (V. f(xx), di) = s05™ ||V f(an)ll,

ce qui permet de conclure que 3% tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini (en effet, V f (a:*) # 0 et par continuité
IVf(zi)|| = [V f(x*)]]). Onremarque que par définition de la suite on a ||z —x| = s8* et donc ||xg+1—zk| — 0.
Pour conclure, utilisons la définition de ;. On a:

flar) = flor 4 B sd) > —of%*s (V f(xk), di) ,
f@g) = flan + 8% Psdy) < —o %15 (Vf(2r), di)

En utilisant le théoréme des accroissements finis et la seconde égalité ci-dessus, il existe zx, €]z, vx + 8% Ltsdy[ tel
que:

et o
= (V) de) < =0T (VI (n) ).
Ceci permet de conclure que (V f(z*),d*) > 0 (en passant & la limite) d’olt une contradiction. O

Figure 4.2: Regle d’Armijo avec f(xy, 2o) = e®1 7372701 4 ez1=322=0.1 4 o=21-0.1 ot qyec comme direction de descente
dr, = =V f(xy). Parametres : « =0.1 et 8 =0.7.

Exercice 4.1. On remplace la régle d’Armijo par la régle suivante dite régle de minimisation limitée. On choisit ty,
tel que:
ds>0 VE>0 VO<t<s, f[flog+tedr) < flag+tdy).

Montrer le méme résultat de convergence que pour la régle d’Armijo.

4.1.2 Regle de Wolfe

Pour éviter que les pas soient trop petits, on utilise la regle de Wolfe. Soit 0 < ¢; < ¢3 < 1. Etant donné z; € R" et
une direction de descente dj, € R™, on choisit ¢; > 0 de sorte que I'algorithme de descente xy41 = x) + trdy s’écrive:

[k +tedr) < f(zr) + it (V (), di)
<Vf(33k + tkdk),dk> > cy <Vf(1?k), dk> .

La deuxiéme inégalité empéche au pas d’étre trop petit car ¢ < 1 (faire un développement limité de cette expression
en fonction de ¢t = t; & k fixé) et la premieére au pas d’étre trop grand. En pratique, on peut prendre ¢y = 0.99 et
¢1 = 0.0001.

On peut montrer sous certaines hypotheses la convergence de ’algorithme de descente avec la regle de Wolfe. On
suppose donné le réel € > 0 et la suite (dj) tels que:

—(Vf(xk), di)
[V f ()l

Soit (zy) la suite générée par 'algorithme de descente i.e. xp11 = zx + trdy on ty vérifie la regle de Wolfe.

Vk e N, cosfy := € (e,1], |di|l = 1. (4.1.1)
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Lemme 4.1. (Zoutendijk). Soit f une fonction minorée sur M = {x; f(z) < f(z0)}. On suppose f de classe C*
et que:
3L >0veyeM, [ViE) - Vi)l < lz—yl.

Alors 3" cos? 0, ||V f(zx)||* < +o00.
Preuve. Par la régle de Wolfe on a : (co — 1) (Vf(zr),di) < (Vf(xpt1) — V(zk),dp) < tpL. On déduit que:

tr > L ;Cz (=Vf(xg),dg) .

Par la premiere condition de Wolfe, il vient donc:

A=) 9 e P = 2= co 09 1) 2

D’ol par somme télescopique: pour ¢ € N*:

flaxr) = f(xrgr) >

f(xo) — iJr\14ff > f(xo) — flzq) > @ ZCOSQ O, ||V f ()2,
k=0

d’ou le résultat. O

Corollaire 4.1. Soit f : R™ — R de classe Ct. Tout point x* valeur d’adhérence de la suite (xy) vérifie V f(x*) = 0.

Preuve. Quite & extraire une sous-suite on suppose que la suite (z) converge vers x*. Alors, la suite (xj) est bornée
et on peut appliquer le lemme précédent. O

4.1.3 Conditionnement pour la méthode de gradient a pas optimal

On considere I'algorithme du gradient a pas optimal pour la fonction:
1
T f($) = 5 <A$,I> - <b,I>,

ol A est une matrice symétrique définie positive de taille n, et b € R™. On rappelle que la méthode du gradi-
ent a pas optimal consiste a chaque étape z,411 = x + agdr a choisir @« € R de sorte a minimiser la fonction

p = @(p) = flzy + pdy).
Premiére étape. A chaque étape, la méthode a pas optimal s’écrit:

1

el = Aw — b
<A7’k,7‘k>’ Tk Tk

Th+1 = L — QTE, O =

Seconde étape. Calculons lerreur ||z — 2*||4 ol ||z||4 := v/ (Axz, x). Soit ey := xp — z* ot Az* =b.

lers1llh = (Aler — arrr), ek — arre)

A’)”']67 €k> <7’k, Tk>

= <A€k,€k>*2< +<AT']€,7‘]€>M

<A’I”/g,7“k> <A7”k,7‘k>2

2 2 9
= (Aep, ep) — 2 (T Tk) (Thy k) (e, ex) — (T, )

(Arg, i) (Arg,Tk) (Arg, k)
= (Aeg,ex) (1 - el
’ (Arg,r) (A=Y, i)
en utilisant que (Arg,ex) = (ri, Aeg) = (rp, ri) et Aep, =1 <= e = A .
4
Troisieme étape. On admet I'inégalité de Kantorovitch: mingcgn <A$J‘>|ZCA|“_1$J> — (/\‘iﬁ_li‘:)Q avec \q, resp. Ap

la plus petite, resp. la plus grande valeur propre strictement positive de A. D’ou:

v—1
lerralla < () lexla.

v+1
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Définition 4.3. Pour une matrice symétrique définie positive A, le conditionnement est le réel v := ;\\—T le rapport
entre la plus grande valeur propre A\, et la plus petite valeur propre Ay.

Ainsi, plus le conditionnement est grand, plus la méthode ci-dessus converge lentement:

Remarque 4.2. L’analyse pour la fonction f quadratique ci-dessus est importante car étant donnée une fonction
f:R™ = R de classe C?, si x* est un point critique, on a au voisinage de 0:

f@) = f(=") = (H(z —27), (2 — %)) + o(|lz — 27|*).

Ainsi, le comportement de f au voisinage de 0 est “proche” de la forme quadratique associée a H. Si on souhaite
minimiser f, et si H est mal conditionné, il faudra alors raffiner la méthode pour améliorer la vitesse de convergence.

4 ///
7

Figure 4.3: Exemples de minimisation exacte avec la fonctionnelle quadratique f(z) = %(m% + yx3) avec v = 3
(droite) et v = 10 (gauche). Dans le second cas, la matrice est moins bien conditionnée et la méthode plus lente.

Exercice 4.2. Démontrer l’inégalité de Kantorovitch. Pour cela, montrer que l’on peut supposer que A est diagonale
et M, = 1. Montrer que linégalité équivaut a

(S0 (S4) <t (med)”

ou 0<t;<1etd  t;=1. Utiliser ensuite que ab < %(a +b)? puis que la mazimum de la fonction \; — \; + )\i
1

sur [m, -] est atteint aux extrémités.
4.1.4 Gradient projeté

Soit f: R™ — R de classe C'. On rappelle qu'une direction de descente est un vecteur d € R, d # 0 tel qu’il existe
t > 0 tel que f(z +td) < f(z) pour tout ¢ €]0,¢]. On s’intéresse au probléeme

min f(z),

ou C' C R™ est un sous-ensemble convexe fermé non vide de R™. L’algorithme de gradient projeté fournit un
algorithme permettant de résoudre numériquement ce probleme de minimisation sous contraintes. On garde les
mémes notations que dans la régle d’Armijo. L’algorithme du gradient projeté s’écrit ainsi. Soit € > 0.

- Choisir zg € C. Pour k = 1, ..., Ny, faire les étapes suivantes:

- Calculer z =g (zr — sV f(xg)).



44 CHAPITRE 4. ALGORITHMES NUMERIQUES

Figure 4.4: Comparaison entre descente de gradient & pas optimal (noir) et & pas fixe (rouge) pour la fonction banane

(w1, 29) = (21— 1)2+p(x; —22)? avec p = 1 et le point initial (—2, 1). Pour la descente & pas optimal : 40 itérations

272

et pour la descente a pas fixe a = 0.01
- Calculer le premier entier m = my, € N tel que f(x) — f(xr + 8™ (Zr — zx)) > —0 8™ (V f(zk), Tk — k).
- Poser zp41 =z + 8™ (T, — ).
- Si ||zg+1 — xk|| < e, alors arréter algorithme.

On peut montrer le résultat suivant (voir preuve dans le chapitre exercice).

Théoréme 4.2. Soit x* un point adhérent a la suite (xy). Alors x* vérifie (Vf(x*),xz — x*) > 0 pour tout x € C.

4.1.5 Algorithme d’Uzawa

Soit f : R® — R une application de classe C', C € My, n(R) et d € R™. Soit le probleme de minimisation
nf f(a) ()

L’algorithme d’Uzawa correspond & ’algorithme du gradient appliqué au probléme dual associé au probléeme (P).

- Considérer \g € R™ pour l'initialisation et soit p > 0.

- A Détape k, on appelle z; une solution de inf,cgn f(z) + (Mg, Cx — d).

- On pose A1 = A\, + p(Cay — d).
Le but est de montrer le théoréme suivant.
Théoréme 4.3. On suppose que f est de classe C? et elliptique de constante o > 0 i.e. pour tout x € R"

(D?f(z)v,v) > a|jv||’, YveR"™

Soit p €]0, Hé‘)“lQ [. Alors la suite (xy) générée par algorithme converge vers l'unique minimum du probléme (P).
Preuve. Comme f est coercive, le probleme admet une solution x* et les conditions d’optimalité donnent:

Ca*=d, Vf*)+CTrx*=o.
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Les conditions d’optimalité donnent V f(zy) + CT A\ = 0. D’ow:
Vi(zy) — V) +CT (A — \*) = 0.
Par définition de Ag41 on déduit: Agy1 — A" = A — A" 4+ pC(zr — x*). Ainsi, on déduit que:
Akar = A% = I = X2+ 20 (A = X, Oy, — ™)) + p°[|C (g, — ) |12

= [[Ak = A2+ 20 (CT Ak = A*), 2 — &) + p° || Oz — )|
= [[Ak = A2 = 20 (V[ (x1) = Vf(a"), 2 — %) + p°[| O — )|
<Ak = X1 = 2palay, — 2| + p*| O |Jan, — =¥

12

L’hypothése sur « implique donc la décroissance de la suite ||\ — A*||* qui converge donc. Or:

p(2a = pllCIH) e — 2™ [* < Ak = AP = [ = X7
D’ou la convergence de xzj vers x*. O

Remarque 4.3. (i) Si C est de rang m, alors (A\i) converge vers \*. En effet, la démonstration précédente entraine
que (\) est une suite bornée. Soit donc une sous-suite \p; convergeant vers X € R™ lorsque j — +o00. A la limite,

on obtient V f(x*) + CTX=0. Or C est de rang m, donc surjective CT est injective. Donc X est unique solution
de Uéquation V f(z*) + CTX = 0 (dont X\* est déja solution). Ainsi, \g, — X*. Par un résultat classique sur les
sous-suites, on a bien A\ — \*.

(ii) Dans la preuve ci-dessus, considérons la fonction d(Ag) := mingern f(x) + (Ao, Cx — d). Par le théoréme de
Danskin, on peut montrer que cette fonction est dérivable en un point \y.Soit x¢ un minimum de cette fonction. On
a pour h >0 et v e R":

d(\o + hv) < f(zo) + (Ao, Czo — d) + ho™ (Czo — d) = d(No) + hv™ (Czy — d).

D’ou (Vd(Xo),v) > hvT (Cxg—d). De méme on a l'inégalité inverse en considérant —h < 0, d’ou Vd(X\g) = Cxo—d.
Ainsi, Ualgorithme d’Uzawa correpond a faire opposé de l’algorithme du gradient sur le multiplicateur \i

Avec les mémes notations que précédemment, considérons maintenant le probleme:

min f(x).

Cz<d
Soit P : R™ — R™ la projection sur I'orthant positif R i.e. si A = (Aj)1<i<m:
P(X) = (max(A;, 0))i<i<m.

Par ’analyse du probleme dual, on introduit ’algorithme d’Uzawa:

- Considérer Ag € R’ pour l'initialisation et soit p > 0.

- A D’étape k, on appelle z; une solution de inf,cgn f(z) + (Mg, Cx — d).

- On pose A1 = P(A\p + p(Cxy, — d)).
On a alors le méme résultat de convergence :

2c

Théoréme 4.4. On suppose que f est de classe C? et elliptique de constante o > 0. Soit p €]0, e [. Alors la suite

(xg) générée par lalgorithme converge vers l'unique minimum du probléme (P).

4.2 Méthode du gradient conjugué

Dans l'optique de résoudre un systeme linéaire Hx + b = 0, on considere le probleme de minimisation:

) 1
mlen]l{n flx) = 3 (x,Hz) + (b,x) + ¢
ouz €R" H € S (R),beR" et c € R. La méthode du gradient conjugué est une méthode itérative qui converge
vers la solution exacte en au plus n itérations. De plus, elle s’étend dans un cadre plus général ou f est quelconque
(Gateaux-différentiable). La méthode a des similarités avec le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
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Définition 4.4. On dit que deux directions non nulles x € R™ et y € R™ sont H-conjuguées si {x, Hy) = 0.

Lemme 4.2. On considére une famille dy, ...,d,_1 de n vecteurs H-conjugués. Soit xy € R™ donné et pour 0 < k <
n—1, on définit
Tht1 = T + Apdi,

ot N\, minimise [ dans la direction dy. Alors on a A\, = —%.
Prewve. On a f(zy, + tdy,) = f(zx) + t (d, Hzy + b) + & (dy, Hdy) t> d’ott le résultat (4 f(zy, + tdy,) = 0). O

Théoréme 4.5. FEtant donné xo € R™, la suite générée par:

Tyl = Tk + A\edp A = —W (4.2.1)
converge en au plus n itérations vers l'unique solution x* du systéme linéaire Hx* 4+ b = 0.
Preuve. La famille {dy,...,d,—1} composée de n directions H-conjuguées forme une base de R™. Donc il existe
un unique (Bo, ..., Bn—1) € R™ tel que z* — xy = Zogign—l Bid; avec 3; = % (utiliser les directions H-

conjuguées). Par l'algorithme on a z, — 2o = > g, <1 Aidi ot A; € R. On déduit donc (di, H(z — x0)) = 0. 11
vient alors: o

(di, H(x" — x0)) = (dk, H(wk — x0)) + (di, H(z" — x1)) = (dy, —=b — Hzy)) ,

en utilisant Hx* +b = 0. On déduit que 0 < k <n—-1= f; = —% = M. Ainsi, au bout d’au plus n

s . % . .
itérations on a ¥, = % =20 + D g<icpy1 Bidi = D gcicn_1 Nidi- 0

Description de 1’algorithme. A l'inverse d’une descente de gradient, l’algorithme utilise comme direction de
descente les directions H-conjuguées.

- Etape 0 : choisir g € R™ ; poser go = Hxo + b et dg = —go.

- Pour k € {0, ...,n — 1} faire si g, = 0 STOP (on a convergé xy = x* i.e. critere d’arrét) ; sinon faire:

_ (dk,9k)
A - <dk’jf?2k>
Tht1 = Tk + Apdy
gk+1 = Hxpp +0
B _ (gry1,Hdy)
k+1 (di,Hdyr)
diy1 = —Ggrt1 + Brr1de

On peut vérifier par récurrence qu’au cours de ’algorithme les directions (d;)o<i<n—1 sont bien H-conjuguées (vérifier
d’abord sur ds et dy).

Remarque 4.4. (i) La consommation mémoire de cet algorithme est peu élevée : il faut stocker xy,dy, Hdy, gi et
les scalaires A, Br+1-

(ii) Pour des systémes creuz, lalgorithme est efficace (il suffit de savoir appliquer le produit de matrice Hxy,).

(#i) Si la matrice H ar < n valeurs propres strictement positives, alors l’algorithme est encore plus rapide, il s’arréte
en au plus r étapes.

D’une part, en notant que Vf(x) = Hz + b et que g = V f(xx) algorithme du gradient conjugué se réécrit:
- Etape 0 : choisir g € R™ ; poser go = V f(x0) et dy = —go.

- Pour k € {0,...,n — 1} faire si g = 0 STOP (on a convergé z; = z* i.e. critere d’arrét) ; sinon faire:

_ _ {di,Vf(zk))
Ak - <kdk,Hd:>
Thy1 = Tk + A\pdy
Vf(x JHdy,
Bre = SR

dry1 = =V f(zrpr1) + Brerrdy.
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Figure 4.5: Comparaison entre la méthode du gradient conjugué en quelques itérations (vert) et la descente de
gradient & pas optimal en 100 itérations (rouge) avec A=[1,0;0,5], B=[1;2] (voir exercice de TP).

D’autre part on a le lemme suivant (formule de Fletcher-Reeves, 1964).

_ V@)l _
Lemme 4.3. On a B4 ISR 0<k<n-1.

Preuve. Rappelons que g = V f(z). Notons les points suivants:

e La fonction t — f(xy + tdy) est minimisée sur R par Ay, aussi on a (Vf(xg + A\edi), di)
(Vf(xk+1),dr) =0. On a donc (di—1, Vf(xr)) = 0 pour 1 <k <n ou encore {(di_1, gr) = 0.

e On a (d, Vf(zk)) = (Brudi—1 — gr, Vf(x1)) = — (g, Vf (xr)) = =V f () ||*.
e On a gk+1 — gk = H(xk_H — th) = /\kHdk.

= 0 ce qui s’écrit

On déduit par ce qui précede que:

Bryy = (1 Hde) {9kt g1 — 9k) lge+1ll* = (grr1,98) _ llgraall® = (grs1, gn)
(di, Hdy) (di, gk+1 — gk) (di, gk+1) — {dk, gr) ll g2

Enfin par I'algorithme on peut écrire g = frdi—1 — di, d’ott, en utilisant (gxt1,di) =0 et gr41 = gr + A Hdy:
(gk+1,96) = (Gr+1, Brdr—1 — di) = Br (gk+1,dk—1) — (gk+1,dr) = Bk {(Gr+1,dr—1) = Br (g + Ae Hdg,dr—1) = 0,
ou dans la derniere inégalité on utilise que les directions dj, et di_; sont H-conjuguées. D’ou le résultat. O

Ces deux remarques sont utiles en pratique pour adapter l'algorithme du gradient conjugué a la minimisation
d'une fonction quelconque f : R™ — R de classe C* (i.e. pas seulement quadratique). On utilise alors l'algorithme
suivant.

- Etape 0 : choisir 2zp € R™ ; poser gg = Vf(zg) et dg = —go. Choisir njze, € N*.
- Pour k € {0, ..., njter } faire si gp = 0 STOP (on a convergé xy = z* i.e. critere d’arrét) ; sinon faire:

A € arg mingeg f(zx + tdy)
Try1 = T + Adp

_ VS e
Bt = oo

gr+1 = Vf(Try1)
diy1 = —gr+1 + Br1dk
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Remarque 4.5. (i) Il existe d’autre choiz de i1 dans la littérature dans le cas d’une fonction f quelconque :
formule de Hestenes-Stiefel (1952), Polak-Ribiére-Polyak (1969), Dai-Yuan (1999), formule de la descente conjuguée
de Fletcher (1987) qui coincident dans le cas quadratique.

4.3 Algorithme de Newton

4.3.1 Meéthode de Newton

Soit U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application de classe C'. Le but est de proposer une méthode numérique
(méthode de Newton ou quasi-Newton) pour résoudre 1’équation

f(z) = 0. (4.3.1)

Remarque 4.6. Soit F': R" — R une application de classe C?. Siz* est un minimum local de F alors VF(x*) = 0.
Ainsi, la méthode que I’on va proposer pour résoudre (4.3.1) pourra s’adapter pour trouver les points critiques de F
(c.a.d. résoudre I’équation VF(x) =0) en posant f = VF qui est de classe C'.

Pour trouver un zéro de f on considere 'algorithme suivant appelé Méthode de Newton.
e Choisir 29 € U et pour k = 0, ..., Njse, faire mp41 = x5, — Df (25) 71 (f(21))-

Définition 4.5. Soit (z)) une suite de R™ convergeant vers un point x*. On dit que la suite xj, converge vers x*
o linéairement si il existe r > 0 tel que ||zp11 — x*|| < rl|zk — *|| pour tout k € N.

lzkt1—2]]

e sur-linéairement si Tor—a=]

— 0 quand k — +o0.

e de fagcon quadratique si IK >0 Vk €N ||zpy1 — 2*|| < K|z — ¥

Théoréme 4.6. Soit U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application de classe C1. Soit x* € U tel que f(z*) =0
et tel que la différentielle D f(x*) soit inversible.

1. Il existe § > 0 tel que si xg € U, ||zg — z*|| < § = la suite (x)r>0 converge vers x*. De plus on a une
convergence sur-linéaire:
[€r1 — 2"
[l — 2|

2. Si il existe L > 0 tel que pour tout x,y € U, ||z —a*|| <& et |ly —z*|| <6 = |[Vf(z) = Vf(y)|| < Lijz —y]
alors la convergence est quadratique i.e.:

— 0.

3K >0 VkEN |zgpsr —ax] < Kz — 27|
Preuve. Rappelons que f(z) = [ Df(z* + t(x — 2*))dt. Dot comme f(z*) = 0:
tp —x" =xp — 2" — Df(zr)” " fzr) = Df(zp) " {Df(xk)(xk —2*) — /01 Df(x* + t(xy —x*))(z —*)dt (4.3.2)
= Df(zy) ™" /Ol[Df(a:k) — Df(z" + t(zx — ")) (zx — ™) dt. (4.3.3)

D’olt en prenant la norme de Frobenius (pour A € M, (R), [|A] := />, ; lai;[?) on déduit que

1
ks = 2|l < 1D F(2r) ™ 2 — w*ll/o I1Df(zx) = Df (2 + t(x — 27)) | dt.

Comme D f(x*) est inversible, on déduit qu’il existe § > 0 tel que pour tout = € U, ||z —z*|| < 6 = | Df(z)7 Y| < M.

Quitte a diminuer ¢, on peut supposer que 20 est un ﬁ—module d’uniforme continuité pour Df i.e. ||z —z*|| < J et

ly =2l <6 = lly = 2 < 25 = [ DS(y) ~ D) < g3 Do
* 1 *
ks =2l < 5 llaw — 2,

et donc la suite ; d’une part vérifie |z, — 2*|| < & pour tout k, d’autre part z, — z* car ||z, — 2*|| < 3 [lzo — =)

par réccurence. Pour (2) on a fol |Df(zr) — Df(z* + t(zy, — 2*))|| < £L et on conclut comme précédemment. O
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Remarque 4.7. La méthode de Newton suppose que le point initial xg est “proche” de la solution ce qui en pratique
n'est pas évident. L’hypothése fondamentale du théoréme précédent est que D f(x*) est inversible. L’algorithme
est couteur au sens o & chaque étape on doit inverser une matrice (i.e. O(n3) opérations). Les méthodes de
quasi-Newton permettent d’approcher Df(xy) L.

4.3.2 Méthode de quasi-Newton

Le but est de résoudre une équation f(z) =0 ou f : U — R™ mais on ne suppose pas (ou peu) connue D f(x)~!. On
considere 'algorithme de quasi-Newton Méthode de quasi-Newton.

e Choisir zg € U et pour k = 0, ..., Njze, calculer zy tel que f(zy) + Mg(xp+1 — xk) = 0 ot (My)g est une suite
de matrice dans M, (R).

Remarque 4.8. (i) Toute la méthode repose sur le choix judicieux de la suite (My,) que l’on va détailler ci-dessous.
(ii) Si My, = Df(zx)~ on retrouve l’algorithme de Newton.

Proposition 4.1. Soit f : R® — R" une application de classe C* et (My);, € M, (R)Y.
(i) Si la suite (My)y, vérifie

F(xk) + My (241 — w5) = 0, (4.3.4)
alors la suite (xy) converge sur-linéairement vers x* ssi |[(My — D f(2*))(xg+1 — zk)|| = o(||xgr1 — x]|) (critére de
Deniis et Moré).

(i) Si la suite (My)y, vérifie
M1 (Tpg1 — i) = F(@p41) — F(an), (4.3.5)
alors la suite (xy) converge vers x* sur-linéairement ssi ||(Mg+1 — My)(xgr1 — z)|| = o(||xp+1 — zk]])-

Preuve. Le point (i) est proposé en exercice (critére de Dennis et Moré). Pour (ii) on a (comme f est C1):

Df(x*)(@r1 — k) = f(@ry1) — flzn) + o(lersr — i)

d’on
(Myg1 = Mi)(@rt1 — i) = (Df(27) = Mi)(@r41 — @) + ol[[@r41 — 2ie]])-
Le point (ii) s’obtient donc en utilisant le résultat (i). O
En pratique (4.3.5) ne permet de déterminer My ; de fagon unique car il y a n équations pour n? inconnues (w
inconnues si f = VF). On choisit alors My, proche de My pour une certaine nombre:
min _ ||M — M| t.q M(xgyr —xr) = Fags1) — F(xg) et M e K, (4.3.6)
MeM, (R)

ou K C M,(R) est un ensemble convexe fermé prenant en compte des informations sur f(z*). Citons le résultat
suivant de convergence.

Théoréme 4.7. Soit f : R™ — R" de classe C' et x* € R™ tel que f(x*) =0 et tel que Df(z*) soit inversible. On
suppose que D f(x) est Lipschitzien et qu’il existe un voisinage V de x tel que:

VeeV Df(zx) €K,

ot, K est un ensemble convere fermé donné de M, (R). Alors, si (xo, M) est suffisamment proche de (x*, D f(x*))
et si Myy1 est donné itérativement par (4.3.6) alors la suite (xy,) définie par récurrence par

—1
T+l = Tk — Mk f(mk)
converge sur-linéairement vers x*.

Exemple : formule de Broyden. Soit By € M,,(R), s € R” non nul et y € R™. La solution de

IB—Bol* ta. Bs=y

1
min —
BeM,, (R) 2
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est donnée par la perturbation de rang 1 de By (voir exercice pour le démontrer):

1
B = By + W(y — Bys)s”

La méthode de quasi-Newton s’écrit alors

My € M,(R) et zo€R™ choisis
M1 = M+ e (Fengn) = fak) = Mi(@isr — 2p)) (@1 — ax) "
Thy1 =2+ ML (f(@re1) — fa)



Chapitre 5

Exercices

5.1 Exercices sur la convexité et les espaces de Hilbert

Exercice 5.1. 1) Montrer que A € M,,(R) — A? est Gateauz-différentiable en tout point A € M, (R).
2) Soit f : M,(R) — M,(R) définie par f(A) = eT"WA. Montrer que f est Gateauz-différentiable, Fréchet
différentiable et de classe C'.

Exercice 5.2. Pour u € L?([0,1],R), on note |jul|2 := (fol u®)2. Montrer Uinégalité de Poincaré en dimension 1:
u € Hy([0,1,R) = [lull3 < [lu'|I3.

En déduire que Hi([0,1],R) peut-étre muni du produit scalaire (u,v) = fol u'v’.

Exercice 5.3. 1) Démontrer le théoréme de projection sur un conveze:

Théoréme 5.1. Soit C' un ensemble convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert H. Alors pour tout x € H il
existe un unique p(x) € H tel que: ||z —p(z)|| = inf{||z —y| ; y € C}. Le point p(x) est caractérisé par:

Vy e C (z—p(x),y —p(x)) <0.
- Pour lunicité, utiliser avec x — y1 et x — yo ’égalité du parallélogramme:
U=V 9 uU+v 9
_|_
1202+ 2

- Pour lezistence, prendre une suite minimisante, et montrer que la suite est de Cauchy par l'identité ci-dessus.
- Démontrer la caractérisation variationnelle de la projection.
2) Démontrer le théoreme de séparation.

1
= 5 (llull® + o).

Théoréme 5.2. Soit H un espace de Hilbert, C un conveze fermé non-vide, et xo € H tel que o ¢ C. Alors il
eviste p € H et € > 0 tel que:

Yy € C, (p,z0) < (p,y) — ¢ (5.1.1)

Exercice 5.4. Démontrer la propriété 2.8 i.e. étant donnée une fonction f: H — RU {400} conveze (ot H est un
espaces de hilbert), pour tout x € Dom/(f), l'ensemble Of (x) est conveze fermé.

Exercice 5.5. Intersection de convexes en dimension infini.

Soit C,, une suite décroissante de convexes fermés bornés non-vide d’un espace de Hilbert H.

1) On définit une suite réelle (un) par up, := d(0,Cy). Montrer que (u,) est croissante majorée.

2) On définit une suite (x,) de Cy, vérifiant ||z, | < d(0,C,) + = pour tout n € N*.

a) Justifier Uezistence d’une telle suite.

b) A laide de la régle du parallélogramme montrer que n > m = ||z, — zm||? < 2(||zal]® + [|2m]|?) — 4d(0, Cp )2
(utiliser également la convezité de Cp, ).

¢) Déduire que la suite (x,,) est une suite de Cauchy. On note x sa limite.

3) Montrer que pour tout m € N, n > m = x,, € Cy,. En déduire que x € Cy, et le résultat:

nnGNCn # @
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Exercice 5.6. Existence en dimension infini.

Soit C' un convezxe fermé d’un espace de Hilbert H et f: H — R une fonction conveze continue. On suppose que C

est borné ou que f(x) — 400 si||z|| = +oo. Le but de Uezxercice est de montrer que le probléme
Bl

admet une solution.

1) Soita € R et E, :={z € C; f(z) <a}. Montrer que si a est tel que E, # 0 alors E, est borné.

2) Soit m :=infyec f(x) € RU{—o0}. Soit m,, — m décroissante et Cy, :={x € C; f(z) < my}.

a) Montrer que C,, est un conveze fermé borné non vide.

b) En utilisant Uexercice 5.5, montrer qu’il existe xg € NpenCh,.

¢) En déduire que f(xg) =m et que m est fini.

3) Montrer que si f est strictement convexe alors le minimum est unique.

4) Etendre le résultat au cas ou f est semi-continue® et quasi-conveze?

Exercice 5.7. Minorante affine pour une fonction convexe.
Soit f : H — R une fonction convexe continue sur un ensemble convexe fermé C. Le but est de montrer que f admet
une minorante affine: il existe y € H et v € R tels que:

Vee K f(z)>(z,y)+.

1) On rappelle que épigraphe d’une fonction convexe f : H — R Epi(f) := {(z,h) € H xR ; h > f(z)} est un
ensemble fermé. Soit xg € K tel que (xg,ho) ¢ Epi(f). A Uaide du théoréme de séparation, montrer qu’il existe
(y,2) € HxR et a € R tels que:

V(z,h) € K xR, f(z) <h = (y,z) + zh < o < (y, zo) + zho.

2) Montrer que z < 0 (supposer d’abord z > 0 et utiliser que (z,h) € Epi(f) = (z,h+1t) € Epi(f) pourt >0 ; puis
exclure le cas z =0).
3) Montrer que Vz € K, (y,z) + 2f(z) < «

Exercice 5.8. Existence d’un minimum pour une fonction fortement convexe.
1) Soit f une fonction fortement convexe de paramétre a > 0. Montrer qu’il existe deux constantes v > 0 et 6 € R
telles que:
fla) > Allz]* +o.
1

(appliquer la définition avec t = 5 ; utiliser l'exvercice (5.7) et linégalité de Cauchy-Swarz (x,y) > —||z|||[y]l).
2) On pose m = inf,cp f(x) et soit (x,) une suite minimisante. Montrer que (x,) est une suite de Cauchy (utiliser
linégalité de forte convexité et retrancher m & cette inégalité).

Exercice 5.9. Soit H un espace de Hilbert et (x,) une suite de H qui converge faiblement vers x € H. Montrer que
< lim inf .
lzllzr < lim inf |l ||

|? est

Exercice 5.10. 1) Soit X un espace de Hilbert et || - || la norme associé au produit scalaire. Montrer que || -
fortement conveze.
2) Si A€ L(X,X*) vérifie : il existe a > 0 tel que pour tout x € X on ait (Ax,z) > o||z||* alors v — (Ax, ) est

fortement conveze.

1On dit que f : H — R est semi-continue inférieurement si pour tout zo € H, f(xo) < lim infysaq f(2).
20n dit que f : H — R est quasi-convexe si pour tout o € R tel que Sy := {x € H ; f(x) < o} soit non-vide alors S, est convexe.
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5.2 Exercices sur 'optimisation sans contraintes

Exercice 5.11. Soit E un espace métrique et f : E — R une application continue. Si f a un sous-niveau non-vide
compact, montrer alors que f admet un minimum global sur E.

Exercice 5.12. Soit f : R™ — R une application de la forme f(z) := > 1,2, fi(zi) otz = (21,...,z,,) € R" et
fi : R — R est une fonction minorée et coercice, 1 < i < n. Montrer alors que f est coercive sur R™.

Exercice 5.13. Soit f : R® — R une fonction de classe C2.

a) Montrer que si T est un minimum local de f alors D*f(Z) est positive.
b) Montrer que si T est tel que Vf(Z) =0 et si D?f(Z) est définie positive, alors T est un minimum local.

Exercice 5.14. (*) Principe variationnel d’Ekeland en dimension finie. Soit f : R™ — R une application
semi-continue inférieurement et bornée inférieurement. Soit € > 0, et x € R™ tel que:

J@) <inf f +e.

1) On pose g(z) = f(z) + €|z — z||. Montrer que g est semi-continue inférieurement, coervice et que l’ensemble K
de ses minimiseurs est un sous-ensemble compact non-vide de R™.

2) Soit x. un point qui minimise f sur K. Montrer que ||z — z|| <1 et que f(z:) < f(z).

3) Montrer que pour tout z € R", z # x. on a f(x:) < f(2) +¢€l|lz — zc|| (pour cela distinguer deuz cas selon que
z € K ou que z ¢ K ou K est ’ensemble des minimum de g). Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 5.15. Soit U l’ensemble des n— uplets distincts de R™ et f: R™ — R définie par:
fl@y="> " ai— > (i —a).
1<i<n 1<i<j<n

1) Montrer que f est coercive. FEtudier le comportement de f sur la frontiére de U. En déduire que f atteint sa
borne inférieure sur U.
2) Soit a un minimiseur de f sur U. Montrer que pour 1 < k < n:

1
Qak Z ar — a; =0
J#k
2) Soit H(t) = i<p<n(t — ar) et Qx(t) = H(t)/(t — ax). Montrer que H'(ar) = Qx(ax) et H" (ax) = 2Q} (ax).
3) En déduire que la condition d’optimalité s’écrit H" (ay,) — 4apH'(ar) = 0 pour 1 <k < n.
4) En déduire que H"(t) — 4tH'(t) = —4nH (t) pour tout t € R, une fagon de calculer les minima de f sur U, ainsi
que le nombre de ces minima.

Exercice 5.16. Soit a,b deuz vecteurs de R™ non nuls et f : R™ — R la fonction définie par f(x) := % pour

x € R™ non nul.

1) Montrer que la borne inférieure et la borne supérieure de f sur R™\{0} sont atteintes et calculer ces valeurs
(indication: introduire les deuz vecteurs u := %(a/|lal| +b/[|b]) et v := 3(a/|lall — b/|b])-

2) Soit M = ab® + ba® € S,,(R). Trouver la plus petite et la plus grande valeur propre de M.

Exercice 5.17. (*) Théoréme de Danskin. Soit f : X x Y — R wune fonction continue ot X est un ouvert
de R™ et Y un compact d’un espace topologique F. On suppose que pour tout (x,y) € X XY, V. f(x,y) existe et
(z,y) = Vi f(x,y) est continue sur X x Y. Soit ¢ : X — R la fonction définie par p(x) = maxyey f(x,y) et soit
Y (x) le sous-ensemble de Y défini par Y (z) :={y €Y ; o(z) = f(z,y)}.

1)a) Soit xg € X et (z1) une suite de X qui converge vers xg, et (yi) une suite telle que o(xy) = f(xk, yr). Montrer
que limy o0 (1) > f(20,y) pour tout y €Y.

b) En déduire que @ est continue en xg.

2) Soit h # 0 fixé et x, = xo + trh, ot (tx)ren est une suite positive convergeant vers 0 et soit y € Y (xg) et
(Yr)ren €Y tels que p(xx) = f(Tr, Y&)-

a) Montrer qu’il existe t; € R tel que 0 < t) <ty et tel que %}M > (Vf(zo+t,h,y),h).

b) En déduire que: liminfg_, o %}M > maxXyey (z0) (Ve (70, ), h) .

3) Par un raisonnement similaire, établir que:

limsup £ =) (Vaf(z0,), ) -
k—+oo 123 yEY (z0)

4) En déduire que ¢'(xq,h) existe pour toute direction h ainsi qu’une valeur de ¢'(xq,h).
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5.3 Démonstration du lemme de Farkas

Exercice 5.18. Le but de l’exercice est de démontrer la proposition suivante.

Proposition 5.1. Soit E' un espace vectoriel normé, ¢ € N* et ay,...,aq q vecteurs de E. Soit ’ensemble:

q
K:Z{Z)\iai;)\izoa 1§i§q}.

i=1
Alors K est un cone convexe fermé de E.

1) On procéde par récurrence. Montrer le résultat au rang ¢ = 1.
2) On suppose le résultat vrai au rang ¢ € N*. Soit a1, ..., aq, ag+1, ¢ + 1 vecteurs de E et Uensemble K défini par:

i=1

q+1
K::{Z/\iai; /\iZO, 1SiSQ+1}'

a) On suppose —a; € K pour tout 1 <1i < g+ 1. Montrer le résultat.

b) On suppose qu’il existe i € {1,...,q+ 1} tel que —a; ¢ K et quitte a permuter les indices on suppose —ag11 ¢ K.
Soit (yn) une suite de KN et y € E telle que y, — y lorsque n — +oco. Montrer que pour tout i € {1,...,q + 1} et
tout n € N il existe N\; , € Ry et p, € Ry tels que :

q
Yn = Z Ai,nai + UnQg4+1 = 2n + UnQg1-
i=1

¢) En raisonnant par Uabsurde, montrer que la suite (f,) est bornée.
d) En déduire qu’a une sous-suite prés, la suite () converge et que y € K.

Exercice 5.19. On utilise maintenant ’exercice précédent pour montrer le lemme de Farkas.

Lemme 5.1. Soit H un espace de Hilbert et (a,aq,...,aq) € HL. On a alors Uéquivalence suivante:
(i)Vx € H, {a;,z) <0,1<i<q= (a,z) <O0.
(Z’L) E'(Ah ey )\q) S Ri a = 23:1 AiG; .

1) Montrer que (i) = (i).
2) On souhaite montrer (i) = (i1). Soit K ’ensemble défini par :

g+1
K::{Z)\iai;/\i>07 1<Z<q}

i=1

a) Montrer que Uensemble K est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de H.
b) On suppose a ¢ K. Par le théoréme de séparation établir qu’il existe € > 0 et ¢ € H un vecteur non-nul tels que:

Vye K, (q,y) <{ga)—e.

¢) En utilisant que ty € K pourt > 0 et y € K, montrer que {q,y) < 0.
d) En déduire que sup,ck (¢,y) = 0.
e) Conclure en montrant d’abord que (q,a) > 0 et (q,a;) < 0 pour tout 1 <i < q.

Exercice 5.20. Démontrer le corollaire suivant (dans le cas d’inégalités et d’égalités).

Corollaire 5.1. Soit H un espace de Hilbert et (ai,...,ap, Api1, ..y Gpiqg,a) € HPTITL On a alors I’équivalence
sutvante:
(i) Ve € H, (a;,z) <0,1<i<pet{ap,z)=0,1<i<qg= (a,z)<0.

(i) (M, s Ag) € RL et INpi1, ooy Apig) € R? @ = 3P \a;.
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5.4 Exercices autour du théoreme de KKT

Exercice 5.21. Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme de KKT a l'aide du lemme de Farkas. Soit
I:={1,..,1} et J:={1,....,m} oul et m sont deux entiers strictement positifs. Soit le probléme de minimisation:
ml}r%f( x), avec K:={zeR"; gi(x)<0,i€l;h;(x)=0;j€J},

x€

o f:R*" =R, g :R*" =R, 1<i<, f;j :R* = R, 1 <j <m sont de classe Cl sur R™. Soit x un minimum local
du probléme et I(x) l’ensemble des contraintes actives. On suppose les contraintes qualifiées au point x. Soit

E:={veR";Viel(z) (Vgi(z),v) <0etVjeJ (Vhj(z),v) <0et(-Vh;(z),v) <0}

1) Que peut-on dire des deuz ensembles E et T (x)?

2) Appliquer la condition d’Euler au probléme d’optimisation.

3) Par le lemme de Farkas, montrer que pour tout i € {1,...,1} et pour tout j € {1,....,m} il existe \; € Ry et
(vj, p;) € R? tels que

—Vf)= > \NVg(x)+> (v Vhi(x) — p;Vh;()).
i€l(z) j=1

En déduire la condition de stationarité du Lagrangien au point x.
4) Montrer que le vecteur A := (\;)1<i<; peut étre choisi de facon a satisfaire la condition de complémentarité.

Exercice 5.22. 1) Soit A € S,/ T(R). Vérifier que le probléme d’optimisation

inf (A tel 1—|z)* =

inf (Ar,z) telque 1]
admet une solution, et résoudre ce probleme en appliquant les conditions de KKT.
2) Montrer que le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’égalité est la plus petite valeur propre de A.
3) Etant donnés une famille orthonormée de vecteur {uy, ..., ur—1} avec k > 2, on considére le probléme d’optimisation.:

inf 1 (Az,z) tel que 1(1 —|lz|®) =0 et (z,u;) =0, Vie{l,..,k—1}
zER™ 2 2

a) Ecrire les conditions de KKT pour ce probleme (vérifier la qualification des contraintes).

b) Démontrer par récurrence sur Uentier k € {2, ...,n—1} que les multiplicateurs de Lagrange (,uf)lgigk,l associées au
k—1 contraintes (x,u;) = 0 ci-dessus sont nuls (utiliser Uhypothése de récurrence pour montrer que u;, 1 <i <k—1
est vecteur propre pour A).

¢) Quel résultat d’algebre linéaire obtient-on ainsi?

Exercice 5.23. Pour b € R, soit le probléeme d’optimisation

( mi)n . flx1, @) := (21 — 2)2 + (2 — 1)2 telque x1+ 22 <b et —xzo<O0.
T1,T2)€

1) Trouver en fonction de b la solution de ce probléme notée (x1(b), x2(b)).

2) Pour chaque solution relier 4% f(x1(b), z2(b)) aux multiplicateurs de Lagrange.

Remarque: le résultat donne une interprétation des multiplicateurs de Lagrange : ils sont liés a la sensibilité du
critére par rapport & des incertitudes (ici Uincertitude est paramétrée par b). Cette interprétation est fondamentale
en économie.

Exercice 5.24. Soit le probléme

. 1

Ilgﬁﬂ{ﬂ 5 (Az,z) — (b,x) avec Bx =0
ou A € ST (R), b € R*, et B € My, »(R). Ecrire les conditions d’optimalité. Trouver la solution x* et le
multiplicateur de Lagrange associé en fonction des données.

Exercice 5.25. Résoudre dans R? le probléeme

min xy.
r24y2<1
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Exercice 5.26. Résoudre dans R3 le probléme

min T+ z.
$2+y2:1
y2+22:4

Exercice 5.27. Résoudre dans R3 le probléme
min r+y+z.
22 4y 422 <1
x>0
Exercice 5.28. Résoudre dans R3 le probléme
min T+ 2y + 3z.
22 4y 422 =1
z+y+2<0

Exercice 5.29. Parmi tous les triangles du plan de périmétre p fixé, lequel posséde une aire mazimale? (Indication:
utiliser la formule de Héron A = \/p(p —a)(p—"0b)(p—c), et remplacer A par A?).

Exercice 5.30. Soit P U’hyperplan de R™ d’équation {c,x) = d ot c € R™ et d € R. Calculer la projection orthogonale
d’un point y € R™ sur P.

Exercice 5.31. Conditions suffisantes d’optimalité. Soit f,g;,h; : R" =R, 1 <i <1, 1 < j < m des fonctions de
classe C*. On considére le probléme d’optimisation

(P) min f(z), gi(x) <0, 1<i<l, hy(z) =0, 1<j<m.

On suppose que x* est un point de Fritz-John du probléme (P) et que Vect(AoV f(z*), \iVgi(z*), Vh;(z*), 1 <i <],
1 <j<m)=R". On souhaite montrer que x* est un minimum local de (P). On suppose par l’absurde qu’il existe
une suite xy de points réalisables tels que xi — x* et f(xg) < f(x*). En écrivant xp = x* + tpdy avec ti, > 0,
ldi|| = 1, montrer que l’on obtient une contradiction et conclure.

Cone tangent et qualification des contraintes

Exercice 5.32. 1) Calculer le cone tangent a un polygone K de R? en tout point de K.
2) Calculer le cone tangent a l’ensemble K défini par

K :={(0,0} U{(tcos(1/t),tsin(1/t)) ; t > 0}.
(On montrera que K est fermé et on tachera d’intuiter la solution,).

Exercice 5.33. Soit K := {(z,y) € R? ; y > 22 :y < 0}. Montrer que la contrainte K n’est pas qualifiée en (0,0).
Méme question en (0,0) avec K := {(z,y) € R?; y < a3 ;y > 0}.

Exercice 5.34. On suppose que les fonctions g; sont concaves et de classe C et que les fonctions h; sont affines.
Montrer qu’alors la contrainte K est qualifiée en tout point.

Autres exercices d’application directe du théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker

Exercice 5.35. Démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ a l’aide des conditions de KKT. De méme montrer
linégalité d’Holder.

Exercice 5.36. Résoudre le probléme

min 22 4 9% + 1622
(w,y,2)ER® zy=1
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Exercice 5.37. Soit n fonctions f; : R = R de classe C' et le probléme d’optimisation

min Z filzs)

1<i<n
sous les contraintes x > 0 et Y .., x; = 1. On suppose Uexistence d’une solution optimale x* d ce probléme.
Montrer qu’il existe p € R tel que si x} > 0 alors f'(z}) = p, et si xf =0, alors f'(z}) > p.
Exercice 5.38. Soit C := {(z,y) € R? | 22 + y? <3, —a? 4+ 2y < 0}. Résoudre le probléme:

max (z+ 12+ (y+1)2.
(w)ec( )+ y+1)

On montrera d’abord que Ag > 0. On discutera également en fonction des multiplicateurs (A1, A2) la solution du
probléme.

Exercice 5.39. Points de Fritz-John. Soit C' l’ensemble de contraintes défini par C = {(z,y) € R?| (z—1)>+y <
0, z >0,y > 0}. On considére le probléme

min T,y) = —x.
(w)ecf( y)

Trouver le minimum global de f sur C'. Quelles sont les contraintes actives? Ce point satisfait-il les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker? Interpréter géométriquement la condition de qualification.

Exercice 5.40. Stricte complémentarité. Soit C I’ensemble des contraintes défini par C = {(x,y) € R?| 2% +y? <
2, x+y>0}. On considére le probléme

min xy.
(z,y)eC

Montrer que tout minimum local satisfait les conditions de KKT. Calculer tous les points de KKT. Y-a-t-il stricte
complémentarité? Calculer les minima locaux (utiliser le second ordre).

Exercice 5.41. (Second ordre, et non positivité de la Hessienne). Soit le probléme d’optimisation dans R?
minf(;v, y) =2y,

sous les contraintes (z,y) € K :=={(z,y) e K; x+y<2etz >0y >0}
1) Montrer que le point (1,1) est un minimum global de f sur K et calculer le multiplicateur associé.
2) Calculer %

Exercice 5.42. 1) En utilisant les conditions nécessaires et suffisantes du second ordre, étudier le probleme suivant:

max (z+1)% + +12,
(Jmax (@+1)"+ (y+1)

ot C:={(z,y) eR? | 22 +y? <2, y < 1}.
2) Reprendre la question précédente avec C = {(x,y) € R? | 22 + y> < 3, —2% + 2y < 0}.

Exercice 5.43. On considére le probléme d’optimisation suivant:

min  z% +y? + 22,
(z,y,2)€C
o C = {(z,y,2) ER3 | ayz>8 x>0, y>0, 2>0}.
1) Trouver tous les points de KKT du probléme.
2) Ecrire les conditions du second ordre pour trouver les minima et les mazima locaux du probléme.
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Probléme de syntheése.

Exercice 5.44. On considére les trois fonctions f,hi, ho : R" — R définies par:

1 n
f(a:):gg Zﬂ% ha(x <Zx —n).
Soit le probleme d’optimisation non-linéaire:

mIf{f( z), avec K :={x € R"; hi(x) =0et ho(xz) = 0}.
re
1) Montrer qu’il existe une solution au probléme et que le probléme est qualifié.

2) Etude des conditions du premier ordre.
a) Ecrire les conditions de KKT. On appellera A1 et Ay les deux multiplicateurs de Lagrange. Montrer que A\ = —1.
b) On pose x_ = —Ag — /A3 +4 et Ay = —Xa + /A2 +4. Montrer qu'un point de KKT est caractérisé par les

conditions sutvantes :

T = (x-i-v"' y Ly Tyt ot 727_),
k fois n—k fois

k _ n—k _ _ k k. _ n—k n—k
_\/ n—k’ $+—~/ k> Al_ 1’ )\2_11\/ n—k n \V k-

¢) Calculer la fonctionnelle objectif et montrer que le minimum global est atteint par le point de KKT tel que k = n—1.
d) De méme, montrer que le maximum global est atteint pour k = 1.

3) Etude du second ordre. Le but de cette question est d’étudier la nature des points de KKT (autre que le
minimum et le maximum global). Soit L : R x R? — R le lagrangien associé au probléme

a) Calculer les gradients des contraintes aux points de KKT.

b) Montrer que V2, L(z,)\) = 2diag(z) + Aol dgn.

¢) Ecrire les deux conditions d’orthogonalité d’un vecteur d par rapport auz gradients des contraintes en un point
vérifiant KKT. En déduire que d est orthogonal & Vhi(x) et Vha(x) si et seulement si:

k n
ddi= > di=0.
i=1 i=k+1

d) Ezxpliciter deux constantes c1(n,k) > 0 et ca(n, k) > 0 telles que V2, L(x, \) vérifie:

(V2,L(z, Nd,d) = cr(n, k) > df —ca(n,k) > df

1<i<k k4+1<i<n

e) En déduire que l'unique minimum local est exactement le point pour lequel k =n —1 et d,, = 0.
f) De méme montrer que lorsque k # 1, les points de KKT ne sont pas des mazima locauz.
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5.5 Conditions d’optimalité en dimension infini

Exercice 5.45. Soit le probléeme d’optimisation:

inf () ;:/O (2 (O)] = 1)2 + 22(8)]dt.

z€H(]0,1])

1) Montrer que si (x,,) est une suite bornée de H(]0,1[) et x € H}(]0,1[), alors il existe C > 0 tel que

1
‘/0 (a7, (O] = 1)% = (J' ()] = 1)2)dt‘ < Cllzn — 2l mzgo,1p-

2) Déduire en utilisant inégalité de Poincaré que J est s.c.i.
3) Montrer que J est coercive.

4) On définit une suite de fonctions z, : [0,1] — R affines par morceauz par in(t) = 1 dans [2£, 2]k €
{0,....,n—1} et &,(t) = —1 dans [2’“;1,2’”2] ke{0,..,n—1} et w, () =L ke{0,..,n—1}.
a) Dessiner (x,,) et vérifier que z,, € H}(]0,1]) et J(mn) < 1.

b) Que vaut Uinfimum de J sur HE(]0,1])? Montrer que cet infimum n’est pas atteint dans H}(]0, 1[).

Exercice 5.46. Soit Q est un ouvert borné régulier de R™ et f € L*(Q). On munit lespace H}(Q) du produit
scalaire:

(u,v) := /Q(Vu - Vo + ).

On pose J(v) = [, |Vu(z)|*dz — fQ (z)dz, v € H}(Q). Montrer que V.J(v) existe et est l'unique solution d’un
probléme aux lzmztes que l'on preczsem

Exercice 5.47. Soit Q est un ouwvert borné régulier de R™. Soit J(v) := [, |Vo(x)*dz — [, f(z)v(x)dx pour
v € H(Q) ot Q est un ouvert borné de R™. Montrer que J est dzﬁerentwble en tout point u € H0 (Q) et écrire
l’équation d’Euler.

Exercice 5.48. Soit H un espace de Hilbert et K un convexe fermé non-vide, a une forme bilinéaire symétrique
continue coercive sur H (i.e. 3o > 0 Vo € H, a(z,x) > a||z||?), et L une forme linéaire continue sur H. Montrer
que J(v) := %a(v,v) — L(v) admet un unique minimiseur dans K noté u qui est solution de l'inégalité variationnelle:

Yo € K, a(u,v —u) > L(v — u).

Exercice 5.49. On pose H = H}(Q) ot Q est un ouvert borné régulier de R™. Pour uw € H on pose:

u):/Q\Vu(x)\zda: ot h(u):/ﬂu(x)de—l.

Soit le probléme de minimisation

inf h(u) = 0.

nf J(u) h(u)=0
1) Démontrer que le probleme admet une solution (utiliser le Théoréme de Rellich?).
2) Démontrer que J et h sont différentiables et calculer leur gradient respectif.
3) Appliquer KKT sur le probleme

inf J(u).

u€H(Q), h(u)=0
4) Trouver Uexpression du multiplicateur p en fonction de la solution.
5) En utilisant que pour v € H}(Q) on a J( ) > J(u) déduire Uexistence d’une constante de Poincaré que l’on

exprimera a ['aide du multiplicateur.
6) Calculer la meilleure constante de Poincaré en dimension 1 sur I = [0,1] en utilisant que le minimiseur vérifie

||7JHL2(Q>

—u" 4+ =0, u(0)=u(l)=0.

et que donc A est un multiple de 7.

3Si Q est un ouvert borné régulier de R™ alors I'injection canonique H'(€2) dans L?(f2) est compacte [9].
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Exercice 5.50. On garde les notations de I’exercice précédent. A l'aide de l'inégalité de Poincaré, montrer qu’étant
donné f € L*(Q), la fonctionnelle

) = [V = [ fo. ve m@)
Q Q
est fortement conveze.

Exercice 5.51. Soit Q est un ouvert borné régulier de R, f € L*(Q), et e > 0.
1) Montrer que le probléme

inf Vo(z)|?dz  t.q. - <e,
it V@ P a1 = vl <

admet une unique solution u..

2) Montrer que u. est une solution faible d’un probléme que U'on précisera. Que peut-on dire si la contrainte n’est
pas active?
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5.6 Exercices autour de la dualité

Exercice 5.52. Dualité.

I) Résoudre par dualité le probléme
. 1 2 2 2
f = -2 .
z2+y2§?,y+2§02((x Sy )
II) On considére le probleme d’optimisation:

e 1o T
(P) Clilgdix Az +b' x

ou A est une matrice de taille n symétrique définie positive, b € R", x € R", C € M;,(R) et d € R'. Montrer que
le probléme dual de (P) est le probléme:

1
max —-\'CA7ICTA - (0T A7OT +dh)).
AeRY 2

Exercice 5.53. Soit A € M,, ,(R) et le probléme d’optimisation inf gp<p (¢, ) ot c € R™ et b € R™. Montrer que
le probléme dual s’écrit:
sup — (b, \)
AT Atc=0, AeR™
De méme dualiser le probléme inf sz—p 4>0 (¢, z) (on ne dualisera pas la contrainte “simple” x > 0).

Exercice 5.54. On considére le probleme de minimisation

. 1
Al;lib 5 <Q£L’,.’E> + <Cv .’E> )

ot Q € SFT(R) et c € R™. Calculer la solution du probléme en utilisant la dualité. Vérifier en résolvant directement
le probleme.

Exercice 5.55. Soit Q € S,(R) et A\ (Q) sa plus grande valeur propre. Montrer que :

A(Q) = max Tr(QX)
Tr(X)=1 X€S (R)

(Indication: utiliser le théoréme de dualité pour montrer que le dual de ce probléme est maxg_y1,-0Y, Puis qu’une
matrice M € S, (R) vérifie M = 0 si et seulement si pour tout x € R™ 2T Mz > 0.)
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5.7 Exercices autour des algorithmes numériques

Exercice 5.56. Autour de 1’algorithme d’Uzawa.
Soit f : R™ — R une application de classe C', C € My, ,(R) et d € R™ et soit le probléme de minimisation
min (z). (P)

On rappelle que l’algorithme d’Uzawa correspond a l'algorithme du gradient appliqué au probleme dual associé au
probléeme (P). Il s’énonce comme suit. Soit € > 0 fizé.

- Considérer A\g € R™ pour Uinitialisation et soit p > 0.
- A Uétape k, on appelle x, une solution du problémes sans contraintes:

min flz)+ N\ Cx—d).

- On pose Apy1 = A + p(Cxy, — d).
- Si ||z — k|| < e, alors Ualgorithme s’arréte et on retourne xp41.
Le but est de montrer le théoréme suivant.
Théoréme 5.3. On suppose que f est de classe C? et elliptique de constante o i.e.:
Ja>0 VzeR", (D*f(z)v,v)>alv|®* YveR"™
Soit p €]0, ﬁ{@ Alors la suite (xy) générée par Ualgorithme converge vers l'unique minimum du probléme (P).

1) Démontrer que ce probléme admet une unique solution.
2) Soit xop € R™ un point qui réalise le minimum du probléme

d(Xg) := ;161%{2 f(x)+ (N, Cz —d).

A laide du théoréme de Danskin, montrer que d(Xo) est dérivable au point Ao et que Vd(Ng) = Cxo — d (montrer
d’abord que d(Ao + hv) —d(Xg) > h (v,Czo —d), h € R, v € R™).

3) a) En écrivant les conditions d’optimalité pour x* montrer que Agr1 — A* = Mg — A* + pC(xp — ™) (ot X* est le
multiplicateur de Lagrange associé a (P) en z*).

b) En déduire que || Agr1—N*||? < A=A ||2=pRa—p||C||*)||zr—z*||? (utiliser que V f(zx)—V f(z*) = —CT (A —A%)
et Uellipticité de f).

¢) Déduire de b) que la suite (|| \, — A*||) converge.

d) Déduire a nouveau de b) que la suite (xy) converge vers x*.

Exercice 5.57. Descente de gradient dans le cas d’une fonction convexe.
Soit f : R™ — R une fonction conveze de classe C'. On s’intéresse au probléme

min f.
R™ f

On considére une suite définie par:
di

Tk+1 =Tk — P75 7> dp = vf(xk)v
Nl |l

ot pi >0, pp — 0, et 32y~ pr = +00.
1) On suppose qu’il existe T € R™ tel que f(T) < liminfy_ 1o f(zk). Montrer que

- - d _
ek — 2 = llow — 2 — 29 <mw - a:> v

2) Montrer qu’il existe o« > 0 et kg € N tels que f(z) < f(xr) pour tout k > kg et ||z — 7| < a.
3) Déduire de la propriété de convexité (appliqué auz pointr x) et T + ozl‘g—:“) que —2pg <Hg—:”,xk —§> < 2apy,

puis que ||Tp41 — Z||? < |Jzk — T2 — 2apk + p3.
4) Conclure que liminfy_, o f(x) = infgn f (on remarquera que pr, < o dés que k > ko).

41ci ||C|| désigne la norme triple subordonnée de la matrice C.
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Exercice 5.58. Convergence de ’algorithme du gradient projeté.

On suppose que la suite (xy) générée par lalgorithme n’est pas un minimum local de f sur C (sinon on arréte
Ualgorithme de descente). Soit dy = Ty, — z) et ag = ™.

1) Montrer qu’un point x* € C satisfait (V f(z*),x — ™) > 0 pour tout x € C si et seulement si x* est la projection
sur C de z* — sV f(x*).

2) a) Montrer que zy, € C' pour tout k.

b) Montrer que 0 < ||dg||? < —s(V f(zk),dy) (utiliser que z € C). En déduire que dy est une direction de descente.
b) Soit (xy,) une suite extraite de la suite (xy) qui converge vers un certain point ©* € C. Montrer que

lim oy, (Vf(@r,), di,) = 0.

1—+00
3) Montrer que (Vf(x*),d*) =0 ou d* est la limite de dy, (distinguer si la suite ag, converge vers 0 ou pas).
4) En déduire que d* =0 et par 1) que x* est un point critique sur C de f.

Exercice 5.59. Formule de Broyden. Soit By € M, (R) et s,y € R™ avec s # 0. On rappelle qu’on utilise la norme
de Frobenius sur les matrices. On consideére le probléme de minimisation:

1
min ~||B - Byl
BEM, (R), Bs=y 2

1) Etablir que Uunique solution de ce probléme s’écrit B = By + % (écrire le Lagrangien du probléme, et les

conditions de Karusch-Kuhn-Tucker).
2) Etablir la formule PSB (Powell symmetric Broyden) si on rajoute la contrainte de symétrie dans les contraintes
(i.e. B= BT):

(y — Bos)sT) + s(y — Bos)T  (y — Bys,s)

B=20B —
o EE EE

Exercice 5.60. Soit f : R" — R™ une fonction de classe C'. Soit T € R"™ tel que f(Z) = 0 et tel que Df(T) soit
tnversible.
1) Montrer que

1
f(x) =Df(f)($—f)+/0 [Df(x +t(z — 7)) — Df(@)]|(x — T)dt.

2) Soit v > 0 tel que si y € B(T,r), alors |Df(y) — Df(T)| < W. Montrer que si x € B(ZT,r), alors
f@) = g e — 2.

Exercice 5.61. Méthodes de type quasi-Newton. Soit f : R® — R™ une fonction de classe C'. Soit x* € R”
tel que f(z*) = 0 et tel que Df(x*) soit inversible. Au lieu de considérer la méthode de Newton usuelle 11 =
2, — Df(xr) 1 f(xr), on s’intéresse a une suite xy, définie par f(xp) + My(zpr1 — 1) = 0 ou la suite de matrice
My, est une approxzimation du jacobien de f au point xy, (on ne cherche pas d’expression de My dans cet exercice).
On se propose de démontrer le critére de Dennis et Moré : la suite (xy) converge sur-linéairement vers x* (cad

lpenizerll 0) ssi ||(My — Df (%)) (@rr1 — 21)|| = o[ €1 — z1])-

llee —z* ]
1) a) Montrer que f(zr41) = f(zx) + Df(2*)(@p1 — 2k) + o(||xr1 — zkl|) (utiliser le théoréme des accroissements
finis).
b) En déduire que || f(zx1)| = [[(Myx — Df (")) (@r1 — zi) || + o([zrg1 — i)
2) On suppose le critére de Dennis et Moré vérifié. Montrer par Uezercice 8 que ||xg4+1 — x*|| = o(||xp+1 — xkl|), puis
conclure en utilisant l'inégalité triangulaire (dans le o).
3) On suppose la convergence sur-linéaire.
a) En utilisant Uinégalité des accroissements finis entre w11 et ©*, montrer que ||(My — Df(z*)) (k11 — zx)| =
o(|lzx = 2*[1) + o(f|wkra — zill)-
b) Montrer que la convergence sur-linéaire implique ||z — x*|| = O(||xg+1 — xk||), puis conclure.
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5.8 TP sous matlab

Exercice 5.62. Choix du pas de descente. 1) Soit la fonction x — %x? On considere algorithme itératif:

Tpt+1 = T — Qgdg, To = 2.
ot dy 1= % et ap == 2+ Qk% Représenter sous Matlab la suite (z1)k>0. Vérifier que la suite (f(xg))r>o0 est
décroissante. Interpréter en établissant une formule de récurrence pour la suite (xx)k >0°.
2) Tracer et étudier de méme la suite (Tg)r>o lorsque si == 2,6% Que constate-on? En pratique, la régle d’Armijo

(voir ci-dessous) permet d’éviter les pas trop grands et la regle de Wolfe permet d’éviter les pas trop petits.

Exercice 5.63. Probleme du conditionnement. Le but est de représenter la suite générée par ’algorithme de
descente de gradient (recherche exacte) pour une fonction quadratique. Soit q(z) = 3 (Qz,z) — (b,z) +a ot Q est
une matrice symétrique définie positive de taille n, b € R™ et a € R.

1) Justifier que la méthode de descente de gradient avec recherche exacte (i.e. ap € argminger f(xg + tdy) avec ici
dy = =V f(zy)) s'écrit xp11 = x) — agri ot ag = ||rel|?/ (Qre,mx) et 7 = Qg — b.

2) Soit f(z) = 2(x3+~23). On considére le point initial (10,1) et on prend v = 10. Représenter sur une méme figure
une vingtaine d’itérations de 'algorithme ainsi que les lignes de niveauz de la fonction f. Utiliser éventuellement
meshgrid et contour pour représenter les lignes de niveau de f et la commande hold on. Que remarque-t-on si on
prend v = 22 Interpréter le résultat.

Régle d’Armijo. Soit f: R™ — R de classe C! et (P) le probleme de minimisation inf,egn f(z). On se donne des
parametres s > 0, o €]0, 1], 8 €]0,1[ et € > 0. On considére 1’algorithme de descente basé sur la régle d’Armijo:

- Soit g € R™ et do € R™ tel que ||do|| = 1 (initialisation). Pour k = 1, ..., Ny, faire les étapes suivantes:

- Prendre di € S™"! tel que —% € [e,1] et tel que ||di|| = 1.

- pour i = 0,1, ... soit i) le premier indice i > 0 pour lequel on a f(zx) — f(@x + Bisdy) > —0B's (Vf(zk),di). Sii=0
on pose ai = s et si s > 1 on pose o = s5°%.

- Faire 41 = z + axdy avec ay = sfB'F

Exercice 5.64. Programmation de la régle d’Armijo. En utilisant la régle d’Armijo, on souhaite minimiser la
fonction f(x1,xq) = e¥1 372701 4 e21=322=0.1 4 o=21=0-1 ot gyec comme direction de descente dy, = —V f(xy). Soit
a=0.1 et 8 =0.7. L’algorithme s’écrit xx11 = x + tdx, ot pour chaque itération k, t est déterminé par la régle
suivante: soit t =1 ; tant que f(x +tdy) > f(xg) + atV f(xy) - di, faire t < Bt.

Programmer cette régle avec une dizaine d’itérations et en partant par exemple des points (1,1), (=1,1), (1,-1).
On représentera sur une méme figure les itérations de algorithme ainsi que les lignes de niveaux de la fonction f a
laide des commandes [X,Y] = meshgrid(-1:0.4:1, -1:0.1:1) et contour(X,Y,Z,20).

Exercice 5.65. On considére la fonction de Rosenbrock définie par f(x,y) = (x — 1)%> + p(z? — y)2. Cette fonction
peut servir a tester lefficacité de certains algorithmes de descente.

1) Trouver le minimum de f sur R%. Représenter z = f(x,y) (a l’aide des commandes surface et view par evemple).
2) Programmer la méthode du gradient & pas fize avec « = 0.1 ou a« = 0.01 et p = 10, a partir du point (—1,1).
Représenter sur une méme figure les itérations et les lignes de niveau de f. Que constatez vous?

3) Programmer la méthode du gradient a pas optimal (on utilisera les fonctions de Matlab fminunc ou fminbnd d
chaque itération afin de déterminer le pas de descente optimal). Représenter sur une méme figure les itérations et
les lignes de niveau de f. Que constatez vous?

Exercice 5.66. Méthode du gradient conjugué. On notera (z,y) ou 7y le produit scalaire dans R™.

On souhaite minimiser la fonction quadratique q(x) = % (Az,z) — (b,x) ou A est symétrique définie positive de taille
n et b € R™. L’algorithme est le suivant: soit xo donné, gy := Axg — b, et hg := go. Pour tout n > 1, on considére
les itérations:

— _ hn_1gn-—a
ITn = Tn—-1 Oénhlnfly Qn = hz,lAhn—l’
an = Amn - b7
h h ngn

— + _ n .

L

1) Implémenter lalgorithme avec A=[1,0;0,5], B=[1;2]. Tracer sur une méme figure les lignes de niveau de q et
les itérations de [’algorithme avec la méthode gradient conjugué et a pas optimal. Comparer les deux méthodes.

50n montrera que z = (—1)F(1 +1/2F), k € N.
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2) Question théorique. FEssayer de généraliser lalgorithme ci-dessus dans le cas ou la fonction q(x) n’est plus
quadratique (remplacer par le gradient de q).

Exercice 5.67. Le but de l’exercice est de résoudre numériquement le probleme aux limites

{u”(x) = f(z), z € [0,1],
u(0) = u(1) = 0.

On se donne une subdivision de l'intervalle [0,1] en N intervalles de longueur h = 1/(N + 1), et on considére les
points x; = ih de lintervalle [0,1], 0 <i < N+ 1. On cherche alors une solution approchée sous la forme du vecteur
u = (u;)o<i<N+1, 0U les u; vérifient le schéma aux différences finies:

{;112(_/“”51 + 2u; — Uz‘+1) = .f(m’b)v 1<i<N, (5~8'1)

Uo = UN+1 = 0.

1) Justifier le schéma (5.8.1). Montrer que (5.8.1) est équivalent o Au = f ot A est une matrice de taille N, f un
vecteur de R que l’on précisera.

2) Ecrire les itérations de I’algorithme de Newton (on rappelle qu’étant donné f : RN — RY de classe C*, ’algorithme
de Newton s’écrit x4 1 = v — DF (x) " F(x1,) pourvu que DF(x},) soit inversible), et trouver une solution approchée
du probléme.

3) Représenter sur un méme graphique la solution avec la méthode de Newton et la solution eracte de (5.8.1). On
donnera pour chaque itération | F(xy)]|.

Exercice 5.68. On s’intéresse a l’équation différentielle avec conditions aux limites:
1
—y"(2) = tanh(y(2)") + gy(2) =2, 0 <z <1, y(0) =0, y(1) =0.

Le but de lexercice est aussi de programmer une méthode de Newton basée sur les différences finies pour résoudre
numériqguement ce probléeme. Notations: soit N > 1, soit h = ﬁ, soit x; = th, 0 <i < N+1 et y, = y(a;),
0<i<N.
1) Justifier pourquoi on peut approcher —y' (z;) par %[*ywl + 2y; — yi—1] et montrer que les points y; sont reliées
par les relations:

—%(—yi +2yi+1 — Yiv2) — tanh(y?) + %yz —(h)* =0, 0<i< N —1

avec la convention yy = 0 et yyy1 = 0. En déduire lexpression d’une fonction F : RN — RN dont on cherche un
2€ro.

2) Programmation de la méthode sous matlab a l'aide de la méthode de Newton.

a) Etant donné un point y € RYN, définir sous matlab la fonction F ainsi que la matrice DF. (N.B.: utiliser par ex.
gallery(’tridiag’,N,-1,2,-1) et ones(N,1)).

b) Définir une fonction y=Newton(N,Niter) qui définit la suite des itérées par la formule usuelle yF+' = yF —
DF~ (yx)F(yx)-

c) Initialiser la méthode par le vecteur y° = 0 et fizer N = 30. Indiquer a chaque étape | F(yi)|| (utiliser par exemple
la commande [i norm(F,1)] et tracer a chaque étape la solution par la commande plot (z,y).

3) Programmation de la méthode sous matlab o l'aide d’une méthode de type quasi-Newton et formule de Broy-
den.

a) Programme la fonction F et DF. N.B.: Utiliser par ex. gallery(’tridiag’,N,-1,2,-1) et ones(N,1)

b) Le but est de construire une suite de matrices My, (méthode de quasi-Newton avec formule de Broyden.

¢) Définir une fonction y=Newton (N,Niter) qui définit la suite des itérées par la formule

v =y = M F (),
Exercice 5.69. 1) Programmer l'algorithme d’Uzawa pour un probleme d’optimisation général du type:

. 1
clgl;lgfd 3 (Az,z) — (b,z) + ¢
ot A€ M,(R),beR", ceR, xR Vérifier la convergence de l’algorithme pour le probléme mincy—q 3 ||z — zo]|?

ot g € R™ et Cx = d est I’équation d’un hyperplan (prendre par evemple n = 4, C = [1,1,1,1] d = 1 et z9 € R*.
ld—Czol|
en -

2) Etudier le probléme inf, ¢y (0,1)) fol[%u'2(m) — f(@)u(z)])dx sous la contrainte u(z) < h(z) et u(0) =u(l) =0 en
discrétisant et en utilisant la méthode d’Uzawa.

Comparer avec la solution théorique



Chapitre 6

Sujets d’examen

6.1 Session 2015-2016
6.1.1 Partiel (1h)

Exercice 6.1. Soita >0, b>0 et ¢ > 0. On cherche le parallélépipede de volume maximal inclu dans lellipsoide
d’équation
2 2 2

x y z

P + =l + el <1
1) Montrer lexistence d’une solution au probléme (le volume d’un parallélépipéde peut s’écrire V(x,y, z) = 8xyz).
2) Montrer qu’une solution (Z,%,z) € R3 du probléeme vérifie & >0, § > 0 et z > 0.

2

3) Justifier que le probléme est qualifié en tout point de C' (on C := {(x,y,2) € R?; z—z + &+ i—z <1}
4) Ecrire les conditions d’optimalité KKT et en déduire l'unique solution (Z,q,z) du probléme.

Exercice 6.2. Soit A € M, »(R), b € R", ¢c € R". Etant donné x € R™, on notera x = (x1, ..., x,) ses coordonnées
dans la base canonique (e;)1<i<n de R™. L’écriture x > 0 équivaut & x; > 0 pour 1 < i < n. Dans cet exercice, on

considere le probléeme de minimisation:

inf 1.1
Inf (e,z), (6.1.1)

ot C={x € R"; x> 0et Ax =b}. On suppose que C # ) et que o := infecc (¢, z) > —o0. Le but de l’exercice est
de montrer que le probléme de minimisation (6.1.1) admet une solution.

1) a) Soit B € My,11,(R) la matrice définie par B = ( ¢

A
Be; € R 1 < < n. Ecrire la définition de K.
b) Soit (x*) une suite minimisante pour le probléme (6.1.1). Ecrire les propriétés vérifiées par la suite (x*).
c) Vérifier que Bx* € K pour tout k € N.
2) On rappelle que K est fermé. Montrer qu’il existe (A1, ..., \n) € R} tel que

3 )\iBei:((;>.

1<i<n

et K le cone convexe engendré par les n vecteurs

En déduire que X est une solution du probléme de minimisation.

Exercice 6.3. (Il s’agit de deuzx questions indépendantes autour du lemme de Farkas).

1) Démontrer la réciproque du lemme de Farkas.
2) Soitc, ¢;, 1 <i<letd;, 1 <j<m desvecteurs de R™. On fait U’hypothése suivante:

VoeR"”, V1<i<Il (¢,v)>0 et V1<j<m, (djv)=0 = (c,v)>0.

66
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Montrer qu’il existe \; > 0 pour 1 <1 <1 et u; € R pour 1 < j < m tels que:

Cc = Z >\161+ Z ,Ll,jdj.

1<i<l 1<j<m

6.1.2 Examen final (2h)

Exercice 6.4. On cherche a résoudre le probleme

min 2%+ 9%+ 22 avec K= {(z,y,2) ER®; x+y+z=1eta®+y* <1}
(z,y,2)EK
1) Montrer que ce probléeme admet une unique solution.
2) Montrer que la contrainte est qualifiée en tout point.
3) Trouver la solution du probléme.

4) Question plus difficile : vérifier que l'on trouve la méme solution en utilisant la méthode de dualité (calculer
d’abord Uinfimum du Lagrangien en fonction des multiplicateurs de Lagrange).

Exercice 6.5. Soit h: [0,1] x R = R une fonction continue minorée sur [0,1] xR, a et b deux réels, et E ’ensemble
défini par:
E={zeH(0,1],R); 2(0) = a, #(1) = b}.

On définit une fonctionnelle J sur H([0,1],R) par :

J(x) = /0 1 (;x'(t)z 4 h(t,x(t))) n

Le but de Uexercice est d’étudier le probléme min,cp J(x) : existence de solutions et conditions d’optimalité.

1) a) Soit (x,,) une suite minimisante de E. Montrer que (x) est bornée dans L*([0,1],R).

b) En déduire l'existence d’une fonction v dans L*([0,1],R) et d’une sous-suite (x], ) qui converge faiblement vers v
dans L?([0,1],R).

¢) Démontrer que (x,,) converge simplement sur [0,1] vers une fonction T € E que l’on précisera.

d) On admet que (x,,) converge uniformément sur [0,1] vers T. Montrer l’existence d’une solution au probléme
mingeg J(x).

2) On suppose que h de classe C* et on admet qu’un minimum du probléme ¥ € E est de classe C? sur [0,1]. Donner
une équation différentielle vérifiée par T.

3) Question difficile (bonus) : montrer a l’aide du lemme de Dubois-Raymond que Z est bien de classe C2.

Exercice 6.6. Soit p et n deuz entiers non nuls tels que p < n. On considéere A une matrice symétrique définie
positive de taille n, b € R, d € RP, et C € M, ,,(R) une matrice a p lignes et n colonnes surjective. On rappelle que
la notation x7 désigne le vecteur transposé de x. On s’intéresse au probléme d’optimisation

. 1
min Z2T Az — b .
z€R", Cx=d 2

1) Montrer que le probléme admet une unique solution x* et qu’il existe \* € RP tel que
Az* + CTX* = b,

Le but de la suite de lexercice est d’étudier 'algorithme suivant. Soit p1 > 0 et pa > 0 fizés. Pour k =0 on choisit
xg € R™ et \g € RP. A [’étape k on effectue l'opération:

Tr+1
Akt

ax — p1(Azy, — b+ CTAy),
Ak + p1p2(Cxpyq — d).
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2) Dans toute la suite, on utilisera la notation I, pour désigner la matrice identité de R™ ot m € N*. Montrer que

w1 — 2 = (I, = prA)(z, — %) = p1CT (A, = X¥),
>‘k+1 — N = =N+ p1p20($k+1 — IE*)

3) a) En déduire que :

I, 0 Thr—2* \ [ In—p1A —pCT T —x*
—p1p2C I, Akp1 — A 0 I, A — A )7
(dans la notation par bloc ci-dessus 0 désigne la matrice nulle de M, ,(R)).

b) Déduire de ’égalité précédente l’égalité:

Tpy1 — xp —a* L, —piA —pCT
( Nig1 — N* ) ( Ak — A ) avee ( p1paC(L, — p1A)  —p2psCCT + 1, ) € Hinte, +»(R)
4) On note |||-|| la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne sur R™ : étant donnée B € M, (R),
Bl = sup [Bz|,
lle]<1

ot || - || désigne la norme euclidienne sur R™.

a) Montrer que si p1 et ps sont suffisamment petits alors ||I, — prAl| < 1 et ||—p3p2CCT + Ly||| < 1 (utiliser la
diagonalisation en base orthonormale).

b) En déduire que ||J|| <1 (question plus difficile).

¢) Déduire de la question 4)b) la convergence de l’algorithme.

6.2 Session 2016-2017

6.2.1 Partiel

Exercice 6.7. (10 points). Soit H un espace de Hilbert sur R muni d’un produit scalaire {-,-). On note ||z| =
(@, z) la norme d’un vecteur x € H. Soit f : H — R une application de classe C1, fortement conveze de paramétre
a > 0 et telle que application x — V f(x) soit L-Lipschitzienne sur H.

1) Montrer que [ admet un unique minimum x* sur H.

On considére l’algorithme suivant. Soit p > 0. Un point xo € H étant donné, on définit une suite (zy)ren € HY par:
Tpt1 =2k — pVf(zg), keN.
2) Soit ¢ : H — R Uapplication définie par ¢(x) = x — pV f(x). Montrer l'inégalité:
Vo e H, Yy e H, |¢(z) —¢(y)|* < (0°L? — 2ap + 1)z — y|*.
3) En déduire qu’il existe pg > 0 tel que pour tout p €]0, po] alors il existe A €]0, 1] tel que:
Vee H, Vye H, |[[¢(z)—vy)ll <Az -yl

4) Soit p €]0, po] et X €]0,1[ comme dans la question 8). Démontrer que la suite (zy)ren définie a la question 1)
converge fortement vers x* (Indication: utiliser le caractére contractant de ).

Exercice 6.8. (12 points). Soit n € N*, soit Q une matrice symétrique de taille n, soit c € R", et soit A € R%.. On
notera I, la matrice identité de taille n. Soit f : R™ — R Uapplication définie par

F(a) = 5 Q)+ (e.2)
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ot (-, -) désigne le produit scalaire usuel de R™. Soit K le sous-ensemble de R™ défini par K = {x € R™; ||z| < A}

ot pour x € R™, ||z|| = \/{x,z). On considére dans cet exercice le probléme d’optimisation:
i . P
min f() (P)

1) Justifier Uezistence d’un minimum global =* au probléme (P) et montrer que la contrainte est qualifiée en x*.

2) En écrivant la contrainte K sous la forme K = {z € R™ ; 1 (||| — A?) < 0}, écrire les deux conditions de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) au point x* (on notera \ le multiplicateur associé a la contrainte d’inégalité).

3) En utilisant que f est quadratique et la question 2), montrer l’égalité:

Ve eR",  f(x) = f(z7) = 5 (Q + M) (x — %), x —2") — %(II!EII2 = "))

N

4) On suppose que ||z*|| = A (uniquement dans les questions 4a) et 4b)).

a) Montrer que si x € R™ vérifie ||x|| = A, alors ((Q + Ay)d,d) >0 ot d =z — z*.

b) En déduire que la matrice Q + A, est positive.

5) On suppose que ||z*|| < A (uniquement dans cette question). Démontrer que la matrice @ est positive.

6) Réciproqguement, on suppose que les deux conditions de KKT sont vérifiées en un certain point (z*,\) € R™ x Ry
et que la matrice Q + M\, est positive. Démontrer, en utilisant ce qui précéde, que le point x* est un minimum du
probléme (P) (Indication: distinguer selon que ||z*| < A ou ||z*|| = A).

Correction:

Exercice 1. 1) On sait que il existe & > 0 et 8 € R tels que f(z) > af|lz||* + 8 ce qui entraine f coercive.
Ainsi, toute suite minimisante (z,) est bornée. Ainsi, & une sous-suite prés (z,,) converge faiblement vers un certain
point x* qui vérifie (car f est continue) : f(z*) < liminf f(z,) = inf f. D’ou le résultat. Notez que l'on peut aussi
refaire la preuve du cours avec les suites de Cauchy. L’'unicité provient du caractere strictement convexe.

2) En utilisant que (Vf(z) — V(y),2 — y) > allz — yll° et que [Vf(z) — V()] < Lliz — y| pour tout z,y, on
déduit le résultat en développant ||z —y — p(Vf(x) — Vf(y))|>

3) On pose a := p?L? — 2ap+ 1. 11 suffit de garantir « €]0, 1[. La quantité p?L? — 2ap + 1 tend vers 1 lorsque p tend
vers 0, donc @ > 0 pour p suffisamment petit. De méme, on a a < 1 si et seulement si p < 2a/L. D’ou le résultat
en prenant \ := /a pour p suffisamment petit.

4) C’est le théoréme du point fixe dans un espace complet (en effet pour p suffisamment petit, ¥ est contractante).
Ainsi, (z,) qui vérifie x,,+1 = ¥(x,) converge vers 'unique point fixe de . Un tel point fixe vérifie V f(z) = 0. Or
f admet un unique minimum global x* qui vérifie V f(z*) = 0. Ainsi, (z,,) converge vers x*.

Exercice 2.

1) Fonction continue sur un compact de de R". Contrainte convexe et g(0) < 0 ou g(z) = 3(||=[|* — A%). Donc
qualifiée.

2) KKT : Qx* +c+ Ax* = 0 et A(||2*]|> — A2) = 0 (pour la premiere relation, cela s’écrit aussi V f(x*) + Az* = 0).
3) a) f quadratique, donc Taylor & l'ordre 2 est exact et on remplace V f(x*) en utilisant KKT:

J@) = f@) = (VIE) e =)+ DA ) @ =o' = a") = =A™z = ") + 1 (Q(r —2"),w —a7)

Orona 3|lz—a*|2—3|z|2+3]z*]|? = =X (z*,z — 2*) d'ou I'égalité f(z)— f(z*) = 3 ((Q + A,)(z — 2*),z — ") —
2l = o).

b) N’oublions pas que f(z) > f(z*) car 2* est un minimum global de f sur K. Si ||z|| = A alors f(z) — f(z*) =
Q4+ M) (x — a*),x —x*) > 0.

c¢) La matrice Q@+ AI,, est symétrique, donc diagonalisable en base orthonormée. Soit (£;)1<;j<n une telle base. Alors,
(Q+ Mn)ej,e5) = 2z ((Q + M,)Aej, Agj) > 0, donc @ + A, est bien positive.

4) Alors par complémentarité on a A = 0 et on conclue directement que f(z) — f(2*) = 2 (Q(z — 2*),z — 2*) > 0
pour tout « € R™, ce qui permet de conclure que ) est positive (en fait, si A = 0, la contrainte n’est pas active, donc
la théorie du second ordre sans contrainte montre directement que D?f(x*) = Q est positive.

5) On utilise f(z) — f(z*) = 2 ((Q+ AL)(z —z*),z — z*) — 3(||lz||> — [|z*[|*). Si [|z*]| < A alors A = 0 (par la
condition de complémentarité), donc z* est un minimum global sur R™. Si ||z*|| = A alors A > 0 et I’égalité ci-dessus
montre que f(z) — f(z*) > 0 pour tout x € R™ tel que ||z|| < A. Donc z* est un minimum de f sur la boule fermée
de centre 0, de rayon A (dans les deux cas).
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6.3 Devoir Maison

6.3.1 Devoir Maison sur 1’algorithme de Newton

Le but est d’estimer le nombre d’itérations dans ’algorithme de Newton pour avoir une précision donnée.

Notations. Soit f : R®™ — R une application de classe C?, convexe. On note Vf(z) le gradient de f en un
point = et V2f(x) la hessienne de f en un point z. Le produit scalaire est noté uv ott u,v € R" et Id désigne la
matrice identité de R™. On suppose que:

e La fonction f est strictement convexe sur Ly = {z € R" | f(x) < f(xo)}. De plus, on suppose qu’il existe
m > 0 tel que pour tout € Lo, V2f(x) > mId (autrement dit la forme quadratique associée & V2 f(x) vérifie
pour tout h € R™, hTV2f(x)h > m| h|?).

e Il existe L > 0 tel que pour tout x,y € R", [|[V2f(y) — V2f(2)| < L|jz — v
e Pour z € R™, on note A(z) € R I'incrément de Newton défini par A(z) = (Vf(2)TV2f(2) 'V f(z))z2.

Soit g € Lp. On considére I'algorithme de Newton suivant : @41 = @) + apdy, k > 0, ol dy, = —V2f(21) "1V f(2)
et oy est déterminé par la régle d’Armijo (il ne s’agit pas exactement de ’algorithme de Newton ”pur” vu en cours).
On suppose 0 < 0 < % dans la régle d’Armijo. On notera Ay = \(xg).

Partie I (Préliminaires).

1) Montrer que pour tout z,y € R" il existe z € [z,y] tel que f(y) = f(z)+Vf(z) (y—z)+ 1 (y—2)TV2f(z)(y— ).
En déduire que pour que pour tout z,y € R", f(y) > f(x) + Vf(z)" (y — 2) + Zlly — 2|,

2) Montrer que L est borné. En déduire qu’il existe M > 0 tel que pour tout x dans Lo, V2f(z) < MId. En
déduire que pour tout 2,y € R, on a: f(y) < f(z) + Vf(2)T(y —z) + Ly — 2>

3)a) Montrer que \? = d} V2 f(z)d, > m||dgl?

b) Montrer que A? > ||V f(x4)||* (penser a utiliser 2) en utilisant I'inverse de la hessienne de f).

4) Soit g : R — R une fonction de classe C* qui vérifie pour tout =,y € R™, ||Vg(z) — Vg(y)| < L|jz — y||. Montrer
que pour tout z,y € R™, on a: [[g(z +y) — g(z) — Vg(2)Ty|| < §[ly|1*.

5) Montrer que f atteint son minimum sur R”. Dans la suite, on note f* cette valeur et x* le point tel que f* = f(z*).
Partie II. On suppose qu’il existe 0 < n < mTz tel que a étape k, |V f(zr)|| > n (1) (intuitivement, ce cas
couvre les étapes ou 'algorithme est loin de la solution *). Soit v = 06772%

1) Montrer en utilisant 12) que pour tout a > 0, f(xy + ady) < f(zg) — aX? + QZQM (| ||?.

2) Montrer en utilisant I3) puis en prenant o = 3+ que f(zy + ady) < f(xr) — g5 7 < f(2r) — 027,

3) Montrer que le pas dans la regle d’Armijo ap > 77 > 847 et montrer qu'une fois la recherche du pas terminé dans
la régle d’Armijo, on a f(zy + agdi) < f(2x) — oA < f(ag) — oBEAL.

4) En utilisant 13), déduire que f(zx + ardr) < f(zi) — %772.

5) Montrer que le nombre d’itérations ou I'hypothese (1) est vérifiée est majoré par %(f(mo) — ).

Partie III. On suppose qu’il existe 0 < 1 < mTz tel que & l'étape k, |[Vf(zr)|| < n (2) (intuitivement, ce cas

couvre les étapes ou la suite zj est proche de x*).
1) Montrer en utilisant 14) avec z — V f(z) que |V f(zg41)|| < 2|V f () TV f ()|
2) Bn déduire que |V f(zxs1) | < oLV (i) |2 < 1

K—k
3) Montrer par récurrence que 525 ||V f(2x41)|| < [ﬁHVf(xk)H]z , K >1.
4) Soit € > 0. Donner une estimation (en fonction de ¢) sur le nombre d’itérations nécessaires dans ce cas pour que
f(z) — f* < e (utiliser par exemple 12).
5) Conclusion. Donner une estimation totale sur le nombre d’itérations & effectuer pour que lalgorithme de Newton
fournisse un point z tel que f(z) < f* +e.
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