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Exercices sur le théoréme de Fillipov (contre-exemples a I’existence d’un contrdle optimal).

Exercice 1. On considére le probleme de controle optimal inf, .y xo(T) ou T > 0 est fivé et

9.31 =u,

ig = :L‘%
et u(-) est un contréle mesurable prenant ses valeurs dans l’ensemble {—1,1}. Montrer que ce probléme n’admet
pas de solution. Quelle hypothése est en défaut dans le théoréme de Fillipov ?

Exercice 2. 1) Peut-on connecter le systéme ©(t) = u(t), u(t) € U := R en temps minimal de l'origine au
point 1 2 Quelle hypothése est en défaut dans le théoréme de Fillipov ?
2) Mémes questions qu’en 1) avec cette fois u(t) € U :=[0,1).

Exercice 3. On considére le probléme maxx(T,u) ot i = uz? avec x(0) =1 et u € [-1,1], T > 0 fizé, et
(T, u) désigne la solution & Uinstant T associé au controle u.

1) Trouver la solution du probléeme de Cauchy @ = %, x(0) = 1.

2) Grice a 1), montrer en prenant un controle u judicieux que ce probléme n’admet pas de solution. Quelle
hypothese est en défaut dans le théoréme de Fillipov ?

Exercice 4. On considére le systéme contrdlé & = u ou u : [0,1] = [—2,2] est une fonction mesurable. On
s’intéresse au probleme de contréle optimal suivant :

1
int J(u) = /O R2(t) — ud (1)) dt

ot la solution x(-) du systéme précédent sur [0, 1] est telle que x(0) = (1) = 0.

1) Montrer qu’il existe une suite de fonctions xy(-) convergeant vers 0 uniformément sur [0, 1] telle que J(ux) <
0. Soit u =0 le contrdle nul sur [0,1] et T la trajectoire associée.

2) Peut-on dire que T est un minimum fort (cad il existe € > 0 tel que J(u) > J(u) pour tout contréle u tel
que ||z — |1 < &) ou un minimum faible (cad il existe €’ > 0 tel que J(u) > J(@) pour tout contréle u tel que
[u—ally <e)?

Exercice 5. Démontrer le théoréme d’existence de Fillipov pour le probléme de Bolza vu en cours, en ad-
mettant le résultat dans le cas Mayer. Montrer d’abord qu’il existe une constante M > 0 telle que pour toute
trajectoire reliant xo a S et tout w € U on ait L(t,x(t),w) < M.

Puis, on considérera le probléme auxiliaire

inf ZIZQ(T, U) + ¢(T7 IL‘(T, u))’

ot (g, x) est solution de :
Zo = up(t)M + (1 — uo(t))L(t, x,u),
= f(t,x,u).

sur lequel on appliquera le cas Mayer.



Exercices d’application du principe du maximum de Pontryagin sur un systéme linéaire

Exercice 6. (Principe bang-bang pour les systémes linéaire). Le but de cet exercice est de montrer comment
a laide du principe de Pontryagin on peut ramener un probléme de temps minimal pour un systeme linéaire
en l’état et le contréle a la résolution d’un probléeme aux deux bouts.

Soit A € M, (R), B € Mp,(R), U :=[-1,1]", U :={u:[0,00) = U ; mes.}, et soit S C R™ un ensemble
convezxe fermé non vide. On considére le probleme de temps minimal pour rejoindre la cible S. Etant donnée
une condition initiale xog € R™, on cherche un contréle u € U qui minimise le temps T,, parmi les trajectoires

solutions du systéme
z(t) = Az(t) + Bu(t), p.p.t€[0,Ty],

qui relient xg a la cible S. Autrement dit, le probléeme est le suivant :

irelngu, & = Az + Bu, z(0) = xo, z(Ty,) € S.

On suppose que le couple (A, B) vérifie Uhypothése de Kalman.

1) Montrer qu’il existe un contréole optimal (i.e. une solution au probléme de temps minimal).

2) Appliquer le principe de Pontryagin au probléme et montrer que I’équation adjointe s’écrit p(t) = —AT P(t),
p.p. t €[0,7T).

3) Le but set de montrer que pour tout 1 <i<n on a

ui(t) := —sign((p(t), bi))-

On raisonne par l'absurde et on suppose que pour i donné on a (p(t),b;) = 0 pour tout t € [t1,t2] ou 0 <1 <
to < T, sont deux instants donnés.

a) Montrer que pour t; <t <ty on a p(t) = e~ (=247 p(1,).

b) En déduire que pour tout t € [ty,ts] on a (p(t2),et=12)4b;) = 0.

¢) Montrer que pour tout 0 < k <n—1 on a (p(ty), A*b;) = 0 (indication : utiliser la question b) et dériver).
d) En déduire une contradiction avec U’hypothése de Kalman et conclure.

Remarque : Uexpression ainsi trouvée pour le contréle optimal u(t) permet ensuite d’implémenter une méthode
de tir.



