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Ces notes présentent un ensemble de résultats classiques, et d’autres moins classiques, inspirés par le
références citées. Plusieurs preuves ont été adaptées.
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Chapitre 1

Définitions et rappels

Soient X et U deux sous-ensembles de R™ et RP, respectivement. Soit f une application de X x U
dans R™. A la paire (f,U) on associe le systéme dynamique autonome défini sur X

&= f(z,u(t)), z(to)=xo (L.1)
ou pour tout ¢, la commande u(t) appartient U.

Hypothése 1.
1. U est compact.
2. [ est continue en (z,u)

3. f est Lipschitz en x, uniformément en u i.e. pour tout x € X et R > 0 il existe L > 0 tel que
|| f(z,u) — f(y,w)|| < L||lz — y|| pour tout y € B(x, R)NX et u € U
4. f est a croissance au plus linéaire i.e. il existe un nombre C' > 0 tel que ||f(x,uw)|| < C(1 + ||=]|)

pour tout (z,u) dans X x U, -

On note Uy, 77 = {u(-) mesurable t.q. u(t) € U, V¢ € [to,T]}. On rappelle le Théoréme d’existence et
unicité des solutions d’une équation différentielle non autonome appliqué au contexte présent.

Proposition 1. Sous U’hypothése 1, pour toute condition initiale (to,xo) € (—o0,T] x X et application
u(-) € Uy, ), il existe une unique solution absolument continue Ty 4, u(.)(-) solution de (1.1) pour presque
tout t € [to, T

Sous I'hypothése 1, on note Sp,, 77(x0) I'ensemble des applications z(-) absolument continues de (1.1),
pour u(-) € Uy, 17-

Soit ¢ est une fonction de X dans R. On définit le probléme de Mayer, pour toute paire (tg,xq) €
(=00, T] x X
inf {¢(z(T)), z(-) € Spo,my(20) } -

On note Dy le domaine olt ¢ prend des valeurs finies.

Définition 1. Sous l’hypothése 1, pour toute condition initiale (tg,xo) € (—o0,T] x X, on définit la
fonction valeur :

V(to,z0) = inf x(T)) = inf T AT)) .
(to, o) I(~)ES[tO,T](ﬂco)¢( (1)) u(‘)eu[tO,T](ﬁ( to,:co,u()( )

On note par Dy le domaine oi1 V est définie et prend des valeurs finies, et par ¢ la transposition d’une
matrice ou d’'un vecteur. Lorsque V est différentiable en x, on note VV le gradient de V' par rapport a
la variable z i.e. VV = (9,V)".

Définition 2. Sous l’hypothése 1, on définit pour tout (x,p) € X x R™ I’Hamiltonien

H(xz,p) = min H(x, p,u)
u€ey
ot H(z,p,u) =p.f(x,u) (. désigne le produit scalaire dans R™).
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Hypothése 2. Pour tout x € X, l’ensemble des vitesses
f(z,U) = U f(z,u) est conveze.
uel

On rappelle le Théoréme de compacité des trajectoires :

Proposition 2. Sous les hypothéses 1 et 2, pour toute condition initiale (tg, zg) € (—o0, T|xX, I’ensemble
de trajectoires Sy, )(x0) est compact pour la topologie de la convergence uniforme.

Corollaire 1. Sous les hypothéses 1 et 2, pour toute fonction ¢ semi-continue inférieurement, le probléme
de Mayer admet une solution optimale x*(-) pour toute condition initiale (to,xo) € Dy .

On rappelle également le théoréme de dépendance continue par rapport a la commande :

Proposition 3. Sous les hypothéses 1 et 2, pour toute condition initiale (tg, o) € (—o00,T] x X, Uappli-
cation

u € L' ([to, T],U) = T4y 20.u() € C°([to, T, X)

est continue.



Chapitre 2

Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

2.1 Programmation dynamique

Lemme 1. Soit une condition initiale (to,zo) € Dy, les propriétés suivantes sont satisfaites.
1. Pour tout x(-) € Sy, 1)(x0), Uapplication t — V (t,x(t)) est croissante (au sens large) sur [to,T].
2. 8l existe une trajectoire optimale x*(-) € Sp, 11(w0) , alors V(t,x*(t)) = V(to,w0) pour tout

t e [tO,T].

Preuve. Par contradiction, supposons V (t1,z(t1)) = V(to,2z0)) — € pour t; > tg et € > 0. Soit Z(-) €
Sit, ) (z(t1)) tel que ¢(z(T)) < V(ty1,2(t1)) + €/2. On construit la trajectoire

i 2(t) . € [to, 1]
W=z, te[t(l),T}

Clairement on a &(-) € Sy, 71(w0) avec ¢(Z(T)) < V(to, o) — €/2, d’ott une contradiction avec la défini-
tion de V.

Une trajectoire optimale vérifie donc nécessairement V (tg, o) < V(t,2*(t)) < V(T,z*(T)) pour tout
t € [to, T], mais également (par optimalité) V (T, z*(T)) = ¢(z*(T)) = V(to, zo), d’ott I'égalité annoncée.

Proposition 4. (Principe de la Programmation Dynamique) Pour toute condition initiale (to, xo) €
Dy avec to < T, et tout t1 € (to,T], on a

V(ty, zo) = inf Vit z(t1)) -
(to, o) x(.)esﬁm(%) (t1,2(t1))

Preuve. Par le Lemme 1, on a
V(tl, (E(tl)) 2 V(to, LL'())

pour toute trajectoire z(-) € Sy, +,1(0), d'ott

1 V 13 s T t 2 V t , L .
2(1)€S1tq,¢11(w0) ( ! ( 1)) ( 0 0)

Réciproquement, pour toute solution x(-) € Sy, 1)(z0), on a ¢(x(T)) > V(t1,x(t1)), et on prenant
I'infimum sur Sy, 7)(7o), on obtient

Vito,xo) > inf Vit,x(t1)) = inf Vit,x(t1)) .
(F0:70) 2 e oy ” TN = il oy V() -0



2.2 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

2.2.1 Probléme de Mayer

Proposition 5. (Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman) Si V est C' sur Dy, alors V(-) est solu-
tion de l’équation auzx dérivées partielles (HIB) :

A,V (t,z) + H(z,VV(t,z)) =0, Y(tz)€e Dy (2.1)

avec la condition terminale :

V(T,z)=¢(x), VreDy. (2.2)
Preuve. Fixons (t,x) dans Dy. Pour y(-) € Sy r)(x), on pose v(r) = V(7,y(r)). Soit h > 0 tel que
t+h <T. Pour tout h € (0,h), on peut écrire

t+h
v(t+h) = v(t)Jr/t V' (1) dr
t+h
= o(t) +/t OV (1,y(7)) + OV (7,y(7)) f(y(7), u(r)) dr

t+h
— w4+ /t OV (t2) + DV (t, ) f(, u(r)) + r(r) dr

Par la programmation dynamique (Proposition 4), on peut écrire

v(t) = inf V(it+hylt+h) = inf v(t+h)= inf v(t+h
( ) Y()ES[t, 1401 (T) ( y( )) Y()ES,t4n)(2) ( ) u(-) €U, 141 ( )

et ainsi on a

t+h
inf / OV (t,x)+ 0, V(t,z)f(x,u(r)) +r(r)dr =0
u(')eu[t,t+h] t

Comme 0;V, 9,V sont Lipschitz en (¢,x) et f Lipschitz en z, uniformément en u, il existe un nombre
K > 0 tel que
Ir(T)] < K(h+ |ly(r) — =[]), V7 € [0,h] ,¥Y(.) € Spt,e4n) (2)

puis un nombre M > 0 tel que
‘T(T)| S Mh, VT e [O, h] ,Vu(.) e u[t,t+h] .

Ainsi, on obtient la majoration

t+h
inf / OV (t,x) + 0,V (t, ) f(w,u(r)) dr| < Mh?
1/t

uEZ/{[HJF;L

ou de fagon equivalente B
h|0V (t,x) + H(z,VV(t,x))| < Mh?

En divisant par h puis en faisant tendre h vers zero, on obtient I'équation (HJB). Finalement, par
définition de la fonction valeur, la condition terminale est trivialement vérifiée. g

2.2.2 Extension au cas non autonome

Pour une dynamique de la forme
&= f(t,z,u(t)) x(to) = o ,

on peut considérer I’état et la dynamique augmentés

x:[x] i:[f(zaxl,u(t))]
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et se ramener ainsi & un probléme autonome pour la variable & dans X = X x (=00, T]. L’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman pour la fonction valeur W associée & un probléme de Mayer s’écrit

oW (t,x,2) + H(t,z, VIW (t,x,2)) + O, W (t,2,2) = 0

avec

H(t’ Jj’p) = minp'f(t7a:7u)
uel

et la condition terminale W (T, z,T) = ¢(x). La fonction valeur V' du probléme d’origine s’obtient en
posant V(t,z) = W (t,z,t), et on obtient alors I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman pour V :

OV (t,x) + H(t,z,VV(t,2)) =0, (t,z)€ Dy

avec la condition terminale
V(T,z) =¢(x), z€Dy.

2.2.3 Extension au probléme de Bolza

Sous I'hypothése 1, on considére le critére

o(x(T)) + / U (r), u(r)) dr .

to

En considérant la dynamique augmentée dans R**! :

&= flz,u))
2 = lz,u(t))

on définit le cont
¢(x(T), 2(T)) = ¢(x(T)) + 2(T)

et V la fonction valeur associée au probléme de Mayer. Ainsi, la fonction valeur V' pour le probléme de

Bolza s’écrit V(t,x2) = V(t,2,0). Pour le probléme de Mayer associé, sous ’hypothése que la fonction [
vérifie les mémes hypothéses que f, I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman s’écrit

OV (t,x,2) + IHGIB 0.V (t,x,2) f(z,u) + 0.V (t,x, 2)l(z,u) = 0

avec la condition terminale

V(T,2,2) = ¢(x) + 2
Si V est C!, on a clairement 8217(75, x,z) = 1. Ainsi, I'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman du probléme
de Bolza s’écrit

oV (t,x)+ H(z,VV(t,x)) =0

avec la condition terminale
V(T,z) =¢(x) ,

pour "'Hamiltonien

H(z,p) = Znelalpf(x,u) +U(z,u) .

Remarque. Le Principe de la Programmation Dynamique s’écrit pour un probléme de Bolza :

V(to,xo) = V(to,l‘o,O) = H}f V(thx(tl)?'z(tl))
(@(:),2(:))ES[tg,t1) (x0,0)

— inf {V(tl,x(tl))+/t:1l(x(7'),u(7))dr}

u(-) €Uty 1]



2.2.4 Extension au probléme de temps minimum

Soit C un fermé de X. Pour toute condition initiale o € X'\ C et toute solution x(-) € Sp,, 100)(T0),
on définit le temps d’atteinte, pour ¢y quelconque

] 40 sixz(t) ¢ C, V>t
Tc(x()) = inf{t >ty t.q. 2(t) € C} —ty sinon

et le probléme d’optimisation

inf Te(x(4)) ,
(€811 400y (0) c(@())

qui peut s’écrire comme un probléme de Bolza avec ¢ = 0, [ = 1 mais avec un temps terminal libre.
Clairement, la fonction valeur V' associée a un probléme de temps minimum est indépéndante de tg, et
I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman s’écrit ainsi

1+ H(z,VV(z)) =0, VYoxecDy\C

avec la condition terminale

V(z)=0, VexeC,

pour "'Hamiltonien

H(z,p) = Znelblpf(a:,u) .

2.3 Quelques exemples

Exemple 1
Soit le systéme non-autonome dans R
& =cos(t)u, x(ty) = zo
avec u € [—1,1]. Considérons le probléme de Mayer

supx(T) .
(")

Montrons que la fonction C*

T
V(to, o) = o +/ | cos(T)| dr

to

est solution de I’équation d’HBJ. On a
OV (t,x) = —|cos(t)], O, V(t,z)=1

Ainsi H(t, 2, VV (t,x)) = max, 9,V (t,x) f(z,u) = | cos(t)| et on a bien ,V (¢t,z) + H(t,z,VV (t,x)) =0
pour tout (¢,2) avec V(T,z) = x pour tout z. On constate que la commande

u*(t) = sign(cos(t))

qui réalise le maximum n’est pas continue.

Exemple 2

Soit le systéme dans R
z=ux, xz(ty)=xo

avec u € [—1,1]. Considérons le probléme de Mayer

inf z(1) .
inf (1)



11 est clair que la commande constante u* = sign(zg) est optimale, et la fonction valeur associée s’écrit
alors
xoeto_l zg >0

V(tO) xo) = xoel—to z0 S 0
On a alors
to—1 to—1
Toe zg >0 e xg >0
oV (t = 0V (t =
t ( Oa-TO) 71’0617“) Zo < 0 x ( 07330) elfto 0 < 0

Ainsi, la fonction valeur n’est pas différentiable en (ty,0) pour tout tg < 1, mais est C! par morgeaux
sur (—oo,1] x (R\ {0}). L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

OV (t,x) — |0, V(t,z)z| =0
est vérifiée en tout (tg,z) ou V est différentiable, et la condition terminale
V(l,z) ==

est également vérifiée.

Exemple 3
Soit le probléme de temps minimum dans R :
t=u, xz(ty) =1z
pour la cible C = {—1,1}, avec u € [—1,1]. Clairement la commande optimale consiste & choisir u = 1

pour xy €] — oo, —1[UJ[0,1] et w = —1 pour zg €] — 1,0]J]1, +oo] (pour zy = 0, les deux choix sont
optimaux). Ainsi, la fonction valeur est

Via) = ||z - 1] .

V est C! par morgeaux, et en tout # € D = R\ {—1,0,1}, V est différentiable avec V'(z) € {—1,1}.
Ainsi, ’'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

1= |V'(z)] =0

est bien vérifiée sur D.
Soit w(-) une fonction intégrable sur R, constante par morgeaux a valeurs dans {—1, 1}, telle que

/1 w(E)de =0 .

Posons

W est C! par morgeaux et vérifie W/(z) € {—1,1} pour presque tout z. Ainsi, W également solution
de 'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman presque partout et satisfait la condition terminale W(—1) =
W(1)=0

Remarque. Ces exemples montrent que méme lorsque la dynamique et le critére sont réguliers, la
commande optimale n'est pas nécessairement continue, et la fonction valeur non nécessairement C.
D’autre part, une fonction valeur qui serait C' par morceauz ne peut pas étre carcatérisée comme lunique
solution C' par morceauz de l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman qui vérifie la condition terminale.



2.4 Lien avec le Principe de Pontryagin

Considérons un probléme de Mayer et supposons que la fonction valeur V soit C? sur (—oo, T x X.
Soient 2*(-) € Sy, 11(w0) et u*(-) € Uy, 1) une trajectoire optimale et une loi de commande associée. La
fonction valeur V' étant solution de I’équation (2.1), on peut écrire pour presque tout ¢ € [to, T :

OV (t,x*(t)) + H(z*(t), VV (t,2*(t)),u*(t)) =0,
OV (t,&) + H(E, VV (L, E),u*(t)) >0, VEeX.
Ainsi z*(¢) minimise la fonction
[:&= 0, V(tE)+ H(E V(L6 u*(t)) .
Si z*(t) € int X, on peut écrire la condition nécessaire d’optimalité 0,T'(z*(t)) = 0, soit :
OV (t, 2 () + O H(x™ (1), VV (£, 27 (t)), w*(t)) + Opa V (E, 2*(£))0p H (x, VV (¢, z*(¢)),u*(t)) =0 (2.3)
En posant p(t) = VV (¢, 2*(t)), on remarque tout d’abord que l'on a

%p(t)t = O V(t,2*(t) + 0z V (¢, 2% (1) f(2*(1)), w* (1))

= OV (2 (1) + OraV (t, 2 (1) Op H (x, VV (t, 2* (1)), u*(t))

Ainsi la condition d’optimalité (2.3) peut se re-écrire :
ZP(t) = 0. H(x,p(1)), w*(1))'
De plus, la condition terminale (2.2) entraine I'égalité VV (T, z) = 0,¢(x)! pour tout .

Ainsi, pour toute trajectoire optimale dans lintérieur de X, il existe un vecteur p(-) absolument
continue, qui vérifie
p(t) = —0.H(z*(t),p(t),u*(t))" p.p.tE [to,T]
t
p

(t
(T) 029 (z*(T))
ot u*(t) vérifie H(z*(t),p(t)) = H(x*(t), p(t),u*(t)) pour presque tout t € [to, T].



Chapitre 3

Conditions suffisantes d’optimalité

3.1 Le cas C!

Définition 3. Soit une application v : (—00,T] x X +— U. ¢ est un retour d’état (ou rétroaction)
admissible si pour toute condition initiale (tg, xo) € (—o0,T] x X, léquation différentielle

I:f(I,¢(t,I)), l‘(to) = Zo (31)
admet une unique solution absolument continue définie sur [to,T].

Pour toute condition initiale (¢g,z9) € (—o00,T] x X, on appelle représentation en boucle ouverte,
notée g, 4.y, toute application u(-) € Uy, 7y qui vérifie

u(t) = Y(t,x(t)) p-p. t € [to, T]
ou z(-) est la solution de (3.1).
Proposition 6. S’il existe une fonction W : (—oo0, T] x X = R continuement differentiable vérifiant
W (t,z) + H(x, VW (t,z)) =0, VY(t,z) € (—00,T] x X

et
W(T,z) =¢(x), VreX,

ainsi qu’un retour d’état admissible ¥* vérifiant
H(z, VW (t,7)) = 0, W (t,x) f(z,¢*(t,x)), V(t,x) € (=00, T] x X
alors V.=W. De plus, pour toute condition initiale (to, o) € (—o0,T] x X,
w(t) = Uy wopr (t),  VEE [to,T]
est une commande qui réalise le minimum de V (to, o).

Preuve. Soit une condition initiale (to,z0) € (—00,T] x X et une solution x(-) € Sj, 77(x0). On définit la
fonction w(t) = W(t,z(t)). w(-) est absolument continue et on peut écrire

W(t) = OW (t,2(t) + W (L, x(t)) f(x(t), u(t)) >0 p.p. t € [to, T]

Ainsi w(0) < w(T) = ¢(x(T)) et ceci pour tout x(-) € Sy, 77(20). On a done W (to, o) < V(to,xo).
Considérons la trajectoire z*(-) générée par le retour d’état ¢*. La fonction w*(t) = W (t, 2*(t)) vérifie
w*(t) = 0 pour presque tout ¢. Ainsi

W (to, x0) = W(T,2*(T)) = ¢(x*(T)) > V(to, x0).

On obtient donc I'égalité V' (to, zo) = W (to, o) et la trajectoire z*(-) associée a la commande g, g4+ (+)
est optimale. g



3.2 Le cas C'! par morgeaux

Définition 4. Soit () une solution absolument continue d’une équation différentielle non autonome
dans R"

& =g(t )
et soit une variété M de R" ! définie par

M = {(t,x) e R"™ | pu(t,z) =0}

ot pi est une fonction Ct. Si (t,z(t)) appartient & M, on dit que z(-) intersecte de fagon transverse M
en (t,xz(t)) si la condition

pe(t, (1)) + pa (8, 2(2)) g(8, 2(2)) # 0

est vérifiée.
On admettra le résultat suivant (cf [2]) :

Proposition 7. (Theoréme de transversalité générique des trajectoires) Soit g une application
Cl de R™! dans R" telle qu’il existe un ouvert O de R™ et un intervalle [to,t1] vérifiant la propriété

Vao € O, la solution x(;, 4)(-) de & = g(t,x), x(tg) = xo est définie sur [to,11]
Soit M une variété de R"1. Alors, I’ensemble
N ={xg € 0,3t € [to, t1] t.q. (t,2(1y,20)(t)) intersecte M de fagon non transverse}
est de mesure nulle.

Proposition 8. Soit V la fonction valeur d’un probléme de Mayer qui satisfait les hypothéses 1 et 2.
S’il existe une fonction W continue de [t,T] x X dans R qui vérifie les propriétés

1. W(t,z) > V(t,x) pour tout (t,z) € [t,T] x X
2. W(T,z) = ¢(x) pour tout x € X

3. Il existe un nombre fini de variétés M; C (t,T) x X de dimension inférieure ou égale a n telles que
pour tout (t,x) € (£, T) x X\ U, Mi, W est C* et vérifie

Wi(t,z) + H(z, VW (t,z)) =0

alors W coincide avec V' sur [t,T] x X.

Preuve. 11 suffit de montrer que 'on a W < V sur [¢,7] x X. Raisonnons par 1'absurde. Soit (tg,zo) €
(t,T) x X et € > 0 tel que V (tg,zg) < W(to, o) — €. Par continuité de W par rapport a z, il existe n > 0
tel que

Hé: - x()” <n= W(t(],f) > W(t(hx()) — 6/2 > V(t(),x()) + 6/2 . (32)

D’autre part, par définition de la fonction valeur, il existe 2*(-) € Sy, r)(w0) tel que
o(x*(T)) < V(to,z0) +€/2. (3.3)

Soit u* () € Uy, tel que x*(-) = T4 20.ux()(-). Considérons une suite y, () solutions de la dynamique

Un = —f(Yn,vn(t)),  yau(0) = 2*(T)
définie pour t € [0,T — o], ol v, () est une suite d’applications constantes par morgeaux, continues a
droite, a valeurs dans U qui vérifient
T

lim [lon(t) = u*(T —t)||dt =0 .

n—oo t
0

Soient les suites @, (+), u,(-) définies par z,(t) = y,(T —t) et u,(t) = v, (T — t) pour tout t € [tg,T].
Clairement, on a x, (1) = 2*(T) pour tout n. Par le Théoréme de continuité des solutions par rapport a

8



la commande (Proposition 3), les trajectoires 2, (-) convergent uniformément vers z*(-). Ainsi, pour N
assez grand, on a

l|zn(to) — 2™ (to)|l = [|lzn (to) — ol <7 . (3.4)

Soit [t;,t;+1] un intervalle ou un(-) est constant. Par le Théoréme de transversalité générique des tra-
jectoires (Proposition 7), il existe une suite &, qui tend vers zy(¢;) telle que la solution Z(-) de

ik = f(@run(ty), Tu(ty) =&

définie pour ¢ € [t;,t;41] vérifie

E(t) ¢ M, pp-t € [t tj41] -
i
Ainsi, on peut écrire

Wt Bt 1)) — Wty () = / W () Wat E5(0))-F (F(6), un () dt

J

Y

/ WLt (1) + H (E (), VW (E (1)) dE > 0

J

et pour k£ qui tend vers l'infini, on obtient
W(tjt1, on(tj41) = Wt on(t;)) -

Ainsi, on a

W(T,zn(T)) — W(to,zn(to)) = Z W(tjr1,on(tjv1) — W(tj,an(t;)) >0

En utilisant les égalités W(T, zn(T)) = ¢p(zn(T)) et zn(T) = 2*(T'), 'inégalite (3.3) donne finalement
W(to,xjv(to)) < V(to, xo) + 6/2 .

De part la propriété (3.4), cette derniére inégalité est en contradiction avec (3.2). g

Corollaire 2. Soit C' un fermé de X et V la fonction valeur d’un probléme de temps minimum qui
satisfait les hypothéses 1 et 2. S’il existe un ouvert O de X qui contient la cible C et une fonction W
continue de O dans R qui vérifie les propriétés

1. W(x) > V() pour tout x € O
2. W(z) =0 pour tout x € C
3. Il existe un nombre fini de variétés M; C O de dimension inférieure a n telles qu’en tout x €
O\U;, Mi, W est C* et vérifie
1+ H(x, VW(x)) =0

4. Pour tout x € 00, on a

W (z) = sup W (§)
£€o

alors W coincide avec V' sur O.

Remarque. Un usage typique de la Proposition 8 ou du Corollaire 2 consiste a déterminer le cott
associé€ 4 une stratégie supposée optimale comme candidate fonction W. La condition W >V est alors
nécessairement vérifiée. L’ouvert O du Corollaire 2 peut typiquement étre choisi comme un ensemble de
niveau {x € X, W(x) <~} avec vy > 0.



3.3 Exemple du double intégrateur

Sur la droite réelle, on cherche a rejoindre x = 0 avec une vitesse nulle, en contrélant 1’accéleration
# = u € [~1,1]. On considére pour cela le probléme de temps minimum pour la dynamique dans X = R?

x'—[ 2 } u(t) €U =[-1,1]

et la cible C = {(0,0)}. Montrons qu’une stratégie optimale consiste a rejoindre la cible en utilisant les
commandes © = +1 ou u = —1 en commutant au plus une fois. On considére tout d’abord les deux
trajectoires particuliéres qui arrivent en (0,0) sans commutation (en utilisant les commandes u = +1 et
u = —1 respectivement) :

1 1
ry = {(xl,xg) |z = 53:%, To < 0} , ' = {(xhxg) |z = —ixg, To > 0}

puis les domaines G, resp. G_, pour lesquels la commande constante u = +1, resp. u = —1 permet a
la trajectoire solution de rejoindre I'_, resp. I'; :

. 1 . 1
G, = {(wl,xg) |21 < —51gn(132)2x§} , G_ = {(Jcl,xg) |z > —51gn(a:2)2x§} .

Nous montrons que la synthése

* o +1 Si$€F+UG+
¥ (x)—’ -1 sizel_ UG-

est optimale, en explicitant la fonction W temps d’atteinte de la cible associée a cette stratégie. Pour
x €D, resp. I'_, on a &9 = 1, resp. 25 = —1 et ainsi W(z(0)) = —x2(0), resp. W(x(0)) = z2(0).

Soit € G, on a @a(t) = 1 pour t < { ou { désigne le premier instant tel que z1(f) = —1z2(f)?.
Ainsi, on a

) = z1(0) + 22(0)t + ¢
xTo (t) = T2 (0) +1t

pour t < t, et t vérifie

1
2 4 229(0)t + 21 (0) + 5gcQ(O)“‘ =0

F— —2(0) + ,/%xz(oy — 21(0)
W(a(0) = £+ 22(f) = 24 522(0)2 — 22 (0) ~ 22(0)

On procéde de méme pour I'_. Finalement, la fonction W s’écrit

1
W+(J;):2\/§x§—x1—xg relL UG,
Lo
W_(l'):2 §$2+$1+$2 rel_UG_

On vérifie que W est bien continue :

soit

d’olt on déduit

W(zx) =

el =Wi(x)=W_(x) = —x4
zel_=Wi(xr)=W_(x) =9

et vérifie I’équation HJB
14 0y, W (@)22 — |02, W (@)] = 0
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en dehors des variétés 'y et I'_. En effet, pour z € G4, on a

-1

8, W (z) = R B

_1/%1‘%71‘1 \/%I%*Il ]

et pour z € G_, ) .
1

81W_(.’1?) = ) 2 + 1

\/%x2+x1 \/%:L"%—le i

Néanmoins, W n’est pas C! sur I'y UT_ :
1
2 €T, = 0,Wo(2) = [—00, —00] £ 0, W_(x) = [xo]
2

zel_ = 9, Wi(x)= {—;2,0] # 0, W_(x) = [+00, +]

3.4 Le cas linéaire-quadratique
Soient deux matrices A € M,, ,(R) et B € M,, ,(R). On considére la dynamique linéaire
& = Az + Buf(t) (3.5)
définie sur X = R™, ou u(t) € U =RP. Soit T > 0, S,Q € M, »,(R) et R € M, ,(R). On considére le

probléme P, pour toute paire (tg, o) € (—o0,T] x R™ :

'fltTSTth “(r)Ru(r)d
u(-)érbl{[to,T] ix( ) x( )+2/to x(T)Qx<T)+U(T) U(T) !

Hypothése 3. Les matrices S et QQ sont symétriques positives. R est définie positive.

Pour une matrice M dans M, 4, on considére la norme ||M|| = sup{||Mz||, z € R,, ||z|| = 1}.

Remarque. Les Hypothéses 1, 2 ne sont pas vérifiées pour la dynamique augmentée

Ax + Bu
1 (2'Qx + u'Ru)

z
Pour k > 0 et toute paire (tg, o) € [T — k,T] x B, (0, k), on considére le probléme modifié Py :
inf 1xt(T)Sx(T)+ ! /TL (z(1),v(7), \(1))d
5 = 7),v(7), \(T))dT
(0()AC)EVirg 1) 2 2/, "

avec _
Li(z,v,)) = A (2'Qz + k?||z|[*v' Rv) + (1 — \) Ly,

pour la dynamique & = Az + k||z||Bv, ou (v,\) € V=B,(0,1) x [0,1], en posant
L = (||Q]| + K?||R|)M?, M; = LelAIFEIBINT k)
On peut aisément vérifier, & I’aide du Lemme de Gronwall, la propriété suivante

|z ()] < My

Le (), o) )| < L, "t E [0 T]

(to,l‘o) S [T — k,T] X Bn(O, k‘) = {
Clairement le probléme Py, vérifie les hypothéses 1, 2 et la commande A = 1 est optimale. La proposition
suivante montre que pour toute paire (¢g,zg) € (—oo,T] x R™, il existe un nombre k suffisamment grand

pour lequel la solution optimale du probléme Py est également optimale pour tout probléme Py avec
kK > k.
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Proposition 9. Sous I’hypothése 3, les propriétés suivantes sont satisfaites.

i. L’équation de Riccati
P+ PA+A'P+Q—-PBR'B'P=0, P(T)=S(T) (3.6)

posséde une unique solution symétrique positive C* définie pour tout t € (—oo,T).
i. L’application
* : (t,z) € (00, T] x R" — —R™'B'P(t)x

est un retour d’état admissible optimal, et V(t,x) = $a'P(t)z est la fonction valeur du probleme

P.

Preuve. Le deuxiéme membre de I'équation différentielle (3.6) étant C*, il existe par le Théoréme de
Cauchy-Lipschitz une unique solution pour le probléme de Cauchy en temps rétrograde défini sur un
intervalle maximal [t,T]. Sur cet intervalle, P(-) est C! et nous montrons que la fonction W(t,x) =
1t P(t)z vérifie 'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman. En effet, on a

H(z,VW,u) = % (' PAz + 2" A" Pz + 2'Qx + ' PBu + u'B* Pz + v’ Ru
que 'on re-écrit par complétion des carrés :
H(x,VW,u) = % [¢'PAz + 2" A'Pz + 2'Qx + (u+ R™'B'Pz)'R(u + R™'B'Pz) — 2' PBR™ ' B' Px]
Ainsi on obtient
W + H(x, VW) = %xt (P +PA+ AP+ Q- PBR—lBtP) z=0
avec H(x, VW (t,x)) = H(x, VW (t,x),9*(t,z)). La condition terminale W (T, z) = x*Sx est clairement
vérifiée.

Soit ¢ €]t, T[ et k = max,cp 71 ||R™'BP(t)||, alors pour tout to > max(T — k,t’) et toute condition
initiale 2y € B, (0, %) on déduit par la Proposition 6 que le retour d’état ¢* (qui est admissible étant
C! et garantissant une solution x(-) bornée) est bien optimal pour le probléme Pj. Clairement, il est
également optimal pour tout probléme Py, avec k' > k, et donc aussi pour le probléme P, et ceci pour
toute condition initiale (tg, zg) €]¢, T] x R™.

Montrons que P(:) est bien défini pour tout ¢ < 7. Remarquons que pour toute condition initiale
(to,zo) € [, T] x B,(0,1), le cotit associée a la solution (sous-optimale) pour la commande u(-) = 0
est uniformémént borné. Ainsi W (to, zo) = xh P(to)zo, qui est la fonction valeur pour (tg,xq) €Jt, T] x
B, (0,1), est uniformément bornée sur [¢,T] X B,,(0, 1), et on déduit que ||P(+)|| est borné sur [¢, 7] , d’ou
une contradiction avec la maximalité de l'intervalle d’existence de P(-).

Ainsi W est la fonction valeur sur (—oo,T] x R™. g

Ce résultat s’étend facilement au cadre linéaire-quadratique non autonome.

Corollaire 3. Lorsque les matrices A, B, Q et R sont fonctions mesurables du temps, bornées et que
Uhypotheése 3 est vérifiée pour tout temps, alors les propriétés de la Proposition 9 restent vraies.

3.5 Application au suivi de trajectoire
On souhaite commander le systéme (3.5) pour qu’une sortie du systéme
y(t) = Cx(t) e R™

ou C € M, n(R), soit “proche” d’une consigne temporelle §(-). On considére pour cela le critére

52/ (D)Sa(T) + 5 [ (Calr) = g QUCa(r) ~ 5(r) +u'(r)Ru(r) dr

to
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ou les matrices S, @ et R vérifient ’'Hypothése 3, que I'on peut re-écrire de la facon suivante

1 | T CtQC  —C'Qy(r)

R (O)Se(T) 5 [ () 1]

? 2, ~I'(NRC §(N)Qi(r) |
Q(7)

a(7)

1 } + ' (7)Ru(r) dr

ou Q() est une matrice symétrique de taille n + 1. On considére alors la dynamique augmentée en
dimension n 41 : )
- x ]
T =
R

avec 2 =0 et z = 1. on obtient ainsi un probléme linéaire quadratique (non autonome) avec les matrices

- A 0 - B ] ~ S 0 N
A_[O 0}, B_[O_, s_[o 0}, R-R

et la matrice Q() définie ci-dessus. On peut appliquer le Corollaire 3 en cherchant une solution P a
l’équation de Riccati (non autonome) :

P+ PA+ AP+ Q(t)— PBRIB'P =0, P(T)=23(T)
de la forme

o [ P B
P (“—[fm) v(t)}

ol [ est un vecteur de dimension n et y un scalaire, ce qui conduit aux équations

P+ PA+A'P+C'QC—PBRT'B'P =0, P(T)=S(T)
B+ A'f— PBR™'B'S - C'Qy(t) =0, B(T)=0

avec le retour d’état optimal
u*(t,x) = —R™'B'P(t)i = —R™'BY(P(t)x — B(t))

On remarque que la matrice P(-) peut étre déterminée indépendamment de la consigne g(-).
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Chapitre 4

Fonctions valeur semi-continues

4.1 Préliminaires et définitions

Pour une paire (f,U) on considére la multi-application

F(z) = U fz,u) . (4.1)

ueU

Sous les hypothéses 1 et 2, on sait (Lemme de Filippov) que pour toute condition initiale (g, o) €
(=00, T] x X, 'ensemble des solutions x(-) absolument continues de I'inclusion différentielle

{E(t) S F(l’(t)) p.-p- te [t(),T] s {I?(t()) = X (42)
est exactement 'ensemble Sp;, 71(o).

De fagon plus générale, on peut considérer une inclusion différentielle (4.2) et les hypothéses suivantes
sur F.
Hypothése 4. La multi-application F' : X = R™ vérifie

1. Pour tout x € X, F(x) est un ensemble non vide, compact et convexe.

2. F est semi-continue supérieurement t.e. pour tout ¢ € X et € > 0 il existe n > 0 tel que
ly —xl| <n= F(y) C F(z) +B(0,¢)

3. F est a croissance au plus linéaire i.e. il existe un nombre C > 0 tel que ||v|| < C(1 + ||z||) pour
tout v € F(x) et tout x dans X.

Hypothése 5. La multi-application F : X = R" est Lipschitz i.e. pour tout x € X et R > 0, il existe
L >0 tel que
y € Bla, R)NX = F(y) € F(x) + B0, Lz — yl]) -

Dans ce contexte, on admettra une généralisation directe du Théoréme de compacité des trajectoires
(Proposition 2) [3].

Proposition 10. (Théoréme de compacité des trajectoires approchées) Sous I’Hypothése 4, soit
une suite x,(-) de fonctions absolues continues & valeurs dans X, définies sur un intervalle [to, T] telles
que T (to) = xf et qui vérifient

n(t) € F(2a(t) +&n(t)) + B0, (1) pop. t € [to, T}

ot &, (+) et 7, (+) sont des fonctions mesurables sur [to,T) qui convergent dans L? vers 0, et x}y converge
vers xg. Alors il existe une sous-suite qui converge uniformément vers une solution x(-) absolument
continue de (4.2) telle que x(tg) = xo, et dont les dérivées convergent faiblement vers &(-).
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Ce résultat s’étend également aux multi-applications non-autonomes avec une dépendance mesurable
du temps et satisfaisant aux hypothéses 4 en tout temps.

Définition 5. Soit S un ensemble de fermé de X et une multi-application F' : X = R™. (S, F) est dit
faiblement invariante si pour tout xo dans S, il existe une fonction x(-) absolument continue de [tg, +00)
dans X solution de (4.2) et telle que z(t) € S pour tout t > tg.

Définition 6. Soit S un ensemble de fermé de X et et une multi-application F: X =2 R™. (S, F) est dit
fortement invariant si pour tout xo dans S, toute fonction x(-) absolument continue de [ty,+00) dans X
solution de (4.2) vérifie x(t) € S pour tout t > tg.

4.2 Quelques notions d’analyse proximale

Soit S un fermé de R™. On note Projg(x) la projection de x sur S. Soit « un élément de S. On définit
le cone normal prozimal & S en x :

Ng(x) == {t(y — )|z € Projs(y), y ¢ S, t = 0}

P
Ng®)

et on appelle normale prozimale & S en x tout élément de NE(x).

Remarque. N%(x) peut étre réduit a {0}. Exemple : pour S = {z € R? |25 > —|z1]}, on a NE(0) = {0}.

Lemme 2. Soit x € S et £ € R". S’il existe des nombres ¢ > 0, § > 0 tels que
E(y—a) <olly—z|”, VyeSnB(z,d) (4.3)
alors € € NE(x).

Preuve. Raisonnons par P'absurde. Si £ ¢ NE(z), alors pour tout n > 0 le vecteur £/(2n) n’appartient
pas non plus a NE(z). Ainsi il existe y,, dans S tel que dist(z + £/(2n), y,) < dist(z + £/(2n), z) soit

1
[lo+&/2n) = yal | < [1&/@n)II> = |z = yal* + ~&.(z = ya) + 1€/ @n)II* < [l€/(2n)]]*
d’ott on déduit que la suite y,, vérifie £.(y, — x) > nl|ly, — x||>. Comme £.(y, — x) < ||€]|.||yn — ]|, on
conclut que y,, converge vers 2 quand n tend vers +oco. Ainsi pour n assez grand, on a ||y, — z|| < J et

n > o, d’ou une contradiction avec (4.3). g

On rappelle la définition du coéne tangent de Bouligand, pour x € S :

Tg(x):{ lim xntx,InGS,anz,tn>0,tn%O} .

n—-+4oo n

Un lien avec le cone normal est le suivant :
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Proposition 11. Soit x € S, alors la propriété suivante est satisfaite
v.£<0, YoeTl(x), Vée Ni(z) .

Preuve. Soit v € T#(z) et deux suites z,, € S, t, > 0 telles que lim,,_, oo T, = @, lim,, 00 t, = +00 et

limy, s oo (20, — @)/t = v. Soit & € NE(z) et y ¢ S, t > 0 tels que € = t(y — ). On écrit tout d’abord
(v —2)-(y — ) = |ly = xl]* + (y — 20)-(20 — 2) .

Comme on a

lim |ly —au|l =lly — x|l et lim (y—a2n).(zn—2) =0,

n——+0o —+o0

il existe N > 0 tel que
(y—a,).(y—2)>0 VYn>N.

D’autre part, on écrit

(27, — @) 1 1
T'(y —x)= ﬁ(xn —y).(y—z)+ tany—xHQ .

Comme (z, —y).(y —x) <0 pour n > N et n — +00, on obtient

lim
n—+00 n
et ainsi v.t(y — ) =v.£ < 0.y
Soit f une application semi-continue inférieurement (s.c.i.) de R™ dans R U {+oo}. On note epi(f)
son épigraphe -
epi(f) :={(z,2) e R" xR |z > f(x)}

On rappelle qu’une fonction f est s.c.i. si et seulement si epi(f) est fermé. On définit le sous-différentiel
prozimal de f en x

0P f(x) = € €R"[ (6, ~1) € NI (o, f(2)}

\ - f

AN

s

et on appelle sous-gradient proximal de f en x tout élement £ de 0P f(x).

Remarques. 9P f(x) peut étre vide. 9P f(x) est convexe s’il n’est pas vide. Si f est C2 en z, on vérifie
aisément que 'on a 9P f(z) = {V f(z)}. Soient deux fonctions fi, fa s.c.i. alors on a

epi(f1 V f2) = epi(f1) Nepi(f2), epi(fi A f2) = epi(f1) Uepi(fa) ,

ou les fonctions f1 V fo, f1 A fo sont définies comme suit :
fiV fo(x) = max(fi(z), f2(2))  fi A fo(z) = min(fi(2), f2(2)) .
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Si f1, f2 sont deux fonctions de classe C? et T est tel que f1(Z) = f2(Z) avec Vf1(Z) # V f2(Z), alors on
a 0P (f1V f2)(z) =co{V f1(2), Vf2(Z)} et OP(f1 A f2)(z) = 0.

Pour une fonction C? en z, on a
Io.n) t.a. f(y) 2 fz) + 0uf(a)(y —2) —olly — z[|*, Yy € B(z,n) .
Cette propriété se généralise aux fonctions s.c.i. de la fagon suivante.

Proposition 12.
£ €0 f(z) = 3(o.n) t.q. fly) > fla) +&(y —2) —olly —=[]*, ¥y € B(z,n)

. - _ »
Preuve. = Soit un vecteur ¢ vérifiant (£, —1) € Nepi(f)

1608, =DI* < [l f(x)) +6(5,=1) = (. S, Yy

(z, f(x)). Il existe § > 0 tel que

soit
NP +0% < oz —y+ NP+ (f(x) — f(y) —6)?

S2ENP + llv = ylI* +20(x — y).& + (f(x) — f(y) — 6)*

IN

(f(z) = fly) —6)* = p(y) =6 +26(y — ) — ||z — yl* .

Or v est une fonction continue telle que 9(x) = §2. Donc il existe n; > 0 tel que ¥(y) > pour tout
y € B(z, ;). D’autre part, f étant s.c.i., il existe 2 > 0 tel que f(y) > f(z) — d pour tout y € B(z,n2).
Soit 7 = min(n,72). On peut alors écrire

fy) =z 9(y) = f(@) =6 +V(y), VyeB,n) .
Or, g étant C? sur B(x,n), il existe o > 0 tel que
9(y) > g(x) + 0yg(x)(y — x) —olly — z|[*, Yy € B(z,n) .
En remarquant que 'on a g(z) = f(z) et 9,g(z) = &', on obtient finalement

f) > fx)+&(y— =) —olly — =[|*, Yy € B(x,n) .

< Soit & vérifiant 'inégalité de droite. Pour tout y € B(z,n), on a

Ely—z) < z— f(x)+olly— |
< 2 f@) to(ly-alP+ - @y 220

que 'on peut re-écrire comme suit
(& =1)-((y,2) = (2, f(2)) < oll(y, 2) = (x, f(2))[]?

pour tout (y,z) € epi(f) NB((z, f(x)),n), et on conclut par le Lemme 2 que (£, —1) appartient bien a

Nepi(f) (z, (f(z))-n

4.3 Characterization de domaines invariants

Proposition 13. Soit S un ensemble fermé de X et f une application de X x U dans R™ telle que la
multi-application (4.1) vérifie I’Hypothese 4. Alors l’équivalence suivante est vérifiée.

(S, F) faiblement invariant <= Vx € S, V€ € Ni(z), Jue U t.q. f(z,u).£ <0
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Preuve. <= Pour tout x € X, on considére s(x) € Projg(z). Par définition, on a x — s(z) € NE(s(z)). 11
existe ainsi u*(z) € U tel que f(s(z),u*(x)).(x — s(z)) < 0.

Soit zg € S. Fixons T > tp. Soit un ensemble fini de temps m = {to, -+ ,tn} avect; < t;p1 et ty =T.
On considére la solution absolument continue z,(-) = x(-) définie comme suit :

Er(t) = f(s(@i), u(z)), ox(ti) =25, t € [Listiga] -

En utilisant le Lemme de Gronwall, 'hypothése de croissance au plus linéaire garantit que la fonction
2. (-) est bornée sur [tg, T, ainsi que sa dérivée, disons par M. On peut alors écrire

dists (171)
distg(22)?

Mty —to)

lza — s(z1)|* = [Jag — x1|* + |1 — s(z1)[]* + 2(z2 — 21).(z1 — 5(21))
M?(ty —t1)? + dg(x1)? + 2(t2 — t1) f(s(z1), u*(21)).(x1 — s(z1))
M?(ty — 1) 4+ M?(t; — to)?

IAIAINAIA

et ainsi

k
distg(wx)? < M?D (tin — ;) < M*(T — to)diam(n)  k=1,--- N .
i=0
Soit une suite 7; telle que diam(7;) — 0 lorsque j — +oc0. Clairement la suite z,,(-) est équicontinue
et bornée. Par le Théoréme d’Ascoli, il existe une sous suite convergente vers 2*(-) qui vérifie z*(t) € S
pour tout t € [tg, T]. De plus, pour tout j et presque tout ¢, il existe un indice i tel que

() = (i, u™(2:)) € F(x, (8) +€5(1))

ot €;(-) est une suite qui converge dans L? vers 0. Par le Théoréme de compacité des trajectoires appro-
chées (Proposition 10), on obtient &*(t) € F(z*(t)) pour presque tout ¢ € [to,T] i.e. *(-) € Sy, 17(0)-
Le méme résultat est obtenu sur 'intervalle [T, 27 pour la condition initiale (T") = *(T) et ainsi de
suite sur tout intervalle [kT, (k 4+ 1)T], d’ou l’existence d’une trajectoire sur [tg, +00) incluse dans S.

= Soit xg € S et une trajectoire z(-) € S}, +o0)(T0) incluse dans S. Pour ¢ > to, la semi-continuité
supérieure de la multi-application F' donne pour tout € > 0 I'existence d’un nombre t > ¢4 t.q.
z(t)—xo 1
t—ty t—to

/t i(T)dr € F(xo) +B(0,€), Vt€lto, 1]

et ainsi on a

Comme v € T#(z(), on déduit par la Proposition 11 I'inégalite v.£ < 0 pour tout £ € NE(z).

L’extension de ce résultat & des dynamiques non autonomes ne pose pas de probléme particulier, en
considérant une extension du Théoréme de compacité des trajectoires approchées (Proposition 10) aux
dynamiques non autonomes.

Proposition 14. Soit S un ensemble fermé de X et f une application de R x X x U dans R" telle que
la multi-application F(t,x) = Uyeu f(t, z,u) soit a valeurs convezes compactes non vides, mesurable par
rapport G t, semi-continue et & croissance au plus linéaire par rapport & x, uniformément en t

(S, F) faiblement invariant < Vt € R, Vo € S, V¢ € NE(z), Jue U tq. f(t,z,u).£ <0

Proposition 15. Soit S un ensemble fermé de X et f une application de X x U dans R™ telle que la
multi-application (4.1) vérifie les Hypothéses 4 et 5. Alors l’équivalence suivante est vérifiée.

(S, F) fortement invariant <= Vx € S, V§ € N&(x), f(z,u).£ <0, Vue U
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Preuve. <= Soit xg € X et Z(-) € Sy, 400)(%0). Par 'hypothése de croissance linéaire, z(-) est borné sur
[to, T] pour T' < +oo, disons par M. Grace a 'Hypothése 5, il existe une constante L telle que

y € B0, M)NX = F(y) € F(z(t)) + B0, L||z(t) — yll), Vt € [to,T] .
On considére alors la multi-application

Bt - | W€ F@ ta lo-3@l < Lo =0l ¢€ o T)

’ F(z), t>T
Clairement, F' vérifie les hypothéses de la Proposition 14 et (F ,.S) est ainsi faiblement invariant. Il existe
donc une trajectoire 2(-) € Sz, 4+00)(T0) qui reste dans S. Or cette trajectoire vérifie

1£(t) — ()] < Ll(t) — 2(2)]

Comme z(tg) = Z(to), one déduit par le Lemme de Gronwall ’égalité Z(-) = z(-) sur Uintervalle [to, T].
Ainsi on a z(t) € S pour tout t € [to,T], et on peut re-itérer ce raisonnement sur tout intervalle
kT, (k+1)T), k=1,--

, Vte [t07T] .

)
k
= Soit 29 € S et vy € F(xg). Considérons une application f(-) : X — R™ telle que f(z) € Projp(,(vo)

pour tout z € X, et montrons que f() est nécessairement continue. Soit R > 0 et 21, zo dans XNB(0, R).
On écrit tout d’abord

1f(x2) = Fa)|* = |If (2) = vol[* + [lvo = Fl@)* + 2(f(z2) — vo)-(vo — f(21))
Comme F est Lipschitz, il existe une constante L > 0 telle que
1f(x2) = voll® < [1f (1) = wol > + L2[|wo — a1 |2
et ~ _ _ _
(f(22) = vo)-(vo — f(x1)) < Lljvo — f(a1)[[|lz2 — z1|| = [|f(21) — vol|?
Ainsi, on obtient I'inégalité :

1/ (@2) = F(z)II? < L2||lwz — 1| + Lilvo — f(z1)||-l|z2 — 2]

de laquelle on déduit la convergence de || f () — f(m1)|| vers zero quand |[zg — 21]| tend vers zero, ce qui
prouve la continuité de f(-). Soit la multi-application F': X = R" qui vérifie F(x) = {f(x)}. (S, F) est
donc fortement invariant et également faiblement invariant. La Proposition 13 permet de conclure que
I'on v9.£ < 0 pour tout & € N§(z¢) et ce raisonnement peut s’appliquer a tout vy € F(zo). g

4.4 Solutions proximales pour le probléme de Mayer

On montre tout d’abord que la fonction valeur est semi-continue inférieurement.

Proposition 16. Sous les hypothéses 1 et 2, la fonction valeur du probléme de Mayer est s.c.i. sur
(=00, T] x X.

Preuve. Soit (tg,zg) € Dy et une suite (7, zf) € Dy qui convege vers (tg, xg) telle que

liminf V(t,x) = Er_{l V(ts,zq) -
n o0

(t,2)—=(to,m0)

Soit x,,(+) € Sz 11 (25) tel que ¢(zn(T)) = V(t5,27), et un(-) € Uz 1) une commande associée.

— Si t§ > to, on considére une solution y,(-) de la dynamique
y=—f(y,un(t)), y(0)==xf
sur Vintervalle [0, ¢y — to], et on définit

yn(th —t) pour t € [to, t]]

) = 20 pour ¢ € [£2, T

Clairement, on a () € Sjyo,77(yn(ty — to)-
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— Sitf <tg, on pose T, (t) = x,(t) pour t € [to, T).

Par 'hypothése de croissance linéaire et grace au Lemme de Gronwall, on peut écrire
[1E(t) = 25| < C(L+ [ag|)]t — to]eMHo"5]

Ainsi la suite &, (t9) converge vers zp quand n tend vers l'infini. Par le Théoréme de compacité des
trajectoires (Proposition 2), on peut extraire une sous-suite, & nouveau notée Z,(+), qui converge vers un
certain Z(-) € Sy, 7(70). Comme ¢ est s.c.i., on a

o((T)) < lim ¢(z,(T)) = lim V(¢7,x()

n——+o0o n—-+o0o
Or V(to,z0) < ¢(Z(T)) et on déduit ainsi

V(to,x0) < liminf V(¢ x)

- (t,w)—)(to,lo)
d’otu la semi-continuité de V. g
Proposition 17. Soit une paire (f,U) qui vérifie les hypotheses 1 et 2, ¢ une fonction s.c.i. & valeurs

dans R U {400}, et un nombre T. La fonction valeur V() associée au probléme de Mayer est l'unique
fonction s.c.i de | — o0, T] x X dans RU{+o0} qui vérifie l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman proximale

0+ H(z,\) =0, ¥ { ‘ ] € "V(t,z), V(t,x)€ Dy (4.4)
et la condition terminale
liminf V(¢,2') = ¢(z), VoeX. (4.5)

t'—T,x'—x
Preuve. On considére la multi-application :

T {1}
G:X=|¢|eRxXxR = | F( | cR"?

¢ {0}
Soit (¢,z) € (—oo,T] x X tel que V(¢,Z) < 400 et un nombre z > V(¢,z). Alors, toute solution de

I'inclusion différentielle X € —G(X) pour la condition initiale

X(0) =

ISR TS|

est telle que Z(s) = £(f — s) est solution de l'inclusion différentielle & € F(x) pour tout s < ¢ avec
Z(t) = z. Or, par le Lemme 1, on peut écrire :

z>V(t,z) >V(s,2(s)), Vs<t

ou de fagon équivalente X (¢) € epi(V) pour tout ¢ > 0, et ceci pour tout z > V (¢, ), et tout (£, ) tel que
V(t,T) < 4o0. Ainsi (epi(V), —G) est fortement invariant. Comme V est s.c.i. (Proposition 16), epi(V)
est fermé et par la Proposition 15, on a donc

—0—2Aw <0, YO,\) e€dPV(t,z), Yve F(z)

soit -
0+ H(z,\) >0, V(G,)\t)t € PV (t,x) .

Soit une condition initiale (tg, o) € (—o0, T] x X telle que V (g, xg9) < +00 et une trajectoire optimale
2*(-) € Sy, (x0). Par le lemme 1, ¢+ V(t,2*(t)) est constant pour tout ¢ € [to, T]. Ainsi, (epi(V),G)
est faiblement invariant, d’ou 'autre inégalité

0+ H(z,\) <0, Y(O0,\) V().
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Comme V est s.c.i., on a

liminf V(t',2") > V(T,z) = ¢(z), VYVreX.

t'—>T,x' —x

Soit = € X tel que ¢(x) < +oo. Comme (epi(V), —G) est fortement invariant, il existe (to,xo) et Z(-) €
Sito,1)(x0) tel que #(T) = z. Comme ¢ — V(t,%(t)) est croissant (Lemme 1, on a liminf; .7 V' (¢, Z(t)) <
V(T,z(T)) = ¢(x). Ainsi, on obtient Pautre inégalité iminfy _,p ., V(¥ 2") < ¢(z).

Soit une fonction s.c.i. W qui vérifie (4.4) et (4.5). Comme précédémment, on vérifie que (epi(W), G)
est faiblement invariant i.e. pour tout (to,zo) € (—o0,T] x X, il existe une trajectoire x(-) € Sy, (o)
telle que W (to, zo) > W (t, x(t)) pour tout ¢ € [to, T]. Dot

W (to, o) > litm i{rlfW(t’,x(t’)) > ¢(x(T)) > V(to, o) -
=
Soit 2*(-) € Sp,,r)(w0) une trajectoire telle que ¢(z*(T')) = V(to,x0). Alors X*(t) = (T —t,2*(T —
t), V(to, o))" est solution de Iinclusion différentielle X € —G(X) pour t € [0,T — to]. Comme pré-
cédemment, on veérifie que (epi(W), —G) est fortement invariant et ainsi X*(T' — to) € epi(W) soit

W (to, x*(to)) < V(to,x0). Ainsi on a montré 'égalité W (to,x0) = V(tg, Zo), et ceci pour tout (tg, o) €
(=00, T] x X. 1

4.5 Application

On illustre I'usage de la Proposition 17 par I’exemple suivant.
Soit la dynamique sur R : & = au+b avec a > b > 0 et u € U = [—1,1]. Considérons le probléme de
Mayer pour T = 1 et ¢(x) = —z2. L’équation d’Hamilton-Bellman-Jacobi s’écrit
Vi(t,z) —a|Vy(t, )| + 0V (t,z) =0, t<1

avec la condition terminale V(1,2) = —22. Comme ¢(-) est Lipschitz, on sait que V est également
Lipschitz par la Proposition 20 et par le Théoréme de Rademacher V' est presque partout différentiable.

Sous un sous-ensemble D C (—o0, 1] x R d’intérieur non vide tel que 9,V (¢, z) existe et est positif
pour tout (¢,x) € int D, alors V vérifie

Vi(t,z) — (a—b)Vy(t,x) =0, V(t,z)e D .

On reconnait une équation de transport “classique” dont les solutions C! vérifient V(t,z2) = V (', 2 —
(a —b)(t' —t)). Ainsi
VE(ta) = — (2 — (a—b)(1—1t)*

est un candidate solution de I’équation d’Hamilton-Bellman-Jacobi qui satisfait la condition terminale,
mais la condition 0,V (¢, ) > 0 n’est vérifiée que sur le domaine

Dt = {(t,z) € (—o0,1[xR t.q. x < (a—0b)(1—1)} .
De méme, on considére la fonction
Vo(t,z)=—(z+ (a+b)(1—1)°
qui satisfait I’équation d’Hamilton-Bellman-Jacobi et la condition terminale sur le domaine
D™ ={(t,z) € (—o0,1[xR t.q. > —(a+b)(1—1¢)} .

Ni V*, ni V~ ne peut étre la fonction valeur puisqu’aucune ne satisfait I’équation d’Hamilton-Bellman-
Jacobi sur tout (—oo, 1[xR. On constate néanmoins que les domaines D' et D~ sont tels que int (DTN
D7) # 0 et DY UD™ = (—o0,1[xR. 1l est alors naturel de considérer la fonction

V=(t,x) (t,z) e D=\ DT
W(t,z) =| min(V~(t,z),V*(t,z)) (t,2) € D~ ND*
V*t(t,z) (t,x) e DT\ D~
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comme candidate fonction valeur. En effet, W vérifie la condition terminale et 1’équation d’Hamilton-
Bellman-Jacobi en tout point ou elle est différentiable. W n’est pas différentiable pour (t,z) € D™ND™ tel
que V¥ (t,z) = V= (t,z) avec (V;" (t,x), VF (t,x)) # (V, (t,x),V, (t,x)). En ces points on a OPW (t,z) =
(), et ainsi on peut conclure par la Proposition 17 que W est nécessairement la fonction valeur.

Considérons maintenant le méme de probléme de Mayer pour ¢(xr) = x2. De facon analogue, les
fonctions

Vi) =(z—(a-b(1-1)", V()= (x+(a+b)(1-1)>
vérifient I’équation d’Hamilton-Bellman-Jacobi et la condition terminale sur les domaines respectifs
DT ={(t,z) € (—o0,1[XR t.q. z > (a—0b)(1—1t)},
D™ ={(t,z) € (—00,1[xR t.q. z < —(a+b)(1—1t)} .

On constate que les domaines DT et D~ sont tels que DT N D~ = @ (et donc ne recouvrent pas
(—o0, 1[xR) mais que V*t et V™ s’annulent sur leurs frontiéres. Il est alors naturel de considérer la
fonction
V= (t,z) (t,x)e D~
W(t,z)=| V*(t,x) (t,z)e D+
0 (t,z) ¢ D~ U D"

comme candidate fonction valeur. W vérifie la condition terminale, et ses lieux de non différentiables
sont les frontiéres des domaines DT, D~ c’est a dire les demi-droites = (@ — b)(1 —¢) (¢t < 1) et
x=—(a+b)(1—1t) (t <1). Remarquons qu’en ces points on a W (t,z) = max(0, V*(¢,x)), OPW (t,z) =
0. 1)V (t,2), Vit (. 2)! et Wt ) = max(0, V™ (t,2)), 9PW (t,z) = [0,1)(V; (t,2), V; (£, ), respec-
tivement. Ainsi, ’équation d’Hamilton-Bellman-Jacobi est vérifiée au sens proximal, ce qui permet de
conclure par la Proposition 17 que W est bien la fonction valeur du probléme.

4.6 Solutions proximales pour le temps mimum

On montre tout d’abord que la fonction valeur est semi-continue inférieurement.

Proposition 18. Soit C un fermé de X. Sous les hypothéses 1 et 2, la fonction valeur V' du probléme
de temps minimum est s.c.i., et pour tout xo € Dy il existe une trajectoire x(-) € Sjo,v (x(ty))(To) dont le
temps d’atteinte a la cible est V(o).

Preuve. Soit g € X\ C tel que V(zg) < +00. On pose T' = V(xp). Soit x,,(-) une suite de trajectoires
dans Sjg y0)(z0) telle que T;, = Te(w,()) converge vers T Par le Lemme de Gronwall et I'hypothése
de croissance au plus linéaire, la suite x,,(-) est uniformément bornée sur [0, T, ainsi que &, (-), mettons
par M > 0. Par le Théoréme de compacité des trajectoires (Proposition 2), on déduit I’existence d’une
sous-suite qui converge sur [0,T] vers x(-) € Sjor)(z0). Pour n > 0, soit ¢t €]T — n/M,T| tel que
[|z(T) — x(¢)|| < n/3. Pour n assez grand, on a également t > T,, —n/M et ||z(f) — x,(f)|| < n/3. Comme
2o (T,,) appartient & C, on peut écrire

de(2(T)) < [a(T) = 2n(T0)l|
< (1) =2z @O + [|2(8) = 2n @O + [[en () = 20 (T

N

IN

T

nf3+ [ llba(r)dr < 20/3+ (DM <y
t

et ceci pour tout n > 0. Ainsi z(T') € C i.e. Te(z()) =T = V(o).

Soit une suite zf qui converge vers zq telle que

lim V(zg) =T =liminf V(z) < 400 .

n—-+oo T—xTo

et @, (-) dans Sjo to0)(xf) telle que T;, = Te (2, (+)) = V(2f) qui converge vers T. Avec les mémes argu-
ments que précédemment, en utilisant le Théoréme de compacité des trajectoires approchées (Proposition
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10) on montre I'existence d’une trajectoire z(-) € Sy 7)(wo) telle que x(T) € C. Ainsi V(z¢) < T, d’otl la
semi-continuité de V. g

De fagon analogue au probléme de Mayer, on obtient une characterisation de la fonction valeur (cf
[4]).

Proposition 19. Soit une paire (f,U) qui vérifie les hypotheses 1 et 2 et C un fermé de X. La fonction
valeur V (-) du probléme temps minimum est lunique fonction s.c.i bornée inférieurement qui vérifie
l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman proximale

1+ H(z,\) =0, YA€dV(z), Vze& Dyn(X\C) (4.6)
et la condition terminale

V(z)=0,Vz €C et 1+ H(x,\) >0, VA€ PV (z), Vx € C . (4.7)
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Chapitre 5

Fonctions valeur continues

5.1 Probléme de Mayer

Proposition 20. Sous les hypothéses 1 et 2, la fonction valeur du probléme de Mayer est Lipschitz
continue sur (—oo, T| x X dés lors que ¢ est Lipschitz continue sur X.

Preuve.
Soit une condition initiale (to,2¢) dans (—oo,T’) x X et z(-) une solution optimale dans Si;, 7(zo).
Considérons une autre condition initiale (¢, xf) dans (—oo,T) x X avec t, > tg. On peut écrire

[V (to, o) = V(tg, 20)| < [V(to, x0) — V(to, z(to))] + [V (tg, 2(t6)) — V (to, 20)|
ou le terme |V (to,z0) — V(t5, z(t;))| est nul par le Principe de la Programmation Dynamique. Soit
une commande u(-) € Uy, 7 qui réalise 'optimum i.e. telle que &(t) = f(x(t),u(t)) pour presque tout
t € [to, T]. Considérons pour cette méme commande u(-) la solution y(-) = 24 41 w((+) dans Sy 71(zg)-
L’application du Lemme de Gronwall donne I'existence d’un nombre L > 0 tel que
() = y (@)l < llz(ty) — aplle" T, vt € [t5,T] .
D’autre part, ¢ étant Lipschitzienne, il existe un nombre K > 0 tel que

Vi(to, 25) < o(y(T)) < ¢(x(T)) + K|lx(T) —y(T)|

d’ou l'inégalité
V(ty, z4) < V(th, z(t,)) + K||z(ty) — x6||€L(T7tU) .

ou le terme ||z (t) — xy|| est majoré par ||x(ty) — xo|| + ||zo — x(||. D’autre part, ’hypothése de croissance
au plus linéaire et le Lemme de Gronwall permettent d’écrire I’estimation suivante

[l(th) = zol| < C(1+ [|zoll)e”“0™") (¢ — to) -
Ainsi, on obtient
V (¢, z5) — V(to, 0) < K|[wo — ap|e" 710 + KC(1 + [Jao|[Je™ T oI TCam10) (47, — 1)

et on procéde de méme en échangeant (¢, xo) et (t(,x(), ce qui permet de conclure sur la propriété de
Lispchitz continuité satisfaite par la fonction valeur. g

5.2 Temps minimum

Soit C un fermé de X et V' la fonction valeur associée au probléme de temps minimum pour une paire

(£, V).
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Définition 7. On définit 'ensemble atteignable & I'instant ¢
R(t):={ze X, V(z) <t}

et l'ensemble atteignable

R:=|JR() .

t>0

Définition 8. Une paire (f,U) est controllable en petit temps sur C (CPT-C) si
CCintR(t),Vt>0.

Hypothése 6. C est fermé et sa frontiere OC est compacte.

Soit un sous-ensemble E de X, note distg(-) la distance euclidienne a E, et pour tout nombre r > 0
B(E,r) désigne 'ensemble r-dilaté de E dans X :

B(E,r) ={x € X|distg(z) <r} .

Lemme 3. Sous les hypothéses 1, 2 et 6, les trois assertions sont équivalentes
i. (f,U) est CPT-C
1. V est continue sur 9C
iii. il existe un nombre 6 > 0 et une application w : [0,0] — Ry telle que limgow(d) =0 et V(z) <
w(diste(x)) pour tout x € B(C, 9).

Preuve.

(i) = (i7). Soit € > 0. On a C C int R(€). Ainsi pour tout x € 9T, il existe un voisinage B(x,n) de x
vérifiant B(z,n) C R(e), ce qui revient & écrire V(y) < e pour tout y € B(x,n), d’ou la continuité de V'
sur la frontiére OC.

(#4) = (#it). Posons
w(d) = sup {V (z) | diste(x) < d} .

Soit € > 0. Pour tout x € IC, il existe un nombre é6(x) > 0 tel que y € B(z,d(x)) = V(y) < e (par
continuite de V sur 9C). D’autre part, C étant compact, il existe un recouvrement fini d’ouverts vérifiant

N
oc C | JB(wi,6(x:)/2), x;€0C .

i=1
En posant § = min; §(x;)/2, on obtient la propriété

N
0 < diste(z) < 6 =z € | Blas, 6(2:))
i=1

et donc
diste(z) < 0= V(r)<e=w(d) <e, Vd <

Ainsi on a w(d) — 0 lorsque d — 0.

(#91) = (4). Soient t > 0 et d €]0, ] tel que w(d) < t. On a ainsi V(z) < t dés que diste(z) < d soit
B(C,d) C R(t), d’ou la propriété CPT-C. g

Remarque. Lorsque la fonction w(-) est linéaire, alors la fonction V' est Lipschitz continue sur B(C, §).

Proposition 21. Sous les hypothéses 1, 2 et 6, si la paire (f,U) est CPT-C, alors les propriétés suivantes
sont vérifiées

1. R est ouvert
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1. V est continue sur R
iti. limger_or V(x) = +00
Preuve. Pour x¢g € R et € > 0 il existe une trajectoire z(-) € Sjo,4o0)(20) telle que

T =Te(z(:) <V(xg) + € (5.1)

et une commande u(-) € Upp 1) telle que x(-) = xq z,,u() () sur [0, T]. Soit une autre condition initiale
et '(+) = X0 4y u(-(+) définie sur [0, 7. Par le Principe de Programmation dynamique, on a I'inégalité

V(zg) < T+ V(2'(T))

et par le Lemme de Gronwall
||2"(T) — 2(T))[| < ||z — wolle"T .

Soit = 6e~ LT, o1 le nombre § > 0 est donné par la propriété iii. du Lemme 3. On a
[lz6 — wo|| < = diste(2'(T)) <8
Par cette méme propriété iii du Lemme 3, on obtient 1’inégalité
V(@/(T)) < w(diste (s (T)))

d’ott la propriété
[|lzg — @oll < m = V(xh) < T + w(diste(2'(T))) (5.2)

et on conclut donc que x(, appartient & R, ce qui montre (i).
Les inégalités (5.1) et (5.2) permettent également d’écrire
V(@) < Vo) +w (|lah — wolle™V =) 4 ¢
pour tout € > 0 et en échangeant les roles de xg et x{,, on obtient
V(wh) = Vo)l < w (Jlah — aolle? ™V Vi)

d’ot la continuité de V sur R, ce qui prouve (ii).

Finalement, on montre (iii) par absurde. Soit une suite zg, € R telle que ||xo,, — zo|| < 1/n avec
To € OR vérifiant V(xg,) < M < +oo pour tout n. On considére alors un entier N > e /§ (ou
d > est donné par la propriété iii. du Lemme 3) et une commande u(-) € U, ps telle que la solution
:CN() = IO,mo,N,u(-)(') vérifie
T= Tc(LL'N()) < V(SL’O’N) + €

ce qui permet d’obtenir, comme précédemment, 'inégalité
V(xg) < T 4 w(0)

d’otl une contradiction avec 'appartenance de zg a la frontiére de 'ouvert R. g

Nous donnons ci-dessous une condition géométrique sur la frontiére de la cible garantissant la conti-
nuité de la fonction valeur.

Hypotheése 7. C est fermé et d’intérieur non vide. Sa frontiere OC est une variété compacte C2.
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Sous cette hypothése on considére la distance orientée a C

diste(z) siz¢C

diste (v) = —distge(z) sizeC

et on définit la normale extérieure :
ne(x) = Vdistg(z), x€dC .

Proposition 22. Sous les hypothéses 1, 2, 7 et la condition de Petrov

H(xz,nc(x)) <0, Vzeadl

la fonction valeur du probleme de temps minimum dans X est continue sur R, et Lipschitz dans un
voisinage de la cible.

Preuve. Soit x¢ € OC. Les applications f et n¢ étant continues, considérons u € U et des nombres positifs
€ et n vérifiant
flz,@)me(x) < —e, Vo € B(zg,n).

Désignons par y, () la solution de § = f(y,a) pour une condition initiale y(0) = = € B(zg, n). On peut
écrire

¢
dist2(yo(8) = distd(z) + / F (e (), ). Vistd (g (7)) dr
0
t
= distg(z) + tf(z,@).nc(x) + / r(r)dr
0
Par I’hypotheése de croissance au plus linéaire et le Lemme de Gronwall, on a
ly=(t) = @[] < CL+ [t VE>0.
La variété OC étant compacte, il existe ainsi des nombres positifs ¢ et M tels que
lye(t) — || < Mt Y2 e€dC, Vte|0,f] .
En utilisant la propriété de Lipschitz continuité de f en z, et ||Vdistg(-)|| < 1, on obtient ||r(t)|| < LMt
pour ¢ € [0,t], d’on I'inégalité
t2
distg (y.(t)) < distg(x) — et + LM; , Vt €10,1]
ou encore .
diste (y4(t)) < distg(x) — it’ vt € [0,1] ,
en posant ¢ = min(f,e/(LM)). Ainsi, lorsque = ¢ int C avec diste(x) < €t/2, on a y,(t) € C pour
t = 2diste(x) /e, et on obtient I'inégalité
V(z) < a(zo)diste(z), Vo € B(wo, p(zg)) \ int C

ott a(zg) = 2/¢ et p(xo) = min(n, t/2).
La variété OC étant compacte, il existe un recouvrement fini d’ouverts vérifiant

N
aC C U B(zi, p(x;)/2), x; € 0C .

i=1
En posant @ = min; a(x;) et p = min; p(x;)/2, on a
diste(z) < p = V(z) < a.diste(x) .

Par le Lemme 3, la paire (f,U) est CPT-C pour w(d) = ad, et par la Proposition 21 on conclut que V'
est continue. Comme la fonction w(-) est linéaire, V' est Lipschitz continue dans un voisinage de la cible.

De fagon analogue, on obtient le résultat suivant pour une cible ponctuelle (cf [1]).

28



Proposition 23. Soit une cible C = {x.}, ot xc € int X. Sous les hypothéses 1, 2, et la condition de
Petrov

H(z,&) <0, V¢éeR™\ {0}

la fonction valeur du probleme de temps minimum dans X est continue sur R, et Lipschitz dans un
voisinage de la cible.
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