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Université de Rennes 1

Mention : Mathématiques
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Alexander Kuznetsov Steklov Mathematical Institute Moscow

Christophe Mourougane Université de Rennes 1
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3.1 Décompositions semi-orthogonales de Db(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Le cas des fibrés en coniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Chapitre 1

Introduction

Ce texte est une présentation de mes travaux en vue de mon habilitation à diriger des re-

cherches en sciences. Depuis le début de ma thèse, mes axes de recherche tournent autour de la

géométrie algébrique. Mon doctorat s’est notamment déroulé dans le domaine des espaces de

modules de fibrés vectoriels sur les courbes [25], des variétés abéliennes et des fonctions thêta

[24]. Ensuite, tout en continuant à travailler sur les fibrés vectoriels [5] et sur les systèmes

cohérents [27], je me suis intéressé aux espaces de modules de courbes, à leur théorie d’inter-

section [31], à leur topologie [30] et à leurs compactifications modulaires [26], [28]. D’autre

part, j’ai aussi appris certains aspects de la théorie des catégories dérivées, notamment en

connexion avec les problèmes de rationalité des variétés projectives et des espaces de modules

de faisceaux [17], [18], [7], [8].

Ce mémoire ne traitera pas de tous mes articles et j’ai dû douloureusement mettre de côté

certains auxquels je suis très attaché afin de rendre le sujet le plus cohérent et lisible possible,

même si le résultat final est encore sûrement très perfectible. J’ai développé deux thèmes

principaux : d’un côté les espaces de modules, leurs compactifications et les constructions

GIT corrélées, de l’autre, les catégories dérivées des variétés projectives, leurs décompositions

semi-orthogonales et le lien avec la géométrie birationnelle et les problèmes de rationalité.

Je vais introduire ces sujets exactement dans cet ordre, qui, par ailleurs, suit aussi l’ordre

historique de parution de ces mêmes techniques dans la géométrie algébrique moderne.

J’ai dû aussi faire un certain nombre de choix quant aux preuves présentées. J’ai décidé

de ne pas creuser les détails, mais plutôt d’esquisser quelques preuves qui me semblent plus

significatives pour l’originalité, la complexité ou l’importance. Bien entendu, le lecteur pourra

n’y trouver aucune des trois caractéristiques citées. Sauf indication contraire, l’espace projectif

P(V ) est l’espace des sous-espaces vectoriels de dimension 1 d’un espace vectoriel V .

1.1 Espaces de modules et GIT

Le problème de la construction des espaces qui paramètrent toutes les classes d’isomorphie

de certains objets géométriques est un problème classique en géométrie algébrique. Déjà les

travaux de Riemann au XIXème siècle considéraient des problèmes de base concernant ces

espaces, comme par exemple leur dimension. Ensuite, les outils d’étude de la géométrie de

ces objets se sont développés de façon extraordinaire et l’exigence même de construire des

espaces de modules de plus en plus efficaces a eu un impact très important sur la production
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de nouvelles techniques. Une idée très générale, qui est très souvent utilisée, est de traduire la

donnée d’un objet géométrique en un ensemble de données plus simples qui le définissent, en

perdant l’univocité de la construction. Par exemple, un ensemble de six points sur P1 définit

une courbe de genre 2 de manière naturelle, mais si de tels ensembles sont projectivement

équivalents, les courbes correspondantes sont isomorphes. Un espace de modules parâıt donc

souvent comme un quotient, dans un sens à définir, d’une variété par rapport à l’action d’un

groupe algébrique. Dans l’exemple des courbes de genre deux il s’agit du quotient du produit

symétrique de 6 copies de P1 par rapport à l’action diagonale de PGL(2) sur P1. La nécessité

de donner du sens à l’opération de quotient dans la catégorie des variétés algébriques a motivé

les développements de la théorie des invariants. Presque tous les espaces de modules présentés

dans le deuxième chapitre de ce mémoire sont réalisés par le biais de la théorie géométrique

des invariants (GIT). Un moyen encore plus avancé est fourni par les champs algébriques.

J’ai aussi utilisé cet outil dans les articles [31] et [30], mais il ne seront pas présentés dans ce

mémoire. Tout au long du chapitre 2 nous travaillerons sur le corps des complexes C.

Un problème qui avait beaucoup attiré mon attention pendant ma thèse est la rationa-

lité des espaces de modules de fibrés vectoriels semi-stables sur une courbe algébrique lisse.

C’est pourquoi, pendant mes années de post-doctorat, j’ai partiellement continué à étudier

la géométrie de ces espaces. Mon intention était de généraliser les résultats de [25], où j’avais

construit une famille de coniques avec des propriétés remarquables au-dessus de SUC(2) (l’es-

pace de modules de fibrés de rang deux semi-stables à déterminant trivial) pour une courbe

lisse de genre 2. J’ai construit une telle généralisation pour les courbes de genre supérieur

à 2 dans [5]. Le rôle des coniques dans cet article est joué par des courbes rationnelles avec

des points marqués. Cela permet de définir, via la propriété universelle des espaces de mo-

dules, des applications birationnelles entre l’espace de modules des courbes marquées M0,2g

et certaines sous-variétés de SUC(2). Un résumé synthétique du résultat principal de [5] est

le suivant :

Théorème 1.1.1. (cf. [5], Thm. 1.1) L’espace de modules SUC(2) est birationnellement

équivalent à une fibration en espaces de modules M0,2g au-dessus de Pg.

Le lecteur pourra trouver plus de résultats dans la section 2.1.

L’article [5] a donné suite à deux articles connexes qui sont les [26] et [27]. Dans le

premier article, j’ai développé une observation que j’avais faite dans [5]. Notamment, j’avais

remarqué qu’il existe certains systèmes linéaires polynomiaux sur P2n−2 qui contractent toutes

les courbes rationnelles normales qui passent par 2n points en position générale, ce qui leur

donne une interprétation modulaire. Il s’agit du système linéaire |Ω2n| des formes de degré n

qui s’annulent avec multiplicité n−1 sur les 2n points généraux. Un calcul facile montre que les

courbes rationnelles normales décrites ci-dessus sont contractées par ce système linéaire. Cela

produit une sorte de famille universelle (mais non plate) au-dessus de l’image de l’application

ϕΩ2n définie par ce système linéaire. En effet, le résultat principal de [26] précise mieux cette

interprétation, et la GIT entre en jeu encore une fois.

Théorème 1.1.2. (cf. [26], Thm. 1.1) Il existe un isomorphisme

|Ω2n| ∼= PH0((P1)2n, L)SL(2),

et la adhérence de l’image de
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ϕΩ2n : P2n−2 99K PH0((P1)2n, L)SL(2)

est la compactification GIT (P1)2n//SL(2). La adhérence de la fibre de ϕΩ2n au-dessus de

chaque point p ∈M0,2n ⊂ (P1)2n//SL(2) est une courbe rationnelle normale (éventuellement

réductible) passant par les 2n points fixés dans P2n−2.

D’autres résultats à ce propos ainsi que beaucoup plus de détails sont développés dans la

section 2.3.

La suite des développements de [5] parue dans [27], décrivant une fibration analogue à

celle de [5] lorsque le rang des fibrés est plus grand que 2. Plus précisément, la construction

dans [27] est développée dans le contexte plus général des systèmes cohérents (voir la section

2.2 pour une définition précise de tels objets et de leurs espaces de modules Gα(r, rg, r), qui

dépendent d’un paramètre réel α) : le cas des fibrés vectoriels résulte d’un corollaire simple

issu de la construction générale.

Théorème 1.1.3. (cf [27], Thm. 1.1) Soit C une courbe complexe lisse de genre g > 1, non

hyperelliptique si g > 2, et soit α > g(r−1). Alors Gα(r, rg, r) est birationnellement équivalent

à une fibration au-dessus du produit symétrique C(rg) dont les fibres sont des quotients GIT

(Pr−1)rg//SL(r).

Théorème 1.1.4. L’espace de modules SUC(r) est birationnellement équivalent à une fibra-

tion au-dessus de P(r−1)g dont les fibres sont des quotients GIT (Pr−1)rg//SL(r).

Les méthodes utilisées dans [27] sont différentes de celles développées dans [5]. Très gros-

sièrement, tous les systèmes cohérents de type désiré peuvent se décrire par une suite exacte

courte de faisceaux. Ainsi, nous cherchons à paramétrer les objets qui apparaissent dans cette

suite. Les détails ainsi que d’autres résultats corrélés sont présents dans la section 2.2.

Ensuite je me suis intéressé aux compactifications de M0,n obtenues par les invariants.

Notamment, pour tout 1 ≤ d ≤ n − 3 et c ∈ ∆(d + 1, n) := {(c1, . . . , cn) ∈ Qn|0 ≤ ci ≤
1,
∑
ci = d+ 1}. il existe un morphisme birationnel ϕ :M0,n → (Pd)n//cSL(d+ 1) qui envoie

une configuration de points distincts de P1 sur la configuration correspondante dans Pd via le

dème morphisme de Veronese. Ce morphisme est injectif sur l’intérieur de l’espace de modules

et il est défini par un fibré en droites big (i.e. contenu dans l’interieur de l’adhérence du cône

des diviseurs effectifs) sur M0,n. Dans l’article [28] avec N. Giansiracusa, j’ai comparé les

classes de fibrés en droites qui définissent ce type de morphismes birationnels (qui dépendent

des paramètres discrets d, n et des poids rationnels ci ∈ c qu’on attribue aux points marqués,

voir section 2.4 pour plus de détails) et deux autres classes de fibrés en droites sur M0,n

avec des interprétations géométriques bien connues. Il s’agit des fibrés en droites associés à

certains revêtements cycliques de P1 et des fibrés de blocs slr-conformes de niveau 1 avec

poids fondamentaux (ωc1 , . . . , ωcn).

Les fibrés vectoriels de blocs conformes fournissent l’un des plus célèbres exemples de

théorie conforme des champs, et ils sont devenus très célèbres dans les années 90 à cause

de leur relation avec la physique mathématique, la géométrie algébrique et la théorie des

représentations (voir la section 2.4 ainsi que l’appendice A et les références pour des définitions

plus détaillées). Les fibrés en droites associés aux revêtements que nous considérons sont

construits comme suit : à partir d’une configuration de points pondérés pi sur P1, nous



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

construisons un revêtement cyclique de degré r ramifié le long des pi avec multiplicité ci,

en obtenant une courbe de genre g (on obtient g via la formule de Hurwitz). Cela définit un

morphisme fc,r :M0,n →Mg. Ensuite nous considérons la restriction du fibré de Hodge Eg →
Mg à l’image de fc,r et nous prenons le sous-fibré propre de Eg par rapport à l’action naturelle

du groupe fini µr sur Eg correspondant au caractère trivial. Le pull-back du déterminant de

ce fibré par fc,r est le fibré en droites sur M0,n que nous voulons. Pour des définitions plus

précises et détaillées, voir la section 2.4. Grâce à la structure inductive des diviseurs de bord

de M0,n (voir section 2.4), nous arrivons à caractériser de manière efficace ces trois classes

de fibrés et à prouver le théorème suivant :

Théorème 1.1.5. (cf. [28], Thm. 1.7) Fixons n ≥ 4, r ≥ 2, et c ∈ Zn avec 0 ≤ ci < r et

r |
∑n

i=1 ci. Les fibrés en droites suivants sur M0,n sont isomorphes :

(i) le fibré vectoriel de blocs slr-conformes de niveau 1 avec poids fondamentaux (ωc1 , . . . , ωcn) ;

(ii) le pullback de O(1) le long de l’application M0,n → (P
|c|
r
−1)n//cSL(|c|/r) qui envoie

une configuration de points de la droite sur la configuration correspondante d’une courbe

rationnelle normale dans P
|c|
r
−1 ;

(iii) le rème produit tensoriel du déterminant du µr-fibré propre du fibré de Hodge cor-

respondant au caractère unité, restreint au lieu des revêtements cycliques ramifiés avec

lieu de ramification pondéré par c.

Comme résultats partiels, nous obtenons des formules de factorisation intéressantes pour

ces trois classes de fibrés en droites, dont les détails sont développés dans la section 2.4.

1.2 Categories dérivées et rationalité des variétés projectives

Plus récemment, j’ai commencé à m’intéresser aux faisceaux cohérents, et notamment à

la description des faisceaux cohérents sur une variété projective par le biais des catégories

dérivées de complexes bornés de faisceaux cohérents.

La définition de la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne, donnée par Verdier [137],

apparâıt dans les années 60. Il était question de pouvoir étudier des foncteurs naturels, comme

l’image directe par un morphisme, entre catégories de faisceaux. Le problème principal étant

que la plupart de ces foncteurs ne sont pas exacts. En effet, la catégorie des faisceaux cohérents

sur une variété est abélienne et nous pouvons donc définir des suites exactes courtes. Un

foncteur entre deux catégories abéliennes est exact lorsqu’il préserve de telles suites. Lorsqu’un

foncteur n’est pas exact, nous obtenons, à partir d’une suite exacte courte, un complexe dont la

cohomologie décrit les propriétés des faisceaux et du foncteur considérés. L’idée fondamentale

est donc d’étudier des complexes à quasi-équivalence près (très brièvement, nous identifions

les complexes ayant la même cohomologie). La catégorie dérivée permet donc de bien définir

de tels foncteurs. La structure abélienne est remplacée par la strucutre triangulée, où les

triangles distingués jouent un rôle comparable à celui des suites exactes courtes.

Les propriétés géométriques des catégories dérivées se manifestent quelques années plus

tard dans les travaux de Mukai [111], où une équivalence entre les catégories dérivées d’une

variété abélienne et de sa duale est décrite. Ceci montre que, tandis que la catégorie des

faisceaux cohérents détermine la variété à isomorphie près, sa catégorie dérivée est un objet

contenant beaucoup d’informations géométriques dont l’invariance n’est pas aussi prévisible.
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En effet, trente ans après les premiers résultats de Mukai, les catégories dérivées sont aujour-

d’hui des protagonistes majeurs dans plusieurs branches des mathématiques, notamment en

liaison avec des théories physiques (comme la symétrie miroir, dont Kontsevich a proposé une

version homologique [88]), ou avec les espaces de modules.

Le lien entre propriétés géométriques et catégorie dérivée d’une variété a été largement

étudié à partir des années 90, notamment par Bondal et Orlov. Un résultat d’Orlov très

connu dit que tout foncteur exact admettant un adjoint entre les catégories dérivées de deux

variétés X et Y lisses projectives est de type Fourier–Mukai [119], c’est à dire qu’il existe un

objet E (dit noyau du foncteur) dans la catégorie dérivée de X × Y qui décrit le foncteur de

façon semblable à une transformation de Fourier. Lorsque deux variétés ont des catégories

dérivées équivalentes, nous parlons donc de partenaires de Fourier–Mukai. L’existence d’un

noyau permet de déduire d’importants liens entre partenaires de Fourier–Mukai, par exemple

entre leurs anneaux de cohomologie. Cependant, un théorème très célèbre de Bondal et Orlov

[33] montre que si X est une variété lisse projective dont le fibré canonique est ample ou

antiample et Y est un de ses partenaires de Fourier–Mukai, alors Y est isomorphe à X. Tout

de même des exemples de partenaires de Fourier–Mukai non isomorphes, par exemple des

surfaces K3 ou des variétés abéliennes, sont connus.

La catégorie dérivée possède une structure de catégorie triangulée linéaire, ce qui permet

de définir une notion d’orthogonalité entre sous-catégories. Ceci mène à la définition de la

décomposition semi-orthogonale (voir Déf. 3.1.2) . Une telle décomposition est souvent témoin

de propriétés birationnelles. Par exemple, si Ỹ → Y est l’éclatement d’une sous-variété lisse

Z de codimension d, la catégorie dérivée de Ỹ admet une décomposition par la catégorie

dérivée de Y et d− 1 copies de la catégorie dérivée de Z.

L’étude des décompositions semi-orthogonales, entreprise par l’école russe dans les années

90 a désormais un fondement très solide grâce à de nombreux exemples montrant leurs interac-

tions avec la géométrie birationnelle d’une variété X, notamment lorsque X est de dimension

3 et de dimension de Kodaira négative. L’existence d’objets exceptionnels (voir Déf. 3.1.3)

dans Db(X) mène à considérer leurs compléments orthogonaux, qui contiendraient toute l’in-

formation sur la géométrie birationnelle de X. Ceci est le cas, par exemple, de l’intersection

complète de deux quadriques dans P5 [32], de nombreuses classes de variétés de Fano [102], de

la hypersurface cubique lisse de P4 [20], des fibrés en coniques [17], de certaines fibrations en

surfaces de del Pezzo [7]. Conjecturellement, un tel phénomène devrait apparâıtre aussi dans

le cas où X est une hypersurface cubique dans P5 : la rationalité d’une telle variété devrait

être équivalente à la représentabilité d’une sous-catégorie [95].

Un enrichissement de cette recherche vient de la relation entre motifs et décompositions

semi-orthogonales, proposée par Orlov [120]. Ceci a permis par exemple d’obtenir des résultats

pour les fibrés en coniques [17] et représente une étape fondamentale dans la compréhension

de la relation entre décompositions semi-orthogonales et propriétés birationnelles.

Les espaces de modules sont aussi naturellement liés aux catégories dérivées, par exemple

par la notion de foncteur de Fourier–Mukai : si X est une surface K3 et Y un de ses partenaires

de Fourier–Mukai, alors Y est aussi une surface K3, qui est isomorphe soit à X, soit à un

espace de modules de fibrés stables sur X. Dans le chapitre 3, nous allons travailler sur

les complexes dans les sections 3.2, 3.3 et 3.5, tandis que dans la section 3.4 (sauf mention

contraire) nous travaillons sur un corps arbitraire k.

Le premier exemple, dans ce mémoire, de l’utilisation des décompositions semi-orthogonales
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afin de déterminer la rationalité d’une classe de variétés algébriques provient de l’article [17].

En effet, dans [17] nous donnons un critère complètement catégorique pour la rationalité d’un

fibré en coniques π : X → S sur un surface rationnelle minimale S.

Théorème 1.2.1. (cf. [17], Thm 1.2) Soit S une surface rationnelle minimale. Alors, X

est rationnel (ce qui est équivalent à une décomposition J(X) =
⊕k

i=1 J(Γi)) si et seulement

si il existe des foncteurs pleins et fidèles Ψi : Db(Γi) → Db(S,B0) et une décomposition

semi-orthogonale

Db(S,B0) = 〈Ψ1D
b(Γ1), . . . ,ΨkD

b(Γk), E1, . . . , El〉,

où les Ei sont des objets exceptionnels et l ≥ 0.

La preuve se base d’un côté sur l’étude des morphismes dans l’anneau de Chow de X

induits par les foncteurs Ψi et de l’autre sur la réalisation explicite de X comme suite d’écla-

tements d’une variété rationnelle le long de certaines courbes lisses. En particulier, la catégorie

dérivée Db(S,B0) des faisceaux cohérents tordus par la partie paire de l’algèbre de Clifford

sur S associée à la fibration en coniques π joue un rôle très important. Plus de détails sont

inclus dans la section 3.2.

Suite à l’article [17], mes thèmes de recherche se sont élargis dans plusieurs directions.

D’un côté dans [7] nous avons considéré le cas des fibrations où les fibres sont des inter-

sections de quadriques de dimension supérieure, de l’autre côté dans [18] nous avons étudié

des classes de variétés (de dimension 3 et, dans quelques cas, de dimension plus grande) où

certains arguments développés dans [17] pouvaient s’appliquer. Notamment, nous avons cher-

ché des 3-variétés Y de dimension de Kodaira négative pour lesquelles une décomposition

semi-orthogonale de Db(Y ) permet de donner des informations importantes sur la jacobienne

intermédiaire de Y . Cela nous a amené à introduire deux nouvelles définitions.

Définition 1.2.2. (cf. [18], Def. 2.3) Une catégorie triangulée T est représentable en dimen-

sion m si elle admet une décomposition semi-orthogonale

T = 〈A1, . . .Al〉

et si pour tout i = 1, . . . l, il existe une variété lisse projective connexe Yi avec dim(Yi) ≤ m

telle que Ai soit équivalente à une sous-catégorie admissible de Db(Yi).

Définition 1.2.3. (cf. [18], Def. 2.4) Soit X une variété projective lisse de dimension n.

Nous disons que X est catégoriquement représentable en dimension m (ou en codimension

n−m) si Db(X) est représentable en dimension m.

Nous avons donc d’abord étudié les relations entre la représentabilité catégorique et

d’autres représentabilités plus classiques, telles que la représentabilité algébrique, la repré-

sentabilité faible ou l’existence d’une polarisation d’incidence sur la jacobienne intermédiaire.

Ensuite, nous avons cherché à identifier les classes de variétés projectives X (et les éventuelles

hypothèses supplémentaires nécessaires) pour lesquelles la connaissance d’une décomposition

semi-orthogonale de Db(X) permet de reconstruire la jacobienne intermédiaire à isomorphie

près ou, plus faiblement, à isogénie près. Les variétés de Fano et, plus généralement, les varié-

tés à dimension de Kodaira négative fournissent beaucoup d’exemples. En outre, nous relions

la représentabilité catégorique en codimension 2 à la rationalité d’une variété projective, en
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conjecturant que la première est nécessaire pour la seconde, et nous montrons certaines indices

en faveur de cette conjecture.

Une liste complète de ces variétés et exemples est présentée dans la section 3.3.

Comme je l’ai anticipé ci-dessus, l’autre sujet développé à partir de [17] est l’étude de la

rationalité des variétés projectives X qui admettent une fibration π : X → P1 en intersections

de quadriques [7]. En adaptant et en développant les méthodes de [17], nous obtenons des

résultats pour les fibrations elliptiques (en donnant une nouvelle preuve assez simple de

certains résultats de Caldararu), pour les fibrations en surfaces de Del Pezzo et pour des

fibrations en intersections de quadriques de dimension 4.

Dans le cas des surfaces de Del Pezzo, le résultat est très compact et dans le même esprit

que [17].

Théorème 1.2.4. (cf. [7], Thm. 1) Soit X → P1 une fibration complexe générique en surfaces

de Del Pezzo de degré 4. Alors X est rationnelle si et seulement si elle est représentable

catégoriquement en codimension 2. En outre, il existe une décomposition semi-orthogonale

Db(X) = 〈Db(Γ1), . . . ,Db(Γk), E1, . . . , El〉,

où les Γi sont des courbes projectives lisses et les Ei des objets exceptionnels, si et seulement

si J(X) = ⊕J(Γi) en tant que variétés abéliennes principalement polarisées.

Pour décrire les résultats en dimension supérieure nous remarquons tout d’abord qu’à

partir d’une fibration en intersections de quadriques π : X → P1, nous pouvons construire

naturellement une fibration en quadriques au-dessus d’une surface réglée S → P1 en prenant

simplement les pinceaux engendrés par les quadriques. Comme dans le cas des fibrés en

coniques cela définit une algèbre de Clifford paire C0 sur S. De plus, si les quadriques sont

de dimension 4 et sous des hypothèses de généricité standard, le lieu discriminant est une

6-section Y de S. Si nous appelons T le revêtement double de S ramifié le long de Y , alors

l’algèbre de Clifford C0 définit univoquement une classe de Brauer β ∈ Br(T ) (pour les détails

voir la section 3.4).

Théorème 1.2.5. (cf. [7], Thm.2) Soit X → P1 une fibration générique dont les fibres sont

des intersections de deux quadriques de dimension 4 sur un corps k. Si β = 0, alors X est

rationnelle et représentable catégoriquement en codimension 2. Notamment, cela est le cas si

X contient une surface génériquement réglée au-dessus de P1.

Afin de prouver ces théorèmes, nous obtenons aussi des résultats intermédiaires assez

intéressants. Notamment, nous prouvons que deux algèbres de Clifford paires sur une sur-

face projective lisse sont Morita-équivalentes lorsqu’elles proviennent de deux fibrations en

quadriques obtenues par réduction quadrique l’une de l’autre ([7], Thm.3). De plus, nous

prouvons une version relative, sur une base lisse quelconque, de la dualité projective homolo-

gique (voir l’appendice B pour la définiton de cette dualité) pour l’intersection d’un ensemble

fini de quadriques ([7], Thm. 2.19), en généralisant un résultat de Kuznetsov [93]. Pour plus

de détails et de définitions précises, voir la section 3.4.

Dans la dernière section du chapitre 3 je résume la petite contribution qu’avec mes co-

auteurs j’ai fournie dans [8] à l’ancien problème de la rationalité des hypersurfaces cubiques

lisses dans P5 (les 4-variétés cubiques). En effet, il existe une conjecture célèbre de Kuznetsov

([95], Conj. 1.1) à ce propos.
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Conjecture 1.2.6 (Kuznetsov). Soit X ⊂ P5 une 4-variété cubique lisse. Alors X est ra-

tionnel si et seulement s’il existe une décomposition semi-orthogonale

Db(X) = 〈Db(S),OX ,OX(1),OX(2)〉,

pour S une surface K3.

Dans [8], nous avons étudié des 4fold cubiques qui sont contenus dans l’intersection de

deux diviseurs C8 ∩ C14 dans l’espace de modules de 4folds cubiques (selon la description de

Hassett, [63], voir la section 3.5 pour plus de détails sur ces diviseurs). Notamment, nous

considérons des hypersurfaces cubiques contenant un 2-plan P et un scroll quartique T . Lors-

qu’une cubique contient un plan, nous pouvons considérer la fibration en surfaces quadriques

sur P2 obtenue en projetant depuis P et cela, comme précédemment dans [7], définit une

classe de Brauer β sur un revêtement double de P2 (une surface K3 S de degré 2) à partir de

l’algèbre de Clifford de la fibration en quadriques. Or, la conjecture de Kuznetsov est vraie

pour les 4folds cubiques avec invariant de Clifford trivial (voir [109]), mais l’existence d’une

classe de hypersurfaces cubiques avec invariant non trivial pour laquelle la conjecture était

valable n’était pas claire.

Soit A(X) le réseau des 2-cycles algébriques de X à équivalence rationnelle près et dX le

discriminant de la forme d’intersection sur A(X).

Théorème 1.2.7. (cf. [8], Thm. A) L’intersection C8∩C14 a cinq composantes irréductibles,

qui sont indexées par le discriminant dX ∈ {21, 29, 32, 36, 37} d’un élément général de chaque

composante. L’invariant de Clifford d’un 4fold général X dans C8 ∩ C14 est trivial si et seule-

ment si dX est impair. La hypersurface cubique générique dans la composante avec dX = 32

est pfaffienne.

En particulier, étant pfaffien, le 4fold cubique général contenu dans la composante de

C8 ∩ C14 avec discriminant 32 est rationnel (grâce à [13]). Il a aussi un invariant de Clifford

non trivial. Cela répond à une question de Hassett [63, Rem. 4.3] sur l’existence de telles

hypersurfaces cubiques. De plus, dans la décomposition semi-orthogonale de la catégorie dé-

rivée de ces hypersurfaces cubiques, il apparâıt la catégorie dérivée d’une surface K3 de degré

14 S′ qui est le dual projectif homologique de la hypersurface cubique, via la dualité entre

pfaffiens et grassmanniennes.

Un corollaire intéressant de notre résultat est une nouvelle équivalence dérivée Db(S, β) ∼=
Db(S′), entre la catégorie des faisceaux tordues par β sur la surface K3 de degré 2 et la

catégorie dérivée de la surface K3 de degré 14. Il est probable que cette équivalence a une

interprétation en termes d’espaces de modules de faisceaux tordus, mais nous n’avons pas

encore prouvé cela. Nos méthodes se basent sur de la théorie de Hodge standard et les

profonds résultats de [108] et [106].

Dans l’appendice C, je présente les résultats principaux d’un travail en cours, en collabo-

ration avec M. Bernardara et D. Faenzi [19], dont le but est d’étudier la dualité projective

homologique (voir l’appendice B) pour les variétés de Segre. Soient U et V deux espaces

vectoriels complexes, de dimension n+ 1 et m+ 1 respectivement. Soit X := P(U)× P(V ) la

variété produit de Segre des deux espaces projectifs et soit Zn,m la variété déterminantielle

qui paramètre les matrices dans P(U∗ ⊗ V ∗) de rang non maximal. Le fibré projectivisé

Y := P(V ∗ ⊗ TP(U)(−1))
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vient avec un morphisme tautologique naturel g : Y → P(U∗ ⊗ V ∗) dont l’image est Zn,m et

Y est une résolution de singularités (dite de Springer ) de Zn,m. La variété de Segre a une

structure de fibré projectif au-dessus de P(U), donc nous pouvons utiliser la dualité projective

homologique pour les fibrés projectifs [92, Sect. 8] et prouver :

Théorème 1.2.8. La variété projective lisse Y → P(U∗ ⊗ V ∗) est la duale projective homo-

logique de la variété de Segre X → P(U ⊗ V ), relativement au-dessus de P(U).

En outre, nous prouvons aussi qu’il existe une résolution catégorique non commutative

des singularités (voir l’appendice B pour la définition précise) de Db(Zn,m) qui est équivalente

à Db(Y ).

L’une des motivations qui nous a poussé à étudier cette dualité homologique est une

question posée par Bondal lors de la conférence Derived Categories in Algebraic Geometry à

Tokyo en 2011. Bondal demandait si, pour une variété projective lisse X, il existe toujours

une variété de Fano lisse F et un foncteur plein et fidèle Db(X) → Db(F ). Grâce à la

dualité projective homologique, en prenant des sections linéaires des variétés de Segre et

déterminantielles, nous trouvons des larges classes de variétés pour lesquelles la réponse à la

question de Bondal est positive, par exemple toutes les courbes planes de type général. Les

détails sont décrits dans la proposition 4.3.3.

Finalement, dans la dernière partie de l’appendice C, nous nous occupons des 4folds

cubiques déterminantielles. Il sont toujours rationnels, comme ils sont singuliers. Nous en

donnons une construction projective, qui consiste à éclater P4 le long d’une surface K3 sextique

réductible : il s’agit de l’union de deux scrolls cubiques qui s’intersectent le long d’une courbe

elliptique quintique.
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of vector bundles. Á parâıtre au Journ. of Algebraic Geometry, pages 1-27, 2010.

[14]* M. Bolognesi and S. Brivio. Coherent systems and modular subavrieties of SUC(r).

Internat. J. Math., 23(4). 1-23, 2012.
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Chapitre 2

Espaces de modules de fibrés

vectoriels, de courbes pointées et

quotients GIT

L’une des manières les plus célèbres de construire des espaces de modules est par le biais

de la théorie géométriques des invariants (GIT). Cela fait déjà quelque dizaines d’années que

les espaces de modules de fibrés vectoriels ont été construits de la sorte (voir [60] pour un

survol intéressant). Dans ce chapitre, on exhibera quelques liens entre les espaces de modules

de fibrés vectoriels et les compactifications GIT de certains espaces de modules de courbes

marquées [5, 27]. Ensuite, je présenterai brièvement une ligne de recherche plus centrée sur

les applications de la GIT aux problèmes de modules de courbes [26, 28]. Dans cette section,

nous travaillons sur le corps des complexes C.

Soit SUC(r) l’espace de modules des fibrés vectoriels semi-stables de rang r et déterminant

trivial au-dessus d’une courbe lisse, complexe de genre g. Si g 6= 2, C sera aussi supposée

non hyperelliptique. Des résultats spectaculaires sur la structure projective de ces espaces de

modules en genre et rang bas ont été obtenus, en utilisant notamment le travail de A.B. Coble

[44] sur les fonctions thêta en géométrie algébrique classique. L’exploitation systématique de

ce lien avec les fonctions thêta a produit beaucoup de résultats élégants (voir [124], [12], [122],

[116], ou [49] pour un survol) où la géométrie algébrique classique et la théorie des espaces

de modules se mélangent.

2.1 Le cas de rang 2 et le lien avec les courbes rationnelles

marquées

2.1.1 Structure projective de SUC(2) et application thêta

L’article [5] avec Alzati explore les relations entre espaces de modules de fibrés et de

courbes, et il tisse un lien entre les deux théories. Nous décrivons une manière naturelle

de construire de larges familles universelles de courbes rationnelles pointées au-dessus de

certaines sous-variétés de SUC(2). Tout d’abord, nous considérons le morphisme

(2.1.1) SUC(2)→ PH0(SUC(2),L)∗ = |L|∗

17
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défini par le fibré déterminant L. Le fibré L est le générateur du groupe de Picard Pic(SUC(2)) ∼=
Z. L’espace projectif image est canoniquement identifié au système linéaire complet |2Θ| sur

la variété de Picard Picg−1(C) [14]. Via cette identification, l’application (2.1.1) cöıncide avec

l’application thêta bien connue

θ2 : SUC(2) 99K |2Θ|;
E 7→ ΘE := {L ∈ Picg−1 |h0(C,E ⊗ L) 6= 0}.

Grâce à [37] et [77], nous savons que cette application θ2 est un plongement de SUC(2) dans

le système |2Θ|.
Dans [5] nous arrivons à isoler un sous-espace Pc ⊂ |2Θ| qui dépend du choix d’un diviseur

effectif D de degré g sur C. En composant le morphisme θ2 avec la projection de centre Pc,
nous obtenons une application rationnelle

pPc : SUC(2) 99K |2D| ∼= Pg.

Notre résultat principal montre que cette application rationnelle a une interprétation modu-

laire naturelle, parce que sa fibre générique est birationnelle à M0,2g.

Théorème 2.1.1. (cf. [5], Thm. 1.1) Soit C une courbe complexe de genre g > 1, non-

hyperelliptique si g > 2, et soit D un diviseur effectif fixé de degré g sur C. Alors

(i) Il existe une fibration rationnelle

pPc : SUC(2) 99K |2D| ∼= Pg

dont la fibre générale est birationnelle à l’espace de modules M0,2g de courbes de genre

0, avec 2g points marqués.

(ii) La fibre générique p−1
Pc

(N), pour N ∈ |2D| est dominée par un espace projectif P2g−2

avec 2g points fixés ; les fibres de cette application sont des courbes rationnelles normales

qui passent par les 2g points fixés. La famille de courbes rationnelles normales par

les 2g points induit l’application birationnelle de modules du point (i) par la propriété

universelle de M0,2g.

(iii) Il existe un inverse birationnel

M0,2g 99K p
−1
Pc

(N) ⊂ SUC(2).

Le fibré vectoriel dans p−1
Pc

(N) associé à une configuration de points (p1, . . . , p2g) ∈
M0,2g, avec pi ∈ P1, est obtenu en tordant par OC(D) le noyau d’un morphisme surjectif

de faisceaux O⊕2
C → ON associée à la configuration de points.

Le cas g = 2 de ce théorème est l’un des résultats principaux obtenus pendant ma thèse

[25].

Pour g = 2, 3 nous avons un énoncé plus précis.

Théorème 2.1.2. (cf. [5], Thm. 1.2) Si g = 2, 3 alors la fibre générale de la fibration est

isomorphe à la compactification (ou quotient) GIT (P1)2g//SL(2) de l’espace de modules des

courbes 2g-pointées de genre 0.
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En outre, nous arrivons aussi à montrer que si g > 3 alors un tel isomorphisme n’existe

pas.

Je vais maintenant donner une esquisse de la preuve du théorème 2.1.1. Les outils prin-

cipaux, hormis certaines descriptions standard de la géométrie de la variété Jacobienne et

des systèmes linéaires thêta, sont les applications qui classifient les classes d’équivalence d’ex-

tensions de fibrés en droites, décrites en particulier dans [21] et [103]. En effet, les courbes

rationnelles normales qui apparaissent dans le théorème 2.1.1 paramètrent certaines classes

d’extensions et ce sont les fibres d’une application classifiante. Notamment, nous considérons

les applications rationnelles d’oubli dont le domaine est PExt1(L,L−1), pour certains fibrés

en droites L. Ces applications envoient une classe d’équivalence (e) d’extensions

0→ L−1 → E → L→ 0 (e)

sur le fibré E ∈ SUC(2) correspondant, qui a effectivement detE = OC . Ces applications sont

définies par des systèmes linéaires polynomiaux qui souvent ont un lieu de base, parce que

l’espace projectif PExt1(L,L−1) contient aussi des extensions non semi-stables. Ces exten-

sions non semi-stables correspondent aux points de certaines variétés de sécantes du modèle

projectif de la courbe C contenu dans PExt1(L,L−1) = |K + 2L|∗.

Fixons maintenant un diviseur effectif D générique de degré g. Soit Pc l’enveloppe li-

néaire dans |2Θ| du lieu des E ∈ SUC(2) qui vérifient h0(C,E ⊗ K ⊗ OC(−D)) 6= 0 et

soit U ⊂ SUC(2) un ensemble ouvert d’une fibre générale de la projection pPc de centre Pc.
L’idée de notre preuve est de considérer l’adhérence des fibres au-dessus de U de l’application

classifiante

(2.1.2) ϕD : PExt1(OC(D),OC(−D)) 99K SUC(2),

et montrer qu’elles forment une famille plate de courbes rationnelles pointées au-dessus de

U . L’existence de cette famille, par la propriété universelle de M0,2g, induit une application

birationnelle entre la fibre générale de pPc et M0,2g.

2.1.2 Le lien avec M0,n

Ce lien est fait par le biais de la construction de Kapranov [83] de la compactification de

Mumford-Knudsen M0,n comme éclatement de l’espace projectif Pn−3 et en considérant la

relation entre M0,n et les courbes rationnelles dans Pn−2 qui passent par n points généraux

fixés, comme décrit dans [86]. Il existe d’ailleurs un isomorphisme (que nous allons décrire

plus en détail dans la section 2.3) entre M0,n et le schéma de Hilbert de ce type de courbes

rationnelles.

En effet, considérons maintenant le modèle projectif C ⊂ PExt1(OC(D),OC(−D)) et soit

U un certain ouvert de la fibre p−1
Pc

(N) au-dessus d’un diviseur général N ∈ |2D|. Alors il

existe un espace projectif P2g−2
N ⊂ PExt1(OC(D),OC(−D)), qui coupe C exactement le long

des 2g points de N , tel que la courbe rationnelle normale générique dans P2g−2
N qui passe par

les 2g points sécants est contracté par ϕD sur un point de U . Ce point est un fibré semi-stable

E à déterminant trivial, qui est projeté sur N par pPc . Rappelons la reformulation par Hassett

de la construction par éclatements décrite par Kapranov.
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Théorème 2.1.3. (cf. [83] and [64] section 6.2) La compactification de Deligne-Mumford

de M0,n peut être réalisée comme une suite d’éclatements de Pn−3 de la manière suivante.

Soient q1, . . . , qn−1 des points généraux dans Pn−3 :

1 : éclater les points q1, . . . , qn−1 ;

2 : éclater les transformés propre des droites engendrées par des couples de points parmi les

q1, . . . , qn−1 ;

3 : éclater les transformées propres des 2-plans engendrés par des triplets de points parmi les

qi ; . . .

n-4 : éclater les transformées propres des (n-5)-plans engendrés par des (n-4)-plets de points

parmi les qi.

En éclatant de cette manière, nous arrivons à séparer les courbes rationnelles normales et

elles donnent la famille de courbes au-dessus de U .

Un dessin näıf décrit la situation dans la Figure 2.1.

Figure 2.1 – Un dessin näıf.

En outre, nous arrivons aussi à décrire un inverse birationnel de M0,2g 99K p
−1
Pc

(N), qui

dépend du choix d’un diviseur reduit N ∈ |2D|. Cette application associe un morphisme

surjectif de faisceaux

(2.1.3) O⊕2
C → ON

à une configuration de points (p1, . . . , pn) dans P1. Le noyau du morphisme (2.1.3) est un

fibré vectoriel de rang 2 et l’application inverse envoie la configuration de points sur ce noyau

tordu par OX(D).

Cette application a été ultérieurement développé et généralisée à un contexte plus large

dans [27]. Nous allons donc la présenter dans une plus grande généralité ci-dessous.
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Remarque 2.1.4. Un travail en collaboration avec M. Mella vise à développer ces méthodes

afin de prouver que SUC(2) est rationnel si C est de genre 3.

2.2 Le cas de rang > 2, les systèmes cohérents et les quotients

(Pn)d//SL(n + 1)

Dans l’article [27], j’ai cherché à généraliser la construction de [5] aux cas de rang supérieur.

Naturellement dans ces cas nous ne disposons pas des applications classifiantes qui permettent

de décrire de belles géométries comme dans le cas du rang 2, pourtant certains aspects peuvent

être également développés.

Soit UC(r) l’espace de modules de fibrés vectoriels semi-stables de degré 0 de rang r

sur une courbe lisse, complexe C de genre g. L’approche de [27] se base sur l’étude de la

structure birationnelle de UC(r) et SUC(r) par le biais de l’étude d’un espace de modules de

fibrés vectoriels �décorés �, notamment l’espace de modules de systèmes cohérents.

2.2.1 Les systèmes cohérents et la structure de leurs espaces de modules

Un couple (F, V ) est un système cohérent de type (r, d, k) sur la courbe C si F est un fibré

vectoriel de rang r et degré d sur C et V ⊆ H0(F ) est un sous-espace vectoriel de dimension

k.

Un sous-système cohérent propre de (F, V ) est un couple (G,W ) où G est un sous-fibré

de F et W ⊆ V ∩H0(F ), avec (G,W ) 6= (F, V ).

Il existe aussi une notion de stabilité des systèmes cohérents, qui dépend d’un paramètre

réel α. Pour tout réel α, nous définissons la α-pente d’un système cohérent (F, V ) de type

(r, d, k) comme suit :

µα(F, V ) =
d

r
+ α

k

r
.

Définition 2.2.1. Un système cohérent (F, V ) est α−stable (resp. α−semi-stable) si pour

tout sous-système cohérent propre (G,W ) de (F, V ) nous avons :

µα(G,W ) < µα(F, V ) (resp. ≤).

Il existe alors une famille finie d’espaces de modules qui dépendent de la valeur de α

(voir [36], section 2). Dans la suite de ce mémoire, nous écrirons Gα(r, d, k) pour l’espace de

modules de systèmes cohérents, où α est le paramètre réel et r, d et k les paramètres discrets

définis précédemment.

Dans [27] nous avons démontré que, si α > g(r − 1), l’espace de modules Gα(r, rg, r) a

une structure de fibration naturelle.

Théorème 2.2.2. (cf. [27], Thm. 1.1) Soit C une courbe complexe lisse de genre g > 1,

non-hyperelliptique si g > 2, et soit α > g(r − 1). Alors Gα(r, rg, r) est birationnel à une

fibration au-dessus de C(rg) dont les fibres sont des quotients GIT (Pr−1)rg//SL(r).

Si α > g(r − 1), l’espace de modules Gα(r, rg, r) étant birationnellement équivalent à

UC(r), un résultat analogue au Thm. 2.2.2 est valable pour UC(r). Notamment, si nous

considérons le sous-espace de modules SUC(r) ⊂ UC(r) des fibrés vectoriels avec déterminant

trivial nous obtenons l’énoncé suivant :
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Théorème 2.2.3. (cf. [27], Thm. 1.2) L’espace de modules SUC(r) est birationnel à une

fibration au-dessus de P(r−1)g dont les fibres sont des quotients GIT (Pr−1)rg//SL(r).

Soit V un espace vectoriel de dimension r. L’idée principale de la preuve du théorème 2.2.2

est de construire une famille plate de systèmes cohérents de type (r, rg, r) sur C au-dessus

d’un ouvert de (P(V ))rg, en ayant fixé un diviseur B effectif de degré rg sur C.

Soit v = (v1, . . . , vrg) ∈ P(V )rg, v définit un morphisme surjectif de faisceaux V ∗⊗OC → OB
comme suit : c’est le morphisme nul en dehors du support de B et il est obtenu en prenant

un relèvement de vi à V ∗ et en l’appliquant à la fibre de V ∗ ⊗ OC au-dessus de xi ∈ B. En

effet, le morphisme dépend du choix du relèvement, mais le noyau de la suite

(2.2.1) 0 −→ ker(v) −→ V ∗ ⊗OC
v−→ OB → 0,

est bien défini sur P(V )rg. Donc les fibrés Fv := ker(v)∗, pour v ∈ P(V )rg, forment une

famille de fibrés vectoriels de rang r sur C avec déterminant OC(B) ; en tordant de manière

appropriée, nous pouvons obtenir des fibrés de degré zéro. Les fibrés Fv sont génériquement

engendrés par un sous-espace deH0(C,Fv) de dimension r qu’on nomme Vv. Le couple (Fv, Vv)

est un système cohérent de type (r, rg, r) ; en outre la famille (Fv, Vv) est invariante sous

l’action diagonale de SL(r) sur P(V )rg, donc elle est bien définie sur (Pr−1)rg//SL(r).

L’une des conséquences du Thm. 2.2.2 est que nous obtenons une bijection entre le fi-

bré vectoriel général (ou le système cohérent) et un ensemble de rg points dans Pr−1. Il

est, donc, parfaitement justifié de comparer la stabilité GIT d’un ensemble de points dans

(Pr−1)rg//SL(r) avec la µ-stabilité des fibrés vectoriels et la α-stabilité des systèmes cohé-

rents. Par exemple, nous trouvons que, si α > g(r − 1), la (semi-) stabilité d’un ensemble de

points implique la α-(semi-)stabilité du système cohérent associé.

2.2.2 Applications aux variétés de Coble

Comme dans [5], le théorème 2.2.3 nous permet de donner une description explicite plus

précise de la géométrie projective de la fibration de SUC(r) dans le cas r = 3, g = 2. En effet,

pour une courbe de genre 3 SUC(3) est un revêtement double de P8 ramifié le long d’une

hypersurface C6 de degré 6 appelée sextique de Coble-Dolgachev [104]. Notre résultat est le

suivant :

Théorème 2.2.4. (cf. [27] Thm. 7.1 et Cor. 7.1) La sextique de Coble-Dolgachev C6 est

birationnelle à une fibration au-dessus de P4 dont les fibres sont des quartiques d’Igusa. Plus

précisément, C6 contient une famille de dimension 4 de quartiques d’Igusa, paramétrée par

un sous-ensemble ouvert de P4.

Nous rappelons que la quartique d’Igusa est une hypersurface quartique modulaire dans

P4 qui est en relation avec certains quotients GIT classiques (voir e.g. [49]) et certains espaces

de modules. Notamment, cette quartique est isomorphe à la compactification de Satake A2(2)

de l’espace de modules de surfaces abéliennes principalement polarisées avec une structure de

niveau 2. Sa variété duale est une hypersurface cubique de dimension 3 appelée cubique de

Segre, qui est isomorphe au quotient GIT (P1)6//SL(2).

Si r = 2 et g = 3, alors SUC(2) est plongée dans P7 comme une hypersurface quar-

tique remarquable C4 appelée quartique de Coble [114]. Les méthodes développées dans [27]

permettent de donner une preuve élémentaire du résultat suivant, déjà énoncé dans [5] :
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Proposition 2.2.5. (cf. [27], Prop. 7.3) La quartique de Coble C4 est birationnelle à une

fibration au-dessus de P3 dont les fibres sont des cubiques de Segre. Il existe une famille de

dimension 3 de cubiques de Segre contenues dans C4.

2.3 Compactifications de M0,n et théorie géométrique des in-

variants

Lors de la rédaction de [5], je me suis rendu compte que l’application polynomiale (2.1.2)

qui contracte toutes les courbes rationnelles normales qui passent par 2g points fixés dans

P2g−2 devait avoir une description modulaire plus précise. Le résultat des recherches effectuées

dans cette direction constitue l’article [26].

2.3.1 Interprétations de deux compactifications deM0,n en termes de courbes

rationnelles normales

Il existe plusieurs manières de compactifier M0,n. Nous avons déjà introduit la compac-

tification GIT (voir par exemple [49]). Cela consiste d’abord à considérer l’algèbre Rn1 des

sections SL(2)-invariantes de toutes les puissances d’une polarisation L sur (P1)n. Ensuite

nous définissons la compactification (ou quotient) GIT (P1)2g//SL(2) comme Proj(Rn1 ).

Cette variété contient tous les points semi-stables par rapport à une linéarisation de l’action

de SL(2). En outre, la variété (P1)2g//SL(2) est naturellement plongée dans l’espace projec-

tivisé P(H0((P1)n, L)SL(2))∗ des sections invariantes de la polarisation. La compactification

de Deligne-Mumford M0,n est toujours lisse, par contre celle GIT est singulière le long du

lieu strictement semi-stable.

Les deux espaces M0,n et (P1)2g//SL(2) contiennent M0,n en tant que sous-ensemble

ouvert mais la compactification fourni parM0,n est légèrement plus fine sur le bord. De plus,

il existe un morphisme de contraction surjectif

cn :M0,n → (P1)2g//SL(2)

qui contracte certains sous-schémas du bord de M0,n. Par contre, la restriction de cn au

sous-ensemble ouvert M0,n est un isomorphisme.

Les applications qui contractent toute courbe rationnelle normale, découvertes par hasard

dans [5], créent un lien intéressant entre ces deux compactifications de M0,n, les courbes

rationnelles et les systèmes linéaires sur l’espace projectif.

La relation entre courbes rationnelles normales et M0,n a été formalisé en termes modernes

par Kapranov dans [83] et [82] (voir aussi [49], section III.2). Suivant l’idée de Kapranov,

nous appelerons courbe de Veronese une courbe rationnelle normale de degré m dans Pm,

avec m ≥ 2, i.e. une courbe projectivement équivalente à P1 dans sons mème plongement

de Veronese. Un résultat classique est que par n’importe quel ensemble de n + 3 points en

position générale dans Pn passe une unique courbe de Veronese.

Soit H le schéma de Hilbert qui paramètre tous les sous-schémas de Pn−2. Kapranov a

remarqué ([83], Thm. 0.1) qu’il existe un isomorphisme entre le sous-schéma V0(p1, . . . , pn) ⊂
H des courbes de Veronese qui passent par n points fixés pi en position générale dans Pn−2

et M0,n. Ensuite il a étendu cela à un isomorphisme
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(2.3.1) κn :M0,n −→ V (p1, . . . , pn),

où V (p1, . . . , pn) est la adhérence de V0 dans H. L’espace V0(p1, . . . , pn) est le sous-schéma

de H qui paramètre toutes les courbes rationnelles normales non-dégénérées de degré n− 2.

Donc, en prenant la adhérence V , nous admettons aussi les courbes rationnelles réductibles.

Nous appellerons ces courbes de bord courbes de Veronese reductibles.

Soit n un entier positif. Considérons un ensemble W de points généraux ei, i = 1, . . . , 2n

dans P2n−2 et le système linéaire |Ω2n| des formes de degré n qui s’annulent avec multiplicité

n − 1 en les 2n points de W . Appelons ϕΩ2n l’application rationnelle associée au système

linéaire |Ω2n|. Le résultat principal de [26] est le suivant :

Théorème 2.3.1. (cf. [26], Thm. 1.1) Il existe un isomorphisme

|Ω2n| ∼= PH0((P1)2n, L)SL(2)

et la adhérence de l’image de

ϕΩ2n : P2n−2 99K PH0((P1)2n, L)SL(2)

est (P1)2g//SL(2). La adhérence de la fibre de ϕΩ2n au-dessus de chaque point p ∈ M0,2n ⊂
(P1)2g//SL(2) est la courbe de Veronese (éventuellement réductible) associée au point p via

l’isomorphisme κn.

Il existe aussi un lien étroit entre l’application rationnelle ϕΩ2n et les applications d’oubli

naturelles fi :M0,2n+1 →M0,2n qui oublient un marquage. En effet, comme il a été vu dans

le théorème 2.1.3, il existe une suite d’éclatements, qui donne lieu à un morphisme birationnel

b2n+1 :M0,2n+1 → P2n−2. Le fait queM0,2n+1 et P2n−2 sont birationnels implique qu’il existe

une application rationnelle ϕΛ2n : P2n−2 → (P1)2n//SL(2), génériquement de dimension

relative 1, qui fait commuter le diagramme suivant :

(2.3.2) M0,2n+1

b2n+1

��

f2n+1 //M0,2n

c2n
��

P2n−2
ϕΛ2n// (P1)2g//SL(2)

En effet, l’application ϕΛ2n : P2n−2 → (P1)2n//SL(2) est exactement la composée de l’inverse

birationnelle de b2n+1 avec c2n ◦f2n+1. Il s’avère enfin que notre application ϕΩ2n est la flèche

manquante ϕΛ2n . Naturellement, le diagramme 2.3.2 existe aussi pour les courbes pointées

un nombre impair de fois, mais une description polynomiale semblable de la flèche ϕΛ2n

n’est pas possible. Dans un premier temps, j’avais remarqué que cela était plus compliqué

car la preuve de mes résultats utilise fréquemment la parité du nombre de points marqués.

Ensuite N.Giansiracusa m’a fait remarquer que cela est une conséquence d’une formule assez

élémentaire pour les fibrés en droites de blocs conformes, conséquence détaillée dans la section

2.4.

Une autre description explicite du même espace de modules par des systèmes linéaires

sur des espaces projectifs a été donnée par C.Kumar dans ses remarquables articles [89, 90].
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En poursuivant le travail de A.Coble sur la variété de Weddle [42, 43], Kumar généralise

la rationalisation classique de la cubique de Segre (c’est-à-dire (P1)6//SL(2)) donnée par

les quadriques qui passent par cinq points généraux dans P3 et donne une interprétation

de cette construction en termes de fibrés vectoriels. Comme I.Dolgachev a remarqué, notre

construction et celle de Kumar sont étroitement liées. Leur relation est détaillée dans [26].

2.3.2 Géométrie birationnelle et fibrations de M0,n

Il convient maintenant d’avoir un regard légèrement différent sur ces résultats, notamment

interprétés comme des fibrations de M0,n.

Définition 2.3.2. Une fibration deM0,n est un morphisme surjectif et propre f :M0,n → X

avec f∗OM0,n
= OX , où X est un schéma avec dim(X) < dim(M0,n).

Si f est une fibration alors X est irréductible, normal et projectif.

Il est maintenant clair que la géométrie deM0,n, et notamment la description de ses cônes

des diviseurs amples et semi-amples, est plus compliquée que celle de Mg,n pour g > 0. Par

exemple, les théorèmes importants suivants ont été prouvé seulement pour g ≥ 1 [59] :

Théorème 2.3.3. (cf. [59], Cor. 0.10) Soit g ≥ 1, alors toute fibration de Mg,n vers une

variété projective se factorise via une application d’oubli Mg,n →Mg,i avec i < n.

Théorème 2.3.4. (cf. [59], Cor. 0.11) Soit g ≥ 1 et f :Mg,n → X un morphisme birationnel

vers une variété projective. Alors le lieu exceptionnel de f est contenu dans le bord de Mg,n.

En particulier X est encore une compactification de Mg,n.

Comme nous l’avons déjà souligné, de manière assez inattendue, il n’y a pas encore de

théorèmes analogues très généraux en genre 0. A.Bruno et M.Mella prouvent dans [2] que si

f :M0,n → X est une fibration linéaire (i.e. l’image de la fibre générique dans Pn−3 via une

contraction de Kapranov est un sous-espace linéaire) alors il existe une factorisation f = g◦h,

où h est un morphisme d’oubli et g un morphisme birationnel. En effet, pour tout n > 2 pair,

les fibrations définies par les applications c2n ◦ f2n+1 sont des exemples de ce phénomène.

Plus précisément, les courbes rationnelles normales en question sont exactement les images

de certaines droites via une inversion de Cremona. D’autre part, le morphisme de contraction

c2n = ϕ̃Ξ2n est un exemple en genre 0 d’un morphisme birationnel comme il est décrit dans

le théorème 2.3.4. Cela arrive parce que c2n se factorise par M0,n/Σ2n et le Thm. 1.3 (2) de

[86] montre que tout diviseur NEF non-trivial deM0,n/Σ2n est big. Cela implique que toute

fibration de M0,n/Σ2n vers une variété projective est birationnelle. Comme la restriction de

c2n à M0,2n est un isomorphisme, le lieu exceptionnel est nécessairement contenu dans le

bord.

Remarque 2.3.5. J’ai récemment découvert que le cas n = 3 de la construction de [26] avait

été utilisé il y a 15 ans dans [47] afin de prouver le principe de Hasse pour les 3-variétés

cubiques avec 6 points singuliers. Avec D.Coray, depuis quelques mois, nous essayons de

généraliser la construction de [47] aux cas n > 3. Conjecturelement, cela pourrait permettre

de prouver le principe de Hasse pour d’autres hypersurfaces singulières : des quartiques dans

P6 avec 8 points triples, des quintiques dans P8 avec 10 points de multiplicité 4, etc.
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2.4 Formules de factorisation pour les configurations de points,

les revêtements cycliques de la droite et les blocs conformes

Comme il a déjà été vu dans la section précédente, un objet fondamental dans la théorie

des invariants est l’anneau des invariants pour n points ordonnés dans l’espace projectif. Il

est naturel de donner des poids aux points et, par conséquent, de regarder les invariants dans

un anneau multi-gradué. En effet, l’anneau des sections de tous les fibrés en droites sur (Pd)n,

appelé anneau de Cox, est gradué par le groupe Zn et l’action diagonale de Aut(Pd) préserve

cette graduation. En prenant le Proj de l’anneau des invariants par rapport à l’action définie

par c ∈ Zn, on obtient, comme il a déjà été vu dans la section précédente, un quotient GIT

(Pd)n//cSL(d + 1), qui est défini avec un plongement projectif dans un espace d’invariants.

Des générateurs pour l’anneau d’invariants sont donnés par les fonctions tableaux (de Young),

qui apparaissent dans beaucoup de disciplines mathématiques, notamment en théorie de la

représentation et en calcul de Schubert [57]. En tensorisant avec Q afin de permettre des

degrés fractionnaires, l’espace des poids possibles prend naturellement la forme d’un hyper-

symplexe :

c ∈ ∆(d+ 1, n) = {(c1, . . . , cn) ∈ Qn | 0 ≤ ci ≤ 1,
∑

ci = d+ 1}.

L’idéal des relations pour d = 1 et multi-degré arbitraire c a été déterminé récemment dans

une série d’articles importants [67]. Dans l’article [28] avec N.Giansiracusa, nous avons étudié

la géométrie de certains systèmes d’invariants, en la mettant en relation avec des classes

de fibrés en droites sur M0,n obtenus via les blocs conformes (des objets qui apparaissent

naturellement en physique théorique) et les revêtements cycliques de P1.

2.4.1 Factorisation des invariants

Dans notre premier théorème principal, nous avons mis en relation les invariants pour

d > 1 avec les invariants sur des espaces projectifs de dimension plus basse. Ce théorème

montre aussi comment, même en partant avec un vecteur démocratique de poids c (i.e. les

poids sont tous égaux), des poids non-symétriques apparaissent lorsque les configurations de

points dégénèrent :

Théorème 2.4.1. (cf. [28], Thm. 1.1) Fixons des entiers n = n1 + n2 et d = d1 + d2 avec

ni ≥ 2, di ≥ 1, et considérons deux sous-espaces linéaires génériques Pdi ⊆ Pd. Pour tout

c ∈ ∆(d+ 1, n) tel que

d1 ≤
n1∑
i=1

ci ≤ d1 + 1 and d2 ≤
n∑

i=n1+1

ci ≤ d2 + 1,

la restriction d’un invariant de multi-degré c à Pd1 ∪ Pd2 ⊆ Pd est un produit d’invariants

avec multi-degré c′ := (c1, . . . , cn1 , (
∑n

i=n1+1 ci) − d2) et c′′ := (cn1+1, . . . , cn, (
∑n1

i=1 ci) − d1)

pour les Pdi.

En outre, en étudiant les plongements projectifs des quotients induits par ces invariants,

nous démontrons :

Théorème 2.4.2. (cf. [28], Thm. 1.2) En gardant la même notation, il existe un morphisme

d’attachement

γ : (Pd1)n1+1//c′SL(d1 + 1)× (Pd2)n2+1//c′′SL(d2 + 1) −→ (Pd)n//cSL(d+ 1).
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Le plongement projectif du codomaine se restreint au produit de Segre des plongements pro-

jectifs des deux composantes du produit : γ∗Oc(1) ∼= Oc′(1)�Oc′′(1).

Dans [28], nous avons étudié les relations entre (P1)n//SL(2) etM0,n sous une perspective

différente de celle de [26]. D’autres points de vue avaient été considérés dans [82, 4].

En effet, grâce à [115, Theorem 1.1], pour tout 1 ≤ d ≤ n−3 et c ∈ ∆(d+1, n) il existe un

morphisme ϕ :M0,n → (Pd)n//cSL(d+ 1) qui envoie une configuration de points distincts de

P1 sur la configuration correspondante dans Pd via le dème morphisme de Veronese. Le point

générique d’un diviseur de bordM0,n1+1×M0,n2+1 ⊆M0,n est envoyé sur une configuration

qui est jacente sur l’union de deux courbes rationnelles normales C1 ∪ C2 ⊆ Pd1 ∪ Pd2 avec

deg(Ci) = di et avec un noeud au point Pd1 ∩ Pd2 . Nous avons donc défini un fibré GIT

comme un fibré en droites surM0,n de la forme Gd,c := ϕ∗O(1). Une conséquence importante

du théorème 2.4.2 est donc la suivante :

Corollaire 2.4.3. (cf. [28], Cor. 1.3) La restriction d’un fibré Gd,c à n’importe quel diviseur

de bord de M0,n est de la forme Gd1,c′ � Gd2,c′′.

En s’inspirant de la théorie des blocs conformes, nous avons appelé ce phénomène ”facto-

risation”.

2.4.2 Revêtements cycliques et fibrés de Hodge

On peut regarder une configuration de points sur P1 comme l’ensemble des points de

ramification d’un revêtement. De cette manière nous tombons naturellement sur des espaces

de modules de courbes algébriques de genre positif. Plus précisément, étant donné des entiers

n ≥ 4, r ≥ 2, et c ∈ Zn avec ci ≥ 0 et r |
∑n

i=1 ci, il existe une application M0,n → Mg

qui envoie une configuration (P1, p1, . . . , pn) sur le revêtement cyclique de degré r ramifié en∑n
i=1 cipi. Si pi = [xi : 1], c’est précisément le modèle régulier de l’extension du corps de

fonctions C(x) donnée par yr = (x−x1)c1 · · · (x−xn)cn . Le genre du revêtement cyclique est

déterminé par la formule de Riemann-Hurwitz :

(2.4.1) g =
1

2
(2− 2r +

n∑
i=1

(r − gcd(ci, r)).

Cette application a été etudiée par Fedorchuk dans [56] : il montre qu’elle s’étend à un

morphisme fc,r :M0,n →Mg. Nous montrons dans [28] un autre type de factorisation. Nous

démontrons que la restriction à un diviseur de bord de ce morphisme est essentiellement le

produit de morphismes du même type (cf. Fig. 2.2) :

Théorème 2.4.4. (cf. [28], Prop. 1.4) Pour n = n1 +n2, avec ni ≥ 2, il existe un diagramme

commutatif

(2.4.2) M0,n1+1 ×M0,n2+1
� � //

**
(fc′,r,fc′′,r)

��

M0,n

fc,r

��

(Mg1,s ×Mg2,s)/Ss

((tt
Mg1 ×Mg2 Mg1,s ×Mg2,sπ

oo
ρ

//

OO

Mg

où π est le produit de deux morphismes d’oubli, ρ est une application d’attachement (voir

Fig. 2.3), s = g− (g1 + g2) + 1, et c′ = (c1, . . . , cn1 ,
∑n

i=n1+1 ci), c
′′ = (cn1+1, . . . , cn,

∑n1
i=1 ci).
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-
1

Figure 2.2 – La limite d’un revêtement de degré r = 4 avec des poids c = (2, 1, 3, 3, 1, 2) est

obtenue en encollant deux revêtements avec poids c′ = (2, 1, 3, 2) et c′′ = (2, 3, 1, 2) en deux

points situés au-dessus du noeud de ramification.

*
*
*
*

*
*
*
*

Figure 2.3 – L’application d’attachement ρ :M3,4 ×M2,4 →M8.

Les revêtements cycliques ont une grande variété d’applications. Notamment, ils ont été uti-

lisés afin d’étudier des sous-variétés spéciales dans l’espace de modules de variétés abéliennes

[110, 23], et des courbes et des diviseurs dans l’espace de modules de courbes [40, 56]. La

restriction du fibré de Hodge Eg →Mg au lieu qui paramètre les revêtements cycliques joue

un rôle important dans plusieurs de ces applications. En étudiant les fibrés de Hodge dans le

théorème 2.4.4, nous déduisons :

Corollaire 2.4.5. (cf. [28], Cor. 1.5) La restriction de det f∗c,rEg à tout diviseur de bord de

M0,n est de la forme det f∗c′,rEg1 � det f∗c′′,rEg2.

Nous remarquons effectivement une ressemblance structurale entre ces fibrés en droites dé-

terminants et les fibrés en droites GIT qui ont été décrit précédemment. Nous avons formalisé

cela dans le cadre que nous allons développer dans la section suivante.

2.4.3 Règles de factorisation

Le modèle de Wess-Zumino-Witten (WZW) produit une classe importante de théories

conformes des champs 2-dimensionnelles. Notamment, pour toute algèbre de Lie simple com-

plexe g de dimension finie, tout niveau l ∈ N, et n-uple λ de poids dominants entiers, le

modèle WZW produit un fibré vectoriel algébrique sur Mg,n, que nous notons V(g, l, λ). La

fibre de ce fibré au-dessus d’une courbe marquée [C, p1, . . . , pn] ∈ Mg,n, appelée espace de

blocs conformes , est un espace vectoriel complexe de dimension finie qui peut être réalisé

comme un espace de fonctions thêta paraboliques généralisées si C est lisse, et qui, en gé-

néral, est construit comme un espace de coinvariants. Une définition soigneuse de cet espace

vectoriel est présentée dans l’appendice A.
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Ces fibrés de blocs conformes ont été largement étudiés dans les années 90 à cause de

leurs relations avec la physique mathématique, la géométrie algébrique, et la théorie des

représentations [132, 54, 10, 133, 140, 123, 105, 52].

Un outil qui s’est révélé particulièrement important dans l’étude des fibrés de blocs

conformes est la formule de Verlinde, qui calcule le rang des fibrés de blocs à partir des

paramètres discrets qui entrent en jeu. La plupart des preuves de la formule ont leurs ra-

cines dans les règles de factorisation, qui décrivent par exemple l’espace vectoriel au-dessus

d’une courbe irréductible C en termes des espaces vectoriels au-dessus des composantes d’une

courbe réductible qui est un dégénérescence de C. L’idée est que, en construisant une fonction

numérique qui reproduit les règles de factorisation et qui donne les dimensions des espaces

de blocs lors de cette dégénérescence, nous pouvons construire un anneau, appelé l’anneau de

fusion, dont la théorie de représentation contient des informations sur la formule de Verlinde

et fournit une manière élégante de les démontrer (voir [10]).

Récemment il y a eu beaucoup d’activité sur le modèle WZW, largement due aux formules

de Fakhruddin sur les classes de Chern des fibrés de blocs conformes [53]. Ces formules

fournissent une méthode pour déterminer les classes d’isomorphisme des fibrés en droites

déterminants associés, par le biais de la théorie d’intersection. Cela a ouvert beaucoup de

perspectives sur la géométrie de ces objets, notamment dans le cas de genre 0. [53, 6, 134,

50, 56, 115, 58, 1].

Dans [28] nous introduisons une version abstraite de la factorisation de WZW qui est

conceptuellement ”orthogonale” aux règles de fusion. D’une part, les règles de fusion se

concentrent sur le rang des fibrés de blocs conformes lors de la dégénérescence de la courbe

sous-jacente, en oubliant toute autre information, d’autre part notre construction s’applique

seulement aux fibrés de rang 1, mais par contre elle décrit la classe d’isomorphisme de ces

fibrés en droites.

Pour tout I ⊆ {1, . . . , n} avec 2 ≤ |I| ≤ n − 2, il existe une application de bord ∂I :

M0,I+1×M0,Ic+1 ↪→M0,n, où Ic := {1, . . . , n}r I est l’ensemble complémentaire d’indices.

Cela induit un morphisme de restriction ∂∗I : Pic(M0,n)→ Pic(M0,I+1 ×M0,Ic+1).

Définition 2.4.6. (cf. [28], Def. 2.2) Un système de factorisation divisorielle est un sous-

ensemble

L ⊆
⋃
n≥3

Pic(M0,n)

qui est fermé par rapport à la restriction au bord : si L ∈ L est dans Pic(M0,n) pour un n ≥ 4,

et I ⊆ {1, . . . , n} satisfait 2 ≤ |I| ≤ n− 2, alors ∂∗IL = L′ � L′′ pour certains L′, L′′ ∈ L. Si

nous nous donnons un ensemble S, nous disons que le système L est S-pondéré s’il existe 1

Φ = (Φ3,Φ4, . . .) ∈
∏
n≥3

HomEns(S
n,Pic(M0,n))

telles que L =
⋃
n≥3 Im Φn. Nous pouvons donc appeler Φ une S-pondération pour L.

L’interprétation de cette définition est qu’une S-pondération fournit une manière de spé-

cifier un fibré en droites sur M0,n en spécifiant un élément de S pour chaque point marqué.

La restriction de ce fibré en droites à un diviseur de bord est donc déterminée par un élément

de S pour tout point marqué comme précédemment, plus des éléments de S pour chacun des

1. Ens indique que nous considérons les morphismes dans la catégorie des ensembles.
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deux points d’attachement. En tout cas, nous ne demandons pas que les poids qui déterminent

ce fibré en droites restreint soient uniques.

Définition 2.4.7. (cf. [28], Def. 2.4) Si nous nous donnons un système S-pondéré (L,Φ),

une règle de factorisation divisorielle est une collection de couples d’applications (φI , ψI), φI :

Sn → S|I|+1, ψI : Sn → S|I
c|+1, pour chaque n ≥ 4 et I comme ci-dessus, satisfaisant

∂∗I ◦ Φn = (Φ|I|+1 ◦ φI)� (Φ|Ic|+1 ◦ ψI).

Théorème 2.4.8. (cf. [28], Prop. 2.5) Si deux systèmes admettent la même règle de facto-

risation divisorielle, alors leurs fibrés en droites sont isomorphes pour tout n ≥ 4 s’ils le sont

pour n = 4.

Le vecteur c fournit une notion de poid pour les points marqués dans le contexte des fibrés

Gd,c sur M0,n, et par le Corollaire 2.4.3 ces fibrés en droites forment un système de facto-

risation divisorielle. De manière semblable, le vecteur avec les multiplicités de ramification

pour un revêtement cyclique donne des poids pour les points sur P1 et le Corollaire 2.4.5 im-

plique que les restrictions des classes de Hodge à ces lieux de revêtements cycliques pondérés

forment un autre système de factorisation. Ces classes de Hodge sont étroitement liées aux

fibrés en droites étudiés par Fedorchuk dans [56], définis en prenant d’abord la décomposition

en µr-fibrés propres de la restriction du fibré de Hodge et puis en prenant les déterminants

de ces composantes directes. Il se trouve que même cette classe de fibrés en droites, que nous

appelons fibrés cycliques, forme un système de factorisation divisorielle. L’objectif principal

de [28] était de prouver que les règles de factorisation divisorielle des fibrés GIT, des fibrés

cycliques, et d’une certaine classe de fibrés en droites de blocs conformes (CB) cöıncident

toutes.

Théorème 2.4.9. (cf. [28], Thm. 1.7) Fixons n ≥ 4, r ≥ 2, et c ∈ Zn avec 0 ≤ ci < r et

r |
∑n

i=1 ci. Les fibrés en droites suivants sur M0,n sont isomorphes :

(i) le fibré vectoriel V(slr, 1, c) de bloc slr-conformes de niveau 1 avec poids fondamentaux

(ωc1 , . . . , ωcn) ;

(ii) le pullback de O(1) le long de l’application M0,n → (P
|c|
r
−1)n//cSL(|c|/r) qui envoie

une configuration de points sur la droite sur la configuration correspondante sur une

courbe rationnelle normale ;

(iii) le rème produit tensoriel du déterminant du µr-fibré propre du fibré de Hodge cor-

respondant au caractère unité, restreint au lieu des revêtements cycliques ramifiés avec

lieu de ramification pondéré par c.

En effet, pour le casM0,4
∼= P1 nous appliquons des résultats standard, donc le théorème

2.4.9 devient une application du théorème 2.4.8. L’identification des fibrés CB avec les fibrés

GIT a été prouvée dans [58, Theorem 3.2]. L’identification des fibrés cycliques par contre

est parue dans [56, Theorem 4.5]. Pourtant, dans tous les deux cas la preuve se base sur le

calcul du degré de la restriction à des courbes rationnelles contenues dans le bord, appelées

F -courbes. Une fois que les formules pour ces degrés sont obtenues, le problème se réduit à

un problème de nature numérique/combinatoire, notamment montrer que les trois formules

du degré cöıncide. Notre preuve en utilisant la factorisation montre que les isomorphismes

dans le théorème ont des propriétés de fonctorialité similaires dans ces trois constructions.
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Dans un travail en cours [29] avec N.Giansiracusa, D.Jensen et A.Massarenti, nous sommes

en train de donner une interprétation géométrique semblable aux fibrés de blocs conformes

sur les espaces de modules de courbes de genre positif.
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Chapitre 3

Catégories Dérivées et questions de

rationalité.

Le but de ce chapitre est de présenter les résultats les plus importants que j’ai obtenus

dans le domaine des catégories dérivées des variétés projectives et de leurs applications à

la géométrie birationnelle. Avant de commencer, je voudrais souligner le caractère encore

partiellement�expérimental�de la recherche dans ce domaine. En effet, il existe plusieurs phi-

losophies de recherche générales, que j’ai essayé d’esquisser dans l’introduction, qui relient

la géométrie birationnelle et les catégories dérivées. Souvent, l’objectif du chercheur dans ce

domaine est de formuler ces idées générales de manière précise et d’établir les classes de va-

riétés les plus larges possible pour lesquelles elles sont valables. L’une de ces philosophies de

recherche veut relier la géométrie birationnelle d’une variété projective aux décompositions

semi-orthogonales de sa catégorie dérivée.

Soit X une variété projective lisse ; nous allons noter Db(X) la catégorie dérivée des com-

plexes bornés de faisceaux cohérents. Pour une introduction efficace au langage des catégories

dérivées nous nous réfèrerons à [68].

3.1 Sous-catégories admissibles, orthogonalité et décomposi-

tions semi-orthogonales dans Db(X)

Dans cette section, nous allons rappeler quelques définitions de base, sur un corps arbi-

traire k, qui seront utiles dans la suite. SoitX une variété projective. Toutes les sous-catégories

de Db(X) que l’on considère sont triangulées. Dans ce chapitre, nous allons travailler sur le

corps des complexes dans les sections 3.2, 3.3 et 3.5, tandis que dans la section 3.4, sauf s’il

est précisé différemment, nous travaillerons sur un corps arbitraire k.

Définition 3.1.1. Si σ : A ↪→ Db(X) est une sous-catégorie pleine, on dit que A est admis-

sible si σ admet des adjoints à droite et à gauche (que l’on notera alors σ! et σ∗).

Définition 3.1.2. Soient A1, . . . ,An des sous-catégories pleines de Db(X). On dit que l’on

a une décomposition semi-orthogonale de Db(X) par les Ai, que l’on note :

Db(X) = 〈A1, . . . ,An〉,

si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

33
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– pour tout j > i, pour tout F ∈ Ai et pour tout G ∈ Aj on a Hom(G,F) = 0,

– pour tout F ∈ Db(X), il existe une suite longue de triangles :

0 = Fn // Fn−1

��

. . .Fk+1
// Fk

��

. . . F1
// F0 = F

��
An

\\

. . . Ak+1

__

. . . A1

XX

avec Ak ∈ Ak, pour tout 1 ≤ k ≤ n.

Nous remarquons que les Ak sont uniques à quasi-isomorphie près. Soit A ⊂ Db(X) une

sous-catégorie pleine. Nous appelons orthogonal à droite de A, que l’on note A⊥, la sous-

catégorie pleine de Db(X) définie par :

A⊥ = {F ∈ Db(X), Hom(A,F) = 0 pour toutA ∈ A}.

Il existe naturellement une définition analogue d’orthogonale gauche ⊥A.

Définition 3.1.3. Un objet exceptionnel dans une catégorie dérivée A est un objet E qui

satisfait les conditions Homi(E,E) = 0 lorsque i 6= 0 et Hom(E,E) = k.

La proposition suivante fait le lien entre admissibilité pour une sous-catégorie pleine A ⊂
Db(X) et décompositions semi-orthogonales de Db(X) en fonction de A.

Proposition 3.1.4. (cf. [34], [35]) Soit σ : A ⊂ Db(X) une sous-catégorie pleine de Db(X).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

– A est admissible dans X,

– on a les décompositions semi-orthogonales Db(X) = 〈A,⊥A〉 et Db(X) = 〈A⊥,A〉.

Définition 3.1.5. Soit A une catégorie k-linéaire avec Hom de dimension finie. Un foncteur

de Serre S : A→ A est une équivalence additive avec des isomorphismes bi-fonctoriels φA,B :

HomA(A,B)
∼→ HomA(B,S(A))∗, pour tous les objets A,B ∈ A.

Notons que si Db(X) admet un foncteur de Serre (par exemple si X est projective) alors

une décomposition semi-orthogonale :

Db(X) = 〈A,⊥A〉

donne lieu à une décomposition semi-orthogonale :

Db(X) = 〈A⊥,A〉

et réciproquement. Ainsi, pour montrer qu’une sous-catégorie pleine A ⊂ Db(X) est admis-

sible, il suffit de vérifier que l’on a une décomposition Db(X) = 〈A⊥,A〉.
Les décompositions semi-orthogonales sont particulièrement utiles lorsqu’elles peuvent

être reliées à des données géométriques intéressantes sur X. Les décompositions de Lef-

schetz, introduites par Kuznetsov dans [92], satisfont à cette exigence. Elles sont détailléess

dans l’appendice B. Il s’agit de décompositions semi-orthogonales particulièrement pratiques

pour l’étude d’un (ou plusieurs) fibrés en droites donnés sur le schéma X. Voir [92, Def. 4.1]

pour plus de détails.
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3.2 Décompositions semi-orthogonales et géométrie biration-

nelle : le cas des fibrés en coniques

L’un des défis les plus attractifs de la recherche dans la théorie des catégories dérivées est

de comprendre comment la géométrie d’une variété projective lisse X est codée dans Db(X).

L’un des axes principaux de recherche, développés pour la première fois par Bondal et Orlov

[32], est dédié à la compréhension du type d’informations que contient cette catégorie par

rapport à la géométrie birationnelle de X. L’approche la plus prometteuse et efficace consiste

en l’étude des décompositions semi-orthogonales

Db(X) = 〈A1, . . . ,Ak〉.

Dans beaucoup de cas intéressants (par exemple Pn ou les hypersurfaces quadriques lisses), on

dispose d’une décomposition dans laquelle les composantes Ai sont toutes (ou presque toutes)

équivalentes à la catégorie dérivée d’un point. En effet, on s’attend que, si une sous-catégorie

non-triviale apparâıt dans une telle décomposition, alors elle apporte des informations sur

la géométrie birationnelle de X. Cela est particulièrement évident pour de larges classes de

variétés avec dimension de Kodaira négative.

Par exemple, si X est le Fano 3fold V14, alors Db(X) admet une décomposition semi-

orthogonale avec une seule composante non-triviale, appelons-la AX . Une décomposition sem-

blable existe aussi pour toutes les hypersurfaces cubiques lisses dans P4. Kuznetsov a montré

que, si Y est l’unique 3fold cubique birationnel à X (voir [73]), alors AX est équivalente à la

composante non-triviale AY de Db(Y ). De plus, cette sous-catégorie est un invariant biration-

nel pour X [98]. En effet, dans [20] les auteurs prouvent, en reconstruisant la variété de Fano

des droites contenues dans Y en partant de AY , que AY détermine la classe d’isomorphisme

de Y . La catégorie dérivée d’une hypersurface cubique lisse de dimension 4 admet aussi une

décomposition avec un seul objet non-trivial, et Kuznetsov a conjecturé que la composante

non-triviale détermine la rationalité de la hypersurface cubique.

Dans cette partie, nous allons explorer les liens entre l’existence de certaines décompo-

sitions semi-orthogonales et la rationalité des fibrés en coniques sur des surfaces minimales

rationnelles. Dans les sections suivantes nous développerons le cas des fibrations en intersec-

tions de quadriques et de certains 4fold cubiques.

Définition 3.2.1. Soit S une surface projective lisse. Un fibré en coniques standard π : X →
S est un morphisme projectif, plat et surjectif dont les fibres schématiques sont isomorphes

à des coniques planes, tel que pour toute courbe irréductible D ⊂ S la surface π−1(D) est

irréductible (minimalité relative).

3.2.1 La théorie classique

La rationalité d’un fibré en coniques standard π : X → S sur une surface projective lisse S

est un problème classique (et encore partiellement ouvert) en géométrie algébrique complexe.

Une condition nécessaire pour la rationalité est que la Jacobienne intermédiaire J(X) soit

isomorphe, en tant que variété abélienne principalement polarisée (vapp dans la suite), à la

somme directe de Jacobiennes de courbes projectives lisses. Par exemple cela a permis [41]

de prouver la non-rationalité des 3fold cubiques lisses.

Le lieu discriminant d’un fibré en coniques standard est une courbe C ⊂ S avec au plus des

points doubles [9, Prop 1.2]. Les points lisses de C correspondent aux coniques formées par
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deux droites distinctes qui s’intersectent, les noeuds aux droites doubles. Donc on construit un

revêtement double étale naturel (un revêtement admissible si C est singulière [9]) C̃ → C de la

courbe discriminante en considérant les composantes irréductibles des coniques. La Jacobienne

intermédiaire est isomorphe à la variété de Prym P (C̃/C) (voir [9], section 3). Cela permet

de prouver la non-rationalité des fibrés en coniques sur P2 avec courbe discriminante de degré

plus grand que 6 ([9], section 4). Par ailleurs, nous remarquons facilement que, si S n’est pas

rationnelle ou C n’est pas connexe, alors X ne peut pas être rationnel. De plus, comme X

est standard, pa(C) est positif [75, Section 1].

Si S est une surface minimale rationnelle, Shokurov [126] a montré que X est rationnel si

et seulement si J(X) se scinde en somme directe de Jacobiennes de courbes lisses projectives.

Cela arrive seulement dans cinq cas :

si S = P2,

– soit C est une cubique,

– soit une quartique,

– soit une quintique et C̃ → C est induit par une thêta caractéristique paire ;

si S = Fn,

– soit C est hyperelliptique,

– soit trigonale,

et dans ces deux cas le morphisme vers P1 est induit par la projection le long du réglage

de S. Si S n’est pas minimale, Iskovskih conjecture que il n’y a essentiellement pas d’autres

cas [75].

3.2.2 L’approche avec les catégories dérivées

Dans l’article [17] avec M.Bernardara, nous avons abordé le problème en utilisant les dé-

compositions semi-orthogonales des catégories dérivées. En effet, dans [93] Kuznetsov consi-

dère le faisceau B0 des parties paires de l’algèbre de Clifford associée à la forme quadratique

qui définit une fibration en coniques (et plus généralement en quadriques) X → S. En par-

ticulier, il étudie la catégorie dérivée bornée Db(S,B0) des B0 algèbres cohérentes au-dessus

de S. On peut noter que Kuznetsov se base sur le travail de référence de Kapranov ([81], [80]

pour les catégories dérivées des quadriques).

Théorème 3.2.2. (cf. [93], Thm. 4.2) Il existe un foncteur plein et fidèle Φ : Db(S,B0) →
Db(X) qui donne la décomposition semi-orthogonale suivante pour la catégorie dérivée de X

Db(X) = 〈ΦDb(S,B0), π∗Db(S)〉.

Si S est une surface rationnelle, sa catégorie dérivée admet une suite exceptionnelle pleine,

qui implique la décomposition semi-orthogonale suivante :

(3.2.1) Db(X) = 〈ΦDb(S,B0), E1, . . . , Es〉,

où les {Ei}si=1 sont des objets exceptionnels. Donc, l’information non triviale sur la géométrie

du fibré en coniques est contenue dans la catégorie Db(S,B0). Nous remarquons aussi que

dans le cas où X est l’éclatement d’un 3fold cubique lisse Y le long d’une droite, Db(S,B0)
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contient la sous-catégorie AY , qui détermine la classe d’isomorphisme de Y (cf. [20]), comme

il a été mentionné au début de cette section.

Une approche différente du même problème, par la symétrie miroir homologique généra-

lisée, conduit aux conjectures exposées dans [84, 85].

Théorème 3.2.3. (cf. [17], Thm. 1.1) Soit π : X → S un fibré en coniques standard au-

dessus d’une surface rationnelle. Supposons que {Γi}ki=1 soient des courbes projectives lisses

et k ≥ 0, avec des foncteurs pleins et fidèles Ψi : Db(Γi) → Db(S,B0) pour i = 1, . . . k, tels

que Db(S,B0) admet une décomposition semi-orthogonale

(3.2.2) Db(S,B0) = 〈Ψ1D
b(Γ1), . . . ,ΨkD

b(Γk), E1, . . . , El〉,

où les Ei sont des objets exceptionnels et l ≥ 0. Alors J(X) =
⊕k

i=1 J(Γi) en tant que vapp.

Si S n’est pas rationnelle, et donc X non plus, alors le théorème 3.2.3 n’est plus valable.

Sa preuve s’appuie de façon importante sur la rationalité de S. Dans [17, Section 6.3] nous

construisons aussi un exemple d’un fibré en coniques standard au-dessus d’une surface non-

rationnelle où la sous-catégorie Db(S,B0) se décompose en catégories dérivées de courbes

projectives lisses et objects exceptionnels.

L’intêret du théorème 3.2.3 est double : d’un côté, c’est le premier exemple où des in-

formations sur les propriétés birationnelles (et sur les cycles algébriquement triviaux) sont

obtenues directement d’une décomposition semi-orthogonale. De l’autre côté, cela donne un

critère catégorique pour la rationalité des fibrés en coniques sur une surface minimale. En

effet, Shokurov [126, Section 10.1] montre qu’un fibré en coniques sur une telle surface est

rationnel si et seulement si la variété Jacobienne intermédiaire se scinde. Nous avons aussi

prouvé l’implication inverse par une analyse cas par cas.

Théorème 3.2.4. (cf. [17], Thm. 1.2) Si S est une surface rationnelle minimale, alors X

est rationnel et J(X) =
⊕k

i=1 J(Γi) si et seulement si il existe des foncteurs pleins et fidèles

Ψi : Db(Γi)→ Db(S,B0) et une décomposition semi-orthogonale

Db(S,B0) = 〈Ψ1D
b(Γ1), . . . ,ΨkD

b(Γk), E1, . . . , El〉,

où les Ei sont des objets exceptionnels et l ≥ 0.

La clé de la preuve du théorème 3.2.3 pour l’implication est l’étude des morphismes in-

duits par un foncteur plein et fidèle Ψ : Db(Γ) → Db(X) sur les motifs rationnels de Chow,

où Γ est une courbe lisse projective de genre positif. Ces morphismes ont été introduits par

Orlov [121]. Notamment, il faut montrer qu’un tel foncteur induit un morphisme injectif

ψ : J(Γ) → J(X) qui préserve la polarisation principale. Pour faire cela nous remarquons

d’abord que Ψ est forcément Fourier-Mukai, de noyau E ∈ Db(Γ × X), et donc admet un

adjoint, qui est FM aussi avec noyau F ∈ Db(Γ×X).

A partir de ces deux noyaux, nous définissons deux cycles mixtes e := ch(E) · Td(X) et

f := ch(F)·Td(X) dans CH•Q(X×Γ) grâce auxquels nous pouvons décrire une correspondance

fonctorielle entre foncteurs dérivés de Fourier-Mukai et applications motiviques. En effet, en

prenant les composantes ei et fi ∈ CH i
Q de dimension pure des cycles mixtes e et f , nous

obtenons des applications motiviques ei : h(Γ) → h(X)(i −m) et fi : h(X)(i −m) → h(Γ).
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La formule de Grothendieck-Riemann-Roch assure que la composée f · e induit l’identité

Id : h(Γ)→ h(Γ) sur le motif de la courbe.

Donc, en utilisant l’application définie par e sur le motif h(Γ) et la décomposition de

Chow-Künneth du motif d’un fibré en coniques décrite dans [113, Thm. 1], nous prouvons

qu’il existe une isogénie entre J(Γ) et une sous-variété de la Jacobienne intermédiaire J(X).

L’argument est un peu technique mais n’est pas difficile. Il existe une unique composante

(qui correspond à la Jacobienne intermédiaire, isomorphe à la variété de Prym du revêtement

double associé C̃ → C) non-discrète dans la décomposition de Chow-Künneth du motif d’un

fibré en coniques au-dessus d’une surface rationnelle. Nous notons cette composante P (C̃/C).

De la même façon, il existe une unique composante h1(Γ) (qui correspond à la Jacobienne

de la courbe) dans la décomposition du motif d’une courbe de genre positif. Donc, comme

la composition f · e est égale à l’identité, h1(Γ) est isomorphe à une composante directe de

P (C̃/C). Par un argument standard, cela implique qu’il existe une isogénie entre J(Γ) et une

sous-variété abélienne de J(X), dont on peut prouver l’injectivité, donc un isomorphisme sur

une sous-vapp de J(X). Ensuite, l’existence de la décomposition semi-orthogonale implique

la bijectivité de la somme des ψi pour les courbes Γi.

Pour la réciproque il est suffisant de construire d’une décomposition semi-orthogonale

comme celles du théorème 3.2.4 pour chacun des cinq types (plus precisement, les cinq types

de dégénérescence : cubique plane, quartique plane, etc.) de fibrés en coniques standard

rationnels et toute courbe de dégénérescence. Ceci grâce au lemme suivant :

Lemma 3.2.5. (cf. [17], Rem. 3.2) Soit S une surface lisse et rationnelle. Soient π : X → S,

π′ : X ′ → S deux fibrés en coniques standard, et B0 et B′0 les faisceaux des parties paires des

algèbres de Clifford leur associés. Si X et X ′ ont le même revêtement double associé C̃ → C,

alors B0 est isomorphe à B′0. En particulier, les catégories dérivées Db(S,B0) et Db(S,B′0)

sont équivalentes.

Dans chacun des cas possibles, nous donnons une construction explicite comme suit :

X
π

��

χ

  
S Zoo

où Z est un 3fold lisse rationnel avec une décomposition semi-orthogonale connue, π : X → S

est induit en résolvant un système linéaire explicite sur Z (éventuellement avec lieu de base),

et χ : X → Z est l’éclatement d’une (au moins) courbe lisse dans le lieu de base du système

linéaire. En effet, il existe une formule explicite d’Orlov [118] qui fournit une décomposition

semi-orthogonale de la catégorie dérivée d’un éclatement. Les décompositions de Db(S,B0)

sont obtenues en comparant par des mutations les décompositions induites respectivement

par l’éclatement et la structure de fibré en coniques

Db(X) = 〈Db(Γ), χ∗Db(Z)〉,(3.2.3)

Db(X) = 〈Db(S,B0), π∗Db(S)〉.(3.2.4)

Voici un tableau qui résume tous les cas possibles (voir section 5 et 6 de [17]).
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C ⊂ S Db(S) Z Γ Db(Z) Db(S,B0)

quint. ⊂ P2 3 exc. P3 genre 5 4 exc. Db(Γ), 1 exc.

quart. ⊂ P2 3 exc. quadr. genre 2 4 exc. Db(Γ), 1 exc.

cub. ⊂ P2 3 exc. div. (1,2) dans P2 × P2 - 6 exc. 3 exc.

hyperel. ⊂ Fn 4 exc. fib. en P2. sur P1 tetrag. 6 exc. Db(Γ), 2 exc.

trig. ⊂ Fn 4 exc. fib. quadr. sur P1 hyperel. Db(Γ′), 4 exc. Db(Γ), Db(Γ′)

Table 3.1 – Constructions explicites par éclatement des fibrés en coniques standard.

De façon assez inattendue, le cas des fibrés en coniques rationnels sur P2 qui dégénèrent sur

une courbe quartique a un lien avec un article publié pendant ma thèse [25] il y a quelques

années. En effet, dans [25], j’avais construit un fibré en coniques sur P3 qui dégénère le long

d’une surface de Kummer. Il se trouve que, grâce aux observations de [138] et [48], tous

les fibrés en coniques standard qui dégénèrent sur une quartique plane peuvent être décrits

comme la restriction de celui de [25] à un hyperplan de P3, qui effectivement intersecte la

surface de Kummer le long d’une courbe quartique.

3.3 Généralisations aux variétés de Fano et représentabilité

catégorique

Par la suite, toujours avec M. Bernardara, nous avons essayé de généraliser les résultats de

[17] à une classe plus large de 3folds complexes avec dimension de Kodaira négative. En effet,

nous avons remarqué que les propriétés que nous utilisions dans [17] pour prouver le théorème

3.2.3 sont valables pour d’autres classes de 3folds. Nous avons donc rédigé [18] afin de mettre

en évidence plusieurs classes de variétés pour lesquelles la connaissance d’une décomposition

semi-orthogonale de la catégorie dérivée donne des informations sur la structure de la Jaco-

bienne intermédiaire, et sur leur géométrie birationnelle. En effet, les fibrés en coniques sont

l’exemple le plus récent d’une liste assez longue (qui pourrait commencer avec les exemples de

[32]) de variétés de dimension 3 avec dimension de Kodaira négative, qui admettent une dé-

composition semi-orthogonale formée d’objets exceptionnels et de composantes qui devraient

être liées à des propriétés birationnelles. Récemment, une conjecture difficile de Kuznetsov

[95] (voir Conj. 3.3.6) a ajouté les hypersurfaces cubiques lisses de dimension 4 à cette liste.

3.3.1 Une nouvelle notion de représentabilité en termes de catégories dé-

rivées

En cherchant à unifier les différents contextes, nous avons défini une nouvelle notion de

représentabilité, qui s’appuie sur les décompositions semi-orthogonales, et qui, par rapport à

d’autres définitions plus classiques en termes de cycles algébriques, a peut-être l’avantage de

pouvoir se généraliser facilement en toutes dimensions.

Définition 3.3.1. (cf. [18], Def 2.3) Une catégorie triangulée T est représentable en dimen-

sion m si elle admet une décomposition semi-orthogonale

T = 〈A1, . . .Al〉
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où, pour tous i = 1, . . . l, il existe une variété lisse projective connexe Yi avec dim(Yi) ≤ m

telle que Ai est équivalente à une sous-catégorie admissible de Db(Yi).

Définition 3.3.2. (cf. [18], Def 2.4) Soit X une variété projective lisse de dimension n.

Nous disons que X est catégoriquement représentable en dimension m (resp. en codimension

n−m) si Db(X) est représentable en dimension m.

La représentabilité catégorique sera notée par la suite RC. L’idée de définir la représen-

tabilité catégorique vient de la théorie classique des cycles algébriques. En effet, plusieurs

notions de représentabilité du groupe AiZ(X) des cycles algébriquement triviaux de codimen-

sion i sur X ont paru dans la littérature : dans [18] nous explorons leurs interactions avec la

représentabilité catégorique. Voici une esquisse grossière de ces représentabilités classiques :

(i) [22] la représentabilité faible (RF) pour AiZ(X) est donnée par une application algébrique

J(Γ)→ AiZ(X), où Γ est une courbe algébrique, dont le noyau est un groupe algébrique ;

(ii) [61] en travaillant avec coefficients rationnels, le groupe AiQ est rationnellement repré-

sentable (RR) s’il existe un cycle z ∈ CH i
Q(X×Γ) qui induit une application algébrique

surjective z∗ : A1
Q(Γ) → AiQ(X). La variété X est rationnellement représentable si

AiQ(X) est rationnellement représentable pour tout i ;

(iii) [9] le groupe AiZ(X) est algébriquement représentable (AR) s’il existe un isomorphisme

régulier quasi-universel AiZ(X)→ A, où A est une variété abélienne (représentant algé-

brique) ;

(iv) [9] si dim(X) = 2n + 1 est impaire, A est le représentant algébrique de AnZ(X), et la

polarisation principale de A a certaines bonnes propriétés (voir [9], Déf. 3.4.2 ou [18],

Def. 2.15 pour les détails) par rapport à cet isomorphisme régulier, on dit que A a une

polarisation d’incidence (PI).

Il n’est pas compliqué de noter que la représentabilité rationnelle est aussi fortement

liée à la structure du motif h(X) de X. Les motifs classiques (ou de Grothendieck) ont été

introduits afin de donner une description algébrique universelle des cohomologies et des cycles

sur X. Notamment, on obtient beaucoup d’informations en partant d’une décomposition de

Chow– Künneth du motif h(X), qui est en gros une décomposition dont les composantes sont

strictement liées aux cycles algébriques d’une codimension donnée. Par exemple, si X est un

3fold, alors la représentabilité rationnelle de tous les AiQ(X) est équivalente à l’existence d’une

décomposition de Chow–Künneth du motif h(X) [61]. Une première remarque est qu’une

trace de l’existence d’un foncteur plein et fidèle entre les catégories dérivées de deux variétés

projectives lisses devrait se retrouver au niveau motivique, comme prévu par la conjecture

d’Orlov suivante :

Conjecture 3.3.3. (cf. [120], Conj. 2) Soient X et Y des variétés projectives lisses et Φ :

Db(Y )→ Db(X) un foncteur plein et fidèle. Alors le motif h(Y ) est une composante directe

du motif h(X).

Notamment, un lien évident entre représentabilité catégorique et rationnelle devrait ap-

parâıtre lorsque nous considérons la représentabilité en dimension 1. Effectivement, être re-

présentable en dimension 1 est équivalent à l’existence d’un décomposition semi-orthogonale

composée par des objets exceptionnels et catégories dérivées de courbes. Le motif d’une

courbe se décompose en deux motifs discrets et un motif abélien. Ce dernier correspond à la

Jacobienne à isogénie près.
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Si la conjecture d’Orlov était vraie, cela impliquerait que si X est RC en dimension 1,

alors son motif est une somme finie de motifs abéliens (jacobiens) et discrets. Cela donnerait

bien des informations sur la RR de AiQ(X). En effet, être RC en dimension 1 semble une

condition très forte. Par exemple un 3fold cubique lisse est fortement représentable avec

la propriété d’incidence mais n’est pas RC, parce que sinon nous aurions une Jacobienne

intermédiaire scindée. Le lien de l’application de Abel–Jacobi avec les catégories dérivées de

certaines hypersurfaces a déjà été considéré par exemple dans [96].

3.3.2 Représentabilité catégorique et reconstruction de la Jacobienne in-

termédiaire

La RA et la PI ont des interactions très profondes avec la RC ; un premier exemple est

le résultat principal de [17], où une décomposition semi-orthogonale de Db(X) est suffisante

pour décrire complètement la Jacobienne intermédiaire et sa polarisation. Plus généralement,

considérons un 3fold projectif lisse X, supposons que les hypothèses suivantes soient valables :

Hypothèses 3.3.3.1. X est rationnellement et algébriquement représentable, avec h1(X) =

h5(X) = 0 (c’est-à-dire, X a groupe de Picard discret) et le représentant algébrique de A2
Z(X)

a une polarisation d’incidence.

Les arguments dans [17] montrent que si X est un fibré en coniques RC en dimen-

sion 1, alors la Jacobienne intermédiaire se scinde en une somme directe de Jacobiennes

de courbes, notamment les courbes de genre positif qui apparaissent dans la décomposition

semi-orthogonale. Ce résultat peut être appliqué à une large classe de 3folds complexes avec

dimension de Kodaira négative qui vérifient les Hypothèses 3.3.3.1. La décomposition de

Chow-Künneth pour les variétés dans cette liste provient de [113] pour les fibrés en coniques

et de [61] dans tous les autres cas. La liste évidemment est loin d’être complète, à la fois en

ce qui concerne les résultats et les auteurs. Nous nous limitons dans ce contexte au cas des

variétés de Fano avec nombre de Picard 1.

1) Fano d’indice > 2 : X est soit P3 soit une quadrique lisse.

2) Fano d’indice 2 : X est un double solide quartique [129] , ou une hypersurface cubique

lisse dans P4 [41], ou l’intersection de deux quadriques lisses dans P5 [125], ou un V5

(dans le dernier cas, J(X) est trivial).

3) Fano d’indice 1 : X est un double solide sextique général [39], ou une quartique lisse

dans P4 [22], ou l’intersection d’une hypersurface cubique et d’une quadrique dans P5

[22], ou l’intersection de trois quadriques dans P6 [9], ou un V10 [107, 69], ou un V12 [74]

(J(X) est la Jacobienne d’une courbe de genre 7), ou un V14 [73], ou un V16 général

[70, 112], ou un V18 général[71, 76] (J(X) est la Jacobienne d’une courbe de genre 2),

ou une V22 (la Jacobienne est triviale).

4) Fibrés en coniques : X → S un fibré en coniques standard au-dessus d’une surface

rationnelle [9, 16], c’est le cas étudié dans [17].

5) Fibrations en surfaces de Del Pezzo : X → P1 est une fibration en surfaces de Del

Pezzo avec 2 ≤ K2
X ≤ 5 [79, 78].

Considérons maintenant un ensemble d’hypothèses moins restrictives :

Hypothèses 3.3.3.2. X est un 3fold lisse projectif RR avec h1(X) = h5(X) = 0.
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Sous les hypothèses 3.3.3.2 nous pouvons néanmoins obtenir des isogénies entre la Jaco-

bienne intérmediaire et des Jacobiennes de courbes.

Proposition 3.3.4. (cf. [18], Thm 3.3 et Cor. 3.4) Supposons vraies les hypothèses 3.3.3.2 et

soient {Γi}ki=1 des courbes projectives lisses de genre positif. Si Db(X) est RC en dimension 1

par les catégories Db(Γi) et par des objets exceptionnels, alors J(X) est isogène à
⊕k

i=1 J(Γi).

Grâce à [61], nous savons que pour les 3folds de Fano, pour les 3folds avec groupe de

Picard discret avec une structure de fibration en surfaces de Del Pezzo ou d’Enriques sur

P1, les hypothèses 3.3.3.2 sont valables. Elles sont valables aussi pour les fibrés en coniques

standard au-dessus des surfaces rationnelles [113].

3.3.3 Représentabilité catégorique et rationalité des variétés projectives

L’une des raisons qui nous apparâıt plus importante pour définir la RC est son lien avec

les questions de rationalité des variétés projectives. En regardant les exemples dont nous

disposons, la questions suivante semble naturelle :

Question 1 :

Est-ce que la RC en codimension 2 est une condition nécessaire pour la rationalité ?

Cela est vrai pour les surfaces complexes, parce que toute surface complexe lisse rationnelle

et projective admet une suite exceptionnelle pleine. Plus généralement, la Question 1 est liée

à une autre question très naturelle :

Question 2 :

Supposons que X soit un 3fold qui vérifie les hypothèses 3.3.3.1 ou 3.3.3.2, et tel quel J(X) =⊕
J(Γi). Est-il possible de décrire une décomposition semi-orthogonale de Db(X) par des

objets exceptionnels et les catégories Db(Γi) ?

La réponse à la Question 2 est positive pour tous les 3folds (avec dimension de Kodaira

négative) contenus dans la liste suivante, et pour ceux qui sont obtenus en les éclatant le long

d’une sous-variété lisse.

1) Les 3folds avec une suite exceptionnelle pleine : X est P3 [15], ou une quadrique lisse

[80], ou un fibré en P1 sur une surface rationnelle, ou un fibré en P2 sur P1 [118], ou la

variété de Fano V5 [117], ou bien V22 [97].

2) Les 3folds de Fano sans aucune suite exceptionnelle pleine : X est l’intersection com-

plète de deux quadriques ou un 3fold de Fano de type V18, et J(Γ) ' J(X) avec Γ une

courbe de genre 2. Les décompositions semi-orthogonales sont décrites dans [32, 100],

et elles sont remarquablement liées (comme dans les cas de V5 avec V22, et de la cubique

avec V14) par une correspondance dans l’espace de modules des 3fold de Fano, comme

expliqué dans [102]. X est la Fano V12 [99], ou bien V16 [100].

3) Fibrés en coniques sans aucune suite exceptionnelle : X → S est un fibré en coniques

rationnel sur une surface minimale [17]. Si le lieu discriminant de X est soit vide soit

une cubique dans P2, alors X est un fibré en P1 et cela fait partie du point 1.

4) Fibrations en Del Pezzo : Si X → P1 est une pinceau de quadriques avec au plus

dégénérescence simple ; dans ce cas la courbe hyperelliptique Γ
2:1→ P1 ramifiée le long

du lieu de dégénérescence des quadriques apparâıt naturellement comme le complément

orthogonale d’une suite exceptionnelle de Db(X) [93]. Si X → P1 est une fibration

rationnelle en surface de Del Pezzo de degré 4. Dans ce cas, X est birationnel à un fibré
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en coniques sur une surface de Hirzebruch [3] et la décomposition semi-orthogonale est

décrite dans [7].

Le lien entre la Question 1 et la Question 2 est plus clair une fois que l’on remarque que

les premiers deux points de la liste ci-dessus couvrent toutes les classes de 3folds de Fano avec

nombre de Picard 1 ; les variétés contenues dans ces classes sont toutes rationnelles.

D’autre part, il existe aussi des exemples élémentaires de 3folds lisses projectifs non ra-

tionnels qui sont RC en codimension 2. Considérons par exemple un fibré vectoriel E de rang 3

sur une courbe C de genre positif et prenons X := P(E). Dans [17, Section 6.3] nous donnons

un exemple de fibré en coniques. En tout cas, conjecturalement, la réponse à la Question 1

semble être positive.

Un exemple en dimension 3 également intéressant est la cubique dans P4 avec un point

singulier. En imitant l’argument donné dans [95, §5] pour le cas de dimension 4, nous prouvons

la proposition suivante pour le 3fold cubique :

Proposition 3.3.5. (cf. [18], Prop 4.6) Soit X ⊂ P4 un 3fold cubique avec un point double

et X̃ → X l’éclatement du point singulier. Il existe une résolution catégorique des singularités

D̃ ⊂ Db(X̃) de Db(X) (dans le sens de [94]) qui est RC en dimension deux. En effet, il existe

une décomposition semi-orthogonale

D̃ = 〈Db(Γ), E1, . . . , E3〉,

où les Ei sont des objets exceptionnels et Γ est une intersection complète d’une surface qua-

drique et une cubique dans P3.

En dimension 4, la conjecture de Kuznetsov sur la rationalité des hypersurfaces cubiques

([95, Conj. 1.1]) est evidemment liée (et en effet plus forte) à cette question. Dans [95], on

établit effectivement une décomposition semi-orthogonale pour la catégorie dérivée bornée

Db(X) = 〈AX ,OX ,OX(1),OX(2)〉

d’un 4fold cubique lisse X. La catégorie AX a la propriété remarquable d’être une catégorie 2-

Calabi–Yau, ce qui veut dire essentiellement une déformation non commutative de la catégorie

dérivée d’une surface K3. En partant des indices qui proviennent des cas connus de 4folds

cubiques rationnels et des considérations catégoriques plus générales, Kuznetsov a conjecturé

que la catégorie AX contient toutes les informations relatives à la rationalité de X.

Conjecture 3.3.6. [Kuznetsov] Soit X ⊂ P5 un 4fold cubique lisse, alors X est rationnel si

et seulement s’il existe une décomposition semi-orthogonale

Db(X) = 〈Db(S),OX ,OX(1),OX(2)〉,

pour S une surface K3.

En outre, dans [7], nous faisons une conjecture semblable pour une autre classe de 4folds

lisses et projectives en termes de RC. Cela sera développé ultérieurement dans la section

suivante 3.4.

Enfin, je voudrais souligner que des idées semblables commencent à poindre en dimension

plus haute. Dans [72], on donne des exemples en dimension 7. Si X est une cubique de dimen-

sion 7 il existe une catégorie distinguée BX de Db(X), à savoir le complément orthogonale
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de la suite exceptionnelle {OX , . . . ,OX(5)}. Celle-ci est une catégorie 3-Calabi-Yau. De plus,

les auteurs montrent que BX ne peut pas être équivalente à la catégorie dérivée d’un 3fold

de Calabi-Yau.

3.4 Fibrations en intersections complètes de quadriques, al-

gèbres de Clifford, catégories dérivées et problèmes de

rationalité

En poursuivant le travail déjà développé dans [17] et [18], nous avons décrit dans [7]

des nouvelles classes de variétés projectives pour lesquelles la RC est strictement liée à des

propriétés birationnelles. Ces variétés se présentent comme des fibrations X → P1 dont les

fibres sont des intersections complètes de deux quadriques. Nous imposons aussi une hypothèse

de généricité pour ces fibrations afin que le pinceau de quadriques associé ait dégénérescence

simple le long d’un diviseur lisse.

Définition 3.4.1. Un ensemble de formes quadratiques primitives génériquement régulières

(E, qi, Li) (ou de fibrations en quadriques Qi → Y ) pour 1 ≤ i ≤ m est générique si les

propriétés suivantes sont valables :

1. le OY -submodule L∨ ⊂ S2(E∨) engendré par les images de L∨i → S2(E∨) a rang m,

2. la fibration en quadriques engendrée linéairement par les L∨i (c’est à dire la fibration as-

sociée au OY -sous-module L∨ ⊂ S2(E∨)) Q→ S a dégénérescence simple avec diviseur

discriminant régulier,

3. l’intersection relative associée X → Y des fibrations en quadriques Qi ⊂ P(E) est une

intersection complète relative.

On nommera intersection relative générique de quadriques toute intersection X → Y d’un

ensemble générique de fibrations en quadriques

Donc la fibration en quadriques engendrée linéairement par les L∨i est une fibration en

quadriques au-dessus d’un fibré en Pm−1 au-dessus de Y , à savoir le projectivisé de L∨. Dans

cette section, sauf indication contraire, nous travaillons sur un corps k arbitraire.

3.4.1 Rationalité pour des fibrations de dimension relative 2 et 3

D’abord, nous avons considéré les fibrationsX → P1 dont les fibres sont des surfaces de Del

Pezzo de degré 4, donc intersection de deux 3folds quadriques. Ces 3folds fibrés en Del Pezzo

ont dimension de Kodaira négative et leur rationalité (sur les complexes) est complètement

classifiée [3], [127] en termes de caractéristique d’Euler. Nous avons donné un critère purement

catégorique pour la rationalité de X basé sur des critères déjà prouvés dans [17].

Théorème 3.4.2. (cf. [7], Thm. 1) Soit X → P1 une fibration complexe générique en surfaces

de Del Pezzo de degré 4. Alors X est rationnelle si et seulement si elle est RC en codimension

2. En outre, il existe une décomposition semi-orthogonale

Db(X) = 〈Db(Γ1), . . . ,Db(Γk), E1, . . . , El〉,

avec Γi des courbes projectives lisses et Ei des objets exceptionnels si et seulement si J(X) =

⊕J(Γi) en tant que variétés abéliennes principalement polarisées.
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Ensuite, nous avons considéré les fibrations génériques X → P1 dont les fibres sont des

intersections complètes de deux quadriques de dimension 4. De tels 4folds ont une décompo-

sition semi-orthogonale

Db(X) = 〈AX , E1, . . . , E4〉,

où les Ei sont des objets exceptionnels. De plus, nous avons construit une fibration T → P1

en courbes hyperelliptiques et une classe de Brauer β ∈ Br(T ) telle que AX ' Db(T, β). Cette

classe de Brauer peut être définie de deux façons différentes. Voyons-les.

D’abord, rappelons qu’on peut associer naturellement à X une fibration en quadriques

Q→ S de dimension relative 4 sur une surface réglée S, en considérant les pinceaux dont X

est le lieu de base. Soit C0 l’algèbre de Clifford paire associée [93] à Q. Cette fibration dégénère

le long d’une 6-section lisse D de S → P1. La fibration hyperelliptique T est le revêtement

double π : T
2:1→ S ramifié le long de D et elle est appelée revêtement discriminant. Comme la

base de la fibration est régulière et que nous supposons que la fibration en surfaces quadriques

a dégénérescence simple, par [93, Prop. 3.13] il existe une algèbre d’Azumaya B0 sur T telle

que π∗B0
∼= C0. La classe de Brauer β est la classe de l’algèbre B0. Dans certains contextes β

est appelée aussi l’invariant de Clifford de la fibration en quadriques Q.

Il existe aussi une autre interprétation de β. Considérons le schéma de Hilbert relatif Ψ

des plans contenus dans les fibres de Q. La classe de Brauer apparâıt de manière très naturelle

parce que la partie connexe de la factorisation de Stein de la projection naturelle Ψ→ S est

un morphisme lisse Ψ → T qui est une variété de Brauer-Severi. La proposition suivante

explique que la classe dans Br(T ) associée à cette variété de Brauer-Severi est exactement β.

Proposition 3.4.3. ( cf. [7, Thm. B.3]) Soit β ∈ Br(T ) l’invariant de Clifford associé à B0.

La classe β correspond au fibré en P1 qui est la partie connexe de la factorisation de Stein

du schéma de Hilbert relatif des plans contenus dans les fibres de Q→ S.

En particulier, nous proposons une conjecture dans le même esprit que la conjecture de

Kuznetsov (voir Conj. 3.3.6 et [95]) pour les 4folds cubiques .

Conjecture 3.4.4. Soit X → P1 une fibration générique dont les fibres sont des intersections

de deux quadriques complexes de dimension 4. Alors X est rationnelle si et seulement si elle

est RC en codimension 2.

C’est à dire : si et seulement si AX admet une décomposition semi-orthogonale composée

par des objets exceptionnels et des catégories dérivées de courbes et de surfaces.

Les motivations pour cette conjecture proviennent évidemment du cas des fibrations en

surfaces de Del Pezzo et de la conjecture de Kuznetsov pour le 4fold cubique. Des éléments

en faveur de cette conjecture sont donnés par deux cas de fibrations rationnelles qui sont RC

en codimension 2. Nous rappelons aussi, grâce à [46, Thm. 2.2], que si X contient une surface

génériquement réglée au-dessus de P1, alors X est rationnelle. Le premier cas est décrit dans

le théorème suivant :

Théorème 3.4.5. (cf. [7], Thm. 2) Soit X → P1 une fibration générique dont les fibres sont

intersections de deux quadriques de dimension 4 sur un corps k. Soient T → P1 et β ∈ Br(T )

la fibration en courbes hyperelliptiques et la classe de Brauer qui lui sont associées. Si β = 0,

alors X est rationnelle et RC en codimension 2. Notamment, cela est le cas si X contient

une surface génériquement réglée au-dessus de P1.
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Le deuxième cas est développé dans la section 5 de [7] (voir Thm. 5.10). Il s’agit d’un

exemple explicite de fibration générique χ en intersections de quadriques de dimension relative

4 qui est rationnelle et dont la catégorie dérivée admet une décomposition semi-orthogonale

Db(χ) = 〈Db(B), E1, E2, E3, E4〉,

où B → P1 est un pinceau de courbes de genre 2 et les Ei des objets exceptionnels. De plus

nous avons une équivalence Aχ ∼= Db(B).

3.4.2 Dualité Projective Homologique relative et réduction quadrique par

scindage hyperbolique

Dans les preuves des résultats précédents nous utilisons trois outils principaux : la dualité

projective homologique (voir [92] et l’ppendice B pour les définitions de base) élargie à un

contexte relatif pour les fibrations en quadriques et en intersections de quadriques, la des-

cription de Kuznetsov [93] de la catégorie dérivée d’une fibration en quadriques par l’algèbre

de Clifford paire, et un résultat d’invariance de Morita pour l’algèbre de Clifford paire sous

“réduction quadrique” par scindage hyperbolique. Nous allons décrire brièvement ces outils.

Soit Q → Y une fibration en quadriques de dimension relative n au-dessus d’un schéma

Y , avec algèbre de Clifford associée C0. Comme il a été vu dans le théorème 3.2.2, Kuznetzov

([93, Thm 4.2]) a construit une décomposition semi-orthogonale

(3.4.1) Db(Q) = 〈Db(Y, C0),Db(Y )1, . . . ,D
b(Y )n〉,

où Db(Y )i ' Db(Y ) pour tout 1 ≤ i ≤ n. La catégorie Db(Y, C0) est la composante de

Db(Q) qui contient les informations les plus importantes sur la géométrie de la fibration. L’un

des résultats principaux de [7] est l’invariance de cette catégorie par “réduction quadrique”

par scindage hyperbolique. Cela nous permet de passer à des fibrations en quadriques de

dimension plus petite.

La “réduction quadrique” par scindage hyperbolique est une construction classique qui,

en partant d’une quadrique Q ⊂ Pn+1 de dimension n avec un point rationnel lisse x, définit

une quadrique Q′ ⊂ Pn−1 de dimension n − 2 avec la même dégénérescence. En gros, Q′ est

la base du cône obtenu en intersectant l’espace tangent projectif TxQ et Q. C’est l’analogue

du phénomène appelé “scindage d’un plan hyperbolique” pour les formes quadratiques. La

construction algébrique est la suivante : si Pn+1 = P(V ) et q est une forme quadratique qui

définit Q, l’existence d’un k-point lisse de Q est équivalente à l’existence d’une droite isotrope

lx ⊂ V qui n’est pas contenue dans le radical de q. Donc nous pouvons décomposer q = h ⊥ q′,
où h est un plan hyperbolique et q′ est une forme quadratique qui définit Q′ ⊂ Pn−1.

Cette construction peut se faire de manière relative, en remplaçant V par un fibré vectoriel

sur un schéma de base Y lisse avec une forme quadratique (éventuellement dégénérée) q et le

point rationnel lisse par une section régulière (c’est à dire, une section Y → Q qui ne rencontre

aucun point singulier). Une telle opération se révèle un outil très intéressant lorsqu’on veut

étudier des catégories dérivées tordues liées aux fibrations en quadriques.

Théorème 3.4.6. (cf. [7], Thm. 3) Soit Y un schéma régulier intègre, Q → S une fibra-

tion en quadriques avec dégénérescence simple, Q′ → S la fibration en quadriques obtenue
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par réduction quadrique le long d’une section régulière, et C0 et C′0 les algèbres de Clifford

respectives. Alors il y a une équivalence Db(S, C0) ' Db(S, C′0).On dit aussi que C′0 et C0 sont

Morita Y -équivalentes.

Ce résultat est classique lorsque Y est le spectre d’un corps et la quadrique Q est lisse

(voir [51, Lemma 14.2]).

La dualité projective homologique a été introduite par Kuznetsov dans [92] afin d’étudier

les décompositions semi-orthogonales des sections hyperplanes (voir aussi [101]). Pour un

survol des définitions de base, voir l’appendice B.

Considérons donc un ensemble fini d’hypersurfaces quadriques {Qi}ri=0 dans un espace

projectif Pn−1 = P(V ) et leur intersection complète X. Soit Q le système linéaire de qua-

driques engendré par les Qi, qui est une fibration en quadriques Q→ Pr de dimension relative

n− 2, et soit C0 l’algèbre de Clifford paire qui est lui associée. Les catégories dérivées Db(X)

et Db(Pr, C0) sont strictement liées. En particulier, si X est Fano ou Calabi–Yau, alors il

existe un foncteur plein et fidèle Db(Pr, C0)→ Db(X).

Nous donnons une version relative de cette construction, en remplaçant V par un fibré

vectoriel E sur une variété lisse Y , les quadriques par des fibrations en quadriques plates

Qi → Y contenues dans P(E), l’intersection par l’intersection complète relative X → Y des

fibrations en quadriques, le système linéaire de quadriques par la fibration en quadriques

Q → S engendrée linéairement (voir Définition 3.4.1) par les Qi (qui est une fibration en

quadriques plates sur un fibré projectif S → Y ) et C0 par l’algèbre de Clifford paire de Q→ S.

Alors Db(X) et Db(S, C0) sont liées de manière semblable : si les fibres de X → Y sont Fano

ou Calabi–Yau, alors il existe un foncteur plein et fidèle Db(S, C0)→ Db(X).

Théorème 3.4.7 (Dualité Projective Homologique pour des intersections de fibrations en

quadriques). (cf. [7], Thm 2.19) Soit Y un schéma lisse, Q → S la fibration en quadriques

engendrée linéairement par m fibrations de dimension relative n−2 au-dessus de Y , et X → Y

leur intersection complète relative. Soit C0 l’algèbre de Clifford relative de Q→ S.

1. Si 2m < n, alors les fibres de X → Y sont des variétés de Fano et la dualité projective

homologique donne

Db(X) = 〈Db(S, C0), π∗Db(Y )(1) . . . π∗Db(Y )(n− 2m)〉.

2. Si 2m = n alors les fibres de X → Y sont génériquement Calabi–Yau et la dualité

projective homologique donne

Db(X) ' Db(S, C0).

3. Si 2m > n, alors les fibres de X → Y sont génériquement de type général et il existe

un foncteur plein et fidèle Db(X)→ Db(S, C0) avec un complément orthogonal qui peut

être décrit explicitement.

Dans le cas des fibrations en variétés de Fano, la catégorie Db(S, C0) est donc la composante

importante AX de Db(X) que l’on avait remarquée précédemment. En outre, si Q→ S admet

une section régulière, nous pouvons examiner la relation entre Db(X) et Db(Q) de plus près,

en utilisant la réduction quadrique. Dans les cas que nous considérons, l’existence de ces

sections est assurée respectivement par le travail de Alexeev [3] et par la théorie des formes
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quadratiques (pour les surfaces de Del Pezzo), ou par les résultats généraux de [38] et [62]

(pour les cas de dimension superieure).

La relation entre intersections de quadriques et fibrations en quadriques engendrées li-

néairement a aussi des racines arithmétiques. Le théorème de Amer–Brumer, qui est indis-

pensable pour nos résultats, assure que l’intersection de deux quadriques a un point rationnel

si et seulement si le pinceau de quadriques engendré linéairement a une section rationnelle

au-dessus de P1. D’autres versions de ce théorème sont aussi valables pour les intersections

de plusieurs formes quadratiques, mais il faut remplacer les points par les 0-cycles de degré

1 (voir [45]). Le sujet général est aussi pris en considération dans [46].

3.5 Représentabilité catégorique et rationalité des 4folds cu-

biques qui contiennent un plan et une surface quintique

de Del Pezzo

Comme nous l’avons déjà indiqué, l’un des terrains où les catégories dérivées et la notion

de représentabilité catégorique sont les plus fertiles en applications spectaculaires est celui des

hypersurfaces cubiques de dimension 4. Dans ce contexte, les nouvelles définitions catégoriques

se mélangent avec la théorie de Hodge et avec des constructions géométriques classiques très

élégantes. Notamment, le lien avec les surfaces K3 est particulièrement important. Je suis

arrivé de manière assez naturelle à travailler sur ce sujet puisque, si un 4fold cubique X

contient un P2, alors la projection linéaire depuis ce plan induit sur X̃, l’éclatée de la cubique

le long du plan, une structure naturelle de fibration en surfaces quadriques X̃ → P2. En

outre, de manière semblable à ce que l’on a déjà vu dans [7] et dans la section 3.4, nous

pouvons lui associer une classe de Brauer sur un revêtement double π : S → P2 ramifié le

long du diviseur sextique discriminant D ⊂ P2 de cette fibration en surfaces quadriques. Ce

revêtement double est appelé revêtement discriminant et il s’agit d’une surface K3 de degré

2 ; la classe de Brauer sur S est appelée invariant de Clifford et nous pouvons la construire à

la fois par le schéma de Hilbert relatif des plans contenus dans les fibres de Z̃ ou en utilisant

l’algèbre de Clifford de la fibration en quadriques (voir section 3.4). Après avoir développé

dans [17], [18] et [7] des outils pour l’étude en termes de catégories dérivées de la rationalité

de tels objets, grâce toujours aux résultats de [93], il était logique de se poser des questions

sur ce type de hypersurface cubiques.

SoitX un 4fold cubique, c’est-à-dire une hypersurface cubique lisseX ⊂ P5 sur le corps des

complexes. Déterminer la rationalité de X est une question classique en géométrie algébrique.

Certaines classes de 4folds cubiques rationnels ont été décrites par Fano [55], Tregub [130],

[131], et Beauville–Donagi [13]. Notamment, les 4folds cubiques pfaffiens, définis par des

pfaffiens de matrices anti-symétriques 6× 6 de formes linéaires, sont rationnels. Grâce à [11,

Prop. 9.1(a)], nous savons qu’un 4fold cubique est pfaffien si et seulement si il contient une

surface de Del Pezzo quintique.

3.5.1 L’étude de l’intersection des diviseurs C8 et C14 dans l’espace de mo-

dules des hypersurfaces cubiques de dimension 4

Hassett [63] décrit, par la théorie des réseaux, des diviseurs Cd dans l’espace de modules C
des 4fold cubiques. Ces diviseurs représentent les hypersurfaces cubiques spéciales, c’est-à-dire

les cubiques X qui contiennent une surface T ∈ H4(X,Z) qui n’est pas homologue à h2, où
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h ∈ H2(X,Z) est la classe de la section hyperplane. L’entier d est défini comme la valeur du

discriminant du sous-réseau 〈T, h2〉 ⊂ H4(X,Z). En particulier, C14 est la adhérence du lieu

des 4folds cubiques pfaffiens (plus précisément, pour les hypersurfaces cubiques dans C14, T

est un scroll rationnel normal de degré 4) et C8 est le lieu des 4fold cubiques qui contiennent

un plan. Hassett [63] identifie une infinité dénombrable de diviseurs de C8 dont les éléments

sont des 4folds cubiques contenant un plan avec invariant de Clifford trivial. La trivialité de

cet invariant implique que les fibrés en quadriques associés à ces hypersurfaces cubiques ont

une section rationnelle et par conséquent sont rationnels. Cependant, les experts s’attendent

à ce que le 4fold cubique général (et également le 4fold cubique général contenant un plan)

soit non rationnel. En tout cas, au moment de la rédaction de ce mémoire, aucun cas de 4fold

cubique non rationnel n’est connu.

Dans l’article [8], nous avons étudié des 4folds cubiques dans C8 ∩ C14 avec invariant de

Clifford non trivial, qui donc n’appartiennent pas aux diviseurs de C8 décrits par Hassett.

Soit A(X) le réseau des 2-cycles algébriques de X à équivalence rationnelle près et dX le

discriminant de la forme d’intersection sur A(X). Notre résultat principal est une description

complète des composantes irréductibles de C8 ∩ C14.

Théorème 3.5.1. (cf. [8], Thm. A) L’intersection C8 ∩ C14 a cinq composantes irréduc-

tibles, qui sont indexées par le discriminant dX ∈ {21, 29, 32, 36, 37} d’un élément général de

chaque composante. L’invariant de Clifford d’un 4fold général X dans C8 ∩ C14 est trivial si

et seulement si dX est impair. Le lieu pfaffien est dense dans la composante avec dX = 32.

En particulier, le 4fold cubique général dans la composante de C8 ∩ C14 avec dX = 32 est

rationnel et il a invariant de Clifford non trivial. Cela répond à une question de Hassett [63,

Rem. 4.3] sur l’existence de telles hypersurfaces cubiques. En effet, il existe une description

plus précise de cette composante : le 4fold cubique général a une conique tangente à la

courbe de dégénérescence sextique du fibré en surfaces quadriques associé. Soit π : S → P2

le revêtement discriminant. En effet, s’il existe une conique plane C ⊂ P2 partout tangente

à D, alors π∗C se scinde en deux composantes rationnelles C1 + C2 à partir desquelles nous

arrivons à construire un sous-réseau du groupe de Néron-Severi de S de rang 2 et discriminant

pair. Si S a nombre de Picard égal à 2, en développant des résultats de [139], nous arrivons

à prouver que cette condition est suffisante pour avoir un invariant de Clifford non-trivial.

Plus précisément, nous montrons le théorème suivant :

Théorème 3.5.2. (cf. [8], Prop. 3)

Soit X un 4fold cubique lisse contenant un plan, dont le fibré en quadriques associé a

dégénérescence simple. Soit S la surface K3 de degré 2 associée et β dans Br(S) l’invariant

de Clifford. Si S a nombre de Picard géométrique 2 et discriminant de Néron-Severi pair

alors l’invariant de Clifford β ∈ Br(S) de X est non trivial.

3.5.2 La conjecture de Kuznetsov et certains indices sur sa véracité.

Dans [8] nous répondons aussi à une question de E. Macr̀ı and P. Stellari [109] sur l’exis-

tence d’autres exemples de hypersurfaces cubiques contenant un plan pour lesquelles la conjec-

ture de Kuznetsov (voir Conj. 3.3.6) est vraie. En effet, nous allons voir que ce type de 4folds

cubiques fournit une corroboration non triviale de cette conjecture.

En effet, la conjecture est motivée par des éléments provenant de trois classes d’exemples :

les 4fold cubiques singulières [95, Section 5], les hypersurfaces cubiques pfaffiennes [91, Thm. 2],
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et les 4folds cubiques lisses qui contiennent un plan, dont l’algèbre de Clifford associée a classe

de Brauer triviale [95, Section 4]. Pour chacune de ces classes, le fait que les 4folds cubiques

considérés sont rationnels est bien connu et la surface K3 associée peut être décrite explicite-

ment. Par exemple, en utilisant la dualité projective homologique (voir App. B), [91] prouve

le résultat suivant :

Proposition 3.5.3. (cf. [91], Thm. 2) Soit X ⊂ P5 un 4fold cubique lisse pfaffien. Alors il

existe une surface K3 lisse Z de degré 14 et une décomposition semi-orthogonale

Db(X) = 〈Db(Z),OX ,OX(1),OX(2)〉.

Ces cubiques forment un ouvert dense dans le diviseur C14.

Si X contient un plan, une description plus précise de la sous-catégorie remarquable AX
de la Conjecture 3.3.6 est possible. En effet, soit C0 l’algèbre de Clifford paire associée [93], [7,

Section 1] à la fibration en quadriques X̃ → P2. Comme la base de la fibration est régulière,

le centre de C0 est isomorphe à π∗OS par [87, IV Prop. 4.8.3]. De plus, nous supposons que

la fibration en surfaces quadriques ait dégénérescence simple, donc S est une surface K3 lisse

de degré 2 et C0 définit une algèbre d’Azumaya sur S par [93, Prop. 3.13]. Exactement en

suivant le même argument de la proposition 3.4.3, nous voyons que l’invariant de Clifford

β ∈ Br(S) associé à C0 correspond au fibré en P1 qui est la partie connexe de la factorisation

de Stein du schéma de Hilbert relatif des droites dans les fibres de π : X̃ → P2 (voir aussi

[95, Lemma 4.2]). Dans ce contexte, l’invariant de Clifford est aussi étudié dans [139], [109],

and [66]. Par des mutations, Kuznetsov établit [95, Thm. 4.3] une équivalence AX ∼= Db(S, β)

avec la catégorie dérivée bornée des faisceaux β-tordus sur S. D’autre part, par des résultats

classiques de la théorie des formes quadratiques (voir [7, Thm. 2.24]), β est triviale si et

seulement si le fibré en surfaces quadriques X̃ → P2 a une section rationnelle. De manière

équivalente, X̃ est k(P2)-rationnel, et donc X̃ est k-rationnel. Par le théorème de Springer

la k-rationalité de X̃ est équivalente au fait que X̃ → P2 a une multi-section rationnelle de

degré impair, une condition déjà explorée dans [63, Thm. 3.1] et [95, Prop. 4.7].

Donc, en particulier, si β ∈ Br(S) est triviale, alors X est rationnel et la conjecture de

Kuznetsov est vérifiée. Nous pouvons donc considérer ce cas comme le cas �enfant�de la

conjecture de Kuznetsov pour les 4folds cubiques contenant un plan.

Conjecture 3.5.4. Soit X un 4fold cubique lisse qui contient un plan, S la surface K3 de

degré 2 associée, et β ∈ Br(S) l’invariant de Clifford. Alors X est rationnel si et seulement

s’il existe une surface K3 S′ et une équivalence Db(S, β) ∼= Db(S′).

Avant [8], cette variante de la conjecture de Kuznetsov avait été prouvée seulement pour

le cas enfant (où β est triviale et S = S′). E. Macr̀ı et P. Stellari avaient demandé s’il existe

une classe de 4folds cubiques lisses qui contiennent un plan qui vérifient cette variante de

la conjecture de Kuznetsov de manière non triviale, c’est-à-dire, pour lesquelles β est non

triviale et il existe une autre surface K3 S′ et une équivalence Db(S, β) ∼= Db(S′). L’existence

de tels 4folds cubiques n’est pas évidente a priori : si d’un côté le 4fold cubique général

contenant un plan a invariant de Clifford non trivial, l’existence de tels 4folds rationnels était

seulement suggérée dans la littérature [63, Rem. 4.3].

Théorème 3.5.5. (cf. [8], Thm. B) Soit X un élément général de la composante de C8 ∩C14

avec dX = 32, c’est-à dire un 4fold cubique lisse pfaffien X qui contient un plan, avec invariant
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de Clifford β ∈ Br(S) non trivial et qui satisfait les hypothèses du théorème 3.5.2. Alors il

existe une surface K3 S′ de degré 14 et une équivalence dérivée tordue non-triviale Db(S, β) ∼=
Db(S′).

Le fait que le lieu pfaffien soit dense dans la composante avec dX = 32 est prouvé en

construisant un exemple explicite de 4fold cubique pfaffien avec une conique tangente [8,

Section 4], et qui satisfait donc les hypothèses du théorème 3.5.2. Le lieu des hypersurfaces

cubiques pfaffiennes contenant un plan est dense dans C14, mais il n’est pas vrai que le lieu

des pfaffiens contenant un plan est dense dans C8 ∩ C14.
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Chapitre 4

Appendices

4.1 Appendice A : les espaces de blocs conformes

Dans cet appendice nous donnons la définition soigneuse d’espace de blocs conformes, en

suivant [128] et [10]. La construction se fait sur le corps des complexes.

Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie sur C. Nous fixons aussi une sous-

algèbre de Cartan h ⊂ g et nous choisissons une base Ψ = {α1; . . . ;αr} du système de racines

associé. Nous noterons α∗ la coracine de α. Soit P ⊂ h∗ le réseau des poids entiers, et P+ ⊂
P l’ensemble des poids dominants. On désignera par {ω1, . . . , ωr} les poids fondamentaux.

L’ensemble P+ est en bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme de g-modules

simples. On notera L(β) le g-module associé au poids dominant β. Enfin, ( , ) indiquera la

forme de Cartan-Killing, que l’on normalise de façon à ce que pour la racine maximale θ on

ait (θ, θ) = 2.

Maintenant, nous associons à g une autre algèbre de Lie, l’algèbre des lacets , définie par

Lg := g ⊗ C((z)) avec le crochet naturel. Contrairement à g, l’algèbre Lg a des extensions

centrales non-triviales. En effet, nous avons H2(Lg,C) = C et il existe un extension canonique

(4.1.1) 0→ C→ L̃g→ Lg→ 0.

Soit l un entier. Nous disons qu’une représentation de L̃g est de niveau l si le centre opère par

multiplication par l. Les représentations irréductibles de niveau l intégrables de L̃g sont clas-

sifiées par les poids contenus dans Pl := {β ∈ P+|(β, θ) ≤ l}. On note Hl(β) la représentation

irréductible et intégrable de niveau l et de plus haut poids β ∈ Pl.
Or, fixons un niveau l ≥ 0. Soit (X, p1, . . . , pn) une courbe n-marquée stable sur C et

supposons que les points pi soient étiquetés par les représentations (β1, . . . , βn) ∈ Pl. Choi-

sissons un point non-singulier p 6= pi ∈ X, ∀i. Soit z une coordonnée locale en p. Notons

X∗ := X − {p} et considérons l’algèbre de Lie LXg := g ⊗ O(X∗). Nous obtenons donc un

morphisme d’algèbres de Lie

σ : LXg → Lg,(4.1.2)

M ⊗ f 7→ M ⊗ f̂ ,(4.1.3)

où f̂ désigne le développement en série de Laurent de f en p. Par le théorème des résidus,

l’extension centrale de LXg obtenue par image réciproque via le morphisme σ de (4.1.1) se

53
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scinde. Notamment, LXg peut être vue comme une sous-algèbre de Lie de L̃g. Par consequent,

le module Hl(0) peut être considéré comme un LXg-module. En outre, les g-modules L(βi)

peuvent également être considérés comme des LXg-modules via l’évaluation en pi. L’espace

des blocs conformes se définit alors par

BG,X(l; p1, . . . , pn;β1, . . . , βn) := [Hl(0)⊗ L(β1)⊗ · · · ⊗ L(βn)]LXg,

où []LXg désigne les coinvariants sous l’action de LXg.

4.2 Appendice B : dualité projective homologique, décompo-

sitions de Lefschetz et résolutions catégoriques des singu-

larités

Dans cette section nous donnons la définition de décomposition semi-orthogonale de Lef-

schetz et de dualité projective homologique, introduites par Kuznetsov dans [92]. Pour mieux

compréndre ces deux définitions nous allons aussi introduire la notion de résolution catégo-

rique des singularités, traitée par Kuznetsov [94], Van den Bergh [135] et d’autres. Pour les

détails les plus techniques, nous renvoyons le lecteur à [92], [101] et [94].

Définition 4.2.1. [94, Def. 3.1] Une catégorie triangulée D est régulière si elle est équiva-

lente à une sous-catégorie admissible de la catégorie dérivée bornée d’une variété algébrique

lisse.

Définition 4.2.2. [94, Def. 3.2] Soit Dperf la sous-catégorie pleine triangulée d’une catégorie

triangulée D composée par les complexes parfaits. Une résolution catégorique de D est une

catégorie triangulée régulière D̃ et un couple de foncteurs

π∗ : D̃ → D, π∗ : Dperf → D̃,

tels que :

1. π∗ est l’adjoint à gauche de π∗ sur Dperf , i.e.

HomD̃(π∗F,G) ∼= HomD(F, π∗G) ∀F ∈ Dperf , G ∈ D̃;

2. le morphisme naturel de foncteurs idDperf → π∗π
∗ est un isomorphisme.

Remarque 4.2.3. Soit Y une variété algébrique singulière. Nous appelons résolution non-

commutative des singularités une résolution catégorique D̃ de Db(Y ) qui peut être réalisée

comme la catégorie dérivée des faisceaux de modules sur un faisceau de OY -algèbres sur Y .

Ce type de résolution a été introduite par Van den Bergh [136], [135].

Maintenant, nous introduisons une classe de décompositions semi-orthogonales qui est

nécessaire pour la dualité projective homologique. Soit X une variété algébrique.

Définition 4.2.4. (cf. [92], Def. 4.1) Soit OX(1) un fibré en droites sur X. Une décompo-

sition de Lefschetz de Db(X) par rapport à L est une décomposition semi-orthogonale :

(4.2.1) 〈A0,A1 ⊗OX(1) . . . ,Am ⊗OX(m)〉
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où les Ai sont des sous-catégories pleines et admissibles de Db(X) satisfaisant Am ⊂ . . . ⊂
A1 ⊂ A0.

Une décomposition de Lefschetz duale de Db(X) par rapport à OX(1) est une décomposi-

tion semi-orthogonale :

〈Am ⊗OX(−m), . . . ,A1 ⊗OX(−1),A0〉,

où les Ai sont des sous-catégories pleines et admissibles de Db(X) satisfaisant Am ⊂ . . . ⊂
A1 ⊂ A0.

Dans la définition ci-dessus, la notation Ai ⊗ OX(i) désigne la sous-catégorie pleine et

admissible engendrée par les objets Ai ⊗OX(i), pour Ai ∈ Ai.

Exemple 4.2.5. Soit X = Gr(2, n) la grassmannienne des plans dans un espace vectoriel de

dimension n. On note B le fibré tautologique de rang 2 sur X et OX(1) le fibré très ample

du plongement de Plücker. Alors on a une décomposition de Lefschetz de Db(X) par rapport

à OX(1) ([91], section 2.4) :

Db(X) = 〈A0,A1 ⊗OX(1) . . .An−1 ⊗OX(n− 1)〉,

avec

A0 = . . . = An−1 = 〈Sk−1B, . . . ,B,OX〉 si n = 2k + 1,

A0 = . . .Ak−1 = 〈Sk−1B, . . . ,B,OX〉 et

Ak = . . . = A2k−1 = 〈Sk−2B, . . . ,B,OX〉 si n = 2k.

Considérons maintenant X comme plongée dans un espace projectif P(V ), dont OX(1) est

le fibré en droites très ample correspondant. Prenons la décomposition semi-orthogonale de

Lefschetz (4.2.1). Pour toute section hyperplane XH de X par rapport à OX(1), la composée

des foncteurs

Ai(i)→ Db(X)→ Db(XH)

de plongement et restriction est pleine et fidèle et nous obtenons une autre suite semi-

orthogonale

(4.2.2) 〈A1(1), . . . ,Am(m)〉

dans Db(XH). Nous remarquons que cette collection est égale à (4.2.1), privée de la première

composante. Notons CH l’orthogonal, dans Db(XH), de la sous-catégorie engendrée par la

suite (4.2.2). Cela donne une famille {CH}H∈P(V ∗) de catégories triangulées au-dessus de

l’espace projectif P(V ∗). Nous devons aussi ajouter un’ultérieure hypothèse, c’est-à-dire que

cette famille soit géométrique. Cela en gros veut dire qu’il existe une variété algébrique Z

avec une application Z → P(V ∗) telle que pour tout H ∈ P(V ∗) nous avons CH ∼= Db(Z(H)),

où Z(H) est la fibre de Z au-dessus de H.

Théorème 4.2.6. [92, Thm. 6.3] La catégorie dérivée de Z admet une décomposition de

Lefschetz duale
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Db(Z) = 〈Bl(−l),Bl−1(1− l), . . . ,B1(−1),B0〉, 0 ⊂ Bl ⊂ Bl−1 ⊂ · · · ⊂ B1 ⊂ B0.

Soient L ⊂ V ∗ un sous-espace linéaire, et L⊥ ⊂ V son espace orthogonal, tel que les sec-

tions linéaires XL = X ×P(V ) P(L⊥) et ZL = Z ×P(V ∗) P(L) aient les dimension attendues,

dim(XL) = dim(X)− dim(L) et dim(ZL) = dim(Z)− dim(L⊥). Alors il existe une catégorie

triangulée CL et des décompositions semi-orthogonales :

Db(XL) = 〈CL,Adim(L)(1), . . . ,Am(m+ 1− dim(L))〉;(4.2.3)

Db(ZL) = 〈Bl(dim(L⊥)− l − 1), . . . ,Bdim(L⊥)(−1), CL〉.(4.2.4)

La variété Z peut être considérée comme une généralisation homologique de la variété

duale projective de X. D’après [92], Z est appelée donc la variété projective homologiquement

duale de X.

Exemples 4.2.7. (i) Soit f : X := P(W ) ↪→ P(V ) un sous-espace linéaire de dimension i−
1, considéré avec la décomposition de Lefschetz Db(X) = 〈f∗OP(V )(k), . . . , f∗OP(V )(k+

i − 1)〉. Alors Y = P(W⊥) ⊂ P(V ∗) est la variété homologiquement duale de X [92,

Sect. 9].

(ii) Soit S une variété lisse avec un fibré vectoriel E → S de rang i. Soit X := PS(E)

un projectivisé de ce fibré avec projection p : X → S et OX(1) le fibré sur X tel que

p∗OX(1) ∼= E∗. Soit V ∗ ⊂ H0(S,E∗) un espace de sections globales qui engendrent E∗,

et f : X → P(V ) le morphisme correspondant. Notons Y := PS(E⊥) le projectivisé du

noyau E⊥ = Ker(V ∗ ⊗ OS → E∗). Alors, si E est engendré par ses sections globales,

Y est homologiquement duale à X, relativement au-dessus de S [92, Sect. 8].

(iii) Soit V = Sym2W le carré symétrique d’un espace vectoriel W de dimension finie. Il

existe naturellement un faisceau B0 de parties paires de l’algèbre de Clifford sur P(V ∗).

La variété algébrique non-commutative (P(V ∗),B0) est la variété projective homologique-

ment duale de P(W ), plongé par son morphisme double de Veronese [93, Thm 5.4]. En

effet, il existe une version �tordue�de la dualité homologique, que nous nous abstenons

d’expliquer en détail, aussi pour les variétés non-commutatives

(iv) Soit W un espace vectoriel de dimension 6 ou 7 et Pf(2t,W ) la variété (Pfaffienne)

qui paramètre tous les tenseurs anti-symétriques ω tels que rg(ω) ≤ 2t. Alors la va-

riété projective homologiquement duale de Gr(2,W ) est une résolution catégorique non-

commutative (Y,R) (voir Rem. 4.2.3) de la variété Pfaffienne Y := Pf(4,W ) [91, Thm.

1].

(v) Soient U et V deux espaces vectoriels de dimension, respectivement, n + 1 et m + 1.

Soit X = P(U)×P(V ) la variété produit de Segre leur associée et Zn,m ⊂ P(U∗⊗V ∗) la

variété déterminantielle qui paramètre toutes les matrices n×m de rang non maximale.

Alors il existe une OZn,m-algèbre R et une résolution catégorique non-commutative des

singularités (Zn,m,R) de Zn,m (voir Rem. 4.2.3) qui est la variété projective homologi-

quement duale de X (à parâıtre dans [19], voir un résumé dans l’appendice C).
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4.3 Appendice C : Dualité projective homologique pour les

variétés de Segre

Dans cette section nous présentons brièvement des résultats obtenus en collaboration

avec M.Bernardara et D.Faenzi, qui font l’objet d’un travail en cours [19]. L’objectif de

ce travail est de montrer la dualité projective homologique entre les variétés de Segre et

certaines désingularisations des variétés déterminantielles, et en étudier les applications. Nous

travaillerons sur le corps C des complexes. Pour des raisons de clarté dans les formules, dans

cette section P(V ) indiquera l’espace des quotients de dimension 1 d’un espace vectoriel V .

Si p : P(E)→ S est un fibré projectif associé à un fibré vectoriel E → S, pour le fibré ample

relatif nous adoptons la convention que p∗(OP(E)(1)) ∼= E .

Soient U et V deux espaces vectoriels complexes, tels que dim(U) = n + 1 et dim(V ) =

m+ 1. Soit X := P(U)× P(V ) la variété produit de Segre des deux espaces projectifs et soit

Zn,m le lieu qui paramètre les tenseurs (les matrices) dans P(U∗ ⊗ V ∗) qui n’ont pas rang

maximale. Nous allons appeler Zn,m variété déterminantielle , comme elle est définie dans

P(U∗ ⊗ V ∗) par les déterminants des mineurs maximales des matrices.

Le produit de Segre peut être vu de manière très naturelle comme un fibré projectif au-

dessus de P(U). En effet, ce n’est pas difficile de voir que X est isomorphe au projectivisé

du fibré V ⊗ OP(U)(1) au-dessus de P(U). En outre, dénotons par TP(U) le fibré tangent de

l’espace projectif P(U) et désignons

Y := P(V ∗ ⊗ TP(U)(−1)).

Le fibré projectivisé Y vient avec une projection naturelle π : Y → P(U). De plus, il existe un

morphisme tautologique naturel g : Y → P(U∗ ⊗ V ∗). En effet, en prenant la duale, tordue

par OP(U)(−1) de la suite exacte d’Euler, nous avons

(4.3.1) 0→ OP(U)(−1)→ U∗ ⊗OP(U) → TP(U)(−1)→ 0.

En prenant le push-forward, en tensorisant par V ∗ et en prenant les sections globales, nous

trouvons un isomorphisme H0(Y,OY (1)) ∼= U∗⊗V ∗, qui définit le morphisme. Nous pouvons

même prouver plus. Notamment, l’image de g : Y → P(U∗ ⊗ V ∗) est Zn,m et Y en est

une résolution de singularités. Cette résolution est traditionnellement appelée résolution de

Springer.

Grâce à la dualité projective homologique pour les fibrés projectifs (voir Exemple 4.2.7

(ii) de l’appendice B) 1 nous arrivons à prouver le résultat suivant.

Théorème 4.3.1. La variété projective lisse Y → P(U∗ ⊗ V ∗) est la duale projective homo-

logique de la variété de Segre X → P(U ⊗ V ), relativement au-dessus de P(U).

La preuve de ce théorème est une application directe de la dualité projective homologique

pour le fibrés projectifs [92, Sect. 8] pour les projectivisés de V ⊗OP(U)(1) et V ∗⊗TP(U)(−1)

au-dessus de P(U). Les deux fibrés sont engendrés par leurs sections globales et on voit qu’ils

sont orthogonaux en twistant la suite exacte (4.3.1) par V ∗.

1. Plus précisément, il s’agit d’une version �duale�de celle-la, où E⊥ = (Ker(V ⊗OS → E))∗ et V est un

espace de sections globales qui engendrent E.
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Nous remarquons que la duale projective classique de la variété de Segre X → P(U ⊗ V )

est exactement la variété déterminantielle Zn,m → P(U∗ ⊗ V ∗), qui est toujours singulière

lorsque sa dimension est au moins 3. Au contraire, la duale projective homologique [92, Thm.

6.3] est toujours une variété lisse (éventuellement non-commutative). La relation entre la

duale projective homologique d’une variété projective W avec la duale classique de W est

décrite dans [92]. Dans le cas que nous traitons, l’ensemble des points critiques de g : Y →
P(U∗ ⊗ V ∗) est la variété duale classique. Une interprétation plus catégorique, qui s’adapte

mieux au contexte de la dualité homologique, est l’identification de Db(Y ) avec une résolution

catégorique non-commutative des singularités de Db(Zn,m). De cette manière, on peut énoncer

le théorème 4.3.1 comme une dualité entre variétés de Segre et résolutions catégoriques des

variétés déterminantielles.

Proposition 4.3.2. Il existe une OZn,m-algèbre R telle que (Zn,m,R) est une résolution

catégorique non-commutative des singularités de Zn,m. De plus, Db(Zn,m,R) ∼= Db(Y ), de

manière que (Zn,m,R) est la duale projective homologique (non-commutative) de X.

La preuve de cette proposition se base sur l’observation suivante. Soit q : Y → Z une

résolution des singularités d’une variété projective Z telle que Rq∗OY = OZ et que Y a un

objet tilting 2 T . Si nous considérons S := Rq∗T , alors la variété non-commutative (Z,End(S))

est une résolution catégorique des singularités de Z. En effet, dans notre cas, Y est un fibré

projectif au-dessus d’un espace projectif donc il a bien un objet tilting.

L’une des motivations qui nous a poussé à étudier cette dualité homologique est une

question posée par Bondal.

Question (Bondal) : Soit X une variété projective lisse. Existe-t-il une variété de Fano

lisse F avec un foncteur plein et fidèle Db(X)→ Db(F ) ?.

Nous avons décidé d’appeler Fano-visitor les variétés X pour lesquelles cette condition

est vérifiée. En prenant des sections linéaires des variétés de Segre et déterminantielles, nous

trouvons des larges classes de Fano-visitors. Considérons un sous-espace linéaire L ⊂ U ⊗ V
(i.e. une projection U∗⊗V ∗ → L∗) de dimension r et désignons XL := X∩P(U⊗V/L), ZL :=

Zn,m∩P(L∗) et YL := Y×P(U∗×V ∗)P(L∗). Nous observons que, pour un choix générique de L, ZL
est une variété déterminantielle dans Pr−1 définie par une matrice n×m de formes linéaires et

Db(YL) ∼= Db(ZL,RL) sont ses résolutions géométrique et catégorique des singularités (où RL
est le tiré en arrière de R le long de l’application naturelle de restriction). En appliquant les

résultats généraux sur la dualité projective homologique, nous obtenons le deuxième résultat

principal de [19].

Proposition 4.3.3. Soit ZL ⊂ Pr−1 une variété déterminantielle générique définie par une

matrice n×m.

Si r < m, ZL n’est pas Fano, et il existe un foncteur plein et fidèle Db(ZL,RL)→ Db(XL)

dans la catégorie dérivée de la variété de Fano XL. Donc les variétés déterminantielles (à

une résolution catégorique des singularités près) sont des Fano-visitors.

Si r > n, XL n’est pas Fano, et il y a un foncteur plein et fidèle Db(XL)→ Db(ZL,RL)

dans la catégorie dérivée de la résolution catégorique des singularités de la variété de Fano ZL.

Donc les sections linéaires des variétés de Segre (à une résolution catégorique des singularités

près) sont des Fano-visitors.

2. Un fibré vectoriel E au-dessus de Y est dit tilting si le push-forward q∗ End(E) est un faisceau pure, i.e.

R>0q∗ End(E) = 0
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En outre, nous remarquons que, si n = m, la proposition 4.3.3 couvre tous les cas possibles.

Au contraire, si m ≤ r < n, il existe un foncteur plein et fidèle Db(YL)→ Db(XL), mais XL

n’est pas une variété de Fano.

En petite dimension, la proposition 4.3.3 a des corollaires particulièrment amusants. No-

tamment, rappellons que l’équation de toute courbe plane lisse de degré d ≥ 4 peut s’écrire

comme le déterminant d’une matrice d× d de formes linéaires en trois inconnues. En prenant

une section linéaire appropriée, de codimension 3, de la variété de Segre Pd−1 × Pd−1, nous

obtenons un variété de Fano lisse. Donc, toute courbe plane de type général est Fano-visitor.

Le lecteur aura peut-être déjà remarqué que les idées que nous décrivons dans cette

section sont proches de celles développées dans la section 3.3 à propos de la représentabilité

catégorique. En effet, grâce à la dualité projective homologique nous trouvons des classes

de variétés rationnelles qui sont catégoriquement représentables en codimension 2, comme

demandé dans la Question 1, posée dans la section 3.3.3.

Proposition 4.3.4. Si r < m, alors XL est rationnelle et catégoriquement représentable en

codimension 2n − 2r ≥ 2. Si r > n, alors YL est rationnelle et catégoriquement représen-

table en codimension 2r − 2n ≥ 2. Dans le deuxième cas, la variété déterminantielle ZL est

rationnelle et elle admet une résolution catégorique des singularités qui est catégoriquement

représentable en codimension 2r − 2n ≥ 2.

La partie finale de [19] est complètement dédiée à l’étude des hypersurfaces cubiques déter-

minantielles de dimension 3 et 4. Malheureusement, les preuves ne sont pas encore finies donc

je vais seulement donner un résultat qui me semble intéressant et dont je suis (raisonnable-

ment !) sur. Dans la section 5 de [95], Kuznetsov décrit la catégorie dérivée d’un 4fold cubique

B ⊂ P5 avec un point singulier. Notamment, il prouve l’existence d’une catégorie triangulée

D̃ qui est une résolution catégorique de Db(B). Soit B̃ l’éclatée de la hypersurface cubique

dans son point singulier et H̃ le pull-back des diviseurs hyperplanes le long de l’éclatement.

Alors il existe une surface K3 sextique G dans P4, intersection complète d’une hypersurface

cubique et une quadrique, telle que D̃ admet une décomposition semi-orthogonale comme

suit :

D̃ = 〈Db(G),O
B̃
,O(H̃)

B̃
,O(2H̃)

B̃
〉.

Il est aussi possible de décrire un système linéaire explicite sur P4, dont le lieu de base est

la surface G, qui définit une application rationnelle dont l’image est B̃. Dans le cas du 4fold

cubique déterminantielle (qui est toujours singulier), le résultat de Kuznetsov reste valable

mais la surface sextique est dégénerée.

Proposition 4.3.5. Si la hypersurface cubique B ⊂ P5 est déterminentielle, elle est obtenue

comme éclatement de P4 le long d’un surface sextique qui est l’union de deux scrolls cubiques

qui s’intersectent le long d’une courbe quintique elliptique.

La proposition 4.3.5 est une généralisation du cas du 3fold cubique, présenté par Hassett

et Tschinkel dans [65, Thm. 2]. Dans le cas de l’hypersurface déterminentielle de dimension 3,

lorsque nous projetons avec centre un point singulier, une famille de droites est contractée sur

une courbe sextique dans P3, composée par l’union de deux cubiques gauches qui s’intersectent

en 5 points. Par un argument d’induction, un résultat semblable peut être prouvé pour

leshypersurfaces cubiques déterminantielles de toute dimension.
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à parâıtre au Algebraic Geometry), pages 1–14, (2013).

[9] A. Beauville. Variétés de Prym et jacobiennes intermédiaires. Ann. Sci. École Norm.
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duli spaces of coherent systems of small slope on algebraic curves. Comm. Algebra,

37(8) :2649–2678, 2009.

[37] S. Brivio and A. Verra. The theta divisor of suc(2, 2d)s is very ample if c is not

hyperelliptic. Duke Math. J., 82 :503–552, 1996.

[38] F. Campana, T. Peternell, and A. V. Pukhlikov. The generalized Tsen theorem and

rationally connected Fano fibrations. Mat. Sb., 193(10) :49–74, 2002.

[39] G. Ceresa and A. Verra. The Abel-Jacobi isomorphism for the sextic double solid.

Pacific J. Math., 124(1) :85–105, 1986.

[40] D. Chen. Covers of the projective line and the moduli space of quadratic differentials.

Geom. Dedicata, 163 :105–125, 2013.

[41] C. H. Clemens and P. A. Griffiths. The intermediate Jacobian of the cubic threefold.

Ann. of Math. (2), 95, 1972.

[42] A. B. Coble. A Generalization of the Weddle Surface, of Its Cremona Group, and of

Its Parametric Expression in Terms of Hyperelliptic Theta Functions. Amer. J. Math.,

52(3) :439–500, 1930.

[43] A. B. Coble. The geometry of the Weddle manifold Wp. Bull. Amer. Math. Soc.,

41(4) :209–222, 1935.

[44] A. B. Coble. Algebraic geometry and theta functions, volume 10 of American Mathe-

matical Society Colloquium Publications. American Mathematical Society, Providence,

R.I., 1982. Reprint of the 1929 edition.

[45] J.-L. Colliot-Thélène and M. Levine. Une version du théorème d’Amer et Brumer pour
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Birkhäuser Boston Inc., Boston, MA, 2010.

[96] A. Kuznetsov, L. Manivel, and D. Markushevich. Abel-Jacobi maps for hypersurfaces

and noncommutative Calabi-Yau’s. Commun. Contemp. Math., 12(3) :373–416, 2010.

[97] A. G. Kuznetsov. An exception set of vector bundles on the varieties V22. Vestnik

Moskov. Univ. Ser. I Mat. Mekh., (3) :41–44, 92, 1996.

[98] A. G. Kuznetsov. Derived category of a cubic threefold and the variety V14. Tr. Mat.

Inst. Steklova, 246(Algebr. Geom. Metody, Svyazi i Prilozh.) :183–207, 2004.

[99] A. G. Kuznetsov. Derived categories of the Fano threefolds V12. Mat. Zametki,

78(4) :579–594, 2005.

[100] A. G. Kuznetsov. Hyperplane sections and derived categories. Izv. Ross. Akad. Nauk

Ser. Mat., 70(3) :23–128, 2006.

[101] A. G. Kuznetsov. Hyperplane sections and derived categories. Izv. Ross. Akad. Nauk

Ser. Mat., 70(3) :23–128, 2006.

[102] A. G. Kuznetsov. Derived categories of Fano threefolds. Tr. Mat. Inst. Steklova,

264(Mnogomernaya Algebraicheskaya Geometriya) :116–128, 2009.

[103] H. Lange and M. S. Narasimhan. Maximal subbundles of rank two vector bundles on

curves. Math. Ann., 266(1) :55–72, 1983.

[104] Y. Laszlo. Local structure of the moduli space of vector bundles over curves. Comment.

Math. Helv., 71(3) :373–401, 1996.

[105] Y. Laszlo and C. Sorger. The line bundles on the moduli of parabolic G-bundles over
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