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Introduction

L'objectif de cette thèse est de prouver quelques résultats sur les espaces
de modules de variétés abéliennes et sur les espaces de modules de �brés
vectoriels, qui ont comme trait d'union la surface de Weddle W .
Cette surface peut être dé�nie en partant d'une courbe projective lisse C
de genre 2. Soit Pic1(C) la variété de Picard de C qui paramètre les �brés
en droites de degré 1 sur C et Θ le diviseur sur Pic1(C) qui paramètre les
�brés en droites F t.q. h0(C,F ) 6= 0. Alors H0(Pic1,3Θ) a dimension 9 et
l'involution ε : L 7→ ωC ⊗ L agit sur Pic1(C). Une linéarisation de l'ac-
tion de ε sur OPic1(C)(3Θ) décompose H0(Pic1,3Θ) en deux espace propres,
respectivement de dimension 4 et 5. La clôture de l'image de l'application
rationnelle

Pic1(C) 99K |3Θ|∗+ = P3

est une surface de WeddleW , elle a degré 4 et 6 points doubles. Si nous consi-
dérons l'image K1 de Pic1(C) dans |2Θ|∗, nous obtiendrons une surface de
Kummer, elle aussi est une surface de degré 4 mais avec 16 points doubles.
Nous noterons JC la Jacobienne de la courbe C, c'est-à-dire la variété de
Picard qui paramètre les �brés en droites de degré 0 sur C. La surface W
est liée à la surface de Kummer K1 par une construction classique. En e�et
si nous considérons un système linéaire de quadriques sur P3 avec 6 points
de base, le lieu discriminant de ce système de quadriques est une surface
de Kummer, tandis que la surface de Weddle est le lieu qui paramètre les
noyaux des formes quadratiques qui correspondent aux points de la surface
K1.

D'abord nous décrivons l'espace de modules A2(3)− des surfaces abéliennes
principalement polarisées munies d'une structure de niveau 3 et d'une thêta
caractéristique impair. Une telle structure permet d'associer naturellement
une surface de Weddle à une surface abélienne principalement polarisée
(A,H) de la manière suivante. Soit ı := ±Id l'involution sur A et L un
�bré en droites symétrique représentant la polarisation H, nous obtenons
une surface de Weddle en considérant l'image de A dans PH0(A,L3)+ = P3,
après avoir choisi une linéarisation de l'action de ı sur le �bré en droites L.
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En e�et la donnée d'une thêta caractéristique impair indique quel �bré en
droites symétrique choisir dans la classe d'équivalence algébrique de H.
Le principal résultat obtenu dans cette partie est le suivant:

Théorème 1 Soit A2(3)− l'espace de modules de surfaces abéliennes prin-
cipalement polarisées avec une structure de niveau 3 et une thêta caracté-
ristique impair. L'application donnée par les thêta constants Th− determiné
par les fonctions thêta pairs induit un isomorphisme birationnel

Th− : A2(3)− −→ P3.

En premier lieu, nous développons les préliminaires nécessaires dans la suite
de la thèse. Les groupes suivants sont introduits: le groupe de Heisenberg
Hg(n), le groupe thêta G(Ln) de niveau n d'un �bré en droites L sur une
variété abélienne et la notion de structure thêta [Mum66]. De plus certains
résultats sur les thêta caractéristiques sont introduits [Bea91].

Ensuite la notion de structure thêta symétrique est dé�ne et nous décrivons le
groupe d'automorphismes du groupe de HeisenbergHg(n) qui préservent une
structure thêta symétrique. Nous trouvons en e�et que la structure de niveau
détermine complètement une structure thêta symétrique (Corollaire 3). Puis
nous décrivons un groupe arithmétique Γ2(3)− qui nous permet de dé�nir
A2(3)− comme quotient du demi-espace de Siegel H2 par l'action de Γ2(3)−.
En�n nous développons une construction analogue à celle donnée par Van der
Geer pourA2(3,6), l'espace de modules de surfaces abéliennes principalement
polarisées avec une structure de niveau 3 et une thêta caractéristique pair.
De manière plus précise, Van der Geer démontre que les thêta constants
induisent un isomorphisme birationnel

Th+ : A2(3,6) −→ Hess(B)

entre l'espace de modules A2(3,6) et la variété Hessienne de la quartique de
Burkhardt B, un modèle projectif de A2(3). En outre il construit aussi une
application steinerienne

St+ : Hess(B) 10:1−→ B

qui peut être interprétée comme l'application d'oubli de la thêta caractéris-
tique.
Dans cette thèse on montre en e�et que l'application

Th− : A2(3)− −→ P3

donnée par les thêta constants est un isomorphisme birationnel. De plus
on construit un système de matrices anti-symétriques sur P3 qui permet de
dé�nir une application steinerienne
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St− : P3 6:1−→ B

qui est l'analogue impair de celle donnée par Van der Geer.

Dans la deuxième partie de la thèse une courbe C projective, lisse de genre
2 est �xé et on donne une description de la surface de Weddle associée à
C comme variété paramétrante certaines extensions du �bré canonique ωC
par son inverse ω−1

C . A partir de cette description un �bré en coniques est
construit dont le lieu discriminant est birationnel à la surface de Kummer
K0 := JC/ı.

De manière plus précise, le théorème suivant est démontré.

Théorème 2 Soit C une courbe projective lisse de genre 2 et λ l'involu-
tion hyperelliptique sur C. Le lieu des classes d'extensions de ωC par ω−1

C

strictement semistables et λ-invariantes est la surface de Weddle

W ⊂ PH0(Pic1(C),3Θ)∗+

clôture de l'image de Pic1(C). Les six noeuds de W représentent les exten-
sions non semi-stables.

On notera ω = ωC . L'objectif de cette partie est de décrire une sous-variété
de

P4
ω := PExt1(ω,ω−1) = |ω3|∗.

Cet espace projectif paramètre les classes d'isomorphisme d'extensions

(1) 0 −→ ω−1 −→ Ee −→ ω −→ 0, (e)

et il existe une action de l'involution hyperelliptique λ sur P4
ω. La variétéW

′

décrite est le lieu des extensions semi-stables invariantes sous l'action de λ.
L'action de λ a deux espaces propres et le projectivisé de l'espace invariant
est

P3
ω+ := PH0(C,ω3)∗+ = P(Sym3H0(C,ω)∗).

Grace au théorème de Bertram [Ber92] nous démontrons que la surface W ′

est une section hyperplane (avec multiplicité 2) d'une hypersurface de degré
8 dans P4

ω. Notamment nous avons une égalité entre diviseurs de P3
ω+

Sec(C) ∩ P3
ω+ = 2W ′.
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Ensuite nous démontrons queW ′ ∼= W , oùW est la surface de Weddle image
de Pic1(C) dans le système linéaire |3Θ|∗−.

Comme il existe un isomorphisme entre l'espace de modules SUC(2) des
�brés vectoriels de rang 2 semi-stables à déterminant trivial avec P3 ∼= |2Θ|
([NR69], théorème 7.2) nous avons aussi une application classi�ant

ϕ : P4
ω 99K |2Θ|

qui envoie une extension (e) sur le diviseur

θ(Ee) = {ξ ∈ JC t.q. h0(Ee ⊗ ξ) 6= 0}.

Le troisième résultat principal de la thèse est le suivant.

Théorème 3 Soit C une courbe de genre 2 et K0 ⊂ |2Θ| la surface de
Kummer associée à JC. Soit X ⊂ P3

ω+ la cubique gauche et soit S ⊂ P4
ω

le cône au-dessus de la courbe X. Soit P3
O l'éclaté de |2Θ| à l'origine O et

BlS(P4
ω) l'éclaté de P4

ω le long de S. Alors ϕ se résout en un morphisme

ϕ̃ : BlS(P4
ω) −→ P3

O

qui dé�nit un �bré en coniques sur P3
O et dont le lieu discriminant est l'éclaté

de la surface K0 en O.

D'abord nous démontrons que l'application ϕ dé�nit un �bré en coniques en-
dehors de l'origine O de la variété de Kummer K0 = JC/ı ⊂ |2Θ| et que le
discriminant est la surface K0 privée de l'origine. Ensuite nous remarquons
que la �bre ϕ−1(O) est le cône S au-dessus de la cubique gauche

X ⊂ PSym3H0(C,ω) ∼= P3
ω+.

Donc on éclate P4
ω le long de S et |2Θ| en l'origine, puis un morphisme est

dé�ni

ϕ̃ : BlS(P4) −→ P3
O

qui étend ϕ et on prouve que la restriction de ϕ̃ aux diviseurs exceptionnels
au-dessus de S et O est un �bré en coniques.

Comme ces �brés en coniques sur P3
O sont parametrés par un espace projectif

de dimension 15 qui ne dépend pas de la courbe C on obtient une application
de modules
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Ξ : {courbes lisses de genre 2} −→ P15 = PB;
C 7→ ϕ̃.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels

Plus de détails sur les résultats qui sont rappelés dans ce chapitre se trouve
dans [LB92], [Mum66], [Mum74] et [Mum67b].

1.1.1 Variétés abéliennes

Soit V un C-espace vectoriel de dim g et Λ ∼= Z2g un réseau dans V . Une
polarisation sur le tore complexe A = V/Λ est par dé�nition la première
classe de Chern H = c1(L) d'un �bré en droites ample L sur A. Parfois le
�bré en droites lui-même est considéré comme la polarisation. La polarisation
H est une forme hermitienne sur V dont la forme alternée associée E = ImH
prend des valeurs entières sur Λ. Il existe une Z-base λ1, . . . ,λg,µ1, . . . ,µg de
Λ par rapport à laquelle E est donnée par la matrice:(

0 D
−D 0

)
où D = diag(d1, . . . ,dg), avec dν des entiers positifs véri�ant dν |dν+1 avec
1 ≤ ν ≤ g − 1. On appelle le vecteur (d1, . . . ,dg) le type de la polarisation.
Une polarisation est principale si elle est de type (1, . . . ,1). Une variété abé-
lienne est un tore complexe A qui admet une polarisation. Ainsi une variété
abélienne principalement polarisée (v.a.p.p.) est un couple (A,L), où L est
une polarisation principale. Le théorème de Riemann-Roch pour les variétés
abéliennes dit que h0(A,OA(L)) =

∏g
i=1 di.

1.2 Groupe de Heisenberg et groupe thêta

Soit (A,H) une variété abélienne principalement polarisée de dimension g.
On dé�nit une involution ı sur A de la manière suivante.
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ı : A −→ A;
x 7→ −x.

Dé�nition 1 Soit (A,H) une v.a.p.p. et L un �bré en droites sur A. On dit
que L est symétrique si ı∗L ∼= L.

Soit L un �bré en droites symétrique sur A représentant la polarisation H.
Soit tη : x 7→ x+ η la translation par η sur A et n 6= 0 un naturel. Le groupe
thêta de L de niveau n est le groupe

G(Ln) = {(ϕ,η)|η ∈ A,ϕ : t∗η(L
n) ∼→ (Ln)}

avec l'operation de groupe donnée par:

(ϕ,η) · (ϕ′,η′) = (t∗η′ϕ ◦ ϕ′,η + η′)

Dé�nition 2 Soit n 6= 0 ∈ N un naturel. On appelle A[n] le groupe des
points de n-torsion. Soit

µn : A −→ A;
x 7→ nx.

l'application de multiplication par n. Nous avons A[n] = Ker(µn).

Nous avons l'extension centrale de groupes

1 −→ C∗
i−→ G(Ln) p−→ A[n] −→ 0,

où i(α) est l'automorphisme de Ln donné par la multiplication par α et
p(ϕ,η) = η. Le commutateur [(ϕ,η),(ϕ′,η′)] de deux éléments dans G(Ln)
appartient au centre, et induit la forme de Weil

eL : A[n]×A[n]→ C∗

en prenant des relèvements. On prouve que cela ne dépend pas du choix du
relèvement.
En tant que groupe abstrait G(Ln) est isomorphe au groupe de Heisenberg

Hg(n) := C∗ × (Z/nZ)g × (Ẑ/nZ)g ∼= C∗ × (Z/nZ)2g,

où

(Ẑ/nZ)g := Hom((Z/nZ)g,C∗),

avec la loi de groupe
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(t,x,x∗) · (s,y,y∗) = (st(y∗(x)),x+ y,x∗ + y∗),

où ω est un racine n-ème de l'unité. Nous noterons d'autre part

〈(x,x∗),(y,y∗)〉 := y∗(x)− x∗(y)

la forme bilinéaire standard sur (Z/nZ)g×(Ẑ/nZ)g. La projection (t,x,x∗) 7→
(x,x∗) dé�nit une extension centrale de groupes

1 −→ C∗ −→ Hg(n) −→ (Z/nZ)2g −→ 0.

Dé�nition 3 Une structure thêta de niveau n pour L est un isomorphisme

α : Hg(n) ∼→ G(Ln)

dont la restriction aux centres est l'identité.

Par projection sur (Z/nZ)2g, une structure thêta α (de niveau n) induit un
isomorphisme

α̃ : (Z/nZ)2g ∼→ A[n]

de telle manière que le diagramme suivant commute.

1 −→ C∗ −→ G(Ln) −→ A[n] −→ 0
‖ ↑ α ↑ α̃

1 −→ C∗ −→ Hg(n) −→ (Z/nZ)2g −→ 0

De plus, l'isomorphisme α̃ est un isomorphisme symplectique par rapport
aux formes bilinéaires eL et 〈·,·〉.

Dé�nition 4 On appelle structure de niveau 3 un isomorphisme symplec-
tique α̃ : (Z/3Z)2g → A[3].

Le groupe G(Ln) a une représentation irréductible naturelle dans l'espace
VA := H0(A,Ln) donnée par

((ϕ,η)s)(a) = ϕa(s(a+ η)),

où a ∈ A, s ∈ VA et

ϕa : t∗η(L
n)a ∼= (Ln)a+η → (Ln)a.

D'autre part, si on note Vg(n) le C-espace vectoriel de fonctions sur (Z/nZ)g

à valeurs complexes, le groupe Hg(n) agit linéairement sur Vg(n) par une
représentation irréductible U appelée représentation de Schrödinger. Elle est
dé�nie comme suit, pour v ∈ (Z/3Z)g et f ∈ Vg(3) :
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U : Hg(n) −→ GL(Vg(n))(1.1)

(t,x,x∗) 7→ [((t,x,x∗)f)(v) 7→ tx∗(v − x)f(v − x)],
(1.2)

Proposition 1 ([Mum66], Prop. 3)
Le groupe Hg(n) a une unique representation irréductible Vg(n) dans laquelle
C∗ agit par son caractère naturel. De plus, si V est une autre representation
de Hg(n) dans laquelle C∗ agit de cette manière, alors V est isomorphe à la
somme directe de r copies de Vg(n) quel que soit r ∈ N.

Cela implique donc qu'il existe un isomorphisme de représentations linéaires
irréductibles

ψα : Vg(n)→ VA.

Par le lemme de Schur un tel isomorphisme est unique à scalaire près, ce qui
entraîne une identi�cation

P(VA) ∼= P(Vg(n)).

Nous considérons le sous-groupe de Hg(n)

H[n] := {(t,x,x∗) ∈ Hg(n)|tn = 1}.

C'est une extension centrale non triviale

1 −→ µn −→ H[n] −→ (Z/nZ)2g −→ 0,

où µn est le groupe des racines n-èmes de l'unité. Par restriction, Vg(n) est
une représentation linéaire de H[n]. Pour chaque v ∈ (Z/nZ)g, soit δv ∈
Vg(n) la fonction caractéristique

δv =
{

0 si x 6= v,
1 si x = v.

Nous obtenons

(t,x,x∗)δv = tx∗(v − x)δv−x,

pour tout (t,x,x∗) ∈ H[n]. Après avoir �xé un ordre dans (Z/nZ)g, nous
obtenons une base canonique {δv}v∈(Z/nZ)g de Vg(n). L'image de cette base
par l'isomorphisme ψα correspond [Mum66] à la base des fonctions thêta{

Xb := θ

[
b/n
0

]
(nz,nτ), b ∈ (Z/nZ)g, z ∈ Cg

}
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de l'espace VA, avec τ ∈ Hg �xé. Nous considérons ϕ = ϕτ : A → P(V ∗A)
l'application dé�nie par

z 7→ (. . . ,Xb(z), . . . )

correspondant au système linéaire |Ln|. Soit ϕα la composée des applications

ϕα : A
ϕ−→ P(V ∗A)

tψα−→ P(V (g)∗).

Nous observons que le groupe A[n] = G/C∗ agit par translations sur A et le
groupe suivant

H[n]/µn = Hg(n)/C∗ = (Z/nZ)2g

agit sur P(Vg(n)∗) par le projectivisé de la représentation duale de H[n] sur
Vg(n)∗. Ces actions sont compatibles car elles véri�ent la relation

ϕα(a+ η) = α̃−1(η) · [ϕα(a)], ∀η ∈ A[n],a ∈ A.

Explicitement l'action de H[n] sur la base {Xb} est donnée par

(t,x,x∗)Xb = tx∗(b− x)Xb−x,

pour tout (t,x,x∗) ∈ H[n] et b ∈ (Z/nZ)g.

1.3 Thêta Caractéristiques

Soit A une variété abélienne principalement polarisée de dimension g.
Le commutateur [(ϕ,η),(ϕ′,η′)] de deux éléments dans G(L2) appartient au
centre, et induit la forme de Weyl

〈 , 〉 : A[2]×A[2] −→ {±1}

en prenant des relèvements. Deux relèvements di�érents donnent le même
commutateur.
Soit T (A) le A[2]-torseur des diviseurs Θ symétriques qui représentent la
polarisation. Le �bré en droites OA(2Θ) ne dépend pas de Θ ∈ T (A).
Une thêta caractéristique est une forme quadratique κ : A[2] → {±1} asso-
ciée à 〈 , 〉, c'est à dire:

κ(x+ y)κ(x)κ(y) = 〈x,y〉, pour x,y ∈ A[2].

L'ensemble des thêta caractéristiques, notées ϑ(A), est un A[2]-torseur par
rapport à l'action κ 7→ x · κ, x ∈ A[2], où

x · κ(y) = 〈x,y〉κ(y) pour x ∈ A[2].
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Il existe une identi�cation canonique de A[2]-torseurs:

(1.3) T (A) ∼→ ϑ(A).

Elle envoie Θ sur κΘ, dé�nie par κΘ(x) = (−1)multx(Θ)+mult0(Θ). La fonction

ε : ϑ(A) = T (A)→ {±1}
Θ 7→ (−1)mult0(Θ)

est appelée parité et elle a la propriété que κ ∈ ϑ(A) prenne la valeur +1
(respectivement −1) en 2g−1(2g + ε(κ)) points (resp. 2g−1(2g − ε(κ)). Elle
satisfait la relation:

(1.4) ε(x · κ) = κ(x)ε(κ).

En outre nous écrirons ϑ+(A) et ϑ−(A) pour les ensembles ε−1(±1) des thêta
caractéristiques pairs et impairs.

Remarque 1 Si on suppose que A = J(C) est la variété Jacobienne d'une
courbe C et on appelle ϑ(C) ⊂ Jg−1(C) l'ensemble des thêta caractéris-
tiques de C, c'est à dire les �brés en droites L t.q. L2 = KC . Alors ϑ(C) ∼=
ϑ(J(C)) ∼= T (J(C)) en tant que J [2]-torseurs par:

L 7→ ΘL := {M ∈ J(C)|H0(L⊗M) 6= 0};

et, par le théorème de singularité de Riemann, ε est la fonction de parité
suivante.

ϑ(C) −→ {±1};
L 7→ h0(C,L) mod 2.

Toute thêta-caractéristique κ = κΘ ∈ ϑ(A) peut être utilisée pour identi�er,
par l'action de A[2]:

A[2] ∼−→ ϑ(A),(1.5)

x 7→ x · κΘ.
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1.4 Formes quadratiques sur un F2-espace vectoriel

Beaucoup de résultats de la théorie des thêta caractéristiques sont des cas
particuliers de certains Théorèmes sur les formes quadratiques sur un F2-
espace vectoriel.

Soit k = F2. Soit V un espace vectoriel de dimension 2g sur k. Une forme
anti-symétrique non dégénérée 〈 , 〉 : V ⊗ V → k est �xée. Donc 〈v,v〉 = 0
pour tout v ∈ V , et l'application v 7→ fv(u) = 〈u,v〉 donne un isomor-
phisme de V vers son espace dualeHom(V,k). L'espace symplectique (V,〈 , 〉)
est déterminé uniquement à isomorphisme près par sa dimension 2g. Soit
Sp(V ) le groupe de tout isomorphismes k-linéaires T : V → V qui satisfont
〈Tv,Tu〉 = 〈v,u〉 pour tout v,u ∈ V . Le groupe Sp(V ) est engendré par les
transvections:

(1.6) Tu(V ) = v + 〈v,u〉u

où u 6= 0 dans V , et celles-la forment une classe de conjugaison d'involutions
dans Sp(V ). L'ordre du groupe �ni Sp(V ) est égal à 2g

2
(22g − 1)(22g−2 −

1) . . . (22 − 1) [Art57]. Un sous-espace X ⊂ V est isotrope si 〈x,x′〉 = 0 pour
tout x,x′ ∈ X. Les espaces isotropes maximals ont tous dimension g, et ils
peuvent être complétés en une décomposition isotrope de V :

(1.7) V = X ⊕ Y

avec X et Y isotropes de dimension g. La forme 〈 , 〉 sur V induit un iso-
morphisme

X
∼−→ Y ∗

Si 〈e1, . . . ,eg〉 est une base pour X et 〈f1, . . . ,fg〉 est la base duale de Y , les
vecteurs 〈e1, . . . ,eg; f1, . . . ,fg〉 donnent une base symplectique pour V .
Une fonction q : V → k est dite une forme quadratique sur V relative a la
forme symplectique �xé 〈,〉 si

q(v + u) + q(v) + q(u) = 〈v,u〉

pour tout v,u ∈ V . Si V = X ⊕ Y est une décomposition isotropique, la
fonction

(1.8) q0(x+ y) = 〈x,y〉

dé�nit une forme quadratique sur V . En termes d'une base symplectique on
a
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q0

(
g∑
i=1

αiei +
g∑
i=1

βifi

)
=

g∑
i=1

αiβi.

Soit QV l'ensemble des formes quadratiques sur V relatives à 〈,〉. Alors
QV est un torseur sous V : si q ∈ QV et v ∈ V nous dé�nissons la forme
quadratique q + v par

[q + v](u) = q(u) + 〈v,u〉.

De plus, si q et q′ sont deux éléments de QV il existe un unique vecteur
v = q + q′ t.q.

〈v,u〉 = q(u) + q′(u).

Cela donne une structure de k-espace vectoriel de dimension 2g + 1 à W =
V ∪QV . Il contient V en tant que sous-espace de codimension 1. Le groupe
Sp(V ) agit sur l'ensemble QV par la formule q 7→ Tq, où

Tq(Tv) = q(v).

Cela dé�nit une action linéaire de Sp(V ) sur W . Nous avons alors une suite
exacte de Sp(V )-modules

(1.9) 0 −→ V −→W −→ k −→ 0.

Nous dé�nissons l'invariant de Arf a : QV → k de la manière suivante. Soit
〈e1, . . . eg; f1, . . . ,fg〉 une base symplectique de V . Pour q ∈ QV , nous posons

a(q) =
∑

q(ei)q(fi).

On prouve de plus que cela ne dépend pas de la base symplectique choisie.
Nous avons en e�et la Proposition suivante.

Proposition 2 [Art57] L'invariant de Arf a(q) ne dépend pas de la base
symplectique. Si q est dé�ni par une décomposition isotrope, comme dans
l'équation 1.8, alors a(q) = 0. On a aussi les formules suivantes:

a(Tq) = a(q) T ∈ Sp(V ),

a(q + v) = a(q) + q(v) v ∈ V.

Le groupe Sp(V ) a deux orbites sur QV , les 2g−1(2g+1) formes pairs q avec
a(q) = 0, et les 2g−1(2g − 1) formes impairs q avec a(q) = 1.
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Cela implique les deux Corollaires suivants.

Corollaire 1 Pour q ∈ QV , les conditions suivantes sont toutes équivalentes
1. a(q)=0.

2. la forme q a 2g−1(2g + 1) zéros sur V .

3. Il existe une décomposition isotropique V = X ⊕ Y t.q. q=0 sur les
sous-espaces X et Y.

Corollaire 2 L'ordre du sous-groupe stabilisateur O(V,q) ⊂ Sp(V ) d'une
forme q ∈ QV est égal à

2g
2−g+1(22g−2 − 1)(22g−4 − 1) . . . (22 − 1)(2g − 1) si a(q) = 0,

2g
2−g+1(22g−2 − 1)(22g−4 − 1) . . . (22 − 1)(2g + 1) si a(q) = 1.

La transvection Tu appartient à O(V,q) si q(u) = 1.
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Chapitre 2

L'espace de modules A2(3)−

2.1 L'involution ı = −Id

Soit maintenant (A,L) une variété abélienne avec un �bré en droites qui
induit une polarisation principale; nous considérons l'action de l'involution
ı = −Id sur A.

Proposition 3 ([LB92], page 90)
Dans la classe d'équivalence algébrique d'un �bré en droites L sur un variété
abélienne de dimension g, il existe 22g �brés en droites symétriques.

Dé�nition 5 Si L est un �bré en droites symétrique, un isomorphisme

φ : L ∼→ ı∗L

est dit une linéarisation de ı.

Soit x un point de A et L un �bré en droites, alors Lx indique la �bre de L
au-dessus de x.
Si φ est une linéarisation de ı, alors pour tout point fermé x ∈ A on a un
isomorphisme

φx : Lx
∼→ ı∗Lx = L−x.

Remarque 2

� Si y est un point de 2-torsion, alors y = −y, donc φy est un automor-
phisme de Ly.

� Nous pouvons toujours normaliser φ de manière unique en demandant
que φ0 soit l'identité sur la �bre L0 au-dessus du 0.

Dé�nition 6 L'isomorphisme φ est appelé isomorphisme normalisé de L et
ı∗L si φ0 = IdL0 .
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D'après l'identi�cation (1.5), on a

φ(ı∗θκ) = ε(Θκ)θκ.

Dé�nition 7 Soit φ : L → ı∗L l'isomorphisme normalisé. Soit x ∈ A un
point d'ordre 2. On dé�nit eL∗ (x) comme le scalaire α tel que

φx : Lx
∼→ (ı∗L)x = Lı(x) = Lx

est la multiplication par α.

Propriétés 1 ([Mum66], page 304)

1. eL∗ (x) = ±1, eL∗ (0) = +1;
2. eL⊗M∗ (x) = eL∗ (x) · eM∗ (x);
3. si ϕ : A → B est un isomorphisme, et L est un faisceau inversible

symétrique sur Y , alors

eϕ
∗L
∗ (x) = eL∗ (ϕ(x))

pour tous x ∈ A d'ordre 2;

4. Soit Â la variété duale de A et soit

e2 : X × X̂ → {±1}

la forme bilinéaire canonique. Si x ∈ A[2], et α ∈ Â[2], et si α corres-
pond à un �bré en droites L d'ordre 2 sur X, alors L est symétrique
et

eL∗ (x) = e2(x,α).

De plus

Proposition 4 Soit L un �bré en droites symétrique, la fonction

A[2] −→ {±1};
x 7→ eL∗ (x)

est une forme quadratique sur A[2] et, si κ ∈ ϑ(A) alors eO(Θκ)
∗ est la forme

quadratique κ. On dira souvent qu'un �bré en droites est pair (résp. impair)
si la forme quadratique induite sur A[2] est pair (résp.impair).

L'isomorphisme normalisé induit donc une involution linéaire

ı# : H0(A,Ln)→H0(A,Ln)

sur les espaces des sections globales de Ln dé�nis de la manière suivante.
Soit s ∈ H0(A,Ln), alors
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ı#(s) = ı∗(φn(s)),

où φ est toujours l'isomorphisme normalisé et φn est l'isomorphisme naturel
entre les puissances

φn : Ln ∼→ ı∗Ln.

A�n de construire l'espace de modules qui nous interesse, il est important de
pouvoir calculer les dimensions des espaces propres H0(A,L)+ et H0(A,L)−
de manière intrinsèque. En e�et la formule des pointes �xes de Atiyah-Bott-
Lefschetz ([GH78], page 421) est utilisée. En sachant que les points �xes de
ı sont les points de 2-torsion β ∈ A[2], nous pouvons alors écrire:

(2.1)
2∑
j=0

(−1)jTr(i# : Hj(A,L)) =
∑
β∈A[2]

Tr(i : Lβ → Lβ)
det(Id− (di)β)

.

Or (di) = −Id donc det(2Id) = 2g.

Donc si le �bré L induit une forme quadratique pair, d'après les résultats de
la section 1.3, nous trouvons∑

β∈A[2]

Tr(i : Lβ → Lβ) = 2g−1(2g + 1)− 2g−1(2g − 1) = 2g.

Si en revanche le �bré considéré est impair, alors∑
β∈A[2]

Tr(i : Lβ → Lβ) = 2g−1(2g − 1)− 2g−1(2g + 1) = −2g.

D'autre part, comme L représente une polarisation principale, hp(A,L) = 0
pour p > 0 et donc, par dé�nition de H0(L)+ et H0(L)−,

2∑
j=0

(−1)jTr(ı# : Hj(X,L)) = h0(L)+ − h0(L)−.

En développant la formule (2.1) et en rappelant que L est une polarisation
principale, on trouve, pour une polarisation L associée à une thêta caracté-
ristique pair:

h0(A,L) = h0(L)+ + h0(L)− = 1,

T r(ı],H0(A,L)) = h0(L)+ − h0(L)− = 1.

Ce qui implique h0(L)+ = 1 et h0(L)− = 0. En revanche pour L pair nous
obtenons:
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h0(L)+ + h0(L)− = 1,

h0(L)+ − h0(L)− = −1.

Donc h0(L)+ = 0 et h0(L)− = 1. Si par contre nous considérons le �bré
symétrique Ln, alors eL

n

∗ (x) = eL∗ (x)n. Par consequent, si n est pair, la
parité de la polarisation n'intervient pas dans le calcul de h0(A,L)±, et on
trouve

h0(Ln)+ + h0(Ln)− = ng,

h0(Ln)+ − h0(Ln)− = 2g;

d'où:

h0(Ln)+ = (ng + 2g)/2,

h0(Ln)− = (ng − 2g)/2.

Si au contraire n est impair il faut encore distinguer la parité de la polariza-
tion: si elle est pair:

h0(Ln)+ + h0(Ln)− = ng,

h0(Ln)+ − h0(Ln)− = 1,

et h0(Ln)± = (ng ± 1)/2. Si elle est impair h0(Ln)+ − h0(Ln)− = −1 et
les dimensions des espace propres s'échangent. Ces formules, obtenues d'une
autre manière, apparaissent aussi dans [LB92].
Donc, étant donné un isomorphisme normalisé, on a trouvé que ı agit sur
H0(A,Ln) par sa linéarisation ı# en décomposant

H0(A,Ln) = H0(A,Ln)+ ⊕H0(A,Ln)−

de manière di�érente selon le �bré symétrique choisi.

Dans le cas où n est impair, il faut distinguer la parité du �bré symétrique
dé�nissant la polarisation. Or, la situation est la suivante (BL indiquera le
lieu de base):

Proposition 5 Soit A une variété abélienne de dimension g, n un entier
positif et L un �bré en droites symétrique sur A t.q. h0(A,L) = 1. Le groupe
des 22g points de 2-torsion se décompose en deux sous-ensembles

S+ := {x ∈ A[2] t.q. eL∗ (x) = 1},
S− := {x ∈ A[2] t.q. eL∗ (x) = −1}.
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Si n est impair alors, selon la parité de L, nous trouvons

L pair:

1. #(S+) = 2g−1(2g + 1) et #(S−) = 2g−1(2g − 1);
2. h0(A,Ln)+ = (ng + 1)/2 et h0(A,Ln)− = (ng − 1)/2.

L impair:

1. #(S−) = 2g−1(2g + 1) et #(S+) = 2g−1(2g − 1);
2. h0(A,Ln)+ = (ng − 1)/2 et h0(A,Ln)− = (ng + 1)/2.

Pour tout n, nous avons

BL(|Ln|+) = S−,

BL(|Ln|−) = S+

et l'origine 0 ∈ S+.
Si n est pair, alors

h0(A,Ln)+ = (ng + 2g)/2, h0(A,Ln)− = (ng − 2g)/2.

De plus BL(|Ln|+) = ∅ et BL(|Ln|−) = A[2].

Démonstration: D'abord nous remarquons que, pour tout entier n ≥ 3,

BL(|Ln|+) ∪BL(|Ln|−) = A[2].

En e�et par le Théorème de Lefschetz nous avons un plongement

A ↪→ |Ln|∗.

Si nous projetons avec centre |Ln|∗−

ρ+ : |Ln|∗ 99K |Ln|∗+
alors la projection ρ+ n'est pas dé�nie sur

A ∩ |Ln|∗− = BL|Ln|∗+.

En changeant les espace propres dans cette construction on obtient

A ∩ |Ln|∗+ = BL|Ln|∗−.

Comme

{A ∩ |Ln|∗+} ∪ {A ∩ |Ln|∗−} = A[2],

la remarque en suit.
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Soit n impair. Comme l'isomorphisme normalisé a été utilisé comme linéa-
risation, l'assertion à propos de l'origine est vraie par dé�nition. Il reste à
prouver l'assertion sur le lieu de base. Nous rapellons que, si x ∈ A[2], eL∗ (x)
est le scalaire α t.q. φ(x) : Lı(x) ∼= Lx → Lx est la multiplication par α.
Donc, étant donnée une section invariante ϕ ∈ H0(A,Ln)+ et y ∈ S−, on a

ϕ(y) = (ı#(ϕ))(y) = −ϕ(y),

donc ϕ(y) = 0. Cela implique que toutes les sections invariantes doivent s'an-
nuler aux points de S−. Comme notre linéarisation agit comme l'identité sur
les �bres au-dessus des points de S+, le même argument prouve que toutes
les sections anti-invariantes s'annulent aux points de S+.

Si n est pair, nous pouvons écrire n = 2k pour un k ∈ N. Nous rappelons
que le système linéaire |L2| est sans points de base et que toutes les sections
de H0(A,L2) sont invariantes. Soit maintenant

µ : Symk(H0(A,L2)) −→ H0(A,L2k)

l'application de restriction. Alors l'image de µ est un sous-espace deH0(A,L2k)
sans point de base. Cela entraîne que le système linéaire complet est sans
point de base. Nous rappelons en outre que, pour y ∈ A[2],

eL
2k

∗ (y) = eL∗ (y)2k.

Donc eL
2k

∗ (z) = 1 pour tout z ∈ A[2]. Cela implique, en utilisant un ar-
gument identique à celui utilisé dans le cas n impair, que toutes sections
ϕ ∈ H0(A,L2k)− s'annulent en les points de 2-torsion. �

2.2 Les Automorphismes du groupe de Heisenberg

Dans toute cette section n sera un entier impair, n 6= 1. Nous sommes main-
tenant interessé par le sous-groupe suivant des automorphismes du groupe
de Heisenberg de niveau n

A(Hg(n)) := {φ ∈ Aut(Hg(n)) : φ((t,0,0)) = (t,0,0)}.

Les éléments de A(Hg(n)) sont les automorphismes de Hg(n) qui sont égaux
à l'identité une fois qu'on se restreint au centre de Hg(n).

2.2.1 Relèvements de ı

Soit ta : x 7→ x+ a la translation de vecteur a sur A.

Dé�nition 8 ([Mum66], page 308)
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Soit (A,H) une vapp et L un �bré en droites symétrique qui représente H.
De plus soit φ : L ∼→ ı∗L l'isomorphisme normalisé. Si

(x,ρ : Ln ∼→ t∗xL
n) ∈ G(Ln),

nous considérons la composition suivante:

L
φn

→ ı∗Ln
ı∗(ρ)→ ı∗t∗xL

n = t∗−xı
∗Ln

t∗−xφ
n

← t∗−xL
n

et dé�nissons

δ−1((x,ρ)) = (−x,(t∗−xφn)−1 ◦ ı∗ρ ◦ φn)

On véri�e que δ−1 est un automorphisme de G(Ln) qui se décompose de la
manière suivante:

1 → C∗ → G(Ln) → A[n] → 0
Id ↓ δ−1 ↓ ı ↓

1 → C∗ → G(Ln) → A[n] → 0
.

En particulier, c'est l'unique relèvement de ı au groupe G(Ln) qui soit une
involution, c'est à dire: δ−1 ◦ δ−1 est l'identité. Si on appelle

γ : G(Ln)→ GL(H0(A,Ln))

la représentation naturelle du groupe thêta , cela entraîne que, à une constante
près, le diagramme suivant commute, pour tout g ∈ G(Ln):

H0(Ln)
γ(g)→ H0(Ln)

ı# ↓ ↓ ı#

H0(Ln)
γ(δ−1(g))→ H0(Ln)

De manière analogue nous pouvons travailler sur le groupe de Heisenberg.
Nous pouvons en e�et nous donner une involution:

D−1 : Hg(n) −→ Hg(n),
(t,x,x∗) 7→ (t,− x,− x∗),

qui se décompose comme suit:

1 → C∗ → Hg(n) → (Z/nZ)g × (Z/nZ)g → 0
Id ↓ α ↓ −Id ↓

1 → C∗ → Hg(n) → (Z/nZ)g × (Z/nZ)g → 0
.

Lemme 1 L'involution D−1 est un élément de A(Hg(n)).
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Démonstration: Soient u := (t,x,x∗),v := (s,y,y∗) ∈ Hg(n). Alors nous avons

D−1(u · v) = D−1(tsω(y∗(x)),− x− y,− x∗ − y∗) =

= (t,− x,− x∗) · (s,− y,− y∗) = D−1(u) ·D−1(v).

D'autre part on a

D−1(t,0,0) = (t,0,0),

d'où l'énoncé.�

Soit maintenant

Vg(n) = Hom((Z/nZ)g,C).

On a vu dans la Proposition 1 qu'il existe une unique représentation irréduc-
tible de Hg(n) où C∗ agit par homotétie sur Vg(n), appelée la représentation
de Schrödinger U . Nous remarquons aussi que si ϕ ∈ A(Hg(n)) alors U ◦ ϕ
est aussi une représentation de niveau 1, donc par le lemme de Schur il existe
une unique (à un scalaire prés) application linéaire

Tϕ : Vg(n)→ Vg(n), t.q. Tϕ(U(h)) = U(ϕ(h)),

pour tout h ∈ Hg(n). Nous obtenons donc une représentation projective

T̃ : A(Hg(n)) → PGL(Vg(n)),(2.2)

ϕ 7→ Tϕ mod C∗.

Une base canonique de Vg(n) est maintenant donnée par les fonctions delta:

Xσ : Z/nZ → C,

Xσ(σ) = 1,
Xσ(α) = 0 si α 6= σ.

Nous remarquons en outre que D−1 ∈ Hg(n). Alors l'involution j = T̃ (D−1)
est dé�nie, à un scalaire près, comme suit:

j : Vg(n) → Vg(n),
j(Xσ) 7→ X−σ.

Donc le diagramme suivant commute, ∀h ∈ Hg(n)
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Vg(n)
U(h)→ Vg(n)

j ↓ ↓ j
Vg(n)

ρ(D−1(h))→ Vg(n)

Cette action décompose Vg(n) en deux espaces propres Vg+(n) ⊕ Vg−(n).
En e�et une thêta structure α qui fait commuter le diagramme suivant per-
mettrait d'avoir des bases canoniques des espaces propres de H0(A,nΘ) par
rapport à ı#.

(2.3)
G(Ln) δ−1→ G(Ln)
α ↓ ↓ α
Hg(n)

D−1→ Hg(n)

Dé�nition 9 ([Mum66], page 317) Une structure thêta α : G(Ln)→ Hg(n)
qui fait commuter le diagramme (2.3) est appelée symétrique.

2.2.2 Automorphismes d'une structure thêta symétrique

Si α et β : G(Ln) → Hg(n) sont deux structures thêta, alors α ◦ β−1 ∈
A(Hg(n)). Supposons maintenant que α et β sont des structures thêta sy-
métriques. Alors les automorphismes dans A(Hg(n)) qui préservent les struc-
tures symétriques, c'est à dire les

φ ∈ A(Hg(n)) t.q. α ◦ β−1 = φ,

forment d'un sous-groupe de A(Hg(n)). En e�et φ, étant la composition de
deux structure thêta symétriques, doit commuter à l'automorphisme D−1. Il
s'agit donc d'étudier les φ ∈ A(Hg(n)) t.q.

φ−1 ◦D−1 ◦ φ = D−1.

Les éléments de A(Hg(n)) qui véri�ent cette égalité forment un sous-groupe:
le sous-groupe normalisateur

CA(Hg(n))(D−1) ⊂ A(Hg(n)).

Proposition 6 Nous obtenons la suite exacte ci-dessous

(2.4) 0→ Z/nZ2g → A(Hg(n)) G→ Sp(2g,Z/nZ)→ 0
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Démonstration: Soit u := (x,x∗),v := (y,y∗) ∈ (Z/nZ)g × (Z/nZ)g. Nous
avons donc, pour φ ∈ A(Hg(n)) et (t,x,x∗) ∈ Hg(n):

φ(t,x,x∗) = φ(t,0,0)φ(1,x,x∗) = (t,0,0) · φ(1,x,x∗),

et

(2.5) φ(t,x,x∗) = (fφ(x,x∗)t,Gφ(x,x∗)),

pour un automorphisme

Gφ : Z/nZ2g → Z/nZ2g

et une fonction

fφ : Z/nZ2g → C∗.

De plus l'application

G : A(Hg(n)) → Aut(Z/nZ2g),
φ 7→ Gφ

est un homomorphisme. Si Gφ = Id alors la condition que φ soit un auto-
morphisme se traduit par le fait que fφ est un homomorphisme. En e�et, si
ω est une racine primitive n-ième de l'unité, alors

(fφ(x,x∗)fφ(y,y∗)stωx·y
∗
,x+ y,x∗+ y∗) = (fφ(x,x∗)t,x,x∗)(fφ(y,y∗)s,y,y∗) =

φ(t,x,x∗)φ(s,y,y∗) = φ((t,x,x∗)(s,y,y∗)) =

φ(tsωx·y
∗
,x+ x∗,y + y∗) = (tsfφ(x+ y,x∗ + y∗)ωx·y

∗
,x+ x∗,y + y∗).

Tout homomorphisme de Z/nZ2g dans C∗ peut s'écrire

fφ(x) = ωE(a,x)

pour un élément a ∈ Z/nZ2g, où E(−,−) est la forme symplectique standard

E : Z/nZ2g ×Z/nZ2g → Z/nZ

dont la matrice, écrite en blocs g × g est

(
0 −Id
Id 0

)
.

On obtient donc un homomorphisme
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ζ : (Z/nZ)2g −→ A(Hg(n))(2.6)

a 7→ [(t,x,x∗)
ζa7→ (tωE(u,a),x,x∗)].

Les homomorphismes ζ et G sont respectivement la première et la deuxième
�èche dans la suite (2.4).
De plus, comme φ ∈ A(Hg(n)), il préserve les commutateurs. Cela équivaut
à dire que

ωE(u,v) = [ũ,ṽ] = ũ · ṽ · ũ−1 · ṽ−1 =
= φ(ũ · ṽ · ũ−1 · ṽ−1) = [φ(ũ),φ(ṽ)] = ωE(Gφ(u),Gφ(v)),

et donc Im(G) ⊂ Sp(2g,Z/nZ). D'après l'expression 2.6 nous observons que
ζ est injective et que G ◦ ζ((x,x∗)) = Id, ∀(x,x∗) ∈ (Z/nZ)2g.
Pour prouver la surjectivité de la deuxième �èche de la suite 2.4 il nous faut
le lemme suivant.

Lemme 2 Soit n un entier impair n 6= 1. L'homomorphisme G induit un
isomorphisme

G : CA(Hg(n))(D−1)
∼−→ Sp(2g,Z/nZ).

Démonstration: Soit ζ la fonction dé�nie dans l'expression 2.6.
Pour tout a ∈ (Z/nZ)2g nous avons

D−1 ◦ ζa(t,x,x∗) = (tωE(u,a),− x,− x∗),

ζa ◦D−1(t,x,x∗) = (tωE(−u,a),− x,− x∗).

Nous avons donc

D−1 ◦ ζa(t,x) = ζa ◦D−1(t,x)

si et seulement si −E(x,a) = E(x,a). Cela est impossible, car cela implique-
rait E(x,a) = 0 pour tout a et E est non-dégénérée. Cela veut dire que

Im(ζ) ∩ CA(Hg(n))(D−1) = Id,

c'est à dire G|CA(Hg(n))(D−1) est injective.

Le problème se réduit à trouver une fonction fM : (Z/nZ)2g → C t.q. il
existe un automorphisme M̃ ∈ CA(Hg(n))(D−1) de la forme

M̃(t,x,x∗) = (fM (x,x∗)t,M(x,x∗)).

Le fait que M̃ ∈ CA(Hg(n))(D−1) implique que fM (−x,−x∗) = fM (x,x∗). De
plus il faut que M̃ soit un automorphisme de Hg(n). Cela veut dire que pour
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tout (x,x∗), (y,y∗) ∈ (Z/nZ)2g, si nous notons (a,a∗) (resp. (b,b∗)) l'image
M(x,x∗) (resp. l'image M(y,y∗)), fM doit véri�er l'équation suivante

(2.7) fM (x+ y,x∗ + y∗)ωy
∗(x) = fM (x,x∗) · fM (y,y∗)ωb

∗(a),

de manière que nous puisons avoir

M̃ ((t,x,x∗) · (s,y,y∗)) = M̃(t,x,x∗) · M̃(s,y,y∗).

Soit β la forme bilinéaire

β : (Z/nZ)2g × (Z/nZ)2g −→ Z/nZ

((x,x∗),(y,y∗)) 7→ y∗(x).

Sa relation avec la forme symplectique standard E sur (Z/nZ)2g est donnée
par la formule

E((x,x∗),(y,y∗)) = y∗(x)− x∗(y) = β((x,x∗),(y,y∗))− β((y,y∗),(x,x∗)).

Supposons que fM puisse s'écrire sous la forme fM = ωφM pour une fonction
φM : (Z/nZ)2g → (Z/nZ). Nous rapellons que (a,a∗) = M(x,x∗) et que
(b,b∗) = M(y,y∗). Alors l'équation (2.7) est équivalente à celle-ci

φM (x+ y,x∗ + y∗)− φM (x,x∗)− φM (y,y∗) = b∗(a)− y∗(x) =(2.8)

= β(M(x,x∗),M(y,y∗))− β((x,x∗),(y,y∗)).

Nous remarquons maintenant que l'expression

ψ : (Z/nZ)2g × (Z/nZ)2g −→ Z/nZ

((x,x∗),(y,y∗)) 7→ β(M(x,x∗),M(y,y∗))− β((x,x∗),(y,y∗))

est symétrique. En e�et, pour tout h = (x,x′),k = (y,y′) ∈ (Z/nZ)2g

ψ(h,k)− ψ(k,h) = β(M(h),M(k))− β(h,k)− β(M(k),M(h)) + β(k,h) =

= E(M(h),M(k))− E(h,k) = 0,

comme M ∈ Sp(2g,Z/nZ).
Soit h := (h1,h2) ∈ (Z/nZ)2g et soit φM la forme quadratique associée à la
forme bilinéaire symétrique ψ, c'est à dire
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φM : (Z/nZ)2g −→ C(2.9)

(h1,h2) 7→ 1
2
[β(M(h1,h2),M(h1,h2))− β((h1,h2))].

Alors la formule de polarisation donne l'équation (2.8) et

M̃ : Hg(n) −→ Hg(n)

(t,x,x∗) 7→ (tωφM (x,x∗),M(x,x∗))

est un automorphisme Hg(n). De plus

ωφM (x,x∗) = ωφM (−x,−x∗)

donc M̃ ∈ CA(Hg(n))(D−1) et M̃ est un relèvement de M . Cela termine la
démonstration du Lemme 2. �

Corollaire 3 Soit (A,H) une vapp, L un �bré en droites qui represente la
polarisation et n un entier impair. Alors une structure de niveau n determine
une unique structure thêta symétrique de niveau n.

Le Lemme 2 implique que l'image de G est Sp(2g,Z/nZ). Ceci complète
aussi la démonstration de la Proposition 6. �

Corollaire 4 Pour chaque entier impair n il existe un isomorphisme

A(Hg(n)) ∼= Sp(2g,Z/nZ) n (Z/nZ)2g,

où l'action de Sp(2g,Z/nZ) sur (Z/nZ)2g est celle induite par GL(2g,Z/nZ)
sur (Z/nZ)2g.

Démonstration: Nous remarquons que, comme il est le noyau de l'homo-
morphisme G, (Z/nZ)2g est un sous-groupe distingué de A(Hg(n)). Alors
Sp(2g,Z/nZ) ∼= CA(Hg(n))(D−1) agit sur (Z/nZ)2g par conjugation. Soit
a = (a1,a2) ∈ (Z/nZ)2g et soit ζa ∈ A(Hg(n)) l'automorphisme dé�ni
par l'expression (2.6). De plus soit M̃ ∈ A(Hg(n)) le relèvement de M ∈
Sp(2g,Z/nZ) dé�ni dans la démonstration du Lemme 2. Alors, pour tout
a ∈ (Z/nZ)2g, nous avons

J : Sp(2g,Z/nZ) −→ GL((Z/nZ)2g

M 7→ JM := [ζa 7→ M̃ ◦ ζa ◦ M̃−1].

En développant l'expression nous obtenons que
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M̃ ◦ ζa ◦ M̃−1(t,x,x∗) = ζM ·a(t,x,x∗),

où M · a est l'action naturelle de Sp(2g,Z/nZ) sur (Z/nZ)2g.�

D'autre part l'inclusion de Sp(2g,Z/nZ) dans A(Hg(n)) en tant que sous-
groupe CA(Hg(n)) (D−1) donne une représentation

Υ : Sp(2g,Z/nZ) −→ PGL(Vn(g))

par restriction de la représentation T̃ dé�nie par (2.2). De plus, comme
Sp(2g,Z/nZ) ∼= CA(Hg(n))(D−1), la representation Υ se décompose en deux
sous-representations

Υ+ : Sp(2g,Z/nZ)/± Id −→ PGL(Vn(g))+,
Υ− : Sp(2g,Z/nZ)/± Id −→ PGL(Vn(g))−.

2.3 Espaces de modules de variétés abéliennes

La bonne manière de formuler des questions à propos des classes d'isomor-
phisme d'objets géométriques avec des structures additionnelles est en termes
de foncteurs et de leur représentabilité. Au lieu de considérer seulement l'en-
semble des classes d'isomorphisme des objets nous considérons plutôt le fonc-
teur

F : C− Schémas −→ Ensembles;

S 7→
{
χ→ S une famille d′objets

paramétrée par S

}
/isom.

et on pose le problème de sa représentabilité.

Plus en particulier, dans le cas des variétés abéliennes polarisées un problème
de modules est dé�ni comme suit.

Dé�nition 10 Un problème de modules est donné par:

� une classe CG de variétés abéliennes polarisées (X,L);
� des familles d'objets (f : χ → S,L), où f est plat, L inversible sur χ,
t.q. ∀s ∈ S le couple (χs,Lχs) ∈ CG;

� une notion d'isomorphisme de familles;

� un foncteur G(S) := {(f : χ→ S,L) familles d'objets de CG}/isom.
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Exemples:

Ag : C− Schémas −→ Ensembles;

Ag(S) :=
{

classes d′isom. de vapp sur S
de dimension relative g

}
Dans le cas de Ag la classe CAg est formée des couples (X,L) où X est une
variété abélienne et L une polarisation principale.

Ag,n : C− Schémas −→ Ensembles;

Ag,n(S) :=


classes d′isom. de vapp sur S

de dimension relative g
avec une structure de niveau n


Ici les éléments de la classe CAg,n sont les triples (X,G,σ), où X est une va-
riété abélienne, G une polarisation principale et σ une structure de niveau n.

Un foncteur F : C−Schémas −→ Ensembles est dit représentable par un
schéma M si pour tout schéma S, il existe un isomorphisme

Ξ(S) : F(S) −→ Hom(S,M),

c'est à dire: il existe un isomorphisme de foncteurs entre F et le foncteur des
points de M .

Dé�nition 11 Un schéma de modules �n M pour un foncteur de modules
F est un schéma qui représente le foncteur F .

Dans la situation précédente il existe une famille universelle (g : χ→M,L) ∈
F(M), c'est à dire, pour toutes familles d'objets (f : Z → S,Y) ∈ F(S) il
existe un unique morphisme λ : S →M t.q. f est la famille pull-back:

Z λ̃−→ χ
f ↓ ↓
S

λ−→ M

et λ̃∗(L) = Y.
S'il existe, un schéma de modules �n, est unique. Un exemple de classe pour
laquelle il n'existe pas de schéma de modules �n est celle des �brés vectoriels
sur une courbe algébrique donnée.

La dé�nition suivante généralise celle d'espace de modules �n.

Dé�nition 12 ([MFK94], Déf. 5.6)
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Un espace de modules grossier M pour un foncteur de modules F est un
schéma M avec une transformation naturelle de foncteurs

Ξ : F −→ Hom(−,M)

satisfaisant:

1. Ξ(Spec(C)) : F(C) −→ Hom(C,M) est une bijection;
2. étant donné un schéma B et une transformation naturelle χ : F →

Hom(−,B), il existe une unique transformation naturelle ψ : Hom(−,M)→
Hom(−,B), avec χ = ψ ◦ Ξ.

Même un espace de modules grossier, s'il existe, il sera unique, mais il n'existe
pas toujours. Parfois, dans ce cas, on dit aussi que le schemaM coreprésente
le foncteur F .

Dans le contexte des variétés abéliennes sur le corps C il existe des cas où un
espace de modules �n existe, et dans ces cas là on peut aussi construire la
famille universelle. A�n de construire cette famille, considérons maintenant
le demi-espace de Siegel

Hg = {τ ∈Mg(C)| tτ = τ, Imτ dé�ni positif}

et le groupe modulaire de Siegel

Γg := Sp(2g,Z) =
{
M =

(
A B
C D

)
∈ GL(2g,Z)| tM

(
0 −Ig
Ig 0

)
M =

(
0 −Ig
Ig 0

)}
.

Soit n 6= 0 un entier. Le sous-groupe de congruence d'ordre n Γg(n) ⊂ Γg est
dé�ni comme le noyau de la réduction modulo n sur Sp(2g,Z):

(2.10) 1 −→ Γg(n) −→ Sp(2g,Z) mod n−→ Sp(2g,Z/nZ) −→ 1.

Il s'agit donc des matrices

Γg(n) := {M =
(
A B
C D

)
∈ Γg|M ≡ I2g mod n}.

Deux éléments τ et τ ′ de Hg dé�nissent des vapp isomorphes si et seulement
s'il existe M ∈ Γg tel que

(2.11) τ ′ = Mτ := (Aτ +B)(Cτ +D)−1,

de plus l'isomorphisme induit un isomorphisme de vapp avec une structure
de niveau n si et seulement si M ∈ Γg(n).
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Nous considèrons ensuite le produit semi-direct G = Sp(2g,Z) n Z2g, où
Sp(2g,Z) agit sur Z2g par multiplication matricielle. Donc il existe une action
de G sur Hg × Cg dé�nie comme suit:

G 3 σ := (M,α) : (Z,z) 7→ ((AZ+B)(CZ+D)−1,(CZ+D)−1(z+Zα1+α2)),

où M ∈ Sp(2g,Z), α = (α1,α2), αi ∈ Zg.

Pour n'importe quel sous-groupe Γ ⊂ Sp(2g,Z) à indice �ni, le groupe GΓ :=
Γ n Z2g agit également sur Hg × Cg. nous rapellons qu'un groupe est dit
sans torsion s'il n'a pas d'éléments d'ordre �ni. Si Γ est sans torsion, alors le
quotient

ΥΓ := Hg × Cg/GΓ

est lisse. En outre il est équipé avec une projection naturelle surXΓ := Hg/Γ,

ΥΓ −→ XΓ,

et ceci est une famille universelle. De plus, comme pour n ≥ 3, Γg(n) est sans
torsion, nous avons un isomorphisme de variétés complexes entre l'espace de
modules �n de vapp avec une structure de niveau n et XΓg(n), et

ΥΓg(n) → XΓg(n)

est la famille universelle. D'autre part, par le théorème de Baily-Borel [BB66],
on sait que XΓg(n) est une variété algébrique quasi-projective. Quelques ob-
jets sont maintenant introduits pour mieux expliquer cette dernière a�rma-
tion.

Pour un sous-groupe d'indice �ni Γ ⊂ Γg, un entier r et un caractère χ du
groupe Γ, nous dé�nissons l'espace des formes modulaires:

[Γ,r,χ] := {f ∈ OHg : f(Mτ ) = χ(M)det(Cτ +D)rf(τ) ∀M ∈ Γ};

où M est décomposé en quatre blocs g × g. On va écrire [Γ,r] si le caractère
est trivial. Ce type de formes modulaires donne lieu à une algèbre graduée

A(Γ) :=
⊕
r∈Z

[Γ,r].

W. Baily et A. Borel ont prouvé [BB66] que le quotient Hg/Γ, qui a priori
n'est qu'une variété analytique, est une variété algébrique quasi-projective.
En particulierHg/Γ est un ouvert de Zariski de la variété projectiveProj(A(Γ)).
La variété Proj(A(Γ)) est une compacti�cation de Hg/Γ et elle est appelée
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compacti�cation de Satake.

Les variétés analytiques Ag := Hg/Γg et Ag(3) := Hg/Γg(3) paramètrent
donc respectivement les classes d'isomorphisme de vapp et les classes d'iso-
morphisme de vapp avec une structure de niveau 3, et en particulier, comme
Γg(3) est sans torsion, le deuxième espace de modules est �n ([Deb99], Prop.
3.4). Elles ont également une structure naturelle de variétés algébriques
quasi-projectives. Hg/Γg(3).

Il existe un sous-groupe de Γg(3), appelé Γg(3,6), qui est dé�ni de la manière
suivante:

(2.12) Γg(3,6) = {M ∈ Γg(3)|(AB)0 ≡ (CD)0 ≡ 0 mod 6} ⊂ Γg(3),

où (X)0 indique les éléments sur la diagonale de la matrice X. Le sous-
groupe Γg(3,6) contient Γg(6) en tant que sous-groupe et on va voir que,
dans un certain sens, le quotient de Hg par ce groupe paramètre les variétés
abéliennes avec une structure de niveau 3 et une theta caractéristique pair.

Plus en général nous pouvons dé�nir un sous-groupe Γg(n,2n) ⊂ Γg(n) de la
manière suivante:

(2.13) Γg(n,2n) = {M ∈ Γg(n)|(AB)0 ≡ (CD)0 ≡ 0 mod 2n}.

2.3.1 Structures thêta

De manière plus générale des espaces de modules de variétés abéliennes avec
une structure de niveau n peuvent être dé�nis. Dans ce contexte la dé�nition
suivante sera importante.

Dé�nition 13 Un vecteur de (1
2Z/Z)2g est appelé une caractéristique demi-

entière.

En e�et nous pouvons dé�nir une action de Γg sur les caractéristiques: en
écrivant

Γg 3M =
(
A B
C D

)
et en considérant un élément m = (m′,m′′) ∈ (1

2Z/Z)2g, la formule

(2.14) M ·m =
(

D −C
−B A

)(
m′

m′′

)
+

1
2

(
(CtD)0
(AtB)0

)
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dé�nit une action de groupe. En e�et, pour M,M ′ ∈ Γg et m,n ∈ (1
2Z/Z)2g

on véri�e que:

1. MM ′ ·m ≡M · (M ′ ·m) ∈ (1
2Z/Z)2g,

2. Id2g ·m = m,

3. m ≡ n⇒M ·m ≡M · n ∈ (1
2Z/Z)2g

Tout cela provient d'une formule plus générale, connue comme formule de
transformation des fonctions thêta ([Igu64], Section 2). En e�et, une fois
choisi une matrice Ω ∈ Hg, nous pouvons associer comme suit une fonction
thêta holomorphe (sur la variété abélienne AΩ associée à Ω mod Γg) à chaque
caractéristique demi-entière:

(2.15) Θ
[
a
b

]
(z; Ω) :=

∑
r∈Zg

eπi((r+
1
2
a)·Ω·(r+ 1

2
a)+2(z+ 1

2
b)·(r+ 1

2
a)).

De plus le diviseur de Θ
[
a
b

]
est un diviseur thêta symétrique. Donc, par

l'identi�cation (1.5), nous pouvons dé�nir (même si non canoniquement)
des bijections entre l'ensemble dés caractéristiques demi-entières et ϑ(A).
La formule de transformation des fonctions thêta décrit donc comme les
fonctions thêta sur AΩ changent lorsque Γg agit sur Ω ∈ Hg et notamment
la formule 2.14 décrit l'action sur les caractéristiques dès fonctions thêta
avec caractéristique demi-entière. Dans notre cas on va se limiter aux thêta-
constants, c'est à dire aux fonctions thêta évaluées à l'origine. Si M ∈ Γg et
Z ∈ Hg, alors:

(2.16)

θ

[
M ·

(
a
b

)]
(M ·Z, 0) = κ(M)exp(πiφ(

(
a
b

)
,M))det(CZ+D)

1
2 θ

[
a
b

]
(Z, 0),

où l'action de Γg sur Hg est celle de l'expression (2.11), κ(M) est une racine
huitième de l'unité et

φ(
(
a
b

)
,M) = −(tatBDa+t btACb− 2tatBCb−t (A)0B)(Da− Cb)).

Lemme 3 ([Igu64], Section 2)

Soit m =
(
a
b

)
∈ (1

2Z/Z)2g. L'action de Γg sur (1
2Z/Z)2g dé�nie par

(2.14) a deux orbites distingués par l'invariant

e(m) = (−1)4a
tb ∈ {±1}.
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On dira que m est une caractéristique pair (resp. impair) si e(m) = 1 (resp.
e(m) = −1) et cet invariant coïncide, par l'identi�cation (1.5), avec l'in-
variant ε dé�ni sur les thêta caractéristiques dans la Section 1.3. Si nous
considérons donc le sous-groupe principal de congruence Γg(n) et son sous-
groupe Γg(n,2n), dé�ni par l'équation (2.12), on observe que Γg(n,2n) est
égal au sous-groupe stabilisateur (par rapport à l'action 2.14) d'une carac-

téristique pair, notamment le vecteur

(
0
0

)
. Il existe une bijection entre

l'espace de modules de variétés abéliennes de dimension g avec une structure
thêta symétrique de niveau n et une thêta caractéristique pair et le quotient

Ag(n,2n) := Hg/Γg(n,2n).

Grâce à l'équation (2.16) les thêta-constants sont des formes modulaires
par rapport à l'action de certains sous-groupes de Γg. Igusa dans [Igu64] et
Mumford dans [Mum67a] ont prouvé que l'application

Thn : Ag(n,2n) −→ Pn
g−1;

Thn(τ) :=
{
θ

[
a
0

]
(nτ,0)

}
a∈( 1

n
Z/Z)g

dé�nit un plongement de l'espace de modules, pour n ≥ 4.

Nous considérons maintenant la suite (2.10) dans le cas n = 2, cela donne:

1 −→ Γg(2) −→ Sp(2g,Z) mod 2−→ Sp(2g,Z/2Z) −→ 1.

où la dernière �èche est la réduction mod 2. Ensuite nous remarquons que
Γg(n), si n est pair, s'injecte dans le noyau de la réduction mod 2 (c'est à
dire Γg(2)). La réduction va donc se factoriser de la façon suivante:

Γg(n) mod 2−→ Sp(2g,Z/2Z)
↘ 	 ↗

Γg(2)

De plus, dans le cas de niveau 2 nous avons la suite exacte suivante:

1 −→ (Z/2Z)2g −→ Γg(2,4) −→ Γg(2) −→ 1,

dont la signi�cation est clari�ée par la proposition suivante.

Proposition 7 ([LB92],Lemma 6.6.5) Soit (A,H) une vapp de dimension
g et L un �bré en droites sur A dans la classe d'équivalence algébrique de la
polarisation H. Étant donnée une structure de niveau 2

φ : A[2] ∼−→ (Z/2Z)2g,
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les structures thêta de niveau 2 pour L qui induisent φ sont en correspondence
bijective avec les points de A[2].

Si le niveau n du sous-groupe de congruence Γg(n) considéré est un entier
impair, l'application mod 2 ne prendra pas la valeur Id2g identiquement sur
Γg(n). Notamment on a la Proposition suivante.

Proposition 8 Soit n = 3, alors on a la suite exacte suivante:

1 −→ Γg(6) −→ Γg(3) mod 2−→ Sp(2g,Z/2Z) −→ 1.

Démonstration: En e�et la première �eche est évidente, tandis que la surjec-
tivité de la deuxième est plus élaborée. Igusa, dans [Igu64] (section 1), donne
la formule suivante:

(2.17) [Γg : Γg(n)] = ng(2g+1)
∏
p|n

∏
1≤k≤g

(1− p−2k),

qui donne les indices suivants:

[Γg : Γg(3)] = #Sp(2g,Z/3Z);
[Γg : Γg(2)] = #Sp(2g,Z/2Z);
[Γg : Γg(6)] = #Sp(2g,Z/6Z).

Donc,

[Γg(3) : Γg(6)] = [Γg : Γg(6)]/[Γg : Γg(3)] = #Sp(2g,Z/2Z)

et la surjectivité est prouvée.�

2.4 Le groupe arithmétique Γ2(3)−

Soit (A,H) une vapp. Dans la section 2.3.1 nous avons observé l'action de Γg
sur les caractéristiques a deux orbites (Lemme 3) et que le groupe Γg(3,6)

est le sous-groupe de Γ3 stabilisateur de la caractéristique pair

(
0
0

)
.

Lemme 4 Soit

(
a
b

)
une caractéristique demi-entière et Θ(a,b) le diviseur

des zéros de la fonction thêta θ

[
a
b

]
de l'expression 2.15. Il existe une bi-

jection ג entre les caractéristiques demi-entières et les thêta caractéristiques.
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ג : (
1
2
Z/Z)2g −→ ϑ(A),(

a
b

)
7→ κΘ(a,b)

.

Par le lemme 3 on voit donc que Γg(3,6) se trouve au milieu de la suite
suivante:

1 −→ Γg(6) −→ Γg(3,6) mod 2−→ O+(2g,Z/2Z) −→ 1.

oùO+(2g,Z/2Z) ⊂ Sp(2g,Z/2Z) est le sous-groupe stabilisateur d'une forme
quadratique pair sur (Z/2Z)2g. En e�et en caractéristique 2 les groupes or-
thogonal et symplectique coïncident. Le groupe qui nous interesse pour la
construction de notre espace de modules est un analogue impair de Γ2(3,6).
En e�et, si on �xe un forme quadratique impair q̃, nous pouvons dé�nir de
manière analogue un deuxième groupe Γ2(3)−, t.q. Γ2(6) ⊂ Γ2(3)− ⊂ Γ2(3),
par la suite exacte:

1 −→ Γ2(6) −→ Γ2(3)− mod 2−→ O−(4,Z/2Z) −→ 1,

où O−(4,Z/2Z) est le sous-groupe stabilisateur de q̃. Le choix d'une autre
forme quadratique impair aurait comme stabilisateur un sous-groupe conju-
gué de O−(4,Z/2Z).
Nous développons maintenant une construction explicite du groupe arithmé-
tique Γ2(3)− en utilisant des résultats classiques sur les formes quadratiques
sur des F2-espaces vectoriels.

La source principale de ces résultats est l'article [GH04] de B. Gross et J.
Harris. Soit V un espace vectoriel de dimension 2g sur F2 et

〈 , 〉 : V ⊗ V −→ F2

une forme symplectique non dégénérée. L'espace symplectique (V,〈 , 〉) est
déterminé de manière unique par sa dimension 2g à isomorphisme près. Dans
notre cas nous considérerons V = F4

2.
Nous noterons Q(F2) l'ensemble de toutes les formes quadratiques sur F4

2.
L'ensemble Q(F2) est un espace homogène pour F4

2: si q ∈ Q(F2) et v,u ∈ F4
2

on dé�nit la forme quadratique q + v par la formule

[q + v](u) = q(u) + 〈v,u〉.

De manière analogue, si q′ et q sont deux éléments de Q(F2) il existe un
unique vecteur q + q′ = v ∈ F4

2 t.q.

〈v,u〉 = q(u) + q′(u).
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Cela induit une structure de F2-espace vectoriel de dimension 5 à l'ensemble
W = Q(F2) ∪ F4

2. Dans la deuxième section de [GH04] on donne une bijec-
tion entre les deux Sp(4,F2)-torseurs des bases symplectiques de F4

2 et des
ensembles de Aronhold. Si g = 2, par de�nition, un ensemble de Aronhold
est un ensemble ordonné de cinq thêta-caractéristiques impairs et on a un
isomorphisme

Σ5
∼= O(4,F2)−

donné par les permutations des cinq thêta caractéristiques.

Étant données cinq formes quadratiques impairs {ϑ1, . . . ,ϑ5}, la base sym-
plectique qui est leur associée est donnée par les expressions suivantes:

e1 = ϑ1 + ϑ2

e2 = ϑ3 + ϑ4(2.18)

f1 = ϑ1 + ϑ5

f2 = ϑ1 + ϑ2 + ϑ3 + ϑ5

Une base de W est donnée par les ϑi (voir [GH04]). Sur cet espace vectoriel
il existe une représentation naturelle

ρ : Σ5 −→ GL(W )

de Σ5 donnée par les matrices des permutations des éléments de la base. Soit
donc

A :=


1 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 0 1
1 1 1 0 1


la matrice qui dé�nit alors les transformations (2.18) en termes de bases sym-
plectiques l'action de σ ∈ Σ5

∼= O(4,F2)− est donnée par M(σ) ∈ Sp(4,F2)
qui véri�e l'égalité suivante:

M(σ) ·A ·


ϑ1

ϑ2

ϑ3

ϑ4

ϑ5

 = A · ρ(σ) ·


ϑ1

ϑ2

ϑ3

ϑ4

ϑ5



On obtient donc une représentation
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M : O(4,F2)− −→ Sp(4,F2) ⊂ GL(F4
2)

qui nous donne directement le groupe arithmétique Γ2(3)−.

Γ2(3)− :=
{
G =

(
A B
C D

)
∈ Sp(4,Z)|G ≡ I2g mod 3, G ≡M(σ) mod 2 pour σ ∈ O(4,F2)−

}
.

pour quelque σ ∈ O(4,F2)−. On voit bien que l'indice de

Γ2(6) =
{
G =

(
A B
C D

)
∈ Sp(4,Z)|G ≡ Id4 mod 3, G ≡ Id4 mod 2

}
dans Γ2(3)− est 120=](Σ5) et que, comme prévu, l'indice de Γ2(3)− dans
Γ2(3) est 6, le nombre de thêta caractéristiques impairs.

Dé�nition 14 A2(3)− est dé�ni comme le quotient H2/Γ2(3)−.

En e�et il existe une bijection entre les points de A2(3)− et les triplets
(A,L,θ), où A est une sapp, L un �bré en droites symétrique impair t.q.
h0(A,L) = 1 et θ est une structure thêta symétrique de niveau 3.

Nous avons donc un diagramme commutatif

A2(6)

↙ 120 : 1 ↓ 72 : 1 51840 : 1↘

A2(3)− A2(3,6) A2(2)

h↘ 6 : 1 k ↓ 10 : 1 ↓ 720 : 1

A2(3) 51840:1−→ A2

Les �èches h et k sont les morphismes d'oubli du �bré qui gardent seulement
la structure de niveau 3 (qui, d'après le Corollaire 3, induit de façon unique
la structure thêta symétrique).

Ce qui apparaît tout de suite est le fait que dans le cas du niveau 2 il existe un
espace de modulesA2(2,4) qui paramètre les vapp avec une structure thêta de
niveau 2 sans aucune donnée sur le �bré qui paramètre la polarisation, tandis
que dans le cas du niveau 3 les espaces de modules considérés demandent
plus de données sur ce �bré ainsi qu'une structure thêta symétrique.
Cela se traduit, au niveau de systèmes linéaires sur les variétés abéliennes
comme suit. Tandis que, par le théorème du carré, les systèmes linéaires
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|L2
α| et |L2

β | sont linéairement équivalents, ∀Lα,Lβ �brés symétriques repré-
sentants la polarisation, cela n'est plus vrai ni pour les systèmes |L3

α| et
|L3
β |, ni pour pour les sous-espaces propres par rapport à l'involution ı]. Par

consequent cela n'a pas de sens de parler de n'importe quelle structure thêta
de niveau 3 sans expliciter aussi le �bré représentant la polarisation choisi
sur la variété abélienne considérée. De plus, l'action de Γ2 sur les �brés sy-
métriques n'est pas transitive est elle a deux orbites distinguées entre elles
par la parité des thêta caractéristiques induites. En�n, pour obtenir des mo-
dèles projectifs des espaces de modules, dans ce cas nous devons forcement
choisir une structure thêta symétrique; en e�et, comme nous avons observé
dans la section 2.1, l'origine d'une surface abélienne est dans le lieu de base
de |L3

α|+ ou |L3
α|−, selon la parité de Lα. Donc, si on se donne une surface

abélienne avec une polarisation impair, pour en regarder l'image donnée par
les thêta constants (suivies par l'isomorphisme projectif dé�ni par une cer-
taine structure thêta) dans un espace projectif, nous devons forcement choisir
les 4 fonctions thêta pairs. Les autres s'annulent à l'origine. La même idée
s'applique au cas où Lα est pair, mais les dimensions des espaces propres
s'échangent.

2.5 La surface de Weddle

Soit (A,H) une variété abélienne de dimension 2 (une surface abélienne)
avec une polarisation principale H. Soit Θ un diviseur thêta symétrique t.q.
L = OA(Θ) induit H et tel que la thêta caractéristique associée soit im-
pair. L'espace H0(A,3Θ) des fonctions thêta du troisième ordre a dimension
9. Si nous considérons la linéarisation normalisée, l'espace H0(A,3Θ) se dé-
composera en deux espace propres (avec valeurs propres ±1) H0(A,3Θ)+ et
H0(A,3Θ)−, respectivement de dimension 4 et 5. L'application

ϕ3Θ : A −→ PH0(A,3Θ)∗

est un plongement par le théorème de Lefschetz et l'intersection

ϕ3Θ(A) ∩ PH0(A,3Θ)∗+

consiste en six points de 2-torsion, notamment les six point de S+ (cf. Prop.
5). En e�et les 16 points de 2-torsion sont les seuls points �xés par l'involution
ı et par consequent

{ϕ3Θ∗(A) ∩ PH0(A,3Θ)∗−} ∪ {ϕ3Θ∗(A) ∩ PH0(A,3Θ)∗+} = A[2].

Soit

PH0(A,3Θ)∗+ := P3
3Θ+
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et

W = ϕ3Θ+(A) ⊂ P3
3Θ+

la clôture de l'image de l'application rationnelle ϕ3Θ. La surface W est ap-
pelée surface de Weddle et elle est une quartique avec six noeuds en S+ et
contenant 25 droites, dont 10 sont les diviseurs exceptionnels des points de
2-torsion de S−. Le morphisme dans P3 ∼= PH0(A,2Θ)∗ donné par les fonc-
tions thêta d'ordre 2 se factorise par le quotient K := A/± Id et ce quotient
se plonge dans P3 comme surface quartique avec 16 noeuds (les points de 2-
torsion), ce qu'on appelle une surface de Kummer ([LB92], Théorème 4.8.1).
Ces deux surfaces sont liées par une construction géométrique classique que
nous développons.

Proposition 9 Il existe une injection canonique

(2.19) Q : H0(A,2Θ)∗ ↪→ Sym2H0(A,3Θ)+

dont l'image est l'espace de dimension 4 Γ des formes quadratiques qui s'an-
nulent sur S+ ⊂ P3

3Θ+.

Démonstration: Les points de H0(A,2Θ)∗ paramètrent aussi les hyperplans
de H0(A,2Θ), qui correspondent aux cubiques polaires de K. Ce système
linéaire de cubiques est complètement caractérisé par son lieu de base, ce qui
correspond par dé�nition au lieu singulier de K: les 16 points de 2-torsion.
Or, Sym2H0(A,3Θ)+ a dimension 10. Soit

ν : Sym2H0(A,3Θ)+ −→ H0(A,6Θ)+ ∼= Sym3H0(A,2Θ)

l'application de restriction à la surface abélienne. Comme il n'existe pas de
quadrique qui s'annule sur W , ν est injective. On connaît le lieu de base
de H0(A,3Θ)+: par le Lemme 5 il s'agit des 10 points de 2-torsion de S−;
donc même l'image de Sym2H0(A,3Θ)+ dans Sym3H0(A,2Θ) est détermi-
née par son lieu de base: il s'agit de l'espace des cubiques qui passent par
le 10 points de S−. Le système des cubiques polaires est un sous-système de
Sym3H0(A,2Θ) et son image inverse dans Sym2H0(A,3Θ)+ est donné par
le quadriques passantes par les 6 points de S+.�

Le fait que PH0(A,2Θ)∗ soit (via Q) un système linéaire de dimension 3 de
quadriques veut dire qu'on peut le décrire comme une matrice symétrique
de formes linéaires en des coordonnées sur PH0(A,2Θ)∗ ∼= P3

2Θ∗ . De plus
cela dé�nit une variété algébrique dans P3

2Θ∗ dont l'équation est donnée par
l'annulation du déterminant. Il s'agit d'une surface quartique (classiquement
connue comme Symétroide) et pour un système linéaire de dimension 3 de
quadriques général elle a 10 noeuds qui proviennent du fait que la variété
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déterminantielle universelle est singulière en codimension 2 et son lieu sin-
guliér est de degré 10 [HT84]. Cette variété est dé�nie comme une hyper-
surface quartique D1 ⊂ P9 := PSym2H0(A,3Θ)+ qui paramètre toutes les
quadriques dans P3 avec corang non-nul (son complémentaire dans P9 para-
mètre le quadriques non-dégénérées). Le lieu singulier D2 de D1 paramètre le
quadriques de corang au moins 2 [ACGH85]. On a ainsi le résultat classique
suivant:

Théorème 4 ( [Har95],Théorème 22.33)
Soit q ∈ D1 − D2 ∈ P9 = P(Sym2H0(A,3Θ)+) et v ∈ P3

3Θ+ son sommet;
alors

TqD1 = {quadriques qui passent par v}.

Donc dans le cas en question la surface D1 ∩ PΓ a dix noeuds qui cor-
respondent à l'intersection D2 ∩ PΓ plus six autres qui correspondent aux
quadriques q de corang 1 t.q.

PΓ ⊂ TqD1.

De plus ces six quadriques de corang 1 ont comme noeud l'image d'un des 6
points de 2-torsion de S+ dans P3

3Θ+. Soit

Z := D1 ∩H0(A,2Θ)∗ ⊂ Sym2H0(A,3Θ)+.

Elle est une surface quartique avec 16 noeuds. Nous prouverons que c'est
l'image K de la surface abélienne dans P3

2Θ∗ .

Proposition 10 Via l'injection Q, les deux surfaces de Kummer K et Z
coïncident.

Démonstration: La clef est l'isomorphisme entre Sym2H0(A,3Θ)+ et le sys-
tème linéaire Ψ des cubiques passantes par S−. En e�et il existe une appli-
cation rationnelle (dite de Steiner) dé�nie par:

St : Z 99K P3
3Θ+,

x 7→ P(ker(q(x))).

où q(x) est la quadrique correspondante au point x ∈ Z. Le lieu régulier est
Z/D2. Par construction, l'image de cette application est une variété algé-
brique. Soit

γ : PSym2H0(A,3Θ)+ 99K PSym2H0(A,3Θ)∗+

l'application donnée par les cubiques polaires de D1. Si nous considérons D1

comme le lieu des matrices 4× 4 symétriques de corang non-nul, il s'agit des



38 CHAPITRE 2. L'ESPACE DE MODULES A2(3)−

cubiques dé�nies par les 10 mineurs d'ordre 3 de la matrice symétrique et
elles dé�nissent schématiquement D2 ⊂ P9.
Comme Z = Γ ∩ D1 nous pouvons regarder la restriction à Z de γ et nous
avons

γ(Z) = V er2(St(Z)) ⊂ PSym2H0(A,3Θ)∗+,

où V er2 : P3
3Θ+ → P9 est le morphisme quadratique de Veronese. En e�et si

M =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , axy = ayx,

est une matrice symétrique de corang 1 alors nous pouvons écrire

tker(M) · ker(M) = Com(M) =

 Com11 · · · Com1n
...

. . .
...

Comn1 · · · Comnn

 ;

en e�et rg(Com(M) = n − rg(M) et si M est symétrique, Com(M) est
symétrique aussi.
Or, l'intersection du lieu de base des cubiques polaires avec P3

2Θ∗ correspond
[HT84] à

(2.20) P3
2Θ∗ ∩ D2 := S−.

Comme St(Z) = V er2(γ(Z)) et V er2 est un morphisme régulier, le lieu
exceptionnel de St correspond à celui de γ|P3

2Θ∗
, c'est à dire (2.20). Donc

d'abord l'image de St aura 6 noeuds en S+,images des six noeuds de Z qui
ne font pas partie du lieu exceptionnel.
On introduit maintenant une notation particulière pour les points de deux
torsion (par exemple voir [DO88]). En e�et, les surfaces de Kummer sont
caractérisées par ce qu'on appelle une con�guration 166. Cela revient à dire
qu'il existe 16 hyperplans spéciaux (tropes) qui sont partout tangents à la
surface en une conique double, et chaque hyperplan contient 6 noeuds. Ces
coniques sont les quotients par l'involution ±Id des 16 diviseurs thêta symé-
triques. Chaque noeud est contenu dans 6 hyperplans spéciaux (voir aussi
[LB92], Paragraphe 10.2).
On note:

(−), l'hyperplan qui correspond au diviseur thêta choisi;
(i), i = 1, . . . ,6, les noeuds sur (−);
(jk), j,k ∈ {1, . . . 6} les autres 15 hyperplans;
(xyz), x,y,z ∈ {1, . . . 6} les autres 10 noeuds;
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où l'on identi�e (xyz) et (uvw) deux ensembles complémentaires dans {1, . . . ,6}.
La con�guration d'incidence 166 est résumée dans les deux tableaux suivants
([Hud06], Chap. 2, Par. 9).

135
246 2 4 6
1 146

235
162
345

124
356

3 346
125

362
145

324
156

5 546
123

562
134

524
136



− 46 62 24
35 12 14 16
51 32 34 36
13 52 54 56


Le procédé est le suivant: on choisit un noeud p du premièr tableau et les
éléments sur la même ligne et la même colonne que p dans le deuxième ta-
bleau sont les 6 hyperplans qui le contiennent. Inversement si on choisit un
hyperplan h du deuxième tableau, les éléments qui sont sur la même ligne
et la même colonne que h dans le premièr tableau représentent les 6 noeuds
contenus dans h.

Si nous considérons la surface duale, la notation des noeuds et des hyperplans
spéciaux s'échange, c'est à dire qu'on a 15 + 1 noeuds et 6 + 10 hyperplans
comme dans le diagramme ci-dessus.

Soit q1 ∈ PSym2H0(A,3Θ)+ la quadrique de corang 1 ayant un noeud p1 en
l'image de (1), nous remarquons qu'elle coupe sur W un diviseur composé
par les 5 droites p1pi, où pi est l'image de (i) plus l'unique courbe rationnelle
normale qui passe par les six pi. Ces six composantes sont l'image sur W des
coniques déterminées par les hyperplans spéciaux (12),(13),(14),(15),(16) et
(−); l'union des coniques jacentes sur ces hyperplans est coupée par une
cubique qui est la cubique polaire de K par rapport au point (1). Donc par
la proposition 9 le noeud représenté sur S par la quadrique q1 correspond
au noeud (1) de K. En utilisant le même argument nous pouvons prouver le
résultat analogue pour les autres quadriques. Nous avons donc deux surfaces
de Kummer, ϕ2Θ∗(A) et S, qui ont le lieu singulier en commun. Le lemme 2.19
de [GD94] dit que deux telles surfaces coïncident, ce qui entraîne l'énoncé.�

Corollaire 5 L'équation de la surface de Kummer K = ϕ2Θ∗(A) est un
déterminant d'une matrice de formes linéaires (symétroide).

Dé�nition 15 Une surface qui paramètre le noyaux d'un système linéaire
Ω := [Q1 : Q2 : Q3 : Q4] de quadriques est appelée la surface jacobienne
associée à Ω et son équation (quartique) peut être obtenue en posant:
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det

· · · · · · · · ·· · · ∂Qi

∂xj
· · ·

. . . . . . · · ·

 = 0.

Donc l'application de Steiner est une application rationnelle dé�nie sur le
symétroide dont l'image est la surface jacobienne associée. Soit

δ : K −→ P3
3Θ+

l'application dé�nie par le système linéaire |3Θ|+.

Théorème 5 Les applications rationnelles St et δ : K 99K P3
3Θ+ sont les

mêmes.

Démonstration:On appelleW l'image de δ etW ′ celle de St. Dans la démons-
tration de la Prop. 10 nous avons vu que à la fois W et W ′ ont six noeuds
en les mêmes six points (de S+) dans P3

3Θ+. Les dix quadriques de rang 2
qui passent par les 6 points sont des couples d'hyperplans, chacun passant

par trois des six points. Il y en a

(
6
3

)
/2 = 10. L'image de chaque noeud

par St est donc la droite d'intersection des deux hyperplans; nous pouvons
dire de plus: par exemple, comme la cubique polaire de K par rapport à
(123) ∼ (456) contient les coniques sur (12),(23),(31),(45),(56) et (46) la
quadrique doit s'annuler sur les droites qui forment les "triangles" (p1,p2,p3)
et (p4,p5,p6): les deux triplets sont donc évidents et la droite d'intersection
correspond à l'image de (123) par |3Θ|+. En�n l'image de la conique sur (−)
par St est l'unique courbe rationnelle normale (contenue en W )par les pi
comme St|(−)

est régulière.

Le fait que W ′ soit une quartique e qu'elle coïncide avec W sur le lieu décrit
ci-dessus implique que St(S) = W.�.

Pour une hypersurface E intègre dans Pn, admettre une écriture déterminan-
tielle équivaut à l'existence d'un faisceau particulier sur Pn dont le support
soit égale a E.

Dé�nition 16 ([Bea00], Section 1)
Soit F un faisceau cohérent sur Pn et soit S = k[X0, . . . ,Xn]; alors F est
dit arithmétiquement Cohen-Macaulay (ACM) si et seulement si le S-module⊕

j∈ZH
0(Pn,F(j)) est Cohen-Macaulay.

De plus:

Théorème 6 ([Bea00], Théorème A)
Soit G un faisceau ACM sur Pn, de dimension n-1. Alors il existe une suite
exacte
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0 −→
l⊕

i=1

OPn(ei)
M−→

l⊕
i=1

OPn(di) −→ G −→ 0.

Inversement, soit M :
⊕l

i=1OPn(ei) −→
⊕l

i=1OPn(di) un morphisme in-
jectif de �brés vectoriels, alors le conoyau de M est ACM et son support est
l'hypersurface déterminée par l'équation detM = 0.

Dans le cas de la surface de Kummer le faisceau ACM est le faisceau sans
torsion F à support sur K qui véri�e la suite exacte suivante:

(2.21) 0 −→ OP3(−1)⊗H0(A,3Θ)∗+
Q−→ OP3⊗H0(A,3Θ)+ −→ ı∗F −→ 0,

où ı : K ↪→ P3 est l'inclusion et Q est l'injection de (2.19).

Pour comprendre F il vaut mieux travailler sur la désingularisée K̃ de K,
obtenue en l'éclatant en les 16 noeuds, avec la projection naturelle π : K̃ →
K. En passant aux sections globales dans la suite (2.21) on trouve que
H0(K,F) ∼= H0(A,3Θ)+ donc

dimH0(K,F) = dimH0(A,3Θ)+ = 4.

On va maintenant introduire un �bré en droites O
eK
(D) sur K̃: en rappelant

l'identi�cation de la démonstration de la proposition 9 nous poserons:

(2.22) 2D ≡ 3H −
∑
p∈S−

Ep,

où H est le pull-back π∗OK(1) et Ez ∼= P1 est le diviseur exceptionnel au-
dessus d'un point de 2-torsion z. En e�et le lemme 3.16 de [GD94] assure
que

H −
∑
p∈S+

Ep ∈ 2Pic(K̃),

et dans la démonstration de la proposition 3.22 de [GD94] on montre que

4H −
∑
p∈A[2]

Ep ∈ 2Pic(K̃).

Cela entraîne que

(4H −
∑
p∈A[2]

Ep)− (H −
∑
p∈S+

Ep) = 3H −
∑
p∈S−

Ep ∈ 2Pic(K̃).
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L'idée est de considérer le système linéaire sur K̃ qui généralise |3Θ|+. En ef-
fet l'équation 2.22 correspond au fait que Sym2H0(A,3Θ)+ ∼= Sym3H0(A,2Θ)S− ,
où l'exposant indique que nous considérons le cubique qui passent par S−.

Or, d'abord nous pouvons calculer l'auto-intersection d'un diviseur deO
eK
(D),

en obtenant:

4D2 = 9 · (H2 −
∑
p∈S−

E2
p) =

9 · 4− 20 = 16,

ce qui implique D2 = 4. Ensuite, en utilisant les résultats de B. Saint-Donat

([SD74], formule (2.4.1)) et le théorème de Riemann-Roch pour les surfaces
nous trouvons aussi la dimension du système linéaire:

|D| = 4
2

+ 1 = 3.

L'image de K̃ dans P3 = |D|∗ est une surface quartique, qu'on sait déjà être
la surface de Weddle, comme le pull back par π des diviseurs de |3Θ|+ est
par construction égale à H0(K̃,O

eK
(D)).

De plus, en suivant toujours [SD74], nous pouvons considérer les diviseurs
exceptionnels Eqi , où qi est un point de S+, et en regarder l'intersection avec
D. Pour chaque qi, nous avons:

Eqi · (3H −
∑
p∈S−

Epi) = 3Eqi ·H −
∑
p∈S−

Eqi · Epi = 0.

Cela implique que le diviseur Eq1 +· · ·+Eq6 sur K̃ est ce que Saint-Donat ap-
pelle cycle fondamental ([SD74], section 4) et que K̃ est isomorphe à l'éclaté
de la surface de Weddle en les six noeuds. De plus le diagramme suivant
commute:

K̃
π ↙ ↘ ρ

K
St

99K W

où ρ est le blow-down des six diviseurs exceptionnels au-dessus de S+. Cela
implique que la surface de Weddle est isomorphe à l'éclaté de la surface de
Kummer en les dix noeuds de S−.
Soit D ⊂ Pn un ensemble �ni de points et πD la projection ayant comme
centre le sous-espace linéaire 〈D〉. Le diagramme suivant résume la �ltration
expliquée ci-dessus. Ici V er3 et V er2 sont respectivement les morphismes de
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Veronese cubique et quadratique.

P3
2Θ∗ ⊃ K V er3−→ P(Sym3H0(A,2Θ)) = PH0(A,6Θ)+

↓ πS−
P3

3Θ∗
+
⊃W V er2−→ P(Sym2H0(A,3Θ)+) = P(Sym3H0(A,2Θ)S−

↓ πS+

P3
2Θ ⊃ K

Gauss−→ P(Sym2H0(A,3Θ)S+
+ ) = P(P(K))

où les égalités à droite doivent être entendues dans H0(A,6Θ)+.

2.5.1 La surface sextique dans P4

Soit (A,L) une sapp et Θ un diviseur thêta pair qui représente la polarisa-
tion. Si nous considérons un �bré qui induit une forme quadratique pair sur
les points de 2-torsion alors dimH0(A,3Θ)+ = 5. Alors l'image de A dans
|3Θ|∗+ = P4

3Θ+ est une surface sextique [Hun96] (dé�nie par une cubique et
une quadrique) avec 10 noeuds en le 10 points de 2-torsion de S+. Le lien
que cette surface a avec la surface de Kummer est très semblable à celui de
la surface de Weddle.

Proposition 11 Soit (A,L) une sapp, K son image dans |2Θ)|∗ = P3 et G
celle dans P4

3Θ+. Alors

V er2(G) = πS−(V er3(K)) ⊂ P(Sym3H0(A,2Θ))S−∗.

Démonstration: Cette fois le lieu de base BL(|3Θ|∗+) consiste en 6 points de
2-torsion de S−, nous pouvons considérer les applications d'evaluation:

ev1 : Sym2H0(A,3Θ)+ −→ H0(A,6Θ)+;
ev2 : Sym3H0(A,2Θ) −→ H0(A,6Θ)+.

Comme dim(Sym3H0(A,2Θ))) = dim(H0(A,6Θ))+) = 20 et la surface de
Kummer est une quartique, ev2 est un isomorphisme. En outre dim(Sym2H0

(A,3Θ))+) = 15 et dim(ker(ev1)) = 1, donc nous pouvons identi�er l'image
de dimension 14 de ev1 à l'espace (qu'on notera Sym3H0(A,2Θ))S−) des cu-
biques qui passent par S−. Cela entraîne l'énoncé.�

Proposition 12 Soient K et G comme dans la Prop. 11, alors
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πS+(V er2(S)) = K∗ ⊂ P3 = P(P(K)),

où P(K) est le système linéaire des cubiques polaires de K.

Démonstration: Nous introduisons une troisième application d'evaluation:

ev3 : Sym2H0(A,3Θ))S+
+ −→ H0(A,6Θ))+;

le première espace a dimension 5 = 15 − {10 conditions linéaires}, pour-
tant la quadrique qui coupe S passe forcement par les 10 pts de 2-torsion
en question et donc dim(Im(ev3)) = 4. En considérant toujours les points
de base on voit que nous pouvons identi�er Im(ev3) au système linéaire des
cubiques sur |2Θ|∗ qui passent par le 16 noeuds de la surface de Kummer: le
système linéaire des cubique polaires. Cela termine la démonstration.�

Comme dans le cas de la surface de Weddle, la situation est encore plus
claire une fois que nous considèrons ce qui se passe au niveau de K̃, l'éclaté
de K en les 16 noeuds. En e�et, ici les diviseurs de |3Θ|+ se résolvent en le
système linéaire complète |F |, dé�nis par l'équation suivante:

2F ≡ 3H −
∑
p∈S−

Ep.

En e�et, par le lemme 3.16 de [GD94] nous avons que

H −
∑
p∈S−

Ep ∈ 2Pic(K̃),

donc, en ajoutant 2H nous avons que

3H −
∑
p∈S−

Ep ∈ 2Pic(K̃).

Ensuite, on calcule l'auto-intersection et on obtient

4F 2 = 36− 12 = 24

d'où F 2 = 6, l'image a donc degré 6. De plus ([SD74], formule (2.4.1))

dim|F | = 1 +
1
2
F 2 = 4

comme on s'attendait. De plus, pour tout diviseur exceptionnel Eq au-dessus
d'un des 10 noeuds de S+, nous avons

(3H −
∑
p∈S−

Ep) · Eq = 0,
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et donc ([SD74], section 4), de manière analogue au cas de la surface de
Weddle,

K̃ ∼= Bl10pts.(S).

En résumant:

P3
2Θ∗ ⊃ K V er3−→ P(Sym3H0(2Θ)) = PH0(6Θ)+

↓ πS−
P4

3Θ∗
+
⊃ S V er2−→ P(Im(ev2)) = P(Sym3H0(2Θ)S−

↓ πS+

P3
2Θ∗ ⊃ K Gauss−→ P(Im(ev3)) = P(P(K))

2.6 L'espace de modules A2(3)−

On s'intéresse maintenant à l'espace de modules A2(3)− des surface abé-
liennes principalement polarisées avec une structure thêta symétrique de ni-
veau 3 et un �bré en droites qui induit une forme quadratique impair. Pour
plusieurs raisons un élément de cet espace de modules peut être vu comme
une surface de Weddle. Un tel élément est en e�et un quatruplet (A,H,L,θ).
A est une variété abélienne, H une polarisation principale sur A, L est un
�bré en droites symétrique dans la classe d'équivalence algébrique de la po-
larisation qui induit une forme quadratique impair sur les points de A[2] et θ
est une structure de niveau 3. En e�et nous avons vu que, étant �xé le �bré,
une structure thêta de niveau 3 induit complètement une structure thêta
symétrique.

Soit A une surface abélienne, H une polarisation principale, L un �bré
symétrique et γ une structure thêta de niveau 3 pour L. Soit ϕL3(A) ⊂
PH0(A,L3)∗ l'image de A donnée par les fonctions thêta de 3me ordre. La
structure thêta donne une identi�cation

Φγ : PH0(A,L3)∗ ∼= PV ∗ := PV2(3)∗ = P8

de manière que nous pouvons regarder l'image Φγ(ϕL3(A)) ⊂ PV . Doréna-
vant on notera Φγ(ϕL3(A)) par A.

Le groupe de Heisenberg H2(3) agit sur V par la représentation de Schrö-
dinger. L'action sur les puissances symétriques SnV est la suivante: soit
h ∈ H2(3), une base de SnV est donné par les produits Xσ1Xσ2 · · ·Xσn , sur
lesquels H2(3) agit diagonalement:
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h ·Xσ1 · · ·Xσn := h ·Xσ1 · · ·h ·Xσn .

Pour décomposer SnV il est utile d'introduire les deux sous-groupes lagran-
giens:

Hd = {(t,x,x∗) : t = 1,x = 0};

Hp = {(t,x,x∗) : t = 1,x∗ = 0}.

Le centre C∗ de H2(3) et les deux sous-groupes Hd et Hp engendrent H2(3).
Le sous-groupe Hd agit sur V par des matrices diagonales, tandis que Hp

agit en permutant les éléments de la base par des matrices de permutation.

On s'intéresse en particulier à la décomposition en sous-représentations de
S2V .

Proposition 13 [vdG87] L'espace S2V est la somme directe de 5 copies
d'une représentation irréductible de dimension 9 de H2(3). Une base de S2V
comme H2(3)-module est donnée par une base d'éléments Hd-invariants.
C'est à dire

X2
00, X01X02, X11X22, X12X21, X10X20.

Démonstration:Il su�t de prouver le résultat pour le groupe de Heisenberg
�ni H2(3) ⊂ H2(3), composé par les éléments x ∈ H2(3) t.q x3 = 1 comme
ils ont les mêmes representations [Mum66]. L'élément t du centre de H2(3)
agit comme t2, mais comme t3 = 1 le centre agit donc par l'inverse de
son caractère naturel. En suivant [Mum66] (Proposition 3) nous savons que
toutes sous-representations irréductibles de S2V sont isomorphes et ont di-
mension 9. D'autre part chaque sous-représentation est engendrée, en tant
que H2(3)-module, par un élément Hd-invariant non-trivial, ce qui implique,
par dé�nition de Hd, que la somme des indices des coordonnées qui com-
posent cet élément soit zero. �

Le théorème suivant à propos du plongement de la surface abélienne dans
P8 est dû à Arthur Coble.

Proposition 14 ( [Cob17])
Il existe une unique surface cubique H2(3)-invariante dans P8 singulière le
long de A, appelée cubique de Coble. Les polaires de cette cubique engendrent
l'espace des quadriques qui contiennent A.

Cela donne donc explicitement le noyau de l'application d'évaluation

µ : Sym2(H0(A,3Θ))→ H0(A,6Θ).

Le fait que la dimension du noyau est 9 était déjà connu, comme µ est surjec-
tive [Koi76] et les dimensions des deux espaces sont, respectivement, 45 et 36.
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De plus étant donné une quadrique polaire nous pouvons en obtenir 8 autres
qui complètent une base de ker(µ) en faisant agir Hp et en regardant toute
l'orbite. Les quadriques polaires forment en e�et une sous-représentation de
Sym2V .
Par la proposition 13 une de ces quadriques pourra s'écrire de la manière
suivante:

(2.23) Q00 := α0X
2
00 + α1X01X02 + α2X11X22 + α3X12X21 + α4X10X20

et les autres huit quadriques sont obtenues en permutant les coordonnées,
mais en gardant les mêmes αi.

Q01 := α0X
2
01 + α1X02X00 + α2X11X21 + α3X12X20 + α4X10X22

Q02 := α0X
2
02 + α1X00X01 + α2X12X22 + α3X10X21 + α4X11X20

Q10 := α0X
2
10 + α1X11X12 + α2X20X00 + α3X21X02 + α4X22X01

Q11 := α0X
2
11 + α1X12X10 + α2X21X01 + α3X22X00 + α4X20X02

Q20 := α0X
2
20 + α1X21X22 + α2X00X10 + α3X01X12 + α4X02X11

Q21 := α0X
2
21 + α1X22X20 + α2X01X11 + α3X02X10 + α4X00X12

Q12 := α0X
2
12 + α1X10X12 + α2X22X02 + α3X20X01 + α4X21X00

Q22 := α0X
2
22 + α1X20X21 + α2X02X12 + α3X00X11 + α4X01X10.

De plus, si nous considérons une structure thêta symétrique (voir section
2.2.1) alors nous pouvons prendre des bases canoniques pour les espaces
propres de V par rapport à l'action de ı.

Y0 := X00,
Y1 := 1

2(X01 +X02), Z1 := 1
2(X01 −X02),

Y2 := 1
2(X10 +X20), Z2 := 1

2(X10 −X20),
Y3 := 1

2(X11 +X22), Z3 := 1
2(X11 −X22),

Y4 := 1
2(X12 +X21), Z4 := 1

2(X12 −X21).

Les Yσ donnent des coordonnées pour V+ tandis que les Zσ pour V−. On
notera P3

− l'espace projectivisé PV− et P4
+ le projectivisé PV+. De plus, si L

est pair (resp. impair) nous avons une identi�cation de |L3|+ avec P4
+ (resp.

P3
−). Nous avons au contraire une identi�cation de |L3|− avec P3

− (resp. P4
+)

si L est pair (resp. impair). Donc en rappelant la proposition 5, nous avons

A ∩ P3
− = S+ si L est impair, S− si L est pair,(2.24)

A ∩ P4
+ = S− si L est impair, S+ si L est pair.(2.25)
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2.6.1 La restriction à P4
+

La restriction à P4
+ des quadriques (2.23) est donnée par un système des cinq

quadriques Qi[. . . : Yσ : . . . ], pour i = 1, . . . ,5. On écrira les Qi sous forme
d'une matrice M+[Yi] ayant comme éléments des polynômes de degré 2 en
les variables Yi qui multiplient le vecteur des coe�cients.

(2.26)


Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

 :=


Y 2

0 Y 2
1 Y 2

2 Y 2
3 Y 2

4

Y 2
1 2Y0Y1 2Y3Y4 2Y2Y4 2Y2Y3

Y 2
2 2Y3Y4 2Y0Y2 2Y1Y4 2Y1Y3

Y 2
3 2Y2Y4 2Y1Y4 2Y0Y3 2Y1Y2

Y 2
4 2Y2Y3 2Y1Y3 2Y1Y2 2Y1Y4




α0

α1

α2

α3

α4

 .

Si nous considérons maintenant les fonctions thêta Yi comme des fonctions
en τ ∈ H2 en �xant z = 0 au deuxième argument nous obtenons l'application
thêta null :

Th+ : A2(3,6) −→ P4
+,(2.27)

(A,L,ϑ) 7→ Φϑ(ϕL3(0)),

où 0 est l'origine de la sapp, L un �bré en droites pair représentant la po-
larisation et Φϑ est l'identi�cation de P4

+ avec PH0(A,L3)∗+, donnée par la
structure thêta symétrique ϑ. Cela induit une application

H2/Γ2(3)+ −→ P4
+,

et un isomorphisme birationnel entre A2(3,6) et son image. Tout cela sera
résumé dans la proposition suivante:

Proposition 15 [AR96],[vdG87]
L'application ϑ+ dé�nit un isomorphisme birationnel entre A2(3)+ et l'hyper-
surface A10 de degré 10 donné par l'annulation du déterminant de la matrice
de l'équation 2.26. Le polynôme de degré 10 obtenu est l'unique relation entre
les thêta constants de troisième ordre et de niveau 3.

De plus, on véri�e (cf. [Bur90], [Bur92] et [Cob17]) que la matrice de
(2.26) est la matrice Hessienne de l'unique quartique B ⊂ P4

+ invariant par
l'action du groupe PSp(4,Z/3Z) = Sp(4,Z/3Z)/ ± Id sur P4

+: la quartique
de Burkhardt. L'action de Sp(4,Z/3Z)/ ± Id vient de l'isomorphisme entre
le groupe CA(Hg(n))(D−1) des automorphismes de H(3) qui préservent une
structure thêta symétrique et Sp(4,Z/3Z) même. Cela par le lemme de Schur
induit une action projective de Sp(4,Z/3Z) sur P3

− et P4
+, qui se factorise

par Sp(4,Z/3Z)/± Id.



2.6. L'ESPACE DE MODULES A2(3)− 49

L'équation de la quartique de Burkhardt est connue depuis longtemps; elle
est dé�nie par l'expression suivante:

(2.28) B := {Y 4
0 − Y0(Y 3

1 + Y 3
2 + Y 3

3 + Y 3
4 ) + 3Y1Y2Y3Y4 = 0}.

Remarque 3 [vdG87] Nous avons

Hess(B) = M+.

Donc l'hypersurface A10 est la Hessienne de B.

D'ailleurs, en utilisant un argument d'algèbre linéaire facile, il existe aussi
une variété algébrique qui paramètre les αi et elle n'est rien d'autre que la
variété steinerienne St(B), c'est à dire la variété qui paramètre les noyaux
des formes quadratiques paramètrées par A10.

Soit Sym2V Hd l'espace vectoriel des quadriques Hd-invariantes. Nous remar-
quons que Sym2V Hd peut être identi�é à V+ de la manière suivante:

Sym2V Hd
∼−→ V+;(2.29) ∑

α

aαXαX−α 7→
∑
α

aαYα.

Nous avons donc l'application steinerienne de degré 10

St+ : Hess(B) −→ PSym2V Hp ∼= P4
+;

[. . . : bi : . . .] 7→ Ker(M+[bi]).

En e�et, soit [. . . : bi : . . .] le vecteur des coordonnées de Th+(A,L,ϑ),
alors Ker(M+[bi]) est le vecteur des coe�cients ri des quadriques de IA(2).
L'image de St+ est la variété steinerienne de B et on la note St(B). De plus,
ce qui sera développé dans la section suivante, Hunt [Hun96] a montré que
St(B) ∼= B, donc nous avons bien une application birationnelle de degré 10

St+ : Hess(B)→ B.

De plus, les coe�cients ri ne dépendent pas du �bré symétrique pair L dans
le triplet (A,L,ϑ) ∈ A2(3,6). Cela veut dire que St+ en tant que application
rationnelle est birationnelle au morphisme d'oubli

f+ : A2(3,6) −→ A2(3)

qui oublie le choix du �bré en droites. Cela prouve qu'il existe un isomor-
phisme birationnel Q : B ∼→ A2(3) et qu'on a le diagramme commutatif
suivant.
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A2(3,6) Th+

−→ Hess(B) ⊂ P4

f+ ↓ ↓ St+
A2(3)

Q−→ St+(B) = B

2.6.2 La restriction à P3
−

Si on restreint à P3
− le système linéaire |IA(2)| on obtient le système de cinq

quadriques suivant, mis toujours sous forme matricielle:

(2.30)
Q′1
Q′2
Q′3
Q′4
Q′5

 :=


0 −Z2

1 −Z2
2 −Z2

3 −Z2
4

Z2
1 0 −2Z3Z4 −2Z2Z4 −2Z2Z3

Z2
2 2Z3Z4 0 2Z1Z4 −2Z3Z1

Z2
3 2Z2Z4 −2Z1Z4 0 2Z1Z2

Z2
4 2Z3Z2 2Z1Z3 −2Z1Z2 0




α0

α1

α2

α3

α4

 = 0.

On appelera M−[Zi] la matrice anti-symétrique de l'équation 2.30. Le dé-
terminant de M−[Zi] est identiquement nul sur P3

−, comme elle est anti-
symétrique et d'ordre impair. Donc là aussi nous pouvons dé�nir une ap-
plication de Steiner. Comme le noyau de M−[Zi] est toujours le vecteur
(. . . ,αi, . . . ) des coe�cients, nous avons Im(St+) = Im(St−) = B.

St− : P3
− −→ B;

[. . . : ci : . . . ] 7→ Ker(M−[ci]).

En e�et la matrice M−[Zi] a rang 4 pour z = [. . . : Zi : . . . ] ∈ P3
− général.

Donc sa comatrice a rang 1 et elle peut être écrite comme

Ker(M−[bi]) ·Ker(M−[bi])t.

Cela implique que St− est donnée par le système linéaire de quartiques ob-
tenues comme pfa�ens des cinq sous-matrices 4× 4 obtenues en e�aceant la
i-ème ligne et la i-ème colonne de la matrice de (2.30).
Cela donne lieu aux cinq expressions quartiques suivantes

α0 = 6Z1Z2Z3Z4,

α1 = −Z1(Z3
2 + Z3

3 + Z3
4 ),

α2 = Z2(Z3
1 + Z3

3 + Z3
4 ),(2.31)

α3 = Z3(Z3
1 − Z3

2 + Z3
4 ),

α4 = Z4(Z3
1 + Z3

2 − Z3
3 ),
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qui ont 40 points de base [Cob17].

Proposition 16 La "construction pfa�enne" dé�nit une unirationalisation
de B de degré 6

St− : P3
− −→ B,

[. . . : Zi : . . . ] 7→ [. . . : αi : . . . ] ,

donnée par les quartiques du système 2.31.

De plus, les équations 2.31 permettent de prouver le théorème suivant.

Théorème 7 [Hun96]
La quartique de Burkhardt est auto-steinerienne, c'est à dire: ST (B) ∼= B.

Démonstration: L'image de St− est a priori ST (B) et les six points de 2-
torsion A∩P3

− par construction sont envoyés par St− sur le même α := [. . . :
αi : . . . ] ∈ ST (B), donc

St− : P3
− → ST (B)

est une application de degré six. Les quartiques (2.31) ont 40 points de base,
qui proviennent d'un arrangement dé�ni par l'action de G := Sp(4,Z/3Z)/±
Id (par les automorphismes de la structure theta symétrique) sur P3

− et de
plus St− est équivariante par l'action de G. Cela implique que le degré de
l'image est 1

6(64−40) = 4 et que cette image est une hypersurface invariante
de degré 4, donc par unicité la quartique de Burkhardt. �

Donc nous avons aussi le corollaire suivant:

Corollaire 6 [vdG87] Il existe un isomorphisme birégulier G-équivariant
entre un ouvert de Zariski de B et un ouvert de Zariski de l'espace de mo-
dules de surfaces abéliennes principalement polarisées avec une structure de
niveau 3.

De plus nous connaîssonns explicitement l'ouvert de A2(3) en question: il
s'agit de l'ensemble des surfaces abéliennes irréductibles. En outre l'image
du morphisme birégulier du Corollaire 6 est le complémentaire de la réunion
de 40 planes 2-dimensionels contenus en B. On notera V ′ l'ouvert de A2(3),
V celui de B et h le morphisme entre eux.

Lemme 5 Par construction la �bre St−1
− (b) d'un point b ∈ B est égale à la

réunion des six points (2.24) de la surface abélienne Ab dont b paramètre le
coe�cients de l'idéal de quadriques.
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Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Théorème 8 L'application thêta-null Th− donnée par les fonctions thêta
pairs induit un isomorphisme birationnel

Th− : A2(3)− −→ P3
−.

Démonstration: Soit (A,L,ϑ) un élément de A2(3)−. Nous rapellons que,
lorsque L est impair, nous avons une identi�cation Φϑ : P3

−
∼= |L3|∗+ ce qui

permet d'écrire l'application thêta-null

Th− : A2(3)− −→ P3
−,

(A,L,ϑ) 7→ Φϑ(ϕL3(0)).

Par dé�nition A2(3)− est un quotient de H2 par le sous-groupe arithmétique
de congruence Γ2(3)− et donc, par le théorème de Baily-Borel [BB66], il
s'agit d'une variété algébrique quasi-projective. nous considérons maintenant
le sous-ensemble ouvert U ⊂ A2(3)− donné par les surfaces irréductibles.
Nous remarquons aussi que, pour les surfaces dans notre espace de modules,
0 ∈ S+ et BL(|L3|+) = S−. Donc l'application thêta-null Th− est dé�nie
partout et holomorphe sur U . Soit maintenant (A,L,ϕ) une sapp irréductible
avec une structure de niveau 3 et soit

f− : A2(3)− 6:1−→ A2(3)

le morphisme d'oubli du �bré en droites impair qui représente la polarisation.
Le degré est 6 car la structure de niveau induit uniquement une structure
thêta symétrique. Les six points de la �bre de f− au-dessus de (A,L,ϕ)
sont envoyés par Th− sur les six points de S+, c'est à dire l'intersection
(2.24). Nous remarquons que ces six points de P3

− constituent aussi la �bre
de St− au-dessus du point de B qui represente (A,L,ϕ). De plus, lorsque
(A,L,ϕ) varie dans V ′, les six points couvrent tout P3

−, comme le déterminant
de la matrice de l'équation 2.30 est zéro. Nous avons donc le diagramme
d'applications rationnelles suivant.

A2(3)− Th−−→ P3
−

f− ↓ ↓ St−
A2(3)

Q−→ B ∈ P4
+

Les deux applications f− et St− ont degré 6 et l'application Q est générique-
ment bijective, donc Th− est aussi une application génériquement bijective;
étant donné qu'on travaille en caractéristique zéro cela implique l'assertion.
�

Corollaire 7 L'espace de modules A2(3)− est rationnel.
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Remarque 4 Soit p ∈ P3
−. Il est naturel de se demander s'il est possible

de reconstruire le triplet (A,L,ϑ) ∈ A2(3)− t.q. Th−(A,L,ϑ) = p. Les coor-
données de St−(p) dans P4

+
∼= PSym2V2(3)Hp sont les coe�cients des neuf

quadriques qui s'annulent sur A ∈ P8 = PV2(3)∗. Cela nous donne A. Nous
remarquons ensuite que l'action de H2(3) donne lieu à une inclusion

(2.32) ρ : (Z/3Z)4 ↪→ PGL(V3(2)).

En prenant les images de 0 ∈ A via les di�érentes transformations projectives
données par ρ on obtient bien une structure de niveau 3 sur A. De plus, si
nous considérons les six points St∗−(St−(p)), il existe une unique cubique
gauche RA qui passe par ces six points. Donc la variété abeliénne A peut être
vue comme la variété Jacobienne de la courbe XA obtenue comme rêvetement
de RA ∼= P1 rami�é en St−1

− (St−(p)). Or p est un point de Weierstrass de
XA, ce qui est équivalent à un thêta caractéristique impair.

Remarque 5 R.Salvati Manni et H.Freitag ([FSM04], Section 6) ont mon-
tré que la composition St− ◦Th− donne cinq fonctions B1, . . . ,B5 sur H2 qui
sont des formes modulaires par rapport à Γ2(3), en donnant ainsi une autre
démonstration du fait que B est birationnelle à la compacti�cation de Satake
de A2(3). Nous conjecturons que les quatre composantes de Th− soient des
formes modulaires par rapport à Γ2(3)−.

La quartique de Burkhardt est une hypersurface singulière avec 45 points
doubles ordinaires, ce qui caractérise B parmi les quartiques dans P4, comme
45 est le nombre maximal de noeuds qu'une telle variété peut avoir (borne
de Varchenko). Pour un point p ∈ B général, la section hyperplane tangente
TpB ∩ B est une quartique nodale avec un unique noeud au point de tan-
gence et St−1

− (TpB∩B) est une quartique du système (2.31) avec six noeuds
aux images inverses de p, les 6 points de 2-torsion A ∩ P3

−.

Le système linéaire de quadriques obtenu de l'équation 2.30 a dimension 4
comme la matrice a déterminant identiquement zéro. De plus, nous pouvons
prouver par des calculs explicites le théorème suivant.

Théorème 9 [Cob17] La surface St−1
− (TpB ∩B) est la surface de Weddle

obtenue comme surface jacobienne du système linéaire de quadriques obtenu
de l'équation 2.30.
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Chapitre 3

La surface de Weddle et les

classes d'extensions invariantes

sur une courbe de genre 2

Soit C une courbe lisse de genre g. On note H0(ω) le C-espace vectoriel des
1-formes holomorphes sur C. Le groupe d'homologie H1(C,Z) est un groupe
abélien libre de rang 2g. L'application injective

ρ : H1(C,Z) −→ H0(ω)∗

γ 7→
∫
γ

nous permet de considérer H1(C,Z) comme un réseau de H0(ω)∗. La variété
jacobienne de C, dé�nie par

JC := H0(ω)∗/ρ(H1(C,Z),

est un tore complexe qui admet une polarisation principale. De plus JC
paramètre les �brés en droites de degré 0 sur C. Soit en outre Picd(C) la
variété de Picard (isomorphe à JC) qui paramètre les �brés en droites de
degré d sur C, évidemment JC = Pic0(C). La variété Picg−1(C) contient
canoniquement le diviseur theta dé�ni ensemblistement par

Θ := {L ∈ Picg−1|h0(C,L) > 0}.

En tant que diviseur, Θ est symétrique par rapport à l'involution

ε : ξ 7→ ω ⊗ ξ−1

sur Picg−1(C) et sa classe d'équivalence algébrique dé�nit une polarisation
principale sur le tore complexe Picg−1(C). Dans cette classe d'équivalence il
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existe 22g diviseurs symétriques, qui sont les translatés de Θ par les points de
2-torsion de JC. Si par contre on translate Θ par une thêta caractéristique,
i.e. un �bré F t.q. F⊗2 = ω, on obtient un diviseur symétrique (cette fois
par rapport à l'involution ±Id) sur JC. Ce diviseur sera noté Θ0. Soient
maintenant Θα et Θβ deux translatés de Θ par deux points α,β ∈ JC[2],
alors par le théorème du carré les deux diviseurs 2Θα et 2Θβ sont linéairement
équivalents. Nous avons un résultat analogue en translatant Θ par deux thêta
caractéristiques di�érentes.

On note K0 ∼= JC/± Id la surface de Kummer obtenue comme image de la
jacobienne dans l'espace projectif |2Θ0|∗ et K1 ∼= Pic1(C)/ε celle obtenue
comme image de Pic1(C) dans |2Θ|∗.

L'espace projectif dual |2Θ|∗ peut être canoniquement identi�é à |2Θ0|. En
e�et il existe un isomorphisme canonique dw, appelé dualité de Wirtinger
[Mum74],

dw : |2Θ0|
∼=−→ |2Θ|∗.

L'isomorphisme dw est caractérisé par la propriété que, pour L ∈ Pic1(C),
nous avons

dw(ΘL + Θω⊗L) = {D ∈ |2Θ| : L ∈ D},

avec ΘL = {ξ ∈ JC : h0(ξ ⊗ L) > 0}, le translaté de Θ par L.

Avant de se réduire à l'étude des �brés vectoriels de rang 2, nous exposons
quelques résultats utiles à propos du cas de rang général. Soit E un �bré
vectoriel de rang r sur C. On dé�nit son déterminant comme le �bré en
droites

det(E) =
r∧
E.

C'est un �bré en droites dont le degré sera appelé le degré du �bré vectoriel E
et il sera noté deg(E). On dé�nit la notion de pente de E comme le nombre

µ(E) =
deg(E)
r

.

Un �bré vectoriel est semi-stable (resp. stable) si pour tout sous-�bré propre,
on a l'inégalité

µ(F ) ≤ µ(E) (resp. µ(F ) < µ(E)).

Nous introduirons une relation d'équivalence due à C.S. Seshadri [Ses67].
Tout �bré vectoriel semi-stable E admet une �ltration de Jordan-Hölder
strictement croissante
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0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Ek−1 ⊂ Ek = E,

telle que chaque quotient Ei/Ei−1 est stable, pour i = 1, . . . ,k. Nous appelons

gr(E) =
k⊕
i=1

Ei/Ei−1

le �bré gradué associé à E. Donc, deux �brés vectoriels semi-stables E et E′

sont S-équivalents si gr(E) ∼= gr(E′). En particulier, deux �brés stables E et
E′ sont S-équivalents si et seulement si ils sont isomorphes. Or, si nous �xons
un �bré en droites L (dans notre cas il s'agira de O) on notera SUC(r,L)
l'espace de modules grossier des classes de S-équivalence de �brés vectoriels
semi-stables sur C de rang r et déterminant �xé L. En particulier on notera
SUC(r) lorsque L = O. Dans [Ses67] Seshadri introduit l'espace de modules
UC(r,d) des classes de S-équivalence de �brés vectoriels semi-stables sur C
de rang r et degré d. Il prouve qu'il s'agit d'une variété projective normale
et irréductible de dimension

dimUC(r,d) = r2(g − 1) + 1,

où g est toujours le genre de la courbe C. De plus UC(r,d) est une �bration
sur Picd(C):

det : UC(r,d) −→ Picd(C).

La �bre au-dessus d'un point L de Picd(C) est exactement SUC(r,L). On
voit donc que

dim(SUC(r,L)) = (r2 − 1)(g − 1).

SUC(r) est donc une variété projective irréductible, dont le lieu singulier
consiste exactement en les points non-stables, sauf si r = 2, g = 2. Dans ce
cas SUC(2) ∼= P3 est lisse. On dé�nit une application rationnelle

(3.1) θ : SUC(r) 99K |rΘ|

telle que θ(E) est le diviseur de support

{L ∈ Picg|h0(C,E ⊗ L) 6= 0}.

Pour certaines valeurs de r et g il existe des éléments E dans SUC(r) tels
que θ(E) = Picg−1(C). M. Raynaud [Ray82] a donné des exemples de tels �-
brés vectoriels et des conditions sous lesquelles θ(E) dé�nit un diviseur dans
Picg−1(C). En particulier les résultats de Raynaud montrent que l'applica-
tion θ est bien dé�nie pour r = 2 en genre quelconque et pour r = 3 et
g = 2.
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Lorsque r = 2 le système linéaire |2Θ| est particulièrement intéressant car il
contient la variété de Kummer K0, i.e. le quotient de la jacobienne JC par
l'involution a 7→ −a. Donc l'application

JC −→ |2Θ|
a 7→ Θa + Θ−a

factorise par le plongement κ : K0 ↪→ |2Θ|. Le lieu non-stable de SUC(2) est
formé des �brés vectoriels de la forme M ⊕M−1, avec M ∈ JC et s'identi�e
à K0. Pour g ≥ 3 ces �brés forment le lieu singulier de SUC(2). On obtient
ainsi le diagramme commutatif suivant.

K0

↓ ↘κ

SUC(2) θ−→ |2Θ|

On résume dans le théorème suivant les résultats connus sur l'application θ
pour les �brés de rang 2.

Théorème 10

a) Pour g=2, θ est un isomorphisme de SUC(2) avec |2Θ| ' P3 ([NR69],théorème
7.2)

b) Pour g ≥ 3 et C hyperelliptique, θ est �ni de degré 2 sur une sous-variété
de |2Θ| qui est décrite explicitement dans [DR77]

c) Pour g ≥ 3 et C non-hyperelliptique, θ est un plongement [vGI01].

Dans le reste de ce chapitre C sera une courbe lisse de genre 2 et

λ : C → C

l'involution hyperelliptique sur C, i.e. λ2 = Id et C/λ ∼= P1. Dans ce cas
l'application d'Abel-Jacobi

AJ : C −→ Pic1(C),(3.2)

p 7→ OC(p).

dé�nit un isomorphisme entre C et Θ ⊂ Pic1(C). De plus, en faisant le
quotient de C par l'involution λ on obtient un rêvetement de P1 rami�é en six
points. Les six points de C �xés par λ sont appelés les points de Weierstrass
et ils sont envoyés par AJ sur les six thêta caractéristiques impairs contenues
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dans Pic1(C). D'autre part le lieu �xe de l'involution ε est la réunion des 16
thêta caractéristiques et nous avons

ε|Θ∼=C = λ : C −→ C.

Soit OPic1(C)(Θ) le �bré en droites dé�ni par le diviseur Θ. Comme Θ est un
diviseur symétrique, quitte à choisir une linéarisation de ε nous avons une
action

ε] : H0(Pic1(C),OPic1(C)(Θ)) −→ H0(Pic1(C),OPic1(C)(Θ)),

et de manière plus générale sur tous les espaces de sections globales des
�brés OPic1(C)(nΘ). En particulier nous avons deux choix: selon le choix de
la linéarisation l'unique section θ de OPic1(C)(Θ) sera invariante où anti-
invariante. Nous choisirons la linéarisation

ν : ε∗OPic1(C)(Θ) ∼−→ OPic1(C)(Θ)

par rapport à laquelle θ ∈ H0(Pic1(C),OPic1(C)(Θ))−. Par la formule du
point �xe de Atiyah-Bott-Lefschetz cela entraîne que ν induit l'identité sur
la �bre de OPic1(C)(Θ) au-dessus de chaque thêta-caractéristique impair et
−Id sur la �bre au-dessus de chaque thêta-caractéristique pair. Toujours par
la formule de Atiyah-Bott-Lefschetz nous trouvons que ce choix implique que

h0(Pic1(C),3Θ)+ − h0(Pic1(C),3Θ)− =
6− 10

4
= −1.

Ce qui implique, comme h0(Pic1(C),3Θ) = 9, que

h0(Pic1(C),3Θ)− = 5,
h0(Pic1(C),3Θ)+ = 4.

Remarque 6 Soit κ ∈ Pic1(C) une thêta caractéristique impair et Θ0
∼=

t∗κΘ le diviseur thêta symétrique sur JC translaté de Θ par κ. Alors notre
linéarisation ν induit l'isomorphisme normalisé

OJC(Θ0)
t∗κν−→ t∗κλ

∗OPic1(C)(Θ) ∼= ı∗OJC(Θ0)

sur OJacC(Θ0). La forme quadratique induite donc par ν sur JacC[2] est
impair. La Proposition 5 dit donc que, pour tout n entier positif, le lieu
de base de H0(JacC,nΘ0)+ (resp. H0(JC,nΘ0)−) est le sous-ensemble S−
(resp. S+) de JacC[2] où κ prends la valeur +1 (resp. −1). Nous translatons
donc ces lieux de base par κ et nous obtenons, par la formule 1.4, les égalités
suivantes.

BL(|nΘ|+) = { thêta caractéristiques pairs,}
BL(|nΘ|−) = { thêta caractéristiques impairs}.
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3.1 Classes d'extensions du �bré canonique

Soit ω le �bré canonique sur C. Nous introduisons l'espace projectif de di-
mension 4

P4
ω := PExt1(ω,ω−1) = |ω3|∗.

Un point e ∈ P4
ω correspond à une classe d'isomorphisme

0 −→ ω−1 −→ Ee −→ ω −→ 0, (e).

On note ϕ l'application rationnelle classi�ant

ϕ : P4
ω 99K |2Θ|
e 7→ classe de S-équivalence de Ee.

L'idée d'utiliser les classes d'extensions pour étudier des �brés vectoriels a été
utilisée par Grothendieck pour prouver que tout �bré vectoriel sur P1 est la
somme directe de �brés en droites. Atiyah [Ati57] a utilisé les extensions pour
étudier les �brés vectoriels sur une courbe elliptique et Newstead [New67] les
a utilisées pour analyser l'espace de modules de �brés vectoriels semi-stables
de rang 2 sur une courbe de genre 2.

Un des théorèmes principaux de [Ber92] (Théorème 2) est le suivant.

Théorème 11 Soit IC le faisceau d'idéaux de la courbe C ⊂ P4
ω, alors ϕ

induit par image inverse une identi�cation naturelle

H0(P3,O(1)) ∼= H0(P4
ω,IC ⊗O(2)).

Cela entraîne que l'application classi�ante ϕ est l'application rationnelle don-
née par le système linéaire complet des quadriques contenues dans l'idéal de
C ⊂ P4

ω. De plus nous avons plus d'informations sur le lieu des extensions
semistables, comme le lemme suivant explique.

Lemme 6 [Ber92] Soit e ∈ P4
ω une classe d'extension et Sec(C) la variété

des sécantes de C ⊂ P4
ω, alors le �bré vectoriel Ee n'est pas semistable si et

seulement si e ∈ C et il n'est pas stable si et seulement si e ∈ Sec(C).

Remarque 7 Nous pouvons dire même plus. En e�et, étant donnés deux
points x,y ∈ C, les droites sécantes xy et λ(x)λ(y) sont la �bre de ϕ au-
dessus de la classe de S- équivalence de ω(−x−y)⊕ω−1(x+y) ∼= ω−1(λ(x)+
λ(y))⊕ ω(−λ(x)− λ(y)).

Le Lemme précédent implique directement le Corollaire suivant.

Corollaire 8 L'image de la variété des sécantes Sec(C) par l'application
classi�ante ϕ est la surface de Kummer K0 ⊂ |2Θ|
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Démonstration: Le morphisme

ε : Sym2C −→ K0,

x+ y 7→ ω(−x− y)

est surjective donc chaque couple de sécantes xy et λ(x)λ(y) est envoyé sur
le point ω−1(λ(x) + λ(y))⊕ ω(−λ(x)− λ(y)) de la surface K0.�

3.1.1 Extensions invariantes

L'involution hyperelliptique λ agit naturellement sur les �brés en droites sur
C; nous serons particulièrement intéressés à l'action sur ω3 et sur son espace
de sections globales H0(C,ω3). Le théorème de Riemann-Roch et la dualité
de Serre donnent

h0(C,ω3) = h0(C,ω3)− h0(C,ω−3 ⊗ ω) = 6 + 1− 2 = 5.

Soit π : C −→ P1 l'application hyperelliptique. Il existe une linéarisation
canonique pour l'action de λ sur ω qui vient du fait que ω = π∗OP1(1). En
e�et nous avons le diagramme suivant.

(3.3)
C

λ−→ C
π ↓ ↓ π
P1 Id−→ P1

Ce qui fournit un isomorphisme

δ : λ∗π∗OP1(1) = λ∗ω
∼−→ ω = π∗OP1(1).

Comme ω = π∗OP1(1), l'involution δ agit trivialement sur les �bres au-dessus
des points de Weierstrass. Cela veut dire que

Tr(λ(wi) : Lwi −→ Lwi) = 1,

pour tout point de Weierstrass wi. En outre nous avons dλ(wi) = −1, ce qui
entraîne que, par la formule du point �xe de Atiyah-Bott-Lefschetz ([GH78],
page 421),

h0(C,ω3)+ − h0(C,ω3)− =
∑
wi

Tr(λ(wi))
det(Id− dλwi)

=
6
2

= 3.

Comme h0(C,ω3)++h0(C,ω3)− = 5, cela implique h0(C,ω3)+ = 4 et h0(C,ω3)− =
1. De plus on voit que l'unique diviseur de H0(C,ω3)− est w1 + w2 + w3 +
w4 + w5 + w6.
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D'autre part λ agit sur les classes d'extensions représentées par les points de
P4
ω par la formule suivante:

Eλ(e) = λ∗Ee.

Cela veut dire qu'à un point invariant de P4
ω correspond une classe d'exten-

sion dont le �bré associé est invariant. Nous noterons donc

P3
ω+ := PH0(C,ω3)∗+

le sous-espace de P4
ω dont les éléments représentent les classes d'extensions

invariantes. Nous serons particulièrement intéressés au sous-ensemble fermé
de P3

ω+ qui paramètre les �brés non-stables. Celui-ci est la variété

W ′ := Sec(C) ∩ P3
ω+.

En e�et W ′ n'est pas une intersection générale de Sec(C), comme le Lemme
suivant l'explique.

Lemme 7 L'hypersurface W ′ ⊂ P3
ω+ est une surface quartique. L'hyperplan

P3
ω+ ⊂ P4

ω est partout tangent à Sec(C).

Démonstration: Le degré de C ⊂ P4
ω est égal à 6. Nous avons

dim(Sec(C)) = 2dim(C) + 1 = 3,

donc la variété des sécantes Sec(C) est une hypersurface dans P4
ω. A�n de

calculer le degré de Sec(C), nous considérons la projection

ψ : P4
ω 99K P2

ayant comme centre une droite générale contenue dans P4
ω; alors deg(Sec(C))

est donné par le nombre de noeuds de ψ(C) ⊂ P2.
Comme C ne coupe pas une droite générale dans P4

ω, ψ(C) est une sextique
plane et donc son genre arithmétique est (6−1)(6−2)

2 = 10. Cela implique, par
la formule du genre, comme on sait que son genre géométrique est 2, que
ψ(C) a 8 noeuds, d'où deg(Sec(C)) = 8. Or nous devons calculer le nombre
d'intersections d'un P1 général contenu dans P3

ω+ avec W ′. On suppose que
la droite coupe en un point z la sécante pq, avec p,q ∈ C. Le théorème de
Riemann-Roch nous donne dans ce cas

h0(C,ω3(−p− q − λ(p)− λ(q))) = 2,

ce qui veut dire que p,q,λ(p) et λ(q) sont contenus dans un P2. D'après cela
les sécantes pq et λ(p)λ(q) se coupent en un point de ce P2 qui ne peut être
que z. Donc deg(W ′) ≤ 8

2 = 4. De plus, par Riemann-Roch, p,q,λ(p) et λ(q)
sont les uniques points de C t.q. h0(C,ω3(−p − q − λ(p) − λ(q))) = 2. Cela
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implique qu'il n'existe pas d'autre sécante hk, di�érente de pq et λ(p)λ(q),
qui passe par z. Donc deg(W ′) = 4 et P3

ω+ est partout tangent à Sec(C).�

Par la suite on notera

W := {w1, . . . ,w6}

l'ensemble des six points de Weierstrass. Nous remarquons que

(3.4) C ∩ P3
ω+ =W et C ⊂ Sing(Sec(C)),

donc W ′ est une surface quartique contenue dans P3
ω+ qui est singulière en

W et qui contient les
(
6
2

)
= 15 droites qui passent par les couples de points

de W.

De plus, une partition deW en deux sous-ensembles de cardinal 3 dé�nit un
couple de P2 ⊂ P3

ω+ distincts, chacun engendré par trois des six points de
Weierstrass. Nous avons 1

2

(
6
3

)
= 10 partitions de W en deux sous-ensembles

de 3 points. À chaque partition nous pouvons associer le P1 obtenu comme
intersection des deux P2. On note P2

123 le plan projectif qui contient w1,w2,w3

et P2
456 celui qui contient w4,w5,w6. De plus on notera P1

123 = P1
456 la droite

obtenue comme intersection de P2
123 ∩ P2

456.

Proposition 17 La surface W' contient les 10 droites P1
ijk, pour tout en-

semble

{i,j,k} ⊂ W

de cardinal 3.

Démonstration: Nous prouverons la Proposition pour P1
123, comme pour les

autres droites la démonstration est la même. Par dualité un hyperplan P2

de P3
ω+ peut être vu comme un diviseur de |ω3|+. En suivant cette idée,

P2
123 est associé au diviseur D123 := 2w1 + 2w2 + 2w3 et P2

456 est associé au
diviseur D456 := 2w4 + 2w5 + 2w6. En suivant le même principe, P1

123 est
associé au pinceau engendré par D123 et D456. Soit

ρ : P4
ω 99K P2

la projection de centre P1
123. Si la restriction de ρ à C induit une application

de degré plus grande que 1, alors P1
123 ⊂ W ′. Nous noterons en outre κ la

thêta caractéristique ω−1(w1 +w2 +w3). L'annulateur de P1
123 dans |ω3| est

le sous-système linéaire

Sym2(H0(C,ωκ)) = 〈D123,D456,
6∑
i=1

wi〉 ⊂ H0(ω3).
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D'autre part, d'après la première égalité de l'équation 3.4 on trouve que
P1

123 ∩C = ∅. Cela entraîne que, une fois restreint à C, ρ est un morphisme.
Soit Y ⊂ PSym2(H0(C,ωκ))∗ l'image de C. Alors le diagramme suivant
commute

C

α ↓ ↘ ρ

P1 = |ωκ|∗ ↪→ Y ⊂ PSym2(H0(C,ωκ))∗

où la �èche verticale α est l'application de degré 3 dé�nie par le système
linéaire |ωκ|. Cela implique que le morphisme ρ est de degré 3 et Y une
conique plane. Il nous reste à prouver que nous ne sommes pas dans le cas
particulier où toutes les sécantes de C coupent P1

123 en un seul point. Nous
supposons qu'un tel point x ∈ P1

123 existe et nous projetons avec centre x.
Soit πx cette projection et Z l'image de C par πx. Alors Z est une courbe
non dégénérée contenue dans P3 et deg(Z) · deg(πx) = 6; de plus, comme
nous supposons que toutes les sécantes passent par x, deg(πx) ≥ 2. Donc le
seul cas à véri�er est deg(Z) = 3 et deg(πx) = 2, mais alors par le Lemme
de Castelnuovo Z est une cubique gauche; c'est à dire, la projection πx est
la composition

C
2:1−→ Z ↪→ PSym3H0(C,ω)∗

de l'application canonique avec le 3ème morphisme de Veronese. Cela im-
plique que le P3 qui contient Z est isomorphe à PSym3H0(C,ω)∗ ∼= P3

ω+,
mais cela est absurde, comme x ∈ P3

ω+. Cela veut dire qu'au moins une
droite sécante C coupe P1

123 en chaque point, c'est à dire P1
123 ⊂W ′.�

Nous considérons maintenant la surface de Picard Pic1(C) et son diviseur
Θ de Riemann. En considérant le fait que Θ est en e�et une sous-variété de
Pic1(C), nous avons la suite exacte classique suivante:

0 −→ OPic1(C)(2Θ) −→ OPic1(C)(3Θ) −→ OΘ(3Θ) −→ 0.

De plus, la formule d'adjonction donne O(Θ)|C∼=Θ = ωC . Cela entraîne,
comme h1(Pic1(C),2Θ) = 0, la suite exacte suivante:

(3.5) 0 −→ H0(Pic1(C),2Θ) −→ H0(Pic1(C),3Θ)
res|Θ−→ H0(C,ω3) −→ 0.

En e�et nous avons une application de restriction surjective

res|Θ : H0(Pic1(C),3Θ) −→ H0(C,ω3).
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Or l'application de Abel-Jacobi 3.2 plonge C dans Pic1(C) comme le diviseur
thêta et les images des points de Weierstrass sont les 6 thêta caractéristiques
impairs. De plus nous remarquons que

τ|Θ∼=C = λ : C −→ C.

De plus nous avons choisi des linéarisations sur C et Pic1(C) qui sont com-
patibles, dans le sens que le diagramme suivant commute.

τ∗OPic1(C)(Θ) ν−→ OPic1(C)(Θ)

↓resΘ ↓resΘ

λ∗ω
δ−→ ω

Cela veut dire que les morphismes de restriction respectent la décomposi-
tion en espaces propres de H0(Pic1(C),3Θ) et H0(C,ω3). En outre, comme
toutes sections de OPic1(C)(2Θ) sont invariantes et (à cause du choix de
la polarisation) l'unique section de OPic1(C)(Θ) est anti-invariante, l'image
de H0(Pic1(C),2Θ) dans H0(Pic1(C),3Θ) est contenue dans le sous-espace
anti-invariant. Ceci nous donne la suite exacte suivante

0 −→ H0(Pic1(C),2Θ) −→ H0(Pic1(C),3Θ)− −→ H0(C,ω3)− −→ 0.

Il existe donc un isomorphisme:

(3.6) M : H0(Pic1,3Θ)∗+
∼−→ H0(C,ω3)∗+.

Remarque 8 En tant que modèle birationnel de K1, la surface W contient
un ensemble intéressant de courbes rationnelles. En e�et elle a six points
doubles en les thêta caractéristiques impairs et l'image du diviseur Θ/λ =
P1 ⊂ K1 est l'unique cubique gauche qui passe par ces six noeuds. Les autres
15 sections hyperplanes de K1 obtenues comme t∗aΘ pour a ∈ JC[2] sont
envoyées sur les 15 droites qui passent par deux noeuds. Les dix thêta ca-
ractéristiques sont éclatées et les diviseurs exceptionnels sont les dix droites
obtenues en intersectant deux plans dans |3Θ|∗+ qui contiennent trois noeuds.

D'autre part, nous avons le lemme suivant:

Lemme 8 Soient F et F ′ deux surfaces quartiques irreductibles. Si F et F ′

ont 25 droites en commun, alors F ∼= F ′.

Démonstration: Deux surfaces quartiques dans P3 coïncident ou, si dim(F ∩
F ′) = 1, se coupent en une courbe de degré 16. Mais une telle courbe ne
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peut pas contenir les 25 droites que F et F ′ ont en commun, donc les deux
surfaces coïncident.�

Théorème 12 Soit C une courbe lisse de genre 2. Le lieu des classes d'ex-
tensions de ω par ω−1 strictement semi-stables et λ-invariantes est la surface
de Weddle W ⊂ PH0(Pic1(C),3Θ)∗+ image de Pic1(C). Les six noeuds de
W représentent les extensions non semi-stables.

Démonstration: L'identi�cation

P(M) : |3Θ|∗+ −→ |ω3|∗+
envoie les images des thêta caractéristiques impairs de Pic1(C) sur les images
des points de Weierstrass de C. Nous avons donc deux surfaces quartiques
W et W ′ qui ont 25 droites en commun: les 15 droites par les couples de
points de W plus les 10 qui apparaissent comme intersection des deux P2

qui contiennent chacun trois points de W. Cela entraîne, par le Lemme 8 et
par l'identi�cation P(M), que

W ∼= W ′.

Ceci implique l'énoncé.�

3.1.2 Un diagramme commutatif

Dans cette section nous prouverons queW ′ etW ne coïncident pas seulement
mais elles font partie d'un diagramme commutatif, qui comprend aussi les
surfaces de Kummer K0 et K1 et l'application de dualité entre elles. D'abord
nous étudierons l'application suivante:

S : Sym2C 99K W ′ = Sec(C) ∩ P3
ω+,

x+ y 7→ xy ∩ P3
ω+.

S est l'application rationnelle qui envoie un couple (non ordonné) de points
x,y de C sur l'intersection de la sécante xy avec P3

ω+.

Lemme 9 S se factorise à travers Sym2C/λ et l'application induite est gé-
nériquement bijective.

Démonstration: Dans la démonstration du Lemme 7 nous avons vu que
deux sécantes xy et pq coupent P3

ω+ au même point si et seulement si
x = λ(p) et y = λ(q). Cela implique directement l'assertion. Comme les
droites wiwj , wi,wj ∈ W, sont les uniques sécantes contenues dans P3

ω+ le
lieu exceptionnel de l'application S est donné par les produits symétriques
des points de W.�
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Nous appellerons Sλ : Sym2C/λ 99K W ′ l'application induite. De plus nous
avons aussi un morphisme de Sym2C à K0, dé�ni de la manière suivante:

ε : Sym2C −→ K0,(3.7)

x+ y 7→ ω(−x− y).

Nous remarquons que l'application ε se factorise par Sym2C/λ comme

(ω(−x− y))−1 ≡ ω(−λ(x)− λ(y)).

Par analogie au cas de S, on note

ελ : Sym2C/λ→ K0

l'application induite. Nous remarquons en outre que l'inverse birationnel de
ελ, ε

−1
λ : K0 99K Sym2C/λ, est l'éclatement de K0 au point correspondant

à O. Cela nous permet de formuler la Proposition suivante.

Proposition 18 L'application composée N = ϕ ◦ Sλ ◦ ε−1
λ : K0 99K K0 est

l'identité sur un ouvert de Zariski.

Démonstration: Soit U l'ouvert de Zariski de K0 complémentaire aux 16
diviseurs Thêta symétriques. Nous prouverons queM|U = Id|U . Soient x,y ∈
C et ω(−x − y) ≡ ω(−λ(x) − λ(y)) un point de U . D'après la Remarque 7
on voit que N(ω(−x−y)) est la classe de S-équivalence du �bré ω(−x−y)⊕
ω(−λ(x)− λ(y)).�

Nous donnons maintenant un analogue de la proposition 9 pour Pic1(C) et
le �bré en droites OPic1(C)(Θ).

Proposition 19 Soit Θ le diviseur thêta de Riemann sur Pic1(C). Il existe
une injection canonique

QΘ : H0(Pic1(C),2Θ) ↪→ Sym2H0(Pic1(C),3Θ)+

dont l'image est l'espace des quadriques sur |3Θ|∗+ qui passent par les six
thêta caractéristiques impairs.

Remarque 9 La démonstration de la proposition 19 est analogue à celle de
la Proposition 9. D'autre part, l'image de l'évaluation de

QΘ(H0(Pic1(C),2Θ)) ⊂ Sym2H0(Pic1(C),3Θ)+

dans H0(Pic1(C),6Θ)+ ∼= Sym3H0(Pic1(C),2Θ) est le sous-espace de di-
mension 4 des cubiques polaires de K1.
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De plus nous avons le lemme suivant.

Lemme 10 L'application linéaire de restriction

res : H0(P4
ω,IC ⊗O(2))→ H0(P3

ω+,O(2))

est injective et son image est l'espace des quadriques sur P3
ω+ contenues dans

l'idéal de W.

Démonstration: Une quadrique dans le noyau de res est la réunion de P3
ω+ ⊂

P4
ω et un autre hyperplan, mais C ⊂ P4

ω n'est contenu dans aucun hyper-
plan, donc l'application est injective. La deuxième assertion vient du fait que
C ∩ P3

ω+ =W.�

Nous sommes donc prêts pour énoncer le résultat principal de cette section.

Théorème 13 Soit

D : K1 99K K0

l'application birationnelle de dualité et

χ : K1 99K P3
ω+

l'application birationnelle donnée par le système linéaire |3Θ|+, alors χ =
S ◦ ε−1

λ ◦ D en tant qu'applications rationnelles, i.e. elles coïncident sur un
ouvert. Donc le diagramme suivant commute.

Sym2C/λ
Sλ−→ Sec(C) ∩ P3

ω+ = W
ϕ−→ K0 ⊂ |2Θ|

ελ ↓ ↑ χ ↗ D

K0 D←− K1

Démonstration: D'après le Théorème 12, χ et S ◦ ε−1
λ ◦D ont la même image

dans P3
ω+ = |3Θ|+, c'est à dire la surface de Weddle W . Ensuite nous re-

marquons que, d'après Lemma 10, la composition de χ avec la restriction de
ϕ à P3

ω+ donne l'application de dualité sur K1. En e�et nous obtenons la
même application rationnelle (au moins sur un ouvert) en composant D et
N . Comme toutes les applications que nous considérons sont génériquement
bijectives et comme nous travaillons en caractéristique zéro, cela implique
l'assertion.�
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3.2 Un �bré en coniques

L'application classi�ante ϕ dé�nit aussi un �bré en coniques au-dessus de
P3 ∼= |2Θ|. En e�et, soit p ∈ P3 un point général, alors la �bre ϕ−1(p)
consiste en l'intersection de trois quadriques

Q1 ∩Q2 ∩Q3 =: G.

Si dimG = 1 alors G est une courbe de degré 8. Comme C ⊂ G et le degré
de C est 6, la courbe résiduelle G/C est une conique.

Dans la suite nous utiliserons la notation suivante:

V := H0(C,ω);
G := H0(Pic1(C),OPic1(C)(2Θ)).

Remarque 10 Nous avons l'égalité

H0(C,ω3)+ = Sym3V.

Considérons maintenant le sous-espace linéaire de P4
ω engendré par les points

d'un diviseur D ∈ |ω2|. D'abord, comme D ∈ |ω2| nous pouvons donc l'écrire
sous la forme D = a + b + λ(a) + λ(b) pour a,b ∈ C. Ensuite, l'annulateur
de ce sous-espace est H0(C,ω3(−a− b− λ(a)− λ(b))), qui est de dimension
2. Donc l'enveloppe linéaire 〈D〉 est un P2, notée P2

ab.

Proposition 20 [LN83] Soient c,d ∈ C et e ∈ P4
ω une extension

0 −→ ω−1 ie−→ Ee
πe−→ ω −→ 0.

Alors e ∈ P2
cd si et seulement si il existe une section β ∈ H0(C,Hom(ω−1,E))

t.q.

Zéros(πe ◦ β) = c+ d+ λ(c) + λ(d).

Proposition 21 Soit

|ω3|∗ = P4
ω

ϕ
99K P3 = |2Θ|

l'application classi�ante. Alors la clôture de ϕ−1(O) est le cône S au-dessus
d'une cubique gauche X ⊂ P3

ω+.
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Démonstration: Le sommet de S est le point x = PH0(C,ω3)∗− ∈ P4
ω, pro-

jectivisé de l'espace propre anti-invariant, donc toute droite contenue dans
S est une sécante de C qui est invariante sous l'involution de P4

ω. Une telle
sécante est de la forme pλ(p). L'image d'une telle droite par ϕ est l'origine,
donc S ⊂ ϕ−1(O). Pour prouver l'autre inclusion nous remarquons d'abord
qu'un �bré vectoriel dans la classe de S-équivalence de l'origine est au milieu
de la suite exacte suivante.

0 −→ OC −→ E −→ OC −→ 0.

Le �bré trivial est donc un sous-�bré de E.
Considérons le morphisme ς, composé de

ς : O −→ E −→ ω.

Alors δ ∈ H0(C,ω) = Hom(OC ,ω) et nous obtenons le diagramme suivant.

O

↓
↘
ς

0 → ω−1 → E → ω → 0.

Le morphisme ς appartient donc à H0(C,ω) et son diviseur des zéros est
du type a + ı(a), pour a ∈ C. D'après la Proposition 20, cela entraîne que
les classes d'extension dans l'image inverse ϕ−1(O) sont contenues dans une
droite sécante invariante, donc ϕ−1(O) ⊂ S.�

En e�et nous verrons qu'on a un �bré en coniques sur |2Θ|/O. Dans un pre-
mier temps nous décrirons la situation en-dehors de l'origine.

Soit E ∈ SUC(2), on dé�nit CE comme la clôture ϕ−1(E) de la �bre de E.

Théorème 14 Soit E un �bré stable, alors dimCE = 1 et CE est une co-
nique lisse.

Soit E un �bré stable et e une classe d'équivalence d'extensions qui véri�e
la suite exacte suivante.

(3.8) 0 −→ ω−1 −→ Ee ∼= E −→ ω −→ 0

Pour un �bré E générale CE a dimension 1. Pour une courbe de genre 2 le
théorème de Riemann-Roch donne χ(Eω) = 4+2(−1) = 2, de plus, par dua-
lité de Serre, nous avons h1(Eω) = h0(E∗) et h0(E∗) = h0(Hom(E,OC)) = 0
parce que E est stable.

Nous dé�nissons l'application
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j : ϕ−1(E) −→ PH0(C,Eω) = P1,

e 7→ j(e),

qui envoie la classe d'extension e ∈ CE sur le point de PH0(C,Eω) corres-
pondant à la première application de la suite exacte 3.8. Elle a degré 1 et
elle n'est pas dé�nie sur CE ∩ C.

Nous remarquons ensuite que la projection de centre O peut être décrite de
la manière suivante.

∆ : SUC(2) 99K P2 = |ω2|,
E 7→ D(E),

où

Supp(D(E)) = {p ∈ C|h0(E ⊗OC(p)) 6= 0}.

En e�et la projection de centre O n'est que la restriction à C, plongée dans
Pic1(C) par l'application d'Abel-Jacobi de l'équation 3.2, de l'application θ
de l'équation 3.1. Nous considérons maintenant l'application

2∧
H0(Eω) −→ H0(ω2),

s ∧ t 7→ Zéros(s ∧ t).

Soit p ∈ C, si p ∈Zéros(s ∧ t) alors il existe une section non nulle sp ∈
H0(C,Eω(−p)). Donc h0(C,Eω(−p)) 6= 0. De plus, en faisant agir l'invo-
lution hyperelliptique λ et en rappelant qu'il s'agit d'extensions invariantes
nous avons que h0(C,Eω(−p)) = h0(C,E ⊗OC(p)) 6= 0 donc le diviseur des
zéros de s∧t est égale à D(E). Or D(E) a degré 4 et pour chaque p ∈ D(E) il
existe une section sp. Nous remarquons donc que le morphisme j est surjectif
sur l'ouvert PH0(C,Eω)/{sp|p ∈ D(E)} donc il est dominant.
Pour �nir la démonstration trois lemmes techniques sont necessaires.

Lemme 11 L'image de ϕ|P2
ab

: P2
ab 99K P3 est la �bre de ∆ au-dessus de

D ∈ |ω2|, c'est-à-dire la droite qui passe par O := [OC ⊕ OC ] et le point
correspondant à D dans |ω2|.
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Démonstration: D'abord, D = C ∩P2
ab, parce que H

0(C,ω3(−a− b− λ(a)−
λ(b)− c)) = H0(C,ω − c) = 1 pour tout c ∈ C. Donc la restriction

ϕ|P2
ab

: P2
ab 99K P3

est donné par les quadriques passantes par le diviseur D. L'espace des qua-
driques sur P2 a dimension 5 et nous imposons 4 conditions linéaires inde-
pendantes. Donc ϕ|P2

ab
envoie P2

ab sur un P
1 ⊂ P3.

Soit e une extension et Ee son image dans SUC(2). Or, par la Proposition
20, le fait qu'une extension e appartient à P2

ab est équivalente au fait qu'il
existe une section α ∈ H0(C,Hom(ω−1,E)) t.q., en suivant la notation du
diagramme suivant, nous avons Zéros(πe ◦ α) = D(Ee) = D.

ω−1

α ↓ ↘
0 → ω−1 ie→ Ee

πe→ ω → 0.

Donc α et ie sont deux sections independentes de Eω et Zéros(ie∧α) = D(E).
�

Lemme 12 Soit E ∈ SUC(2), alors nous avons l'égalité

CE ∩ C = D(E).

Démonstration: Soit P2
cd, pour c,d ∈ C le plan t.q. D(E) ⊂ P2

cd. Par le
Lemme 11 la �bre CE est une conique contenue dans P2

cd et passant par les 4
points de D(E). Comme D(E) = C ∩P2

cd nous avons l'égalité de l'énoncé.�

Lemme 13 Soit E ∈ SUC(2) stable, alors nous avons une décomposition

H0(C,Eω) = H0(C,Eω)+ ⊕H0(C,Eω)−

de H0(C,Eω) en deux espaces propres de dimension 1.

Démonstration: Nous utiliserons la formule de Atiyah-Bott-Lefschetz, donc
une linéarisation doit être �xé

ν : λ∗E ∼−→ E

pour E et voir comment elle agit au-dessus des points de W. Le �bré E est
une extension

0 −→ ω−1 −→ E −→ ω −→ 0

donc une linéarisation pour E est dé�nie une fois qu'on �xe des linéarisations
pour ω e ω−1. Nous avons déjà �xé l'involution δ : λ∗ω −→ ω qui agit
trivialement sur les �bres au-dessus des points de W. Pour le �bré ω−1 nous
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avons deux choix: soit la linéarisation qui agit comme l'identité sur le �bre
au-dessus des points de W, soit son inverse. Soit x ∈ W, alors nous pouvons
décomposer

(3.9) Ex = ωx ⊕ ω−1
x .

Si on choisit la linéarisation pour ω−1 qui agit comme l'identité sur les �bres
au-dessus deW alors, par le lemme de Kempf, le �bré E est le tiré en arrière
d'un �bré vectoriel F sur P1 dé�ni par la suite exacte

(3.10) 0 −→ OP1(−1) −→ F −→ OP1(1) −→ 0.

Mais l'unique �bré sur P1 qui véri�e la suite (3.10) est O(−1) ⊕ O(1) et il
n'est pas semi-stable. Donc le fait que sur ω nous avons choisi δ implique
que sur ω−1 nous devons forcement choisir la linéarisation

δ̃ : λ∗ω−1 ∼−→ ω−1

qui induit −Id sur les �bres au-dessus des points de W. Nous rappelons que
dimH0(C,Eω) = 2. Grâce à la décomposition (3.9) la trace de la linéarisation
δ ⊕ δ̃ est nulle. Donc par la formule de Atiyah-Bott-Lefschetz nous avons

h0(C,Eω)+ − h0(C,Eω)− = 0,

c'est-à-dire

h0(C,Eω)+ = h0(C,Eω)− = 1.

�

Suite de la dém. du Thm 14:
D'aprés les Lemmes 11 et 12 nous pouvons étendre le morphisme j à la
clôture CE = ϕ−1(E). On envoie chaque point p ∈ D(E) sur la section sp
qui s'annule en p. On note ce morphisme

j̃ : CE −→ P1.

La conique CE est soit lisse, soit la réunion de deux droites disjointes, soit
une droite double. Le morphisme j̃ est surjective sur P1 et de degré 1. Alors
il existe un morphisme i t.q. j̃◦i = IdP1 , donc nous avons un isomorphisme
entre P1 = PH0(Eω) et une composante de CE . Le morphisme i est équi-
variant pour l'action de λ et par le Lemme 13 l'espace H0(C,Eω) a deux
espaces propres. Donc la composante image de i doit couper P3

ω+ en deux
points, ce qui implique que CE est une conique lisse. �

Théorème 15 Soit E un �bré strictement semi-stable, alors CE est singu-
lière. Si E ∼= L⊕ L−1 pour L ∈ JC[2]/O alors CE est une droite double.
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Dèmonstration: Si par contre E est strictement semi-stable on sait, par le
lemme 6 et la remarque 7 que la �bre consiste en deux droites donc soit elle
est une conique de rang 2, soit elle est une conique de rang 1. De plus les
�bre au-dessus des points de JC[2]/OC sont les droites doubles wiwj , pour
wi,wj deux di�érents point de Weierstrass. Celles-là sont toutes les couples
λ-invariantes donc ces 15 points de 2-torsion sont le lieu de rang 1. �

Par la suite, on appelera souvent P2
ω le système linéaire |ω2|.

Nous dé�nissons maintenant dé�nir un �bré vectoriel E de rang 3 sur P2
ω.

L'application rationnelle

∆ : SUC(2)→ P2
ω

est surjective donc chaque point de P2
ω peut être représenté par un diviseur

∆(E) pour un �bré E semi-stable sur C. Dé�nissons d'abord la �bre AE
au-dessus de ∆(E): nous avons AE ⊂ H0(C,ω3)∗+ et ensuite elle véri�e la
suite exacte suivante.

(3.11) 0 −→ H0(C,ω)
+∆(E)−→ H0(C,ω3)+ −→ A∗E −→ 0.

En e�et nous pouvons généraliser la suite 3.11 en une suite exacte (en e�et
une version globale de celle ci-dessus) de �brés vectoriels sur P2

ω. A�n de
faire cela on dé�nit un nouveau �bré vectoriel G de rang 2 sur P2.
D'abord nous remarquons qu'on a un morphisme naturel de �brés vectoriels

ν : OP2
ω
(−1) −→ H0(C,ω2)⊗OP2

ω

qui envoie la �bre au-dessus d'un point sur la droite associée dans H0(C,ω2).
Nous allons tensoriser par H0(C,ω) le morphisme ν: nous obtenons le mor-
phisme

IdH0(C,ω) ⊗ ν =: ν ′ : H0(C,ω)⊗OP2
ω
(−1) −→ H0(C,ω)⊗H0(C,ω2)⊗OP2

ω
.

De plus nous avons aussi un morphisme de multiplication

µ : H0(C,ω)⊗H0(C,ω2)⊗OP2
ω
−→ H0(C,ω3)+ ⊗OP2

ω
.

Nous dé�nissons

G := H0(C,ω)⊗OP2
ω
(−1)

et le morphisme injectif

α := µ ◦ ν ′ : G −→ H0(C,ω3)+ ⊗OP2
ω
.



3.2. UN FIBRÉ EN CONIQUES 75

En e�et G est un sous-�bré de OP2
ω
⊗H0(C,ω3)+: la �bre au-dessus de chaque

∆ ∈ P2
ω est donnée par les diviseurs de H0(C,ω3)+ de la forme ∆(E) + δ,

avec δ ∈ H0(C,ω). On dé�nit

A∗ := coker(α : G −→ H0(C,ω3)+ ⊗OP2
ω
)

et nous avons donc la suite exacte sur P2
ω

(3.12) 0 −→ G −→ OP2
ω
⊗H0(C,ω3)+ −→ A∗ −→ 0.

Dé�nition 17 Nous dé�nissons le �bré vectoriel E sur P2
ω par

E := A⊕OP2
ω
.

Nous sommes dans la situation suivante.

PE ↪→ |ω3|∗ × P2
ω

|
↓

|
↓

PA ↪→ PSym3V ∗ × P2
ω

↘ ↓

P2
ω

Soit y ∈ P2
ω. Alors nous pouvons associer à y un diviseur a + b de degré 2

sur X, avec a,b deux points de X. La �bre PAy est égale à la sécante ab à
X ⊂ PSym3V ∗ et PEy est le plan < ab,x >⊂ |ω3|∗.
Soit

prx : P4
ω 99K P3

ω+

la projection de centre x.

Proposition 22 Nous avons un diagramme commutatif d'applications ra-
tionnelles

P4
ω

ϕ
99K |IC(2)|∗ = P3

|
↓ prx

|
↓ ∆

P3
ω+

φ
99K P2

ω
∼= |IX(2)|∗,

où φ peut être dé�nie comme suit. Soit X la cubique gauche, image dans
P3
ω+ de P1 = PV . Étant donné un t ∈ P3 \ X, soit lt l'unique sécante à

X passant par t. L'application φ associe à t le pinceau P1 ⊂ |IX(2)| de
quadriques s'annulant sur la reunion X ∪ lt.
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Démonstration: D'abord on montre qu'il existe une unique sécante l à X qui
passe par t. En projetant X avec centre t nous remarquons qu'on obtient
une cubique plane, qui est forcement nodale par la formule du genre, ce qui
implique qu'il existe une unique sécante par t. De plus la projection prx
induit un isomorphisme

pr∗x|IX(2)| ∼= |IS(2)|.

Comme ϕ−1(O) = S (Prop. 21) et ∆ est la projection de centre O, le dia-
gramme commute. �

Remarque 11 Une autre manière de dé�nir φ est, comme
P2
ω
∼= PSym2H0(C,ω), de la dé�nir comme l'application qui à t ∈ P3

ω+ \X
associe le couple de points de X découpé par l'unique sécante lt à X passant
par t.

Soit BlXP3
ω+ l'éclaté de P3

ω+ le long de la cubique gauche et

µ : BlXP3
ω+ −→ P3

ω+

la projection sur P3
ω+. Comme X est découpé schématiquement par les trois

quadriques de IX(2) il existe un morphisme φ̃ qui fait commuter le dia-
gramme suivant.

BlXP
3
ω+

µ ↓
φ̃

↘
X ⊂ P3

ω+

φ
99K P2

ω

Le morphisme φ̃ dé�nit donc une �bration en droites projectives sur P2
ω. De

plus le diviseur exceptionnel E ⊂ BlXP3
ω+ est le projectivisé P(NX|P3

ω+
) du

�bré normal de X dans P3
ω+.

Lemme 14 Nous avons un isomorphisme

NX|P3
∼= OP1(5)⊕OP1(5).

Démonstration: Soit

i : X −→ P3
ω+;

[u : v] 7→ [u3 : u2v : vu2 : v3];

le plongement de Veronese. Nous avons la suite exacte suivante.

(3.13) 0 −→ TX −→ i∗TP3
ω+
−→ NX|P3 −→ 0.
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Comme X ∼= P1 nous avons TX ∼= OP1(2). Ensuite on applique i∗ à la suite
d'Euler et on obtient

0−→OP1
k−→ OP1(3)⊕4 h−→ i∗TP3

ω+
−→ 0.

Soit l une section locale de OP1 et u,v les coordonnées sur P1, alors le
morphisme k s'écrit

k : OP1 −→ OP1(3)⊕4;
l 7→ (u3l,u2vl,uv2l,v3l).

Nous appelons X,Y,Z,T les coordonnées sur OP1(3)⊕4. De plus le morphisme
h est donné par les équations de la droite image de OP1 dans OP1(3)⊕4. Nous
avons donc

h : OP1(3)⊕4 −→ i∗TP3
ω+

;

(X,Y,Z,T ) 7→ (vX − uY,vY − uZ,vZ − uT ).

Donc nous avons i∗TP3
ω+

∼= OP1(4)⊕3. La suite (3.13) peut s'écrire

0 −→ OP1(2) ∼= TX
di−→ OP1(4)⊕3 ∼= i∗TP3

ω+
−→ NX|P3 −→ 0,

où di est la di�érentielle de i. Sur l'ouvert a�ne {v 6= 0} le morphisme di
est donné par les équations suivantes

di : OP1(2) −→ OP1(4)⊕3;
l 7→ (3lu2,2luv,lv).

Soient (C,D,F ) les coordonnées sur OP1(4)⊕3, alors les équations de la droite
image de OP1(2) dans OP1(4)⊕3 sont

(vA− uB,vB − uC);

ceci implique que NX|P3
∼= OP1(5)⊕OP1(5).�

Comme OP1(5)⊕OP1(5) ∼= (OP1 ⊕OP1)⊗OP1(5), nous avons

P(NX|P3) ∼= X × P1 ∼= P1 × P1.

On notera

σ : PA −→ P2
ω
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la projection du �bré projectif et E le diviseur exceptionnel dans BlXP3
ω+.

Proposition 23 Il existe un isomorphisme au-dessus de P2
ω

PA ∼−→ BlXP
3
ω+

σ ↘ ↙φ̃

P2
ω

Démonstration: Soit x ∈ P2
ω, a+ b le diviseur sur X associé à x et t ∈ PAx.

Nous rapellons que A est un sous-�bré

A ↪→ OP3
ω+
⊗H0(ω3)∗+

et donc la projectivisation donne une inclusion

k : PA ↪→ P2
ω × P3

ω+.

De plus nous avons

k(PAx) = ab ⊂ P3
ω+.

Nous considérerons PA comme une sous-variété de P2
ω×P3

ω+. Si t ∈ P3
ω+\X

alors ab est l'unique sécante à X passante par t.
Nous dé�nissons un morphisme

$ := φ̃× µ : BlXP3
ω+ −→ P2

ω × P3
ω+.

Le morphisme $ admet un inverse birationnel sur PA

$−1 : PA ⊂ P2
ω × P3

ω+ 99K BlXP
3
ω+

dé�ni comme suit. Nous dé�nissons $−1 sur l'ouvert de PA donné par les
x ∈ P2

ω t.q. a 6= b et les t ∈ {PAx \ X}. Nous envoyons (x,t) ∈ PA sur
µ−1(t) ∈ BlXP3

ω+. Alors par le théorème principal de Zariski le morphisme
$ induit un isomorphisme entre BlXP3

ω+ et PA. �

Soit maintenant

β : P(A⊕O) 99K PA

la projection naturelle et η l'application composée

η : PE
β

99K PA σ−→ P2
ω.
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Soit ϕ : P4
ω 99K |2Θ| l'application classi�ante. Comme elle est donnée par les

quadriques contenues dans l'idéal de C ⊂ P4
ω, il existe un morphisme

ϕ : BlCP4
ω −→ |2Θ|

qui fait commuter le diagramme suivant.

BlCP
4
ω

↓ ↘ϕ

P4
ω

ϕ
99K |2Θ|

Nous noterons P3
O l'éclaté de |2Θ| = P3 au point O et pr0 le morphisme

qui résout la projection ∆ de centre O et qui fait commuter le diagramme
suivant.

P3
O

↓ ↘pr0

P3 ∆
99K P2

ω

Le morphisme

pr0 : P3
O −→ P2

ω

dé�nit une �bration en droites projectives sur P2
ω donc P3

O
∼= PM pour

un �bré vectoriel M de rang 2. On appelle F = PTOP3 ∼= P2
ω le diviseur

exceptionnel dans P3
O au-dessus de l'origine. Le �bré vectorielM n'est dé�ni

qu'à un �bré en droites L près, parce que, en tant que variétés PM et
P(M ⊗ L) sont isomorphes. Pour �xer M on le choisira de manière que

OPM (1) = OP3
O
(F ).

Lemme 15 Nous avons l'égalité

M = OP2
ω
⊕OP2

ω
(1).

Démonstration: Nous avons M∗ = pr0∗OP3
O
(F ) et nous considérons la suite

exacte

(3.14) 0 −→ OP3
O
−→ OP3

O
(F ) −→ OF (F ) −→ 0.

En appliquant pr0∗ à la suite exacte (3.14) nous obtenons
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0 −→ OP2
ω
−→M∗ −→ OP2

ω
(−1) −→ 0.

Donc M∗ détermine une classe d'extension (e) dans Ext1(O(−1),O), et

Ext1(O(−1),O) = H1(P2
ω,O(1)) = {0}

donc M∗ est forcément l'extension triviale, c'est-à-dire

M∗ = OP2
ω
⊕OP2

ω
(−1).

�

Par la proposition 21, nous avons ϕ−1(O) = S donc il existe aussi un mor-
phisme

ϕ̃ : BlSP4
ω −→ P3

O

qui fait commuter le diagramme suivant.

BlSP
4
ω

↓ ↘ϕ̃

BlCP
4
ω P3

O

↓ ↘ϕ ↓

P4
ω

ϕ
99K |2Θ|

Nous noterons % l'application composée

% : BlSP4
ω

ϕ̃−→ P3
O

pr0−→ P2
ω

et π la projection

π : BlSP4
ω −→ P4

ω.

Proposition 24 Soit S ⊂ P4
ω le cône au-dessus de la cubique gauche X de

la proposition 21. Il existe alors un isomorphisme au-dessus de P2
ω

PE ∼−→ BlSP
4
ω

η ↘ ↙ %

P2
ω.



3.2. UN FIBRÉ EN CONIQUES 81

Démonstration: Soit x ∈ P2
ω, a+ b le diviseur sur X associé à x et s ∈ PEx.

Nous rappelons que E est un sous-�bré

E ↪→ OP3
ω+
⊗H0(ω3)∗

donc la projectivisation donne donc une inclusion

j : PE ↪→ P2
ω × P4

ω.

De plus

j(PEx) = x× 〈a+ b+ λ(a) + λ(b)〉 ⊂ P4
ω

.
Nous considérerons souvent PE comme une sous-variété de P2

ω × P4
ω. Nous

remarquons aussi que

j(PEx) ∩ P2
ω × P3

ω+ = k(PAx) = x× ab.

Nous dé�nissons un morphisme

$′ := (%,π) : BlSP4
ω −→ P2

ω × P4
ω.

Le morphisme $′ admet un inverse birationnel sur PE

$′−1 : PE ⊂ P2
ω × P4

ω 99K BlSP
4
ω

dé�ni comme suit. Nous dé�nissons $′−1 sur l'ouvert de PE donné par les
x ∈ P2

ω t.q. a 6= b et les s ∈ {PEx \S}. On envoie (x,s) sur π−1(s) ∈ BlSP4
ω.

Alors par le théorème principal de Zariski $′ induit un isomorphisme entre
BlSP

4
ω et PE .�

Nous rapellons qu'on a noté E le diviseur exceptionnel de BlXP3
ω+.

Théorème 16 La restriction

φ̃|E : E −→ P2
ω

est un morphisme de degré 2 rami�é le long de la conique image de X par le
morphisme V er2.
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Démonstration: Nous rapellons que E ∼= X × P1. Alors φ̃|E est donnée par
la di�érentielle de ϕ et nous avons

φ̃|{a}×P1 = P(NX|P3,a)−→P2
ω.

Soient a et b deux points de X, alors nous avons

φ̃(ab− {a,b}) = a+ b ∈ |ω2|.

Soit donc vb ∈ TaP
3 le vecteur tangent porté par la droite ab. Alors, comme

la droite ab est contractée, nous avons

φ̃(vb) = a+ b ∈ |ω2|.

De plus, tout vecteur normal v ∈ P1 ∼= P(NX|P3,a) est de la forme vb pour
un point b ∈ X. Cela entraîne

φ̃({a} × P1) = Da := {a+ b|b ∈ X}.

La droite Da ⊂ P2
ω est la droite tangente au point 2a ∈ P2

ω à la conique dans
P2
ω obtenue comme image de l'application de Veronese

V er2 : X −→ |OP1(2)|∗ = P2
ω;(3.15)

p 7→ 2p.(3.16)

Soit maintenant a+b le diviseur sur X associé à x ∈ P2, alors l'image inverse
φ̃−1(x) dans X ×P1 ∼= P(NX|P3) est composée de deux points {(a,α),(b,β)}
si x n'appartient pas à la conique. Nous remarquons aussi que dans le cas où
x est un point de la conique l'image inverse est un seul point. Cela dé�nit
un rêvetment de degré 2 rami�é le long de la conique.�

On notera Ẽ le diviseur exceptionnel dans BlSP4
ω
∼= PE . Nous avons

Ẽ ∼= β−1(E).

Proposition 25 La restriction

ϕ̃|Ẽ : Ẽ −→ E
2:1−→ F ∼= P2

ω

dé�nit un �bré en coniques.

Démonstration: La situation est la suivante.
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Ẽ ⊂ P(A⊕O) = BlSP
4
ω

|
↓ β ↘ ϕ̃

E ⊂ PA = BlXP
3
ω+ −→ P3

O

σ ↓

P2
ω

Considérons maintenant l'application composée

η := σ ◦ β : PẼ −→ P2.

La �bre de Ẽ au-dessus d'un point x ∈ P2 est une conique de rang 2 si
x 6∈ V er2(P1) et une droite double si x ∈ V er2(P1).�

La Proposition 25 et le Théorème 15 impliquent donc le théorème suivant.

Théorème 17 Le morphisme

ϕ̃ : BlS(P4) −→ P3
O

est un �bré en coniques dont le lieu discriminant est l'éclaté de la surface de
Kummer K0 en O.

Remarque 12 Nous remarquons que la conique V er2(P1) est le cône tan-
gent à la surface de Kummer à l'origine.

Remarque 13 Nous rapellons que Pic(PA) ∼= Z2, notamment

Pic(PA) = OPA(1)Z× σ∗OP2
ω
(1)Z.

Nous rapellons que l'application

µ : PA −→ P3
ω+ = PSym3V ;

PAx 7→ ab;

qui envoie la �bre au-dessus de x sur la sécante ab à X est la projection de
l'éclatement de P3

ω+ le long de X, donc µ−1(X) = E.

Lemme 16 Nous avons

µ∗OP3
ω+

(1) = OPA(1).
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Démonstration: Nous voulons déterminer deux entiers l,k ∈ Z t.q.

µ∗OP3
ω+

(1) = OPA(l)⊗ σ∗OP2
ω
(k).

Comme l'application µ est la projection de l'éclatement de P3
ω+ le long de

X, nous avons l = 1. Il nous reste à déterminer k. Nous avons

H0(P3
ω+,µ

∗OP3
ω+

(1)) = H0(P3
ω+,µ∗µ

∗OP3
ω+

(1)),

et par la formule de projection cela est égal à H0(P3
ω+,OP3

ω+
(1) ⊗ µ∗OPA).

Comme les �bres de µ sont connexes alors

µ∗OPA = OP3
ω+
.

Donc

H0(PA,µ∗OP3
ω+

(1)) = H0(P3
ω+,OP3

ω+
(1)) = Sym3V.

En prenant la cohomologie dans la suite exacte (3.12) on obtient un isomor-
phisme

H0(P2
ω,A∗) ∼= Sym3V.

Pour déterminer k on calcule H0(PA,OPA(1) ⊗ σ∗OP2
ω
(k)). Par la formule

de projection on obtient

(3.17) H0(PA,OPA(1)⊗ σ∗OP2
ω
(k)) = H0(P2

ω,A∗ ⊗OP2
ω
(k)).

En tensorisant la suite exacte (3.12) par le �bré en droites OP2
ω
(k) et en

prenant la cohomologie nous remarquons que l'égalité

H0(P2
ω,A∗ ⊗OP2

ω
(k)) = Sym3V

est vraie seulement pour k = 0.�

Nous calculons maintenant la classe du diviseur exceptionnel E dans le
groupe de Picard de PA.

Théorème 18 Nous avons un isomorphisme dans Pic(PA)

O(E) ∼= OPA(2)⊗ σ∗OP2
ω
(−1).

Démonstration: Nous nous occupons d'abord du premier facteur. Nous avons
vu que la restriction

φ̃ : E −→ P2
ω
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dé�nit un morphisme de degré 2 rami�é le long d'une conique lisse (Thm.
16). Donc si x ∈ P2

ω alors l'intersection Ex = Ẽ∩PAx est composée de deux
points. Cela implique que

O(E) ∼= OPA(2)⊗ σ∗OP2
ω
(m),

pour un entier m ∈ Z. Nous avons les égalités suivantes.

H0(PA,O(1)) = H0(P2
ω,σ∗OPA(1)) = H0(P2

ω,A∗).

Soient maintenant a,b ∈ X et x ∈ P2
ω le point correspondant au diviseur

a+ b. Considérons maintenant une quadrique lisse Q ⊂ |IX(2)|. Nous avons
donc

µ−1(Q) = E +RQ ⊂ |OPA(2)|,

où l'on note RQ ⊂ PA le diviseur résiduel. Soient en outre a,b ∈ X deux
points. Alors, soit ab ⊂ Q, soit ab ∩Q = {a,b}.
Nous dé�nissons

CQ := {a+ b = x ∈ P2|ab ⊂ Q}

et RQ = σ−1(CQ).
Il est bien connu que, comme Q est lisse, alors Q ∼= P1×P1 par le plongement
de Segre et que X ⊂ Q peut être vu comme le lieu des zéros d'un polynôme
bihomogène de degré (1,2).
C'est à dire

X = P1 ↪→ Q = P1 × P1;
[u : v] 7→ ([u2,v2],[u,v]).

Cela veut dire que, étant �xé un p ∈ P1 et en faisant varier t ∈ P1,les droites
du réglage {t} × p coupent X en deux points. Les droites de l'autre réglage
coupent X en un seul point. Soit

α : P1 −→ P1;
[u : v] 7→ [u2 : v2].

Alors nous avons une inclusion linéaire

H0(X,O(1)) α∗−→ H0(X,O(2))

et la droite P(α∗(H0(X,O(1)))) est CQ. Cela entraîne que
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OPA(R) = σ∗OP2
ω
(1).

et donc

OPA(E) = OPA(2)⊗ σ∗OP2
ω
(−1).

�

Le morphisme ϕ̃ fait donc commuter le diagramme suivant de �brations au-
dessus de P2.

BlSP
4
ω
∼= P(A⊕OP2

ω
)

ϕ̃−→ P[OP2
ω
⊕OP2

ω
(1)] = P3

O

%↘ ↙ pr0

P2
ω

L'image inverse par ϕ̃ induit un homomorphisme

(3.18) ϕ̃∗ : Pic(P3
O) −→ Pic(P(A⊕OP2

ω
))

Ces deux groupes de Picard sont isomorphes à Z×Z.

Proposition 26 L'homomorphisme de l'équation (3.18) est donné par

Z×Z −→ Z×Z
(a,b) 7→ (2a,b− a).

Démonstration: D'abord nous avons les égalités suivantes:

Pic(P3
O) = ZO(1)×Zpr∗0OP2

ω
(1);

Pic(P(A⊕O)) = ZO(1)×Zη∗OP2
ω
(1).

Ensuite, comme pr0 ◦ ϕ̃ = η, nous avons

ϕ̃(0,b) = (0,b).

Nous avons �xé OP3
O
(1) = OP3

O
(F ), donc nous avons

ϕ̃∗OP3
O
(1) = ϕ̃∗OP3

O
(E) = OPE(ϕ̃−1(F )) = OPE(β−1(E)) = OPE(2)⊗η∗OP2

ω
(−1).

Cela entraîne que



3.2. UN FIBRÉ EN CONIQUES 87

(a,0) 7→ (2a,− a).

�

Donc nous avons l'égalité

(3.19) ϕ̃∗OP3
O
(1) = OPE(2)⊗ η∗OP2

ω
(−1).

Ensuite ϕ̃ induit un morphisme naturel

(3.20) OP3
O
(1) −→ ϕ̃∗ϕ̃

∗OP3
O
(1).

En appliquant pr0∗ au morphisme (3.20) et en rappelant l'égalité (3.19), nous
obtenons un morphisme de faisceaux sur P2

ω

ϕ̃∗ : pr0∗OP3
O
(1) = O ⊕O(−1) = M∗ −→ η∗(OPE(2)⊗ η∗OP2

ω
(−1)).

Par la formule de projection,

η∗(OPE(2)⊗ η∗OP2
ω
(−1)) ∼= Sym2(A∗ ⊕OP2

ω
)⊗OP2

ω
(−1).

Remarque 14 Nous avons vu que PM∗ dé�nit un �bré en droites projec-
tives sur P2

ω. Soit y ∈ P2
ω et c,d les points de X t.q. y est le diviseur c + d

sur X. Alors P(A ⊕ O)y est le plan projectif engendré par les deux couples
de points de X dont les images dans PV sont c et d. La �bre PM∗

y est donc
le pinceau de coniques dans PEy qui passent par ces quatre points.

Lemme 17 Nous avons

dimH0(P2
ω,A∗(−1)) = 0;

dimH1(P2
ω,A∗(−1)) = 0.

Dèmonstration: Il su�t de tensoriser la suite (3.12) avec le �bré en droites
OP2

ω
(−1) et on obtient

0 −→ V ⊗OP2
ω
(−2) −→ OP2

ω
(−1)⊗ Sym3V −→ A∗(−1) −→ 0.

En prenant la cohomologie nous obtenons

h0(P2
ω,O(−1)) = h1(P2

ω,O(−2)) = 0,

d'où la première égalité. Ensuite, nous avons
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h1(P2
ω,O(−1)) = 0

et par dualité

H2(P2
ω,O(−2)) ∼= H0(P2

ω,O(−1)

donc h2(P2
ω,O(−2)) = 0. Ce qui entraîne la deuxième égalité de l'énoncé.�

Lemme 18 Nous avons

dimH0(P2
ω,Sym

2A∗) = 10.

Démonstration: En tensorisant la suite exacte (3.12) avec A∗ nous obtenons
la suite suivante.

0 −→ A∗(−1)⊗ V −→ A∗ ⊗ Sym3V −→ A∗2 −→ 0.

Cela implique que

H0(P2
ω,A∗2) ∼= H0(P2

ω,A∗)⊗ Sym3V ) = Sym3V ⊗ Sym3V,

donc h0(P2
ω,A∗2) = 16. Ensuite nous remarquons que

h0(P2
ω,A∗2) = h0(P2

ω, ∧2 A∗)⊕ h0(P2
ω,Sym

2A∗).

En prenant les puissances extérieures maximales de la suite exacte (3.12) on
obtient que

∧2A∗ = OP2
ω
(2) et donc h0(P2

ω,
∧2A∗) = h0(P2

ω,O(2)) = 6.
Cela implique l'énoncé.�

Lemme 19 Nous avons

dimH0(P2
ω,Sym

2A∗(−1)) = 1.

Démonstration: Nous tensorisons la suite exacte (3.12) avec le �bré A∗(−1)
et on obtient la suite suivante.

0 −→ A∗(−2)⊗ V −→ A∗(−1)⊗ Sym3V −→ A∗2(−1) −→ 0.

En prenant la cohomologie nous avons que

h1(P2
ω,A∗(−1))⊗ Sym3V = h0(P2

ω,A∗(−1))⊗ Sym3V = 0

par le Lemme 17, donc

(3.21) H0(P2
ω,A∗2(−1)) ∼= H1(P2

ω,A∗(−2))⊗ V.

Nous tensorisons la suite exacte (3.12) avec le �bré OP2
ω
(−2) en obtenant
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0 −→ V ⊗OP2
ω
(−3) −→ OP2

ω
(−2)⊗ Sym3V −→ A∗(−2) −→ 0.

Ensuite nous remarquons que h1(P2
ω,O(−2) = 0 et h2(P2

ω,O(−3)) = 1. De
plus, par dualité h2(P2

ω,O(−2)) = h0(P2
ω,O(−1)) = 0, donc

h1(P2
ω,A∗(−2)) = dim(H2(P2

ω,O(−3))⊗ V ) = 2.

L'égalité (3.21) implique que h0(P2
ω,A∗2(−1) = 4. Le �bré A2∗(−1) se dé-

compose en somme directe de Sym2A∗(−1) et
∧2A∗(−1). Comme

dimH0(P2
ω,

2∧
A∗(−1)) = dimH0(P2

ω,O(1)) = 3

nous avons que

dimH0(P2
ω,Sym

2A∗(−1)) = 4− 3 = 1.

�

Corollaire 9 Nous avons

dimHom(OP2
ω
⊕OP2

ω
(−1),Sym2(A∗ ⊕OP2

ω
)⊗OP2

ω
(−1)) = 16.

Démonstration: On notera

B := Hom(OP2
ω
⊕OP2

ω
(−1),Sym2(A∗ ⊕OP2

ω
)⊗OP2

ω
(−1)).

Nous avons

B = H0(P2
ω,Sym

2A∗ ⊕OP2
ω
⊕A∗ ⊕ Sym2A∗(−1)⊕OP2

ω
(−1)⊕A∗(−1)).

Donc

dimB = 10 + 1 + 4 + 1 = 16.

�

Remarque 15 Le plan projectif P2
ω = PSym2V ne dépend pas de la courbe

C, comme V peut être un espace vectoriel abstrait quelconque. Donc, comme
il est dé�ni par la suite exacte 3.12, même A ne dépend pas de la courbe.

Nous pouvons donc associer à chaque courbe C de genre 2 un �bré en co-
niques, notamment celui dé�ni par la section

ϕ̃C ∈ PB.

Le lieu discriminant est l'éclaté de la surface de Kummer K0 associé à C.
Ainsi nous obtenons une application de modules
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Ξ : {courbes lisses de genre 2} −→ P15 = PB;
C 7→ ϕ̃C .

Lemme 20 Soit Y une variété projective lisse et

f : G −→ Y

un �bré en coniques, alors il existe un �bré vectoriel F de rang 3 sur Y, un
�bré en droites L et une section q ∈ H0(Y,Sym2H ⊗ Lk) pour un entier k,
t.q. G s'identi�e au schéma des zéros de q dans le �bré projectif PF .

Démonstration: La démonstration suit celle de la proposition 1.2 de [Bea77].
L'assertion est équivalente à l'existence d'un �bré en droites N sur G in-
duisant sur chaque �bre Gs le faisceau OGs(1) des sections hyperplanes. En
e�et on aura H = f∗N . Si nous considérons le faisceau des di�érentielles
de degré maximum ωG alors par adjonction nous avons ωG|Gs

∼= ωGs et
ωGs
∼= OGs(−1). Nous posons donc N = ω−1

G .�

Proposition 27 Soit

ϕ̃ : BlSP4
ω −→ P3

O

le �bré en coniques du Thèorème 17. Alors BlSP4
ω est un diviseur dans l'es-

pace total du �bré P(pr∗0E) sur P3
O.

Démonstration: Soit y ∈ P3
O, alors nous avons

ϕ̃−1(y) ⊂ P(Epr0(y)).

Donc le �bré de rang 3 associé à ϕ̃ est pr∗0E .�

De plus BlSP4
ω = PE . Par conséquence nous avons un diagramme comme le

suivant.

BlsP
4
ω

Id

ϕ̃

Z

P(pr∗0E) −→ P3
O

pr0

PE
η−→

P2
ω

Dans ce diagramme Z est l'inclusion de BlSP4
ω dans P(pr∗0E) induite par la

propriété universelle du produit �bré.

Il reste encore à clari�er et à répondre à certains questions, notamment:

� Le �bré A est-il (semi-)stable?
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� Décrire l'image dans P15 de l'application Ξ.
� Décrire l'image de la projection de l'image de Ξ sur des sous-espaces
de P15.
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