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Introduction

L’objectif de cette thése est de prouver quelques résultats sur les espaces
de modules de variétés abéliennes et sur les espaces de modules de fibrés
vectoriels, qui ont comme trait d’union la surface de Weddle W.

Cette surface peut étre définie en partant d’une courbe projective lisse C
de genre 2. Soit Pic'(C) la variété de Picard de C' qui paramétre les fibrés
en droites de degré 1 sur C et © le diviseur sur Pic'(C) qui paramétre les
fibrés en droites F t.q. h%(C,F) # 0. Alors H°(Pic',30) a dimension 9 et
Iinvolution ¢ : L — we ® L agit sur Pict(C). Une linéarisation de 'ac-
tion de e sur Op;c1(¢)(30) décompose H°(Pic!',30) en deux espace propres,
respectivement de dimension 4 et 5. La cloture de I'image de I'application
rationnelle

Pic(C) --» |30[ = P?

est une surface de Weddle W, elle a degré 4 et 6 points doubles. Si nous consi-
dérons 'image K! de Pic'(C) dans |20]*, nous obtiendrons une surface de
Kummer, elle aussi est une surface de degré 4 mais avec 16 points doubles.
Nous noterons JC' la Jacobienne de la courbe C, c’est-a-dire la variété de
Picard qui paramétre les fibrés en droites de degré 0 sur C. La surface W
est lice & la surface de Kummer K par une construction classique. En effet
si nous considérons un systéme linéaire de quadriques sur P3 avec 6 points
de base, le lieu discriminant de ce systéme de quadriques est une surface
de Kummer, tandis que la surface de Weddle est le lieu qui paramétre les
noyaux des formes quadratiques qui correspondent aux points de la surface
K.

D’abord nous décrivons l’espace de modules A2(3)~ des surfaces abéliennes
principalement polarisées munies d’une structure de niveau 3 et d’une théta
caractéristique impair. Une telle structure permet d’associer naturellement
une surface de Weddle & une surface abélienne principalement polarisée
(A,H) de la maniére suivante. Soit ¢ := +Id 'involution sur A et L un
fibré en droites symétrique représentant la polarisation H, nous obtenons
une surface de Weddle en considérant I'image de A dans PH?(A,L3), = P3,
aprés avoir choisi une linéarisation de 'action de 2 sur le fibré en droites L.
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En effet la donnée d’une théta caractéristique impair indique quel fibré en
droites symétrique choisir dans la classe d’équivalence algébrique de H.
Le principal résultat obtenu dans cette partie est le suivant:

Théoréme 1 Soit A2(3)~ l’espace de modules de surfaces abéliennes prin-
cipalement polarisées avec une structure de niveau 3 et une théta caracté-
ristique impair. L’application donnée par les théta constants Th™ determiné
par les fonctions théta pairs induit un isomorphisme birationnel

Th™ : Ay(3)” — P

En premier lieu, nous développons les préliminaires nécessaires dans la suite
de la thése. Les groupes suivants sont introduits: le groupe de Heisenberg
Hy(n), le groupe théta G(L™) de niveau n d’un fibré en droites L sur une
variété abélienne et la notion de structure théta [Mum66]. De plus certains
résultats sur les théta caractéristiques sont introduits |Bea91].

Ensuite la notion de structure théta symétrique est défine et nous décrivons le
groupe d’automorphismes du groupe de Heisenberg H,(n) qui préservent une
structure théta symétrique. Nous trouvons en effet que la structure de niveau
détermine complétement une structure théta symétrique (Corollaire 3). Puis
nous décrivons un groupe arithmétique I'2(3)™ qui nous permet de définir
A3(3)” comme quotient du demi-espace de Siegel Hy par 'action de I'y(3) ™.
Enfin nous développons une construction analogue & celle donnée par Van der
Geer pour As(3,6), 'espace de modules de surfaces abéliennes principalement
polarisées avec une structure de niveau 3 et une théta caractéristique pair.
De maniére plus précise, Van der Geer démontre que les théta constants
induisent un isomorphisme birationnel

Th™ : A3(3,6) — Hess(B)

entre l'espace de modules A43(3,6) et la variété Hessienne de la quartique de
Burkhardt B, un modéle projectif de A3(3). En outre il construit aussi une
application steinerienne

Sty : Hess(B) g
qui peut étre interprétée comme ’application d’oubli de la théta caractéris-
tique.
Dans cette thése on montre en effet que 'application

Th™ : Ay(3)” — P?

donnée par les théta constants est un isomorphisme birationnel. De plus
on construit un systéme de matrices anti-symétriques sur P? qui permet de
définir une application steinerienne
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qui est I'analogue impair de celle donnée par Van der Geer.

Dans la deuxiéme partie de la thése une courbe C projective, lisse de genre
2 est fixé et on donne une description de la surface de Weddle associée &
C comme variété paramétrante certaines extensions du fibré canonique w¢
par son inverse wal. A partir de cette description un fibré en coniques est
construit dont le lieu discriminant est birationnel & la surface de Kummer

K°:=JC/a.
De maniére plus précise, le théoréme suivant est démontré.

Théoréme 2 Soit C' une courbe projective lisse de genre 2 et A linvolu-
tion hyperelliptique sur C. Le lieu des classes d’extensions de wo par wal
strictement semistables et A-invariantes est la surface de Weddle

W c PH(Pic'(C),30)%

cloture de I'image de Pic'(C). Les siz noeuds de W représentent les exten-
stons non semi-stables.

On notera w = we. L’objectif de cette partie est de décrire une sous-variété
de

P! .= PExt (ww™?) = 3"

Cet espace projectif paramétre les classes d’isomorphisme d’extensions

(1) 0 —w'!—FE, —w-—0, (e)

et il existe une action de Iinvolution hyperelliptique A sur P%. La variété W’
décrite est le lieu des extensions semi-stables invariantes sous ’action de A.
L’action de A\ a deux espaces propres et le projectivisé de I'espace invariant
est

P2, :=PH(Cw?)L = P(Sym*H°(C\w)*).

Grace au théoréme de Bertram [Ber92] nous démontrons que la surface W’
est une section hyperplane (avec multiplicité 2) d’une hypersurface de degré
8 dans P?. Notamment nous avons une égalité entre diviseurs de P3|

Sec(C)NP? . = 2"
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Ensuite nous démontrons que W’ = W, ou W est la surface de Weddle image
de Pic'(C) dans le systéme linéaire |30]* .

Comme il existe un isomorphisme entre I’espace de modules SUc(2) des
fibrés vectoriels de rang 2 semi-stables & déterminant trivial avec P? = |20
(INR69], théoréme 7.2) nous avons aussi une application classifiant

: P -5 |20

qui envoie une extension (e) sur le diviseur

0(E.) ={¢€JC t.q h°(E.®€) #0}.

Le troisiéme résultat principal de la thése est le suivant.

Théoréme 3 Soit C une courbe de genre 2 et KO C |20] la surface de
Kummer associée a JC. Soit X C P2, la cubique gauche et soit S C P},
le cone au-dessus de la courbe X. Soit P3y Uéclaté de |20 a lorigine O et
Bls(P2) Uéclaté de PL le long de S. Alors ¢ se résout en un morphisme

¢ : Blg(P!) — P,

qui définit un fibré en coniques sur IP% et dont le lieu discriminant est [’éclaté
de la surface K° en O.

D’abord nous démontrons que ’application ¢ définit un fibré en coniques en-
dehors de lorigine O de la variété de Kummer K° = JC/2 C |20] et que le
discriminant est la surface K privée de l'origine. Ensuite nous remarquons
que la fibre p~1(O) est le cone S au-dessus de la cubique gauche

X cPSym*HY(Cw) = P2 .
Donc on éclate P2 le long de S et |20| en l'origine, puis un morphisme est
défini
¢ : Blg(P*) — P3,

qui étend ¢ et on prouve que la restriction de ¢ aux diviseurs exceptionnels
au-dessus de S et O est un fibré en coniques.

Comme ces fibrés en coniques sur IP?(’9 sont parametrés par un espace projectif
de dimension 15 qui ne dépend pas de la courbe C on obtient une application
de modules



Z: {courbes lisses de genre 2} — P!° =PB;

C - .
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels

Plus de détails sur les résultats qui sont rappelés dans ce chapitre se trouve
dans [LB92], [Mum66]|, [Mum74] et [Mum67b].

1.1.1 Variétés abéliennes

Soit V un C-espace vectoriel de dim g et A = Z?9 un réseau dans V. Une
polarisation sur le tore complexe A = V/A est par définition la premiére
classe de Chern H = ¢1(L) d’un fibré en droites ample L sur A. Parfois le
fibré en droites lui-méme est considéré comme la polarisation. La polarisation
H est une forme hermitienne sur V' dont la forme alternée associée £ = ImH
prend des valeurs entiéres sur A. Il existe une Z-base A1, ..., Ag, 11, ... 1y de
A par rapport a laquelle E est donnée par la matrice:

0 D
(5 7)

ou D = diag(dy,...,dy), avec d, des entiers positifs vérifiant d,|d,41 avec
1 <v < g—1. On appelle le vecteur (d1,...,dy) le type de la polarisation.
Une polarisation est principale si elle est de type (1,...,1). Une variété abé-
lienne est un tore complexe A qui admet une polarisation. Ainsi une variété
abélienne principalement polarisée (v.a.p.p.) est un couple (A,L), ou L est
une polarisation principale. Le théoréme de Riemann-Roch pour les variétés
abéliennes dit que h%(A4,04(L)) = [T, d:.

1.2 Groupe de Heisenberg et groupe théta

Soit (A,H) une variété abélienne principalement polarisée de dimension g.
On définit une involution ¢ sur A de la maniére suivante.
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1: A — A

T = —X.

Définition 1 Soit (A,H) une v.a.p.p. et L un fibré en droites sur A. On dit
que L est symétrique si "L = L.

Soit L un fibré en droites symétrique sur A représentant la polarisation H.
Soit ¢, : ® — x +n la translation par 1 sur A et n # 0 un naturel. Le groupe
théta de L de niveau n est le groupe

~

G(L") ={(em)ln € A : t;(L") — (L")}
avec l'operation de groupe donnée par:
() - (') = (thp o' n+1)

Définition 2 Soit n# 0 € IN un naturel. On appelle A[n] le groupe des
points de n-torsion. Soit

fn A — A

T —  n.
Uapplication de multiplication par n. Nous avons A[n| = Ker(uy).
Nous avons l'extension centrale de groupes
1— C* -5 G(L") - Aln] — 0,

ou i(a) est l’automorphisme de L™ donné par la multiplication par « et
p(¢,m) = n. Le commutateur [(¢,n),(¢',n')] de deux éléments dans G(L™)
appartient au centre, et induit la forme de Weil

el o An] x A[n] — C*

en prenant des relévements. On prouve que cela ne dépend pas du choix du
relévement.
En tant que groupe abstrait G(L™) est isomorphe au groupe de Heisenberg

Hy(n) = C* x (Z/nZ)? x (Z/nZ)* = C* x (Z/nZ)%,

(Z/nZ) == Hom((Z/nZ) C*),

avec la loi de groupe
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(tz,a") - (s,y,97) = (st(y" (), + y2" +y7),

oll w est un racine n-éme de 1'unité. Nous noterons d’autre part

((@,27),(yy")) = y"(2) — 2" (y)

la forme bilinéaire standard sur (Z/nZ)9 x(Z/nZ)9. La projection (t,z,x*) —
(z,x*) définit une extension centrale de groupes

L — € — Hy(n) — (Z/n2)% — 0.
Définition 3 Une structure théta de niveau m pour L est un isomorphisme
a:Hy(n) = G(L")
dont la restriction aux centres est l’identité.

Par projection sur (Z/nZ)%9, une structure théta o (de niveau n) induit un
isomorphisme

&: (Z/nZ)* = Aln]
de telle maniére que le diagramme suivant commute.

1 — ¢ — GIL") — Aln| — 0

H Ta 1
1 — € — Hyn) — (Z/n2)» — 0

De plus, I'isomorphisme & est un isomorphisme symplectique par rapport
aux formes bilinéaires e’ et (-,-).

Définition 4 On appelle structure de niveau 3 un isomorphisme symplec-
tique & : (Z/37)% — A[3].

Le groupe G(L"™) a une représentation irréductible naturelle dans ’espace

V4 := H°(A,L™) donnée par

((pm)s)(a) = pa(s(a+mn)),
oua€ A seVyet

Pa * t:;(Ln)a = (Ln)aJrn — (L")a-

D’autre part, si on note Vy(n) le C-espace vectoriel de fonctions sur (Z/nZ)?
a valeurs complexes, le groupe Hy(n) agit linéairement sur Vy(n) par une
représentation irréductible U appelée représentation de Schridinger. Elle est
définie comme suit, pour v € (Z/3Z)9 et f € Vy(3):



4 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

(11)  U:Hyn) — GL(Vy(n))
(txz®) —  [((tz2")f)(v) = ta*(v—2)f(v—2)],
(1.2)

Proposition 1 (/[Mum66], Prop. 3)

Le groupe Hg(n) a une unique representation irréductible Vy(n) dans laquelle
C* agit par son caractére naturel. De plus, si V est une autre representation
de Hy(n) dans laquelle C* agit de cette maniére, alors V est isomorphe a la
somme directe de r copies de Vy(n) quel que soit r € IN.

Cela implique donc qu’il existe un isomorphisme de représentations linéaires
irréductibles

o 2 Vy(n) — Va.

Par le lemme de Schur un tel isomorphisme est unique a scalaire prés, ce qui
entraine une identification

P(Va) = P(Vy(n)).

Nous considérons le sous-groupe de Hy(n)

Hn] := {(t,x,2") € Hy(n)|t" =1}.

C’est une extension centrale non triviale

1 — p, — Hn] — (Z/nZ)* — 0,

ou py, est le groupe des racines n-émes de l'unité. Par restriction, Vj(n) est
une représentation linéaire de H[n]. Pour chaque v € (Z/nZ)9, soit 9§, €
Vy(n) la fonction caractéristique

{() six# v,
Op = .
1 siz=w.

Nous obtenons

(t,x, %)y =tz (v — x)dy—z,

pour tout (t,z,x*) € H[n]. Aprés avoir fixé un ordre dans (Z/nZ)9%, nous
obtenons une base canonique {J, }ye(z/mz)s de Vy(n). L'image de cette base
par 'isomorphisme 1), correspond [Mum66]| a la base des fonctions théta

{Xb =0 { bé” ] (nzm7), be (Z/nZ), =€ @9}
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de l'espace V4, avec 7 € H, fixé. Nous considérons ¢ = ¢, : A — P(V})
I'application définie par
z— (o, Xp(2),. )

correspondant au systéme linéaire |L™|. Soit ¢, la composée des applications

t
po: A5 B(VE) 5 P(V(9)).
Nous observons que le groupe A[n] = G/C* agit par translations sur A et le
groupe suivant
Hln]/pn = Hg(n)/C* = (Z/nZ)*

agit sur P(V(n)*) par le projectivisé de la représentation duale de H[n] sur
Vy(n)*. Ces actions sont compatibles car elles vérifient la relation

vala+n) =a"'(n) - [pala)], ¥n € Aln],a € A.

Explicitement ’action de H[n] sur la base {X}} est donnée par

(t,x,x™) Xp = ta™ (b — ) Xp_g,
pour tout (t,x,2*) € H[n] et b € (Z/nZ)".

1.3 Théta Caractéristiques

Soit A une variété abélienne principalement polarisée de dimension g.
Le commutateur [(,n),(¢',n")] de deux éléments dans G(L?) appartient au
centre, et induit la forme de Weyl

(,):A2] x A2] — {£1}

en prenant des relévements. Deux relévements différents donnent le méme
commutateur.

Soit T'(A) le A[2]-torseur des diviseurs © symétriques qui représentent la
polarisation. Le fibré en droites O4(20) ne dépend pas de © € T'(A).

Une théta caractéristique est une forme quadratique k : A[2] — {£1} asso-
ciée a (, ), c’est a dire:

Rz +y)u(z)r(y) = (zy), pour zy € Af2].

L’ensemble des théta caractéristiques, notées 9(A), est un A[2]-torseur par
rapport a laction k +— z - k, © € A[2], ou

z - k(y) = (z,y)r(y) pour x € A[2].
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Il existe une identification canonique de A[2]-torseurs:

(1.3) T(A) = J(A).

(_l)mUltz(@)+multo(@)

Elle envoie © sur kg, définie par kg(x) = . La fonction

e 9(A) = T(A) - {£1}
0 — (_1)mult0(6)

est appelée parité et elle a la propriété que k € ¥(A) prenne la valeur +1
(respectivement —1) en 2971(29 + £(k)) points (resp. 2971(29 — e(k)). Elle
satisfait la relation:

(14) e(x - k) = k(x)e(k).

En outre nous écrirons 9 (A) et 9~ (A) pour les ensembles e 1 (£1) des théta
caractéristiques pairs et impairs.

Remarque 1 Si on suppose que A = J(C) est la variété Jacobienne d’une
courbe C et on appelle 9(C) C J97L(C) l'ensemble des théta caractéris-
tiques de C, c’est a dire les fibrés en droites L t.q. L> = K¢. Alors 9(C) =
I(J(C)) ZT(J(C)) en tant que J[2]-torseurs par:

L+ O :={M € J(C)|H(L ® M) #0};

et, par le théoréeme de singularité de Riemann, € est la fonction de parité
sutvante.

HC) — {1}
L +— h%C,L) mod 2.

Toute théta-caractéristique k = kg € ¥(A) peut étre utilisée pour identifier,
par ’action de A[2]:

(1.5) A2l =5 9(A),

r — T-Keg.
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1.4 Formes quadratiques sur un IFs-espace vectoriel

Beaucoup de résultats de la théorie des théta caractéristiques sont des cas
particuliers de certains Théorémes sur les formes quadratiques sur un IFo-
espace vectoriel.

Soit k = Fa. Soit V un espace vectoriel de dimension 2¢g sur k. Une forme
anti-symétrique non dégénérée ( , ) : V® V — k est fixée. Donc (v,0) =0
pour tout v € V, et l'application v +— f,(u) = (u,v) donne un isomor-
phisme de V' vers son espace duale Hom(V,k). L’espace symplectique (V,(, ))
est déterminé uniquement & isomorphisme prés par sa dimension 2g. Soit
Sp(V') le groupe de tout isomorphismes k-linéaires 7' : V' — V' qui satisfont
(Tv,Tu) = (v,u) pour tout v,u € V. Le groupe Sp(V') est engendré par les
transvections:

(1.6) T,(V) = v+ (vu)u

ot u # 0 dans V, et celles-la forment une classe de conjugaison d’involutions
dans Sp(V). L'ordre du groupe fini Sp(V) est égal a 29°(229 — 1)(229-2 —
1)...(22 —1) [Art57]. Un sous-espace X C V est isotrope si (z,2’) = 0 pour
tout z,2’ € X. Les espaces isotropes maximals ont tous dimension g, et ils
peuvent étre complétés en une décomposition isotrope de V:

(1.7) V=XaY

avec X et Y isotropes de dimension g. La forme ( , ) sur V induit un iso-
morphisme

X =y
Si (e1,...,eq) est une base pour X et (fi,...,fy) est la base duale de Y, les
vecteurs (e1,...,eg; f1,...,fy) donnent une base symplectique pour V.

Une fonction ¢q : V' — k est dite une forme quadratique sur V relative a la
forme symplectique fixé (,) si

q(v +u) +q(v) +q(u) = (v,u)

pour tout v,u € V. SiV = X @Y est une décomposition isotropique, la
fonction

(1.8) qo(r +y) = (z,y)

définit une forme quadratique sur V. En termes d’une base symplectique on
a
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g g9 g9
q0 <Z i€ + Zﬂifi) = aif;.
=1 =1 =1

Soit QV l'ensemble des formes quadratiques sur V relatives a (,). Alors
QV est un torseur sous V: si ¢ € QV et v € V nous définissons la forme
quadratique g + v par
[q +v](u) = q(u) + (v,u).
De plus, si g et ¢’ sont deux éléments de QV il existe un unique vecteur
v=q+q t.q.
(v,u) = q(u) + ¢'(w).

Cela donne une structure de k-espace vectoriel de dimension 2g +1a W =
VU QV. 1l contient V en tant que sous-espace de codimension 1. Le groupe
Sp(V') agit sur ’ensemble QV par la formule g — Tq, ou

Tq(Tv) = q(v).

Cela définit une action linéaire de Sp(V') sur W. Nous avons alors une suite
exacte de Sp(V')-modules

(1.9) 0—V—W-—Fk—0.

Nous définissons linvariant de Arf a : QV — k de la maniére suivante. Soit
(e1,...eq; f1,...,fq) une base symplectique de V. Pour ¢ € QV, nous posons

a(g) =Y qlen)alfy)-

On prouve de plus que cela ne dépend pas de la base symplectique choisie.
Nous avons en effet la Proposition suivante.

Proposition 2 [Art57] L’invariant de Arf a(q) ne dépend pas de la base
symplectique. Si q est défini par une décomposition isotrope, comme dans
I’équation 1.8, alors a(q) = 0. On a aussi les formules suivantes:

a(Tq) =alqg) T € Sp(V),
a(q+v) =a(q) + q(v) veV.

Le groupe Sp(V) a deuz orbites sur QV, les 2971(294+1) formes pairs q avec
a(q) =0, et les 2971(29 — 1) formes impairs q avec a(q) = 1.
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Cela implique les deux Corollaires suivants.

Corollaire 1 Pourq € QV, les conditions suivantes sont toutes équivalentes
1. a(q)=0.

2. la forme q a 2971(29 + 1) zéros sur V.

3. Il existe une décomposition isotropique V.= X @Y t.q. ¢=0 sur les
sous-espaces X et Y.

Corollaire 2 L’ordre du sous-groupe stabilisateur O(V,q) C Sp(V) d’une
forme q € QV est égal a

292_g+1(229_2 _ 1)(229—4 —1)... (22 —1)(29—-1) sia(g) =0,

29122072 L )26~ 1).(22~ )2+ 1) sialg) = 1.

La transvection T,, appartient @ O(V,q) si q(u) = 1.
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Chapitre 2

L’espace de modules A5(3)~

2.1 L’involution + = —Id

Soit maintenant (A,L) une variété abélienne avec un fibré en droites qui
induit une polarisation principale; nous considérons I’action de I’involution

1= —Id sur A.

Proposition 3 (/LB92], page 90)
Dans la classe d’équivalence algébrique d’un fibré en droites L sur un variété
abélienne de dimension g, il existe 229 fibrés en droites symétriques.

Définition 5 Si L est un fibré en droites symétrique, un isomorphisme

¢: L S5*L
est dit une linéarisation de 1.

Soit x un point de A et L un fibré en droites, alors L, indique la fibre de L
au-dessus de z.

Si ¢ est une linéarisation de ¢, alors pour tout point fermé x € A on a un
isomorphisme

¢p: Ly >0 Ly =L_,.

Remarque 2
— Siy est un point de 2-torsion, alors y = —y, donc ¢, est un automor-
phisme de L.
— Nowus pouvons toujours normaliser ¢ de maniére unique en demandant
que ¢g soit lidentité sur la fibre Lo au-dessus du 0.

Définition 6 L’isomorphisme ¢ est appelé isomorphisme normalisé de L et
V"L si ¢po = 1dp,,.
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D’apres 'identification (1.5), on a

d(170,) = €(O)by.

Définition 7 Soit ¢ : L — 1*L l’isomorphisme normalisé. Soit x € A un
point d’ordre 2. On définit ek (x) comme le scalaire o tel que

est la multiplication par o.

Propriétés 1 ([Mum66], page 30/4)
I eb(@) = %1, eh(0) = +1;
8. k&M (z) = ek (z) - e (a);
3. 519 : A — B est un isomorphisme, et L est un faisceau inversible
symétrique sur Y, alors

e (z) = el (p())

pour tous x € A d’ordre 2;
4. Soit A la variété duale de A et soit

er: X x X — {+1}

la. forme bilinéaire canonique. Si x € A[2], et a € A[2], et si a corres-
pond & un fibré en droites L d’ordre 2 sur X, alors L est symétrique

et

el(z) = ex(z,0).

De plus

Proposition 4 Soit L un fibré en droites symétrique, la fonction

A2l — {£1};

r — efx)

0O(©kx)

est une forme quadratique sur A[2] et, si k € V(A) alors ey est la forme
quadratique k. On dira sowvent qu’un fibré en droites est pair (résp. impair)
si la forme quadratique induite sur A[2] est pair (résp.impair).

L’isomorphisme normalisé induit donc une involution linéaire
o HY(A, L") —HY(A,L™)

sur les espaces des sections globales de L™ définis de la maniére suivante.
Soit s € H(A,L"), alors
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() = 0" (¢" (),
ou ¢ est toujours I'isomorphisme normalisé et ¢™ est I'isomorphisme naturel
entre les puissances

¢" L™ DL

Afin de construire I’espace de modules qui nous interesse, il est important de
pouvoir calculer les dimensions des espaces propres H(A,L), et H°(A,L)_
de maniére intrinséque. En effet la formule des pointes fixes de Atiyah-Bott-
Lefschetz (|[GHT78|, page 421) est utilisée. En sachant que les points fixes de
v sont les points de 2-torsion 3 € A[2], nous pouvons alors écrire:

Tr(i: Lg — Lg)
det(Id — (di)g)

2
(2.1) (=1 Tr(# : HI(AL)) =
7=0

BEAL2]

Or (di) = —Id donc det(21d) = 29.

Donc si le fibré L induit une forme quadratique pair, d’aprés les résultats de
la section 1.3, nous trouvons

Y TrlicLs— Lg) =212 +1) - 2971(29 — 1) = 29.
peA2]

Si en revanche le fibré considéré est impair, alors

> Tr(i:Lg— Lg) =201(29 1) =297 1(29 + 1) = -2,
BeA[]
D’autre part, comme L représente une polarisation principale, h?(A,L) = 0
pour p > 0 et donc, par définition de H°(L), et H°(L)_,
2 . .

> (=1YTr(# : HI(X,L)) = h%(L)4 — hO(L)-.

j=0
En développant la formule (2.1) et en rappelant que L est une polarisation

principale, on trouve, pour une polarisation L associée & une théta caracté-
ristique pair:

hO(A,L) = h%(L)y + (L) =1,
Tr(*H°(A,L)) = h%(L)y — h%(L)_ = 1.

Ce qui implique h°(L)y = 1 et h°(L)_ = 0. En revanche pour L pair nous
obtenons:
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(L), +ho(L)_ =1,

RO(L); — ho(L)_ = —1.
Donc h%(L); = 0 et h°(L)_ = 1. Si par contre nous considérons le fibré
symétrique L™, alors ef"(z) = el(z)". Par consequent, si n est pair, la

parité de la polarisation n’intervient pas dans le calcul de h%(A4,L)+, et on
trouve

RO(L™)4 + KO(L™)- = n,

RO(L™); — KO(L™)_ = 29

d’oui:

RO(L")4 = (n? +29) /2,
RO(L™)_ = (n? —29)/2.
Si au contraire n est impair il faut encore distinguer la parité de la polariza-
tion: si elle est pair:
RO(L™) 4 + hO(L™)_ = nY,
RO(L™), — RO(L™) - =1,

et hO(L")x = (n9 & 1)/2. Si elle est impair h°(L"), — hO(L")_ = —1 et
les dimensions des espace propres s’échangent. Ces formules, obtenues d’une
autre maniére, apparaissent aussi dans [LB92].

Donc, étant donné un isomorphisme normalisé, on a trouvé que ¢ agit sur
HO(A,L"™) par sa linéarisation ¢ en décomposant

HY(A,L™) = H°(A,L™), @ HY(A,L")_
de maniére différente selon le fibré symétrique choisi.

Dans le cas ot n est impair, il faut distinguer la parité du fibré symétrique
définissant la polarisation. Or, la situation est la suivante (BL indiquera le
lieu de base):

Proposition 5 Soit A une variété abélienne de dimension g, n un entier
positif et L un fibré en droites symétrique sur A t.q. h°(A,L) = 1. Le groupe
des 229 points de 2-torsion se décompose en deux sous-ensembles

Sy :={zec A]2] t.q. eL(x) =1},
S_:={zec A]2] t.q. eL(z) = -1}.
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Si n est impair alors, selon la parité de L, nous trouvons

L pair:

1. #(Sy) =2971(29 + 1) et #(S_) =2971(29 — 1);
2. WA L")y = (n9+1)/2 et R°(A,L™)_ = (n9 —1)/2.

L tmpair:

1. #(S_) =2971(29 + 1) et #(S;) =2971(29 — 1);
2. hO(A,L™)y = (n9 —1)/2 et RO(A,L")_ = (n9 +1)/2.

Pour tout n, nous avons

BL(L",) = 5.

et l'origine 0 € S,.
Si n est pair, alors

RO(A,L™) . = (n9 +29)/2, h°(A,L")_ = (n? —29)/2.
De plus BL(|L"|+) =0 et BL(|L"|-) = A[2].
Démonstration: D’abord nous remarquons que, pour tout entier n > 3,
BL(|L"|+) UBL(|L"|-) = A[2]
En effet par le Théoréme de Lefschetz nous avons un plongement

A |L""

Si nous projetons avec centre |L"|*

put L] == | L7
alors la projection py n’est pas définie sur
AN|L"® = BL|L"[}.
En changeant les espace propres dans cette construction on obtient
AN|L"} = BL|L"[".
Comme
{AN|L"LYU{AN|L"Z} = Af2],

la remarque en suit.
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Soit n impair. Comme l'isomorphisme normalisé a été utilisé comme linéa-
risation, ’assertion & propos de l'origine est vraie par définition. Il reste &
prouver ’assertion sur le lieu de base. Nous rapellons que, si z € A[2], el (x)
est le scalaire a t.q. ¢(z) : Lyy) = Ly — Ly est la multiplication par a.

Donc, étant donnée une section invariante o € H°(A,L"), et y € S_, on a

o(y) = (#(9))(y) = —o(y),

donc ¢p(y) = 0. Cela implique que toutes les sections invariantes doivent s’an-
nuler aux points de S_. Comme notre linéarisation agit comme ’identité sur
les fibres au-dessus des points de Sy, le méme argument prouve que toutes
les sections anti-invariantes s’annulent aux points de S.

Si n est pair, nous pouvons écrire n = 2k pour un k£ € IN. Nous rappelons
que le systéme linéaire |L?| est sans points de base et que toutes les sections
de H°(A,L?) sont invariantes. Soit maintenant

e Symk(HO(A7L2)) - HO(A7L2k)

I’application de restriction. Alors I'image de u est un sous-espace de H%(A,L?*)
sans point de base. Cela entraine que le systéme linéaire complet est sans
point de base. Nous rappelons en outre que, pour y € A[2],

2
G*L k(y) = ef(y)%.
L%k

Donc ey "(z) = 1 pour tout z € A[2]. Cela implique, en utilisant un ar-
gument identique & celui utilisé dans le cas n impair, que toutes sections
¢ € HY(A,L?)_ s’annulent en les points de 2-torsion. [J

2.2 Les Automorphismes du groupe de Heisenberg

Dans toute cette section n sera un entier impair, n # 1. Nous sommes main-
tenant interessé par le sous-groupe suivant des automorphismes du groupe
de Heisenberg de niveau n

A(Hg(n)) := {9 € Aut(Hy(n)) : ¢((¢,0,0)) = (£,0,0)}.

Les éléments de A(H,4(n)) sont les automorphismes de Hy(n) qui sont égaux
a l'identité une fois qu’on se restreint au centre de Hy(n).

2.2.1 Relévements de 1

Soit t, : x — x + a la translation de vecteur a sur A.

Définition 8 ([Mum66], page 308)
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Soit (A,H) une vapp et L un fibré en droites symétrique qui représente H.
De plus soit ¢ : L = 1*L lisomorphisme normalisé. Si

(2.p: L" 5 £17) € G(L"),
nous considérons la composition suivante:

n * t* n
A R e AR 1

et définissons

0-1((z,p)) = (=a,(t",0") " o1’ pog")

On vérifie que J_1 est un automorphisme de G(L™) qui se décompose de la
maniére suivante:

1 - C* — gGL") — An] —0
Id | 01 vl
1 - C* — gGL") — An] —0

En particulier, c’est 'unique relévement de ¢ au groupe G(L™) qui soit une
involution, c’est a dire: §_1 o §_1 est I'identité. Si on appelle

v :G(L") — GL(H°(A,L"))

la représentation naturelle du groupe théta , cela entraine que, a une constante
prés, le diagramme suivant commute, pour tout g € G(L"):

oLy "9 moLm
i I ll#

De maniére analogue nous pouvons travailler sur le groupe de Heisenberg.
Nous pouvons en effet nous donner une involution:

Doy Hyn) — Hyln),
(tyr,x™) +—  (t,—z, —x%),
qui se décompose comme suit:
1 - € — Hyn) — (Z/nZ)9 x(Z/nZ)9 — 0
Id | a —Id |
1 - € — Hyn) — (Z/n2)9 x(Z/nZ)9 — 0

Lemme 1 L’involution D_; est un élément de A(Hy(n)).
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Démonstration: Soient u := (t,x,2*),v = (s,4,4*) € Hg(n). Alors nous avons
Doy v) = Doy (b5 @), — o~y —a* — ) =
=, —x,—2%)-(s,—y,—y*) = D_1(u) - D_1(v).
D’autre part on a
D_4(t,0,0) = (¢,0,0),
d’ou I’énoncé.l]
Soit maintenant

Vy(n) = Hom((Z/nZ)?,C).

On a vu dans la Proposition 1 qu’il existe une unique représentation irréduc-
tible de Hy(n) ou C* agit par homotétie sur V,(n), appelée la représentation
de Schrodinger U. Nous remarquons aussi que si ¢ € A(Hy(n)) alors U o ¢
est aussi une représentation de niveau 1, donc par le lemme de Schur il existe
une unique (& un scalaire prés) application linéaire

Ty, : Vy(n) — Vy(n), t.q. To,(U(h)) =U(e(h)),

pour tout i € H,y(n). Nous obtenons donc une représentation projective

2.2) T:A(My(n) — PGL(Vy(n)),
¢ — T, mod C".

Une base canonique de Vy(n) est maintenant donnée par les fonctions delta:

Xy :2/n7 — C,
X,(0) =1,
Xo(a) =0 si a#o.

Nous remarquons en outre que D_; € Hy(n). Alors I'involution j = T(D_1)
est définie, & un scalaire prés, comme suit:

.j :V.‘](n) - %(n),
i(Xo) = Xoo

Donc le diagramme suivant commute, Vh € Hy(n)
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V) W )
Jjl lJ
Vyn) "2y m)

Cette action décompose V,(n) en deux espaces propres Vi (n) @ Vy—(n).
En effet une théta structure o qui fait commuter le diagramme suivant per-
mettrait d’avoir des bases canoniques des espaces propres de H°(A,n0) par
rapport a o

gL 3 g
(2.3) al |l a

Hy(n) 5" Hy(n)

Définition 9 (/Mum66/, page 317) Une structure théta o : G(L") — Hg(n)
qui fait commuter le diagramme (2.3) est appelée symétrique.

2.2.2 Automorphismes d’une structure théta symétrique

Siaet 8 : G(L") — Hy(n) sont deux structures théta, alors a o 871 €
A(Hg4(n)). Supposons maintenant que « et § sont des structures théta sy-
métriques. Alors les automorphismes dans A(Hy(n)) qui préservent les struc-
tures symétriques, c’est a dire les

¢ € A(Hy(n)) t.g. ao g7t =0,

forment d’un sous-groupe de A(Hy4(n)). En effet ¢, étant la composition de
deux structure théta symétriques, doit commuter & ’automorphisme D_;. Il
s’agit donc d’étudier les ¢ € A(H4(n)) t.q.

¢ toD_y0¢=D_.

Les éléments de A(Hy4(n)) qui vérifient cette égalité forment un sous-groupe:
le sous-groupe normalisateur

Cary () (D-1) C A(Hy(n)).

Proposition 6 Nous obtenons la suite exacte ci-dessous

(2.4) 0 — Z/nZ2 — A(Hy(n)) S Sp(29.2/nZ) — 0
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Démonstration: Soit u := (x,2*)w = (y,y*) € (Z/nZ)9 x (Z/nZ)9. Nous
avons donc, pour ¢ € A(Hy(n)) et (t,x,x*) € Hy(n):

o(t,x,x™) = ¢(t,0,0)p(1,x,2%) = (¢,0,0) - p(1,z,2"),
et

(2.5) ¢(t,z,2") = (fo(,27),Go(2,27)),
pour un automorphisme
Gy : 7072 — Z[nZ3
et une fonction
fs: Z/nZ% — C*.

De plus 'application

G: A(Hy(n)) — Aut(Z/nZ*),
¢ — Gy

est un homomorphisme. Si G4 = Id alors la condition que ¢ soit un auto-
morphisme se traduit par le fait que fy est un homomorphisme. En effet, si
w est une racine primitive n-iéme de 'unité, alors

(folaa®) folyy)stw™ @ +ya® +y7) = (folwa*)ta,a") (fo(yy )syy") =
o(t,z,x")p(s,yy") = o((tx,x")(s,y,y")) =
Otsw™ w+ 2"y +y") = (tsfs(r+ya’ +y )™ o+ 2"y +y").
Tout homomorphisme de Z/nZ?29 dans C* peut s’écrire
fale) = wBeD)

pour un élément a € Z/nZ>%9, o E(—,—) est la forme symplectique standard

E : Z/nZ* x 7.JnZ* — 7Z,/nZ

dont la matrice, écrite en blocs g x g est ( IOd _éd >

On obtient donc un homomorphisme
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(2.6) C:(Z/nZ)* —  A(Hy(n))

a [(t,$,x*)+c—'l>(th(“’“),az,x*)].

Les homomorphismes ¢ et G sont respectivement la premiére et la deuxiéme
fleche dans la suite (2.4).

De plus, comme ¢ € A(Hy(n)), il préserve les commutateurs. Cela équivaut
a dire que

oea o =

E(Gg(u),Go(v))

)

WPV = [a9] =

poa oY) = [6(),0(3)] =

= ¢(a . 'l) . u
et donc Im(G) C Sp(2g,Z/nZ). D’aprés 'expression 2.6 nous observons que
¢ est injective et que G o (((x,2*)) = Id, ¥(z,2*) € (Z/nZ)*I.
Pour prouver la surjectivité de la deuxiéme fleche de la suite 2.4 il nous faut
le lemme suivant.

£ =

Lemme 2 Soit n un entier impair n # 1. L’homomorphisme G induit un
1somorphisme
G : Capy(n))(D-1) — Sp(29,Z/nZ).

Démonstration: Soit ¢ la fonction définie dans I'expression 2.6.
Pour tout a € (Z/nZ)?9 nous avons

D_j o (y(t,x,z") = (th(“’a), —x,—x"),

Coo D_q(tz,a*) = (twPn | — g — 2*).

Nous avons donc

D_j 0 (t,x) = (g0 D_1(t,x)

si et seulement si —FE(z,a) = E(x,a). Cela est impossible, car cela implique-
rait F(z,a) = 0 pour tout a et E est non-dégénérée. Cela veut dire que

Im(C) N C g, (n))(D-1) = Id,
c’est & dire G|CA(Hg(n))(D—1) est injective.

Le probléme se réduit & trouver une fonction fus : (Z/nZ)?»9 — C t.q. il
existe un automorphisme M € Cy (3, (n))(D-1) de la forme

M (tyz,x*) = (far(z,x™)t,M(x,x™)).

Le fait que M e CA(H,(n))(D-1) implique que fyr(—x,—2*) = fas(z,2*). De

plus il faut que M soit un automorphisme de Hy(n). Cela veut dire que pour
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tout (x,2*), (y,y*) € (Z/nZ)*, si nous notons (a,a*) (resp. (b,b*)) I'image
M (z,z*) (resp. I'image M (y,y*)), far doit vérifier I’équation suivante

@7) et e @ = far(ea) -yt @,

de maniére que nous puisons avoir

M ((ta,az®) - (s,y.y%) = M(ta,a®) - M(s,yy").

Soit 3 la forme bilinéaire

B (Z/nZ)* x (Z/nZ)*9 — Z/nZ
((z.2%),(yy") — y(2)

Sa relation avec la forme symplectique standard E sur (Z/nZ)% est donnée
par la formule

E((z,2"),(yy") =y (x) — 2™ (y) = B((z,2"),(y.57)) — B((y,y"),(2,27)).

Supposons que fjs puisse s’écrire sous la forme fi; = w® pour une fonction
ér : (Z/nZ)?9 — (Z/nZ). Nous rapellons que (a,a*) = M(x,x*) et que
(b,b*) = M (y,y*). Alors I'équation (2.7) est équivalente a celle-ci

28)om(z +y.2* +y") — du(z,2%) — dm(yy") = b"(a) —y*(z) =
= 5(M(x7x*)7M(y7y*)) - ﬁ((a:,a:*),(y,y*)).

Nous remarquons maintenant que 1’expression

Y (Z/nZ)% x (Z/nZ)* — Z/nZ
((,2%),(y,9")) = BM(2,2"),M(yy")) = B(x,2"),(y:y7))

est symétrique. En effet, pour tout h = (z,2'),k = (y,y') € (Z/nZ)*

¢(h7k> - w(k7h> - 6(M(h>7M(k)) - ﬂ(h,k) - ﬂ(M(k)7M(h)) + ﬁ(kvh) =
= E(M(h),M(k)) — E(h,k) = 0,

comme M € Sp(29,Z/nZ).
Soit h := (h1,h2) € (Z/nZ)?9 et soit ¢y la forme quadratique associée a la
forme bilinéaire symétrique 1, c’est a dire
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(2.9) ¢ : (Z/nZ)*9 — C
() = (B (b ha) M (b ) = B((B )

Alors la formule de polarisation donne I’équation (2.8) et

M :Hy(n) — Hgy(n)
(taax®) — (@) M(z.a*))

est un automorphisme H,(n). De plus

O @) _ bar(—z—a)

donc M € C A(Hy(n)) (D-1) et M est un relévement de M. Cela termine la
démonstration du Lemme 2. [

Corollaire 3 Soit (A,H) une vapp, L un fibré en droites qui represente la
polarisation et n un entier impair. Alors une structure de niveau n determine
une unique structure théta symétrique de niveau n.

Le Lemme 2 implique que l'image de G est Sp(2¢9,Z/nZ). Ceci compléte
aussi la démonstration de la Proposition 6. [J

Corollaire 4 Pour chaque entier impair n il existe un isomorphisme

A(Hy(n)) = Sp(29,Z/nZ) (Z/nZ)%,

ot Uaction de Sp(29,Z,/nZ.) sur (Z/nZ)?9 est celle induite par GL(2g,Z./nZ.)
sur (Z,/nZ.)?9.

Démonstration: Nous remarquons que, comme il est le noyau de 'homo-
morphisme G, (Z/nZ)?9 est un sous-groupe distingué de A(H,(n)). Alors
Sp(29,Z/n7Z) = Cppp,(ny)(D-1) agit sur (Z/nZ)* par conjugation. Soit
a = (a1,a2) € (Z/nZ)* et soit ¢, € A(Hy(n)) Pautomorphisme défini
par l'expression (2.6). De plus soit M € A(Hy(n)) le relevement de M €
Sp(2g,Z/nZ) défini dans la démonstration du Lemme 2. Alors, pour tout
a € (Z/nZ)?9, nous avons

J: Sp(29,Z/nZ) — GL((Z/nZ)*
M —  Jyi=[Co— Moleo M.

En développant ’expression nous obtenons que
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MO Ca o M_l(t,x,x*) = CM%I(t:x?x*)?

ott M - a est action naturelle de Sp(2g,Z/nZ) sur (Z/nZ)%.0

D’autre part U'inclusion de Sp(2g,Z/nZ) dans A(Hy(n)) en tant que sous-
groupe Cp(p, (n)) (D-1) donne une représentation

T : Sp(29,2/nZ) — PGL(V;(g))

par restriction de la représentation T définie par (2.2). De plus, comme
Sp(29,Z/nZ) = Cpp,(n))(D-1), la representation T se décompose en deux
sous-representations

T Sp20Z/nZ)/ £ 1d — PGL(Va(g))s,
Y_:Sp(29,2/nZ)) £ Id — PGL(V,(g))-.

2.3 [Espaces de modules de variétés abéliennes

La bonne maniére de formuler des questions & propos des classes d’isomor-
phisme d’objets géométriques avec des structures additionnelles est en termes
de foncteurs et de leur représentabilité. Au lieu de considérer seulement ’en-
semble des classes d’isomorphisme des objets nous considérons plutot le fonc-
teur

F :C — Schémas — Ensembles;

S X — S une famille d’objets Jisom
paramétrée par S '

et on pose le probléme de sa représentabilité.

Plus en particulier, dans le cas des variétés abéliennes polarisées un probléme
de modules est défini comme suit.

Définition 10 Un probléeme de modules est donné par:
— une classe Cg de variétés abéliennes polarisées (X,L);
~ des familles d’objets (f : x — S,L), ot f est plat, L inversible sur x,
t.q. Vs € S le couple (xs,Ly,) € Cg;
— une notion d’isomorphisme de familles;

— un foncteur G(S) :=={(f : x — S,L) familles d’objets de Cg}/isom.
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Exemples:

A, :C—Schémas — Ensembles;

A (S) = {

classes d'isom. de vapp sur S
de dimension relative g

Dans le cas de A, la classe Ca, est formée des couples (X,L) ou X est une
variété abélienne et L une polarisation principale.

Agn: C—Schémas — Ensembles;

classes d'isom. de vapp sur S
Ay n(S) = de dimension relative g
avec une structure de niveau n

Ici les éléments de la classe Ca, ,, sont les triples (X,G,0), ou X est une va-
riété abélienne, G une polarisation principale et ¢ une structure de niveau n.

Un foncteur F : C — Schémas — Ensembles est dit représentable par un
schéma M si pour tout schéma S, il existe un isomorphisme

=(S) : F(S) — Hom(S,M),
c’est & dire: il existe un isomorphisme de foncteurs entre F et le foncteur des

points de M.

Définition 11 Un schéma de modules fin M pour un foncteur de modules
F est un schéma qui représente le foncteur F.

Dans la situation précédente il existe une famille universelle (¢ : x — M,L) €
F(M), c’est a dire, pour toutes familles d’objets (f : Z — S,)) € F(9) il
existe un unique morphisme A : S — M t.q. f est la famille pull-back:

z Ay
fl !
S 2 M

et \(£) = .

S’il existe, un schéma de modules fin, est unique. Un exemple de classe pour
laquelle il n’existe pas de schéma de modules fin est celle des fibrés vectoriels
sur une courbe algébrique donnée.

La définition suivante généralise celle d’espace de modules fin.

Définition 12 (/MFK94], Déf. 5.6)
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Un espace de modules grossier M pour un foncteur de modules F est un
schéma M avec une transformation naturelle de foncteurs

=:F — Hom(—,M)
satisfaisant:

1. 2(Spec(C)) : F(C) — Hom(C,M) est une bijection;
2. étant donné un schéma B et une transformation naturelle x : F —

Hom(—,B), il existe une unique transformation naturelle y» : Hom(—,M) —
Hom(—,B), avec x =9 o E.

Méme un espace de modules grossier, s’il existe, il sera unique, mais il n’existe
pas toujours. Parfois, dans ce cas, on dit aussi que le schema M coreprésente
le foncteur F.

Dans le contexte des variétés abéliennes sur le corps C il existe des cas ou un
espace de modules fin existe, et dans ces cas la on peut aussi construire la
famille universelle. Afin de construire cette famille, considérons maintenant
le demi-espace de Siegel

H, = {7 € M,(C)| 'r = 7, Im7 défini positif}

et le groupe modulaire de Siegel

L _ (A B " 0 -1 (0
Iy :=5p(29,2) = {M = < c D ) € GL(29,7)| M( I, >M = ( I,

Soit n # 0 un entier. Le sous-groupe de congruence d’ordre n I'g(n) C I'y est
défini comme le noyau de la réduction modulo n sur Sp(2¢,7):

mod n

(2.10) 1 —Ty(n) — Sp(29,Z) — Sp(29,Z/nZ) — 1.
Il s’agit donc des matrices

A B
Ly(n):={M = ( c D > € I'y|M = Iy mod n}.

Deux éléments 7 et 7/ de H, définissent des vapp isomorphes si et seulement
s’il existe M € I'y tel que
(2.11) 7 = M, := (At + B)(Ct + D)},

de plus I'isomorphisme induit un isomorphisme de vapp avec une structure
de niveau n si et seulement si M € I'y(n).
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Nous considérons ensuite le produit semi-direct G = Sp(2¢,Z) x Z29, ot
Sp(2g,7) agit sur Z29 par multiplication matricielle. Donc il existe une action
de G sur H, x €9 définie comme suit:

Goo:=(Ma):(Zz2)— ((AZ+B)(CZ+D) ' (CZ+D) (24 Za1+a3)),
ou M € Sp(29,Z), a = (a1,02), o € Z9.

Pour n’importe quel sous-groupe I' C Sp(2¢,Z) a indice fini, le groupe Gr :=
I' x Z%9 agit également sur H, x €Y. nous rapellons qu'un groupe est dit
sans torsion s’il n’a pas d’éléments d’ordre fini. Si I" est sans torsion, alors le
quotient

TF = ]Hg X Cg/gr‘

est lisse. En outre il est équipé avec une projection naturelle sur Xp := Hy /T,

TF B XF)

et ceci est une famille universelle. De plus, comme pour n > 3, I'y(n) est sans
torsion, nous avons un isomorphisme de variétés complexes entre ’espace de
modules fin de vapp avec une structure de niveau n et Xp_(y), et

Trym) = Xr,(n)

est la famille universelle. D’autre part, par le théoréme de Baily-Borel [BB66],
on sait que Xr (,) est une variété algébrique quasi-projective. Quelques ob-
jets sont maintenant introduits pour mieux expliquer cette derniére affirma-
tion.

Pour un sous-groupe d’indice fini I' C T'y, un entier r et un caractére x du
groupe I', nous définissons 1’espace des formes modulaires:

LX) = {f € On, : f(M;)=x(M)det(Ct+ D)" f(r) VM € T'};

ou M est décomposé en quatre blocs g X g. On va écrire [I',r] si le caractére
est trivial. Ce type de formes modulaires donne lieu & une algébre graduée

A(T) == P[]
reZ
W. Baily et A. Borel ont prouvé [BB66] que le quotient Hy/T', qui a priori
n’est qu’'une variété analytique, est une variété algébrique quasi-projective.
En particulier H, /I" est un ouvert de Zariski de la variété projective Proj(A(T")).
La variété Proj(A(I")) est une compactification de IHy/I" et elle est appelée
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compactification de Satake.

Les variétés analytiques Ay := H, /Ty et Ay(3) := Hy/T'4(3) parameétrent
donc respectivement les classes d’isomorphisme de vapp et les classes d’iso-
morphisme de vapp avec une structure de niveau 3, et en particulier, comme
I';(3) est sans torsion, le deuxiéme espace de modules est fin ([Deb99], Prop.
3.4). Elles ont également une structure naturelle de variétés algébriques
quasi-projectives. Hy/T'4(3).

Il existe un sous-groupe de I'y(3), appelé I'y(3,6), qui est défini de la maniére
suivante:

(212)  Ty(3,6) = {M € T,(3)|(AB)o = (CD)o = 0 mod 6}  Ty(3),

ou (X)g indique les éléments sur la diagonale de la matrice X. Le sous-
groupe I'¢(3,6) contient I';(6) en tant que sous-groupe et on va voir que,
dans un certain sens, le quotient de I, par ce groupe parameétre les variétés
abéliennes avec une structure de niveau 3 et une theta caractéristique pair.

Plus en général nous pouvons définir un sous-groupe I'g(n,2n) C I'y(n) de la
maniere suivante:

(2.13) I'y(n2n) ={M e€Ty(n)|(AB)y = (CD)p = 0 mod 2n}.

2.3.1 Structures théta

De maniére plus générale des espaces de modules de variétés abéliennes avec
une structure de niveau n peuvent étre définis. Dans ce contexte la définition
suivante sera importante.

Définition 13 Un vecteur de (3Z/7)* est appelé une caractéristique demi-
entiére.

En effet nous pouvons définir une action de I'y sur les caractéristiques: en

écrivant
A B
'y>M= < c D )

et en considérant un élément m = (m/,m") € (3Z/7)%, la formule

(2.14) M-m = < _Zg _AC > < :;’I’ ) +% ( E%gs >
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définit une action de groupe. En effet, pour MM’ € Ty et m,n € (%Z/Z)zg
on vérifie que:

1. MM'-m=M-(M'-m) e (32/2)%,
2. Idag-m =m,
3. m=n=M m=M- nec(32/2)%

Tout cela provient d’une formule plus générale, connue comme formule de
transformation des fonctions théta (|Igu64|, Section 2). En effet, une fois
choisi une matrice Q0 € Iy, nous pouvons associer comme suit une fonction
théta holomorphe (sur la variété abélienne Ag associée a €2 mod I'y) a chaque
caractéristique demi-entiére:

(215) O [ b } (2:9) = Y emilEH a2 o),
rez9

a
b
I'identification (1.5), nous pouvons définir (méme si non canoniquement)
des bijections entre l’ensemble dés caractéristiques demi-entiéres et J(A).
La formule de transformation des fonctions théta décrit donc comme les
fonctions théta sur Ag changent lorsque I'y agit sur Q2 € H, et notamment
la formule 2.14 décrit I'action sur les caractéristiques dés fonctions théta
avec caractéristique demi-entiére. Dans notre cas on va se limiter aux théta-
constants, c’est a dire aux fonctions théta évaluées a l'origine. Si M € I'y et
Z € Hy, alors:

De plus le diviseur de © { est un diviseur théta symeétrique. Donc, par

(2.16)
92[;; < Cb‘ )} (M-Z,0) = n(M)e:cp(m'd)(( Cb‘ ) M))det(CZ+D)20 [ Z ] (Z,0),

ou l'action de I'y sur H, est celle de 'expression (2.11), k(M) est une racine
huitiéme de 1'unité et

¢>(( ! > M) =—("a'BDa +"b' ACb — 2'a’ BCb —* (A)oB)(Da — Cb)).

Lemme 3 ([Igu6//, Section 2)
Soit m = < Z ) € (1z2)2)*. Laction de Ty sur (3Z/Z)% définie par

(2.14}) a deuz orbites distingués par l'invariant

e(m) = (—1)*'" ¢ {£1}.
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On dira que m est une caractéristique pair (resp. impair) si e(m) = 1 (resp.
e(m) = —1) et cet invariant coincide, par lidentification (1.5), avec l'in-
variant ¢ défini sur les théta caractéristiques dans la Section 1.3. Si nous
considérons donc le sous-groupe principal de congruence I'j(n) et son sous-
groupe I'g(n,2n), défini par I’équation (2.12), on observe que I'y(n,2n) est
égal au sous-groupe stabilisateur (par rapport a l'action 2.14) d’une carac-

téristique pair, notamment le vecteur 0 ) Il existe une bijection entre

I’espace de modules de variétés abéliennes de dimension g avec une structure

théta symétrique de niveau n et une théta caractéristique pair et le quotient
Ag(n,2n) :=Hy /T 4(n,2n).

Grace a I'équation (2.16) les théta-constants sont des formes modulaires
par rapport a 'action de certains sous-groupes de I'y. Igusa dans [Igu64| et
Mumford dans [Mum67a] ont prouvé que l’application

Thy, : Ag(n,2n) — P™71

Thn(7) := {9 [ 0 ] (”T’O)}ae<;Z/Z>g

définit un plongement de ’espace de modules, pour n > 4.
Nous considérons maintenant la suite (2.10) dans le cas n = 2, cela donne:

1 —T,(2) — Sp(29,Z) ™% Sp(29,2,/27Z) — 1.

ou la derniére fleche est la réduction mod 2. Ensuite nous remarquons que
I'y(n), si n est pair, s'injecte dans le noyau de la réduction mod 2 (c’est a
dire I'y(2)). La réduction va donc se factoriser de la facon suivante:

Ty(n) mod 2 Sp(29,2,/27)
N O S
Ty(2)

De plus, dans le cas de niveau 2 nous avons la suite exacte suivante:
1 — (Z/27)% — T,(2,4) — Ty(2) — 1,
dont la signification est clarifiée par la proposition suivante.

Proposition 7 ([LB92[,Lemma 6.6.5) Soit (A,H) une vapp de dimension
g et L un fibré en droites sur A dans la classe d’équivalence algébrique de la
polarisation H. Etant donnée une structure de niveau 2

¢ Al2] = (2/22)%,
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les structures théta de niveau 2 pour L qui induisent ¢ sont en correspondence
bijective avec les points de A[2].

Si le niveau n du sous-groupe de congruence I'y(n) considéré est un entier
impair, 'application mod 2 ne prendra pas la valeur Ids, identiquement sur
I'y(n). Notamment on a la Proposition suivante.

Proposition 8 Soit n = 3, alors on a la suite exacte suivante:

1 — Ty, (6) — Ty(3) ™42 Sp(29,2,/2Z) — 1.

Démonstration: En effet la premiére fleche est évidente, tandis que la surjec-
tivité de la deuxiéme est plus élaborée. Igusa, dans [Igu64| (section 1), donne
la formule suivante:

(2.17) [Tg: Tg(n)] = ndCot) H H (1 _p_2k)v

pln 1<k<g

qui donne les indices suivants:

[T : Dy(3)] = #5p(29,Z/3Z);
[Ty : Dy(2)] = #5p(29,Z/27);
Iy : Ty(6)] = #5p(29,Z/6Z).

r
r

Q

Donc,

[[g(3) : Tg(6)] = [Ty : Tg(6)]/[Ty : Iy(3)] = #Sp(29,Z/2Z)

et la surjectivité est prouvée.[]

2.4 Le groupe arithmétique I'5(3)~

Soit (A,H) une vapp. Dans la section 2.3.1 nous avons observé 'action de I’
sur les caractéristiques a deux orbites (Lemme 3) et que le groupe I'y(3,6)

est le sous-groupe de I's stabilisateur de la caractéristique pair 8 )

Lemme 4 Soit < Z > une caractéristique demi-entiere et O, ) le diviseur

a
b

jection J entre les caractéristiques demi-enticéres et les théta caractéristiques.

des zéros de la fonction théta 6 { } de lexpression 2.15. Il existe une bi-
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Par le lemme 3 on voit donc que I'y(3,6) se trouve au milieu de la suite
suivante:

1 — T,(6) — Ty(3,6) 2L 0+ (29,2/2Z) — 1.

ou 07 (2¢,2,/27) C Sp(2g,7./2Z) est le sous-groupe stabilisateur d’une forme
quadratique pair sur (Z/27)%9. En effet en caractéristique 2 les groupes or-
thogonal et symplectique coincident. Le groupe qui nous interesse pour la
construction de notre espace de modules est un analogue impair de I'y(3,6).
En effet, si on fixe un forme quadratique impair ¢, nous pouvons définir de
maniére analogue un deuxiéme groupe I'2(3)~, t.q. I'2(6) C I'2(3)~ C I'2(3),
par la suite exacte:

1 — Ty(6) — T9(3)” ™2%% 0~ (4,2/27) — 1,

ou O~ (4,Z/27) est le sous-groupe stabilisateur de ¢. Le choix d’une autre
forme quadratique impair aurait comme stabilisateur un sous-groupe conju-
gué de O~ (4,2/27).

Nous développons maintenant une construction explicite du groupe arithmé-
tique I'2(3) ™ en utilisant des résultats classiques sur les formes quadratiques
sur des IFo-espaces vectoriels.

La source principale de ces résultats est l’article |[GHO04] de B. Gross et J.
Harris. Soit V' un espace vectoriel de dimension 2¢g sur Fy et

<,>ZV®V—>F2

une forme symplectique non dégénérée. L’espace symplectique (V,({ , )) est
déterminé de maniére unique par sa dimension 2¢g a isomorphisme prés. Dans
notre cas nous considérerons V = 3.

Nous noterons Q(Fz) 'ensemble de toutes les formes quadratiques sur IF3.
L’ensemble Q(TF2) est un espace homogéne pour IF5: si ¢ € Q(IF2) et v,u € I3
on définit la forme quadratique g + v par la formule

[q + v](u) = q(u) + (v,u).

De maniére analogue, si ¢’ et g sont deux éléments de Q(IF) il existe un
unique vecteur q + ¢’ = v € IF5 t.q.

(v,u) = q(u) + ¢'(u).
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Cela induit une structure de IFo-espace vectoriel de dimension 5 a I’ensemble
W = Q(F2) UF5. Dans la deuxiéme section de [GH04| on donne une bijec-
tion entre les deux Sp(4,F2)-torseurs des bases symplectiques de IF‘Ql et des
ensembles de Aronhold. Si g = 2, par definition, un ensemble de Aronhold
est un ensemble ordonné de cinq théta-caractéristiques impairs et on a un
isomorphisme

Y5 = O(4,FF;)”
donné par les permutations des cinq théta caractéristiques.

Etant données cing formes quadratiques impairs {1,...,95}, la base sym-
plectique qui est leur associée est donnée par les expressions suivantes:

er = U1+
(218) e = V3+ 1y
fi = YV1+95

fo = N +9+93+ 05

Une base de W est donnée par les ¢; (voir [GHO04]). Sur cet espace vectoriel
il existe une représentation naturelle

p:Xs — GL(W)

de X5 donnée par les matrices des permutations des éléments de la base. Soit
donc

— = O
_ o O
— O = O
oo ~=O
= O O

la matrice qui définit alors les transformations (2.18) en termes de bases sym-
plectiques 'action de 0 € X5 = O(4,F2)~ est donnée par M (o) € Sp(4,IF2)
qui vérifie I’égalité suivante:

1 (1
0P U2
M(o)-A-| 93 | =A-plo)-| U3
194 194
U5 U5

On obtient donc une représentation
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M : O(4,F;)~ — Sp(4,Fy) € GL(F3)

qui nous donne directement le groupe arithmétique I'y(3)~.

'y (3)” = {G = ( é ]_B; > € Sp(4,Z)|G = Iy mod 3, G = M (o) mod 2 pour o € 0(4,15‘2)}

pour quelque o € O(4,F2)~. On voit bien que 'indice de

Iy (6) = {G = ( é IB; > € Sp(4,72)|G = Idy mod 3, G = Idy mod 2}

dans T'y(3)~ est 120=f(35) et que, comme prévu, 'indice de I'y(3)~ dans
I'2(3) est 6, le nombre de théta caractéristiques impairs.

Définition 14 A3(3)~ est défini comme le quotient Hy/I'2(3)~.

En effet il existe une bijection entre les points de A3(3)~ et les triplets
(A,L,0), ou A est une sapp, L un fibré en droites symétrique impair t.q.
hY(A,L) =1 et 0 est une structure théta symétrique de niveau 3.

Nous avons donc un diagramme commutatif
A2 (6)

12001 [ 72:1 51840: 1\,

Az(3)” A3(3,6) Az(2)
AN 6:1 k|10:1 1720:1
As(3) e As

Les fleches h et k sont les morphismes d’oubli du fibré qui gardent seulement
la structure de niveau 3 (qui, d’aprés le Corollaire 3, induit de facon unique
la structure théta symétrique).

Ce qui apparait tout de suite est le fait que dans le cas du niveau 2 il existe un
espace de modules A2(2,4) qui parameétre les vapp avec une structure théta de
niveau 2 sans aucune donnée sur le fibré qui paramétre la polarisation, tandis
que dans le cas du niveau 3 les espaces de modules considérés demandent
plus de données sur ce fibré ainsi qu’une structure théta symétrique.

Cela se traduit, au niveau de systémes linéaires sur les variétés abéliennes
comme suit. Tandis que, par le théoréme du carré, les systémes linéaires
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|L2]| et |L%\ sont linéairement équivalents, VL,,Lg fibrés symétriques repré-
sentants la polarisation, cela n’est plus vrai ni pour les systémes |L3| et
|L%|, ni pour pour les sous-espaces propres par rapport a l'involution o#. Par
consequent cela n’a pas de sens de parler de n’importe quelle structure théta
de niveau 3 sans expliciter aussi le fibré représentant la polarisation choisi
sur la variété abélienne considérée. De plus, 'action de I'y sur les fibrés sy-
métriques n’est pas transitive est elle a deux orbites distinguées entre elles
par la parité des théta caractéristiques induites. Enfin, pour obtenir des mo-
déles projectifs des espaces de modules, dans ce cas nous devons forcement
choisir une structure théta symétrique; en effet, comme nous avons observé
dans la section 2.1, 'origine d’une surface abélienne est dans le lieu de base
de |L2|4 ou |L3|_, selon la parité de L,. Donc, si on se donne une surface
abélienne avec une polarisation impair, pour en regarder l'image donnée par
les théta constants (suivies par l'isomorphisme projectif défini par une cer-
taine structure théta) dans un espace projectif, nous devons forcement choisir
les 4 fonctions théta pairs. Les autres s’annulent & 'origine. La méme idée
s’applique au cas ou L, est pair, mais les dimensions des espaces propres
s’échangent.

2.5 La surface de Weddle

Soit (A,H) une variété abélienne de dimension 2 (une surface abélienne)
avec une polarisation principale H. Soit © un diviseur théta symétrique t.q.
L = O4(0) induit H et tel que la théta caractéristique associée soit im-
pair. L’espace H°(A,30) des fonctions théta du troisiéme ordre a dimension
9. Si nous considérons la linéarisation normalisée, I'espace H"(A,30) se dé-
composera en deux espace propres (avec valeurs propres +1) H(A4,30), et
H(A,30)_, respectivement de dimension 4 et 5. L’application

@30 : A — PHY(A,30)*
est un plongement par le théoréme de Lefschetz et 'intersection

p3e(A) NPH(A,30)"

consiste en six points de 2-torsion, notamment les six point de S (cf. Prop.
5). En effet les 16 points de 2-torsion sont les seuls points fixés par 'involution
1 et par consequent

{p30-(A) NPH?(A,30)" } U{pse-(A) NPH(A,30)%} = A[2].
Soit

PH(A30)% = Pie,
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et

W = p3e+(A) C ]P§®+

la cloture de 'image de ’application rationnelle @3g. La surface W est ap-
pelée surface de Weddle et elle est une quartique avec six noeuds en S, et
contenant 25 droites, dont 10 sont les diviseurs exceptionnels des points de
2-torsion de S_. Le morphisme dans P3 22 PH(A,20)* donné par les fonc-
tions théta d’ordre 2 se factorise par le quotient K := A/ + Id et ce quotient
se plonge dans IP? comme surface quartique avec 16 noeuds (les points de 2-
torsion), ce qu’on appelle une surface de Kummer (|[LB92|, Théoréme 4.8.1).
Ces deux surfaces sont liées par une construction géométrique classique que
nous développons.

Proposition 9 Il existe une injection canonique

(2.19) Q: H°(A20)* — Sym?*H"(A,30),

dont ’image est l’espace de dimension 4 I' des formes quadratiques qui s’an-
nulent sur S C IP§®+.

Démonstration: Les points de H°(A,20)* paramétrent aussi les hyperplans
de H%(A,20), qui correspondent aux cubiques polaires de K. Ce systéme
linéaire de cubiques est complétement caractérisé par son lieu de base, ce qui
correspond par définition au lieu singulier de K: les 16 points de 2-torsion.
Or, Sym?H°(A,30), a dimension 10. Soit

v:Sym?*H°(A,30), — H°(A,60), = Sym3H"(A,20)

I’application de restriction & la surface abélienne. Comme il n’existe pas de
quadrique qui s’annule sur W, v est injective. On connait le lieu de base
de H°(A,30),: par le Lemme 5 il s’agit des 10 points de 2-torsion de S_;
donc méme I'image de Sym?H%(A,30), dans Sym3H"(A,20) est détermi-
née par son lieu de base: il s’agit de I’espace des cubiques qui passent par
le 10 points de S_. Le systéme des cubiques polaires est un sous-systéme de
Sym3H"(A,20) et son image inverse dans Sym2H"(A,30) est donné par
le quadriques passantes par les 6 points de Sy.[J

Le fait que PH?(A,20)* soit (via Q) un systéme linéaire de dimension 3 de
quadriques veut dire qu’on peut le décrire comme une matrice symétrique
de formes linéaires en des coordonnées sur PH?(A4,20)* = P3,.. De plus
cela définit une variété algébrique dans IP%Q* dont I’équation est donnée par
I’annulation du déterminant. Il s’agit d’une surface quartique (classiquement
connue comme Symétroide) et pour un systéme linéaire de dimension 3 de
quadriques général elle a 10 noeuds qui proviennent du fait que la variété
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déterminantielle universelle est singuliére en codimension 2 et son lieu sin-
guliér est de degré 10 [HT84|. Cette variété est définie comme une hyper-
surface quartique D; C P? := PSym2?H"(A,30), qui paramétre toutes les
quadriques dans P avec corang non-nul (son complémentaire dans PY para-
métre le quadriques non-dégénérées). Le lieu singulier Dy de Dy parameétre le
quadriques de corang au moins 2 [ACGHS85]. On a ainsi le résultat classique
suivant:

Théoréme 4 ( [Har95], Théoréme 22.33)
Soit ¢ € D1 — Dy € P? = P(Sym?HY(A,30)4) et v € Pig, son sommet;
alors

T,D1 = {quadriques qui passent par v}.

Donc dans le cas en question la surface D; N PI" a dix noeuds qui cor-
respondent a l'intersection Dy N PT" plus six autres qui correspondent aux
quadriques g de corang 1 t.q.

PT C T,D;.

De plus ces six quadriques de corang 1 ont comme noeud l'image d’un des 6
points de 2-torsion de S, dans IPg@Jr. Soit

7 :=D; N H°(A,20)* C Sym?H"(A,30),.

Elle est une surface quartique avec 16 noeuds. Nous prouverons que c’est
I'image K de la surface abélienne dans IP%’@*.

Proposition 10 Via linjection @, les deuz surfaces de Kummer K et Z
coincident.

Démonstration: La clef est I'isomorphisme entre Sym2H(A,30), et le sys-
téme linéaire ¥ des cubiques passantes par S_. En effet il existe une appli-
cation rationnelle (dite de Steiner) définie par:

St:Z --»Pig,,

x — P(ker(q(x))).

ou ¢(z) est la quadrique correspondante au point = € Z. Le lieu régulier est
Z/Dy. Par construction, l'image de cette application est une variété algé-
brique. Soit

v : PSym*H"(A,30), --» PSym?H’(A,30)%

I'application donnée par les cubiques polaires de D;. Si nous considérons D
comme le lieu des matrices 4 x 4 symétriques de corang non-nul, il s’agit des
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cubiques définies par les 10 mineurs d’ordre 3 de la matrice symétrique et
elles définissent schématiquement Dy C P?.

Comme Z = I' N D; nous pouvons regarder la restriction & Z de 7 et nous
avons

Y(Z) = Vers(St(Z)) C PSym*H°(A,30)%,

ou Versy : IPg@ L PY est le morphisme quadratique de Veronese. En effet si

ailp e A1n
M - ‘- . 9 amy - ayz:
anl - Aapn

est une matrice symétrique de corang 1 alors nous pouvons écrire

Comyp -+ Comqy,
tker(M) - ker(M) = Com(M) = : : ;

Comp -+ Comygy,

en effet rg(Com(M) = n —rg(M) et si M est symétrique, Com(M) est
symétrique aussi.

Or, 'intersection du lieu de base des cubiques polaires avec IP%G* correspond
[HT84] a

(2.20) Pg. NDy:=S_.

Comme St(Z) = Vera(y(Z)) et Vers est un morphisme régulier, le lieu
exceptionnel de St correspond & celui de NP3, c’est a dire (2.20). Donc
d’abord l'image de St aura 6 noeuds en S, ,images des six noeuds de Z qui
ne font pas partie du lieu exceptionnel.

On introduit maintenant une notation particuliére pour les points de deux
torsion (par exemple voir |[DOS88|). En effet, les surfaces de Kummer sont
caractérisées par ce qu’on appelle une configuration 16g. Cela revient & dire
qu’il existe 16 hyperplans spéciaux (tropes) qui sont partout tangents a la
surface en une conique double, et chaque hyperplan contient 6 noeuds. Ces
coniques sont les quotients par 'involution £1d des 16 diviseurs théta symé-
triques. Chaque noeud est contenu dans 6 hyperplans spéciaux (voir aussi
[LB92|, Paragraphe 10.2).

On note:

(=),  Phyperplan qui correspond au diviseur théta choisi;
(1), i=1,...,6, les noeuds sur (—);

(jk),  j,k €{1,...6} les autres 15 hyperplans;

(zryz), z,y,z € {1,...6} les autres 10 noeuds;
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ou l’on identifie (xyz) et (uvw) deux ensembles complémentaires dans {1, ... ,6}.
La configuration d’incidence 16¢ est résumée dans les deux tableaux suivants
([Hud06], Chap. 2, Par. 9).

522 46
1 146 162 124

L% W om
C I I

123 134 136

— 46 62 24
35 12 14 16
51 32 34 36
13 52 54 56

Le procédé est le suivant: on choisit un noeud p du premiér tableau et les
éléments sur la méme ligne et la méme colonne que p dans le deuxiéme ta-
bleau sont les 6 hyperplans qui le contiennent. Inversement si on choisit un
hyperplan h du deuxiéme tableau, les éléments qui sont sur la méme ligne
et la méme colonne que h dans le premiér tableau représentent les 6 noeuds
contenus dans h.

Si nous considérons la surface duale, la notation des noeuds et des hyperplans
spéciaux s’échange, c’est & dire qu’on a 15 + 1 noeuds et 6 + 10 hyperplans
comme dans le diagramme ci-dessus.

Soit g1 € PSym2H"(A,30), la quadrique de corang 1 ayant un noeud p; en
I'image de m, nous remarquons qu’elle coupe sur W un diviseur composé
par les 5 droites pip;, ol p; est I'image de @ plus I'unique courbe rationnelle
normale qui passe par les six p;. Ces six composantes sont I'image sur W des
coniques déterminées par les hyperplans spéciaux (12),(13),(14),(15),(16) et
ﬁ; I’'union des coniques jacentes sur ces hyperplans est coupée par une
cubique qui est la cubique polaire de K par rapport au point m Donc par
la proposition 9 le noeud représenté sur S par la quadrique ¢; correspond
au noeud m de K. En utilisant le méme argument nous pouvons prouver le
résultat analogue pour les autres quadriques. Nous avons donc deux surfaces
de Kummer, pog+(A) et S, qui ont le lieu singulier en commun. Le lemme 2.19
de |GD94] dit que deux telles surfaces coincident, ce qui entraine 1’énoncé.[]

Corollaire 5 L’équation de la surface de Kummer K = @oo+«(A) est un
déterminant d’une matrice de formes linéaires (symétroide).

Définition 15 Une surface qui paramétre le noyaux d’un systéme linéaire
Q= [Q1: Q2 : Q3 : Q4] de quadriques est appelée la surface jacobienne
associée o §) et son équation (quartique) peut étre obtenue en posant:
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det | --- g%l = 0.

Donc ’application de Steiner est une application rationnelle définie sur le
symétroide dont I'image est la surface jacobienne associée. Soit

§: K — Pig,
lapplication définie par le systéme linéaire |30

Théoréme 5 Les applications rationnelles St et § : K --» IP§@+ sont les
mémes.

Démonstration:On appelle W I'image de 6 et W’ celle de St. Dans la démons-
tration de la Prop. 10 nous avons vu que a la fois W et W’ ont six noeuds
en les mémes six points (de S;) dans IPg@Jr. Les dix quadriques de rang 2
qui passent par les 6 points sont des couples d’hyperplans, chacun passant

par trois des six points. Il y en a ( g /2 = 10. L’image de chaque noeud

par St est donc la droite d’intersection des deux hyperplans; nous pouvons
dire de plus: par exemple, comme la cubique polaire de K par rapport a
(123) ~ (456) contient les coniques sur (12),(23),(31),(45),(56) et (46) la
quadrique doit s’annuler sur les droites qui forment les "triangles" (p1,p2,ps)
et (p4,ps5,p6): les deux triplets sont donc évidents et la droite d’intersection
correspond & Iimage de (123) par [30| .. Enfin 'image de la conique sur (—)
par St est l'unique courbe rationnelle normale (contenue en W)par les p;
comme St‘g est réguliére.

Le fait que W' soit une quartique e qu’elle coincide avec W sur le lieu décrit
ci-dessus implique que St(S) = W.0O.

Pour une hypersurface F intégre dans P™, admettre une écriture déterminan-
tielle équivaut & I'existence d’un faisceau particulier sur IP” dont le support
soit égale a F.

Définition 16 (/Bea00], Section 1)
Soit F un faisceau cohérent sur P™ et soit S = k[Xo,...,Xy]; alors F est

dit arithmétiquement Cohen-Macaulay (ACM) si et seulement si le S-module
@jGZHO(IP”,f(j)) est Cohen-Macaulay.

De plus:

Théoréme 6 (/Bea00], Théoréme A)
Soit G un faisceau ACM sur P™, de dimension n-1. Alors il existe une suite
exacte
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l l
0 — P Opr(ei) 5 P Opn(di) — G — 0.
1=1 =1

Inversement, soit M : @ﬁzl Opn(e;) — @ézl Opn(d;) un morphisme in-
jectif de fibrés vectoriels, alors le conoyau de M est ACM et son support est
Uhypersurface déterminée par l’équation detM = 0.

Dans le cas de la surface de Kummer le faisceau ACM est le faisceau sans
torsion F & support sur K qui vérifie la suite exacte suivante:

(221) 0 — Ops(—1)® H°(A,30)" —% Ops @ H(A,30), — 1.F — 0,
ot 2 : K — P3 est l'inclusion et Q est I'injection de (2.19).

Pour comprendre F il vaut mieux travailler sur la désingularisée K de K ,
obtenue en ’éclatant en les 16 noeuds, avec la projection naturelle 7 : K —
K. En passant aux sections globales dans la suite (2.21) on trouve que
H(K,F) = H°(A,30), donc

dimH°(K,F) = dimH°(A,30), = 4.

On va maintenant introduire un fibré en droites O (D) sur K: en rappelant
I'identification de la démonstration de la proposition 9 nous poserons:

(2.22) 2D =3H - Y _ E,
peES_

ott H est le pull-back 7*Ox (1) et E, = P! est le diviseur exceptionnel au-
dessus d’'un point de 2-torsion z. En effet le lemme 3.16 de [GD94| assure
que

H - )" E, € 2Pic(K),
PESH
et dans la démonstration de la proposition 3.22 de [GD94] on montre que
A4H — > E, € 2Pic(K).
peA[2]
Cela entraine que

(4H— Y E,)—(H- Y E)=3H- Y E,€c?2Pic(K).

pEA[2] pES pES_
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L’idée est de considérer le systéme linéaire sur K qui généralise |30|+. En ef-
fet I’équation 2.22 correspond au fait que Sym?H°(A,30), = Sym3H"(A,20)5-,
ou I'exposant indique que nous considérons le cubique qui passent par S_.

Or, d’abord nous pouvons calculer I'auto-intersection d'un diviseur de Oz (D),
en obtenant:

2 _ 2 2y _
AD*> = 9-(H*- > EJ)=
peES_
9.4-20 = 16,

ce qui implique D? = 4. Ensuite, en utilisant les résultats de B. Saint-Donat

(|SD74], formule (2.4.1)) et le théoréme de Riemann-Roch pour les surfaces
nous trouvons aussi la dimension du systéme linéaire:

4
Dl==-+4+1=3.
D=5+

L’image de K dans P3 = |D|* est une surface quartique, qu’on sait déja étre
la surface de Weddle, comme le pull back par 7 des diviseurs de |30+ est
par construction égale & H(K,0x(D)).

De plus, en suivant toujours [SD74], nous pouvons considérer les diviseurs
exceptionnels E,,, oil ¢; est un point de S, et en regarder 'intersection avec
D. Pour chaque ¢;, nous avons:

qu"(3H_ ZEpi):3EQi'H_ ZE%'EIH:O'
pES— peES_

Cela implique que le diviseur Eg, +- - -+, sur K est ce que Saint-Donat ap-
pelle cycle fondamental ([SD74], section 4) et que K est isomorphe a I'éclaté
de la surface de Weddle en les six noeuds. De plus le diagramme suivant
commute:

K
T/ NP
K A w

ot p est le blow-down des six diviseurs exceptionnels au-dessus de S,. Cela
implique que la surface de Weddle est isomorphe & 1’éclaté de la surface de
Kummer en les dix noeuds de S_.

Soit D C P™ un ensemble fini de points et wp la projection ayant comme
centre le sous-espace linéaire (D). Le diagramme suivant résume la filtration
expliquée ci-dessus. Ici Vers et Very sont respectivement les morphismes de
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Veronese cubique et quadratique.

Pd,. DK % P(Sym3H(A20)) — PHO(A60),
L ms

Plo, > W Vs P(Sym2H(A,30),) = P(Sym3H(A,20)5-
I 7s,

P, O K D P(Sym2H(A,30)5") = P(P(K))

ol les égalités & droite doivent étre entendues dans HY(A,60),..

2.5.1 La surface sextique dans P*

Soit (A,L) une sapp et © un diviseur théta pair qui représente la polarisa-
tion. Si nous considérons un fibré qui induit une forme quadratique pair sur
les points de 2-torsion alors dimH(A,30)y = 5. Alors I'image de A dans
304 = Pig, est une surface sextique [Hun96] (définie par une cubique et
une quadrique) avec 10 noeuds en le 10 points de 2-torsion de S;. Le lien
que cette surface a avec la surface de Kummer est trés semblable a celui de
la surface de Weddle.

Proposition 11 Soit (A,L) une sapp, K son image dans |20)|* = P? et G
celle dans IP%eJr. Alors

Very(G) = ms_(Vers(K)) c P(Sym>H°(A,20))°-*.

Démonstration: Cette fois le lieu de base BL(|30|% ) consiste en 6 points de
2-torsion de S_, nous pouvons considérer les applications d’evaluation:

evy : Sym*HY(A,30), — HY(A,60),;
evy : Sym3HY(A,20) — H(A,60),.

Comme dim(Sym3H°(A,20))) = dim(H°(A,60)),) = 20 et la surface de
Kummer est une quartique, evs est un isomorphisme. En outre dim(Sym? H°
(A,30))4) = 15 et dim(ker(ev1)) = 1, donc nous pouvons identifier 'image
de dimension 14 de ev; & I’espace (qu’on notera Sym>H°(A,20))%-) des cu-
biques qui passent par S_. Cela entraine 1’énoncé.[]

Proposition 12 Soient K et G comme dans la Prop. 11, alors
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ms, (Very(S)) = K* C P? = P(P(K)),
ot P(K) est le systéme linéaire des cubiques polaires de K.

Démonstration: Nous introduisons une troisiéme application d’evaluation:

evs : Sym*H°(A,30))3F — H°(A,60)),;

le premiére espace a dimension 5 = 15 — {10 conditions linéaires}, pour-
tant la quadrique qui coupe S passe forcement par les 10 pts de 2-torsion
en question et donc dim(Im(evs)) = 4. En considérant toujours les points
de base on voit que nous pouvons identifier Im(evs) au systéme linéaire des
cubiques sur |20[* qui passent par le 16 noeuds de la surface de Kummer: le
systeme linéaire des cubique polaires. Cela termine la démonstration.[]

Comme dans le cas de la surface de Weddle, la situation est encore plus
claire une fois que nous considérons ce qui se passe au niveau de K , Péclaté
de K en les 16 noeuds. En effet, ici les diviseurs de [30|; se résolvent en le
systéme linéaire compléte |F|, définis par I’équation suivante:

2F =3H - Y B,
peES_
En effet, par le lemme 3.16 de [GD94] nous avons que
H - )" E, € 2Pic(K),
peES_
donc, en ajoutant 2H nous avons que
3H — Y E, € 2Pic(K).
peES_

Ensuite, on calcule ’auto-intersection et on obtient
4F? =36 — 12 =24
d’ou F? = 6, I'image a donc degré 6. De plus ([SD74], formule (2.4.1))
. I
dim|F)| :1+§F =4

comme on s’attendait. De plus, pour tout diviseur exceptionnel E, au-dessus
d’un des 10 noeuds de Sy, nous avons

(3H - > E,)-E,=0,
peES_
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et donc ([SD74|, section 4), de maniére analogue au cas de la surface de
Weddle,

K 22 Bligpts. (S).

En résumant:

Pd,. DK % P(Sym3H(20)) — PH(60),
L ms_

Plo. DS 2 P(Im(ews)) = P(Sym®H"(20)-
I ms,

Plo. O K M5 P(Im(evs)) = P(P(K))

2.6 L’espace de modules A5(3)~

On s’intéresse maintenant a l’espace de modules A3(3)~ des surface abé-
liennes principalement polarisées avec une structure théta symétrique de ni-
veau 3 et un fibré en droites qui induit une forme quadratique impair. Pour
plusieurs raisons un élément de cet espace de modules peut étre vu comme
une surface de Weddle. Un tel élément est en effet un quatruplet (A,H,L,).
A est une variété abélienne, H une polarisation principale sur A, L est un
fibré en droites symétrique dans la classe d’équivalence algébrique de la po-
larisation qui induit une forme quadratique impair sur les points de A[2] et ¢
est une structure de niveau 3. En effet nous avons vu que, étant fixé le fibré,
une structure théta de niveau 3 induit complétement une structure théta
symétrique.

Soit A une surface abélienne, H une polarisation principale, L un fibré
symétrique et  une structure théta de niveau 3 pour L. Soit ¢;3(A) C
PHY(A,L3?)* image de A donnée par les fonctions théta de 3™¢ ordre. La
structure théta donne une identification

O, : PHY(A,LY)* 2 PV* := PV(3)* = P®

de maniére que nous pouvons regarder I'image ®(pr3(A)) C PV. Doréna-
vant on notera ®(¢r3(A)) par A.

Le groupe de Heisenberg H2(3) agit sur V par la représentation de Schro-
dinger. L’action sur les puissances symétriques S™V est la suivante: soit
h € Ha(3), une base de S™V est donné par les produits X, X, - - - X4, , sur
lesquels Hs(3) agit diagonalement:
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h-Xy Xy, :=h-Xg --h-X,,.

Pour décomposer S™V il est utile d’introduire les deux sous-groupes lagran-
giens:

Hi={(t,z,x*) : t = 1,2 = 0};
H,={(t,z,x") : t =1,2" = 0}.

Le centre C* de H2(3) et les deux sous-groupes Hy et H), engendrent Hs(3).
Le sous-groupe Hg agit sur V' par des matrices diagonales, tandis que H,
agit en permutant les éléments de la base par des matrices de permutation.

On s’intéresse en particulier a la décomposition en sous-représentations de

S?V.

Proposition 13 [vdG87] L'espace S*V est la somme directe de 5 copies
d’une représentation irréductible de dimension 9 de Ha(3). Une base de S*V
comme Ha(3)-module est donnée par une base d’éléments Hg-invariants.
C’est a dire

X3y, Xo1Xo02, X11X22, X12X21, X10X20.

Démonstration:1l suffit de prouver le résultat pour le groupe de Heisenberg
fini H2(3) C Ha(3), composé par les éléments x € Ha(3) t.q 23 = 1 comme
ils ont les meémes representations [Mum66|. L’élément ¢ du centre de Hy(3)
agit comme ¢2, mais comme #3 = 1 le centre agit donc par l'inverse de
son caractére naturel. En suivant [Mum66] (Proposition 3) nous savons que
toutes sous-representations irréductibles de S2V sont isomorphes et ont di-
mension 9. D’autre part chaque sous-représentation est engendrée, en tant
que Hz(3)-module, par un élément Hg-invariant non-trivial, ce qui implique,
par définition de Hy, que la somme des indices des coordonnées qui com-
posent cet élément soit zero. [J

Le théoréme suivant & propos du plongement de la surface abélienne dans
P8 est dit & Arthur Coble.

Proposition 14 ( [Cob17])

Il existe une unique surface cubique Ha(3)-invariante dans P8 singuliere le
long de A, appelée cubique de Coble. Les polaires de cette cubique engendrent
Uespace des quadriques qui contiennent A.

Cela donne donc explicitement le noyau de ’application d’évaluation

o Sym?(H°(A,30)) — H°(A,60).

Le fait que la dimension du noyau est 9 était déja connu, comme g est surjec-
tive [Koi76] et les dimensions des deux espaces sont, respectivement, 45 et 36.
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De plus étant donné une quadrique polaire nous pouvons en obtenir 8 autres
qui complétent une base de ker(u) en faisant agir H, et en regardant toute
Porbite. Les quadriques polaires forment en effet une sous-représentation de
Sym?2V.
Par la proposition 13 une de ces quadriques pourra s’écrire de la maniére
suivante:

(2.23) Qoo := o X3y + a1 X1 Xo2 + a2 X11 X2 + a3 X12X21 + s X10X20

et les autres huit quadriques sont obtenues en permutant les coordonnées,
mais en gardant les mémes «;.

Qo1 = apXg + a1Xo2Xoo + aaX11Xo1 + a3 X12X20 + s X10 X2
Qo2 = apXp + a1XooXor + aaX12X20 + asX10Xo1 + asX11X20
Qo = aoXiy+ a1 X11X12 + aaX20Xoo + asXo1 Xoz + s X202 Xo1
Qu = aoXf +a1X12X10 + aaXo1Xo1 + a3 X2 X00 + s X0 X2
Q20 = X3+ a1Xo1Xos + asXooX10 + a3 X1 X12 + X2 X11
Q21 = Xy + a1 Xa2Xoo + aaXo1X11 + a3 X2 X10 + s X0 X12
Q12 = aXiy + a1 X10X12 + as X2 X0 + a3 X0 Xo1 + asX21 Xoo
Q2 = aXy + a1X20Xon + X2 X12 + asXooX11 + asXo1 Xio.

De plus, si nous considérons une structure théta symétrique (voir section
2.2.1) alors nous pouvons prendre des bases canoniques pour les espaces
propres de V' par rapport a l'action de 2.

Yo = Xoo,

Vi o= i(Xoi+Xo2), Z1 = 3(Xo— Xo2),
Yy = 5(Xio+Xo0),  Zo = 5(X10— Xoo),
Yy = (X1 + X)), Zz = (X1 — Xg),
Yy = 3(Xi2+Xa1), Zi = 3(Xi2—X2)

Les Y, donnent des coordonnées pour Vi tandis que les Z, pour V_. On
notera IP3 'espace projectivisé PV_ et IPi le projectivisé PV,.. De plus, si L
est pair (resp. impair) nous avons une identification de |L3| avec P4 (resp.
IP3 ). Nous avons au contraire une identification de |L3|_ avec P3 (resp. P%)
si L est pair (resp. impair). Donc en rappelant la proposition 5, nous avons

(2.24) ANP? = S, siL est impair, S_ si L est pair,
(2.25) AN ]Pfl|r = S_ si L est impair, Sy si L est pair.
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2.6.1 La restriction a P}

La restriction a IPi des quadriques (2.23) est donnée par un systéme des cing
quadriques @Q;[...: Y, :...], pour i = 1,...,5. On écrira les @; sous forme
d’une matrice M [Y;] ayant comme éléments des polynomes de degré 2 en
les variables Y; qui multiplient le vecteur des coefficients.

Q1 Yy oYY Y3 Yy i a0
Q2 V2 2YpYr 23V 2VaY) 2YaYs ay
(2.26) Qs | = | Y? 2wy, 2YY, 2nY, 2YiY3 ay
Q4 Vi 2Y,Yy 2ViYy 2YpY3 2YYs as
Qs YZ 2YhY3 2YY3 2ViY, 2ViYy oy

Si nous considérons maintenant les fonctions théta Y; comme des fonctions
en 7 € Hy en fixant z = 0 au deuxiéme argument nous obtenons I’application
théta null:

(2.27) Th™ : Ay(3,6) — P1,
(A7L719) = (I)ﬁ(SOLZ” (O))7

ou 0 est lorigine de la sapp, L un fibré en droites pair représentant la po-
larisation et @y est l'identification de P4 avec PHY(A,L3)%, donnée par la
structure théta symétrique 9. Cela induit une application

Hy/T2(3)" — P,

et un isomorphisme birationnel entre A3(3,6) et son image. Tout cela sera
résumé dans la proposition suivante:

Proposition 15 [AR96],[vdG87]

L’application 9% définit un isomorphisme birationnel entre A2(3)" et Uhyper-
surface Aqg de degré 10 donné par 'annulation du déterminant de la matrice
de léquation 2.26. Le polynome de degré 10 obtenu est ['unique relation entre
les théta constants de troisiéme ordre et de niveau 3.

De plus, on vérifie (¢f. [Bur90], [Bur92] et [Cobl7]) que la matrice de
(2.26) est la matrice Hessienne de 'unique quartique B C P4 invariant par
Paction du groupe PSp(4,Z/3Z) = Sp(4,Z/3Z)/ £ I1d sur P%: la quartique
de Burkhardt. L’action de Sp(4,Z/3Z)/ + Id vient de 'isomorphisme entre
le groupe C (31, (n))(D-1) des automorphismes de H(3) qui préservent une
structure théta symétrique et Sp(4,Z/37) méme. Cela par le lemme de Schur
induit une action projective de Sp(4,Z/3%7) sur P3 et IPi, qui se factorise
par Sp(4,2/37Z)/ + 1d.
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L’équation de la quartique de Burkhardt est connue depuis longtemps; elle
est définie par ’expression suivante:

(2.28) B = {Yg - Yo(Y2 + Y3+ Y3 +Y)) + 3V YL VaY, = 0}.

Remarque 3 [vdG87] Nous avons

Hess(B) = M.
Donc Uhypersurface A1g est la Hessienne de B.

D’ailleurs, en utilisant un argument d’algébre linéaire facile, il existe aussi
une variété algébrique qui parameétre les a; et elle n’est rien d’autre que la
variété steinerienne St(B), c’est a dire la variété qui parameétre les noyaux
des formes quadratiques paramétrées par Ajg.

Soit Sym?2V Ha 'espace vectoriel des quadriques Hy-invariantes. Nous remar-
quons que Sym?VHd peut étre identifié a V. de la maniére suivante:

(2.29) Sym?vHe =, vy,

Z Ao XaX_q Z anYe.
(0% (0%

Nous avons donc ’application steinerienne de degré 10

Sty : Hess(B) — PSym?Vir =pi.

En effet, soit [... : b; : ...] le vecteur des coordonnées de Th*(A,L,9),
alors Ker(M[b;]) est le vecteur des coefficients r; des quadriques de Z4(2).
L’image de St est la variété steinerienne de B et on la note St(B). De plus,
ce qui sera développé dans la section suivante, Hunt [Hun96| a montré que
St(B) = B, donc nous avons bien une application birationnelle de degré 10

Sty : Hess(B) — B.

De plus, les coefficients r; ne dépendent pas du fibré symétrique pair L dans
le triplet (A,L,9) € A2(3,6). Cela veut dire que St en tant que application
rationnelle est birationnelle au morphisme d’oubli

fT:A2(3,6) — Az(3)

qui oublie le choix du fibré en droites. Cela prouve qu’il existe un isomor-
phisme birationnel @ : B = A3(3) et qu'on a le diagramme commutatif
suivant.
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A5(3,6) ™% Hess(B) ¢ P4

ftl 1Sty
As(3) % St.(B) =B

2.6.2 La restriction a P?

Si on restreint & P? le systéme linéaire |Z4(2)| on obtient le systéme de cing
quadriques suivant, mis toujours sous forme matricielle:

(2.30)
' 0o -z -z -2 2 -
,2 212 0 —2Z3Z4 —2Z224 —22223 (6751
é = Z22 2Z3Z4 0 221Z4 —2ZgZ1 (65) =0.
f 73 2727y —27174 0 2717 as
i:’ ZZ 2Z3ZQ 22123 —22122 0 Qg

On appelera M_[Z;] la matrice anti-symétrique de ’équation 2.30. Le dé-
terminant de M_[Z;] est identiquement nul sur P3| comme elle est anti-
symétrique et d’ordre impair. Donc 14 aussi nous pouvons définir une ap-
plication de Steiner. Comme le noyau de M_[Z;] est toujours le vecteur
(...,q4,...) des coefficients, nous avons I'm(St;) = Im(St_) = B.

St_:P? — B
[..:ci:...] — Ker(M_[g)).

En effet la matrice M_[Z;] a rang 4 pour 2 = [...: Z; : ...] € P3 général.
Donc sa comatrice a rang 1 et elle peut étre écrite comme

Ker(M_[b;]) - Ker(M_[b;])".

Cela implique que St_ est donnée par le systéme linéaire de quartiques ob-
tenues comme pfaffiens des cing sous-matrices 4 x 4 obtenues en effaceant la
i-éme ligne et la i-éme colonne de la matrice de (2.30).

Cela donne lieu aux cinq expressions quartiques suivantes

ag = 6217227374,

o = ~Z(Z3+ 73+ 73),
(2.31) oo = Zo(Z3+ 73+ 73,
as = Z3(Z3 - 73+ Z3),

oy = Zu(Z}+ 75 — Z3),



2.6. L’ESPACE DE MODULES A5(3)~ 51

qui ont 40 points de base [Cob17].

Proposition 16 La "construction pfaffienne” définit une unirationalisation

de B de degré 6

St_:P? — B,
[ Zio] = [oragn.],

donnée par les quartiques du systéme 2.31.
De plus, les équations 2.31 permettent de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 7 [Hun96]
La quartique de Burkhardt est auto-steinerienne, c’est a dire: ST (B) = B.

Démonstration: L’'image de St_ est a priori S7(B) et les six points de 2-
torsion ANIP3 par construction sont envoyés par St_ sur le méme o := |... :
a;:...] € ST (B), donc

St_:P? — ST(B)

est une application de degré six. Les quartiques (2.31) ont 40 points de base,
qui proviennent d’un arrangement défini par 'action de G := Sp(4,7Z./37.)/ +
Id (par les automorphismes de la structure theta symétrique) sur P? et de
plus St_ est équivariante par l'action de G. Cela implique que le degré de
I'image est é(64 —40) = 4 et que cette image est une hypersurface invariante
de degré 4, donc par unicité la quartique de Burkhardt. O

Donc nous avons aussi le corollaire suivant:

Corollaire 6 [vdG87] Il existe un isomorphisme birégulier G-équivariant
entre un ouvert de Zariski de B et un ouvert de Zariski de [’espace de mo-
dules de surfaces abéliennes principalement polarisées avec une structure de
niveay 3.

De plus nous connaissonns explicitement 'ouvert de A3(3) en question: il
s’agit de I’ensemble des surfaces abéliennes irréductibles. En outre 'image
du morphisme birégulier du Corollaire 6 est le complémentaire de la réunion
de 40 planes 2-dimensionels contenus en B. On notera V' I'ouvert de As3(3),
V celui de B et h le morphisme entre eux.

Lemme 5 Par construction la fibre St='(b) d’un point b € B est égale a la
réunion des six points (2.24) de la surface abélienne Ay dont b parameétre le
coefficients de 1'idéal de quadriques.
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Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Théoréme 8 L’application théta-null Th™ donnée par les fonctions théta
pairs induit un 1somorphisme birationnel

Th™ : Ay(3)” — P2,

Démonstration: Soit (A,L,9) un élément de A3(3)~. Nous rapellons que,
lorsque L est impair, nous avons une identification &y : P3 = |L3|i ce qui
permet d’écrire ’application théta-null

Th™ : Ay(3)- — P3,
(A7L70) = q)ﬂ(90L3 (O))

Par définition A2(3)~ est un quotient de Hy par le sous-groupe arithmétique
de congruence I'y(3)™ et donc, par le théoréme de Baily-Borel [BB66], il
s’agit d’une variété algébrique quasi-projective. nous considérons maintenant
le sous-ensemble ouvert U C A2(3)” donné par les surfaces irréductibles.
Nous remarquons aussi que, pour les surfaces dans notre espace de modules,
0 € Sy et BL(JL3|1) = S_. Donc I'application théta-null Th~ est définie
partout et holomorphe sur U. Soit maintenant (A,L,p) une sapp irréductible
avec une structure de niveau 3 et soit

— _ 61

7 A(3) — A(3)
le morphisme d’oubli du fibré en droites impair qui représente la polarisation.
Le degré est 6 car la structure de niveau induit uniquement une structure
théta symétrique. Les six points de la fibre de f~ au-dessus de (A,L,p)
sont envoyés par Th™ sur les six points de S, c’est & dire 'intersection
(2.24). Nous remarquons que ces six points de P2 constituent aussi la fibre
de St~ au-dessus du point de B qui represente (A,L,p). De plus, lorsque
(A,L,p) varie dans V', les six points couvrent tout P? | comme le déterminant
de la matrice de ’équation 2.30 est zéro. Nous avons donc le diagramme
d’applications rationnelles suivant.

A3~ T p3

) | St

A(3) L Bept
Les deux applications f_ et St_ ont degré 6 et ’application @ est générique-
ment bijective, donc T'h™ est aussi une application génériquement bijective;

étant donné qu’on travaille en caractéristique zéro cela implique 'assertion.
0

Corollaire 7 L’espace de modules A2(3)~ est rationnel.
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Remarque 4 Soit p € P3. Il est naturel de se demander s’il est possible
de reconstruire le triplet (A,L,9) € A2(3)~ t.q. Th™(A,L,9) = p. Les coor-
données de St_(p) dans P4 = PSym?2Va(3)Hr sont les coefficients des neuf
quadriques qui s’annulent sur A € P8 = PVa(3)*. Cela nous donne A. Nous
remarquons ensuite que l'action de Ha2(3) donne liew & une inclusion

(2.32) p: (2/32)* — PGL(V5(2)).

En prenant les images de 0 € A via les différentes transformations projectives
données par p on obtient bien une structure de niwveau 3 sur A. De plus, si
nous considérons les siz points St* (St_(p)), il existe une unique cubique
gauche R4 qui passe par ces six points. Donc la variété abeliénne A peut étre
vue comme la variété Jacobienne de la courbe X 4 obtenue comme révetement
de Ry = P ramifié en St=1(St_(p)). Or p est un point de Weierstrass de
X4, ce qui est équivalent a un théta caractéristique impair.

Remarque 5 R.Salvati Manni et H.Freitag ([FSM04], Section 6) ont mon-
tré que la composition St_oTh_ donne cing fonctions By, ...,Bs sur Hy qui
sont des formes modulaires par rapport a I'2(3), en donnant ainsi une autre
démonstration du fait que B est birationnelle a la compactification de Satake
de A2(3). Nous conjecturons que les quatre composantes de Th_ soient des
formes modulaires par rapport a T'2(3)~.

La quartique de Burkhardt est une hypersurface singuliére avec 45 points
doubles ordinaires, ce qui caractérise B parmi les quartiques dans P4, comme
45 est le nombre maximal de noeuds qu'une telle variété peut avoir (borne
de Varchenko). Pour un point p € B général, la section hyperplane tangente
T,B N B est une quartique nodale avec un unique noeud au point de tan-
gence et St_'(T,BNB) est une quartique du systéme (2.31) avec six noeuds
aux images inverses de p, les 6 points de 2-torsion A NP3 .

Le systéme linéaire de quadriques obtenu de I’équation 2.30 a dimension 4
comme la matrice a déterminant identiquement zéro. De plus, nous pouvons
prouver par des calculs explicites le théoréme suivant.

Théoréme 9 [Cob17] La surface St—*(T,B N B) est la surface de Weddle
obtenue comme surface jacobienne du systéme linéaire de quadriques obtenu
de ’équation 2.30.
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Chapitre 3

La surface de Weddle et les
classes d’extensions invariantes

sur une courbe de genre 2

Soit C' une courbe lisse de genre g. On note H"(w) le C-espace vectoriel des
1-formes holomorphes sur C'. Le groupe d’homologie H1(C,Z) est un groupe
abélien libre de rang 2g. L’application injective

p: Hi(CZ) — Hw)*
v o=

nous permet de considérer Hy(C,Z) comme un réseau de H%(w)*. La variété
jacobienne de C, définie par

JC = H(w)*/p(H,(C,Z),

est un tore complexe qui admet une polarisation principale. De plus JC'
paramétre les fibrés en droites de degré 0 sur C. Soit en outre Pic?(C) la
variété de Picard (isomorphe & JC') qui paramétre les fibrés en droites de
degré d sur O, évidemment JC = Pic®(C). La variété Pic?"1(C) contient
canoniquement le diviseur theta défini ensemblistement par

0 :={L € Pic? ' |n°(C,L) > 0}.
En tant que diviseur, © est symétrique par rapport a l'involution
e éwE!

sur Picd~1(C) et sa classe d’équivalence algébrique définit une polarisation
principale sur le tore complexe Pic?~1(C). Dans cette classe d’équivalence il
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existe 229 diviseurs symétriques, qui sont les translatés de © par les points de
2-torsion de JC'. Si par contre on translate © par une théta caractéristique,
i.e. un fibré F t.q. F®2 = w, on obtient un diviseur symétrique (cette fois
par rapport a lUinvolution +Id) sur JC. Ce diviseur sera noté ©g. Soient
maintenant ©, et ©g deux translatés de © par deux points «,5 € JC[2],
alors par le théoréme du carré les deux diviseurs 20, et 20 3 sont linéairement
équivalents. Nous avons un résultat analogue en translatant © par deux théta
caractéristiques différentes.

On note K° = JC/ 4 Id la surface de Kummer obtenue comme image de la
jacobienne dans I'espace projectif [20¢]* et K! = Pic'(C)/e celle obtenue
comme image de Pic!(C) dans [20]*.

L’espace projectif dual [2©]* peut étre canoniquement identifié a |20¢|. En
effet il existe un isomorphisme canonique d,,, appelé dualité de Wirtinger
[Mum74],

dy : |20 — |20]*.
L’isomorphisme d,, est caractérisé par la propriété que, pour L € Picl(C),
nous avons

dw(©r +Ouer) ={D € [20|: L € D},
avec O = {¢€ € JO : h9(¢ ® L) > 0}, le translaté de © par L.

Avant de se réduire a ’étude des fibrés vectoriels de rang 2, nous exposons
quelques résultats utiles & propos du cas de rang général. Soit £ un fibré
vectoriel de rang r sur C. On définit son déterminant comme le fibré en
droites

T
det(E) = [\ E.
C’est un fibré en droites dont le degré sera appelé le degré du fibré vectoriel E

et il sera noté deg(FE). On définit la notion de pente de E comme le nombre

_ deg(E)

r

u(E)

Un fibré vectoriel est semi-stable (resp. stable) si pour tout sous-fibré propre,
on a l'inégalité

u(F) < p(E)  (resp. u(F) < p(E)).

Nous introduirons une relation d’équivalence due a C.S. Seshadri [Ses67].
Tout fibré vectoriel semi-stable E admet une filtration de Jordan-Holder
strictement croissante
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O0=FyCFEC---CFE, 1 CE,=EF,
telle que chaque quotient F;/F;_; est stable, pour ¢ = 1,... k. Nous appelons

k
gr(E) = P Ei/Ei
i=1

le fibré gradué associé & E. Donc, deux fibrés vectoriels semi-stables F et E’
sont S-équivalents si gr(E) = gr(E’). En particulier, deux fibrés stables E et
E’ sont S-équivalents si et seulement si ils sont isomorphes. Or, si nous fixons
un fibré en droites L (dans notre cas il s’agira de O) on notera SUc(r,L)
l’espace de modules grossier des classes de S-équivalence de fibrés vectoriels
semi-stables sur C de rang r et déterminant fizé L. En particulier on notera
SUc(r) lorsque L = O. Dans [Ses67] Seshadri introduit ’espace de modules
Uc(r,d) des classes de S-équivalence de fibrés vectoriels semi-stables sur C'
de rang 7 et degré d. Il prouve qu’il s’agit d’une variété projective normale
et irréductible de dimension

dimUc (r,d) = r*(g — 1) + 1,
ou g est toujours le genre de la courbe C. De plus U (r,d) est une fibration
sur Pic?(C):
det : Ug (r,d) — Pict(C).

La fibre au-dessus d'un point L de Pic?(C) est exactement SUc(r,L). On
voit donc que

dim(SUc(r,L)) = (r? —1)(g — 1).

SUc(r) est donc une variété projective irréductible, dont le lieu singulier
consiste exactement en les points non-stables, sauf si r = 2, g = 2. Dans ce
cas SUc(2) =2 P3 est lisse. On définit une application rationnelle

(3.1) 0:SUc(r) --+ |rO)|

telle que O(F) est le diviseur de support

{L € Pic?|W"°(C,E® L) # 0}.

Pour certaines valeurs de r et g il existe des éléments E dans SUc(r) tels
que O(E) = Picd~1(C). M. Raynaud [Ray82] a donné des exemples de tels fi-
brés vectoriels et des conditions sous lesquelles §( E) définit un diviseur dans
Pic9=(C). En particulier les résultats de Raynaud montrent que I’applica-
tion @ est bien définie pour r = 2 en genre quelconque et pour r = 3 et
g =2.
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Lorsque r = 2 le systéme linéaire |20 est particuliérement intéressant car il
contient la variété de Kummer K©, i.e. le quotient de la jacobienne JC' par
I’involution a — —a. Donc 'application

JC — |20
a — 0O,+06_,

factorise par le plongement x : K° < |20]. Le lieu non-stable de SU(2) est
formeé des fibrés vectoriels de la forme M @ M ', avec M € JC et s’identifie
4 K°. Pour g > 3 ces fibrés forment le lieu singulier de SU¢(2). On obtient
ainsi le diagramme commutatif suivant.

KO
| N

Suc(2) - [26]

On résume dans le théoréme suivant les résultats connus sur ’application 6
pour les fibrés de rang 2.

Théoréme 10
a) Pour g=2,  est un isomorphisme de SUc(2) avec |20| ~ P3 ([NR69],théoréme
7.2)

b) Pour g > 3 et C hyperelliptique, 0 est fini de degré 2 sur une sous-variété
de |20| qui est décrite explicitement dans [DR77]

c) Pour g > 3 et C non-hyperelliptique, 0 est un plongement [vG101].

Dans le reste de ce chapitre C' sera une courbe lisse de genre 2 et

AN:C—=C

Iinvolution hyperelliptique sur C, i.e. A2 = Id et C/\ = P!, Dans ce cas
I’application d’Abel-Jacobi

(3.2) AJ:C — Picl(0),
p — Oc(p).

définit un isomorphisme entre C' et © C Pic'(C). De plus, en faisant le
quotient de C par I'involution A on obtient un révetement de P! ramifié en six
points. Les six points de C fixés par A sont appelés les points de Weierstrass
et ils sont envoyés par AJ sur les six théta caractéristiques impairs contenues
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dans Pic!(C). D’autre part le lieu fixe de I'involution € est la réunion des 16
théta caractéristiques et nous avons

€loxc = A: C — C.

Soit Opjc1(¢)(©) le fibré en droites défini par le diviseur ©. Comme © est un
diviseur symétrique, quitte a choisir une linéarisation de € nous avons une
action

&+ H(Pic)(C).Opics ) (©)) — HO(Pic'(C).0piexc(©)),
et de maniére plus générale sur tous les espaces de sections globales des
fibrés Op;e1(c)(n©). En particulier nous avons deux choix: selon le choix de
la linéarisation I'unique section 0 de Opj.1(¢)(©) sera invariante ol anti-
invariante. Nous choisirons la linéarisation

v € Opici()(©) = Opic1()(O)
par rapport & laquelle § € HY(Pic'(C),0p;e1(c)(©))-. Par la formule du
point fixe de Atiyah-Bott-Lefschetz cela entraine que v induit l'identité sur
la fibre de Op;c1(¢)(©) au-dessus de chaque théta-caractéristique impair et
—Id sur la fibre au-dessus de chaque théta-caractéristique pair. Toujours par
la formule de Atiyah-Bott-Lefschetz nous trouvons que ce choix implique que

6-10

rO(Pict(C),30), — hP(Pic'(C),30)_ = 1

—1.

Ce qui implique, comme h°(Pic!(C),30) =9, que

hO(Pic'(C),30)_ =5,
ho(Pict(C),30), = 4.
Remarque 6 Soit k € Pict(C) une théta caractéristique impair et Oy =

110 le diviseur théta symétrique sur JC' translaté de © par k. Alors notre
linéarisation v induit ['isomorphisme normalisé

TV k% A~k
0c(00) == A Opic()(©) =170 5¢(00)

sur Ojaec(00). La forme quadratique induite donc par v sur JacC|2] est
smpasr. La Proposition 5 dit donc que, pour tout n entier positif, le lieu
de base de H(JacCn®g), (resp. HO(JCnOg)_) est le sous-ensemble S_
(resp. St) de JacC|[2] ot k prends la valeur +1 (resp. —1). Nous translatons
donc ces lieux de base par k et nous obtenons, par la formule 1.4, les égalités
suivantes.

BL(|n0|1) = { théta caractéristiques pairs,}
BL(|n©|-) = { théta caractéristiques impairs}.



60 CHAPITRE 3. CLASSES D’EXTENSIONS INVARIANTES

3.1 Classes d’extensions du fibré canonique

Soit w le fibré canonique sur C'. Nous introduisons 1’espace projectif de di-
mension 4

P! = PExt' (ww™) = |W|*
Un point e € IP?; correspond a une classe d’isomorphisme

1

0 —w — E —w—0, (e).

On note ¢ ’application rationnelle classifiant

p:P, - [20]

e +— classe de S-équivalence de FE..

L’idée d’utiliser les classes d’extensions pour étudier des fibrés vectoriels a été
utilisée par Grothendieck pour prouver que tout fibré vectoriel sur P! est la
somme directe de fibrés en droites. Atiyah [Ati57] a utilisé les extensions pour
étudier les fibrés vectoriels sur une courbe elliptique et Newstead [New67| les
a utilisées pour analyser I'espace de modules de fibrés vectoriels semi-stables
de rang 2 sur une courbe de genre 2.

Un des théorémes principaux de [Ber92| (Théoréme 2) est le suivant.

Théoréme 11 Soit o le faisceau d’idéaus de la courbe C C P2, alors ¢
mduit par image inverse une identification naturelle

HO(P3,0(1)) = HO (P! 7o © O(2)).

Cela entraine que 'application classifiante ¢ est ’application rationnelle don-
née par le systéme linéaire complet des quadriques contenues dans I'idéal de
C c P2, De plus nous avons plus d’informations sur le lieu des extensions
semistables, comme le lemme suivant explique.

Lemme 6 [Ber92] Soit e € P? une classe d’extension et Sec(C) la variété
des sécantes de C C P2, alors le fibré vectoriel E. n'est pas semistable si et

seulement si e € C' et il n’est pas stable si et seulement si e € Sec(C).

Remarque 7 Nous pouvons dire méme plus. En effet, étant donnés deux
points x,y € C, les droites sécantes Ty et A(x)A(y) sont la fibre de ¢ au-
dessus de la classe de S- équivalence de w(—x—y)Pw H(z+y) 2w '\ (z)+
AY) @ w(=A(x) = Ay))-

Le Lemme précédent implique directement le Corollaire suivant.

Corollaire 8 L’mage de la variété des sécantes Sec(C) par l'application
classifiante o est la surface de Kummer K° C |20
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Démonstration: Le morphisme

e: Sym?C — KP,
r+y — w(—zr—y)

est surjective donc chaque couple de sécantes Ty et A\(x)A(y) est envoyé sur
le point w™ (A(x) + A(y)) @ w(—A(z) — A(y)) de la surface K°.00

3.1.1 Extensions invariantes

L’involution hyperelliptique A agit naturellement sur les fibrés en droites sur
C’; nous serons particuliérement intéressés a 'action sur w? et sur son espace
de sections globales H%(C,w?). Le théoréme de Riemann-Roch et la dualité
de Serre donnent

RO(Cw?) =W (Cw?) =R (Cw @ @w)=6+1—-2=5.

Soit m : C — P! l'application hyperelliptique. Il existe une linéarisation
canonique pour l'action de A sur w qui vient du fait que w = 7*Op1(1). En
effet nous avons le diagramme suivant.

A

c — C
(3.3) 7| 7
pt 14 pt

Ce qui fournit un isomorphisme

SN T Op1 (1) = Mw = w=7"0p1(1).

Comme w = 7*Op1(1), 'involution § agit trivialement sur les fibres au-dessus
des points de Weierstrass. Cela veut dire que

Tr(Aw;) : Ly, — Ly,) =1,

pour tout point de Weierstrass w;. En outre nous avons d\(w;) = —1, ce qui
entraine que, par la formule du point fixe de Atiyah-Bott-Lefschetz (|GH78],
page 421),

Tr(Aw;)) 6

=_-=3

0 3y, _p0 No=)y ——
h'(Cw?)+ — h(Cw?)— ~— det(Id — d\y,) 2

Comme h°(C,w?); +h%(Cw?)_ = 5, cela implique h?(C,w3)y = 4 et hO(Cw?)_ =
1. De plus on voit que 1'unique diviseur de H°(C\w?)_ est wy + wq + w3 +
w4 + w5 + We.
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D’autre part A agit sur les classes d’extensions représentées par les points de
P? par la formule suivante:

E(e) = \*E..

Cela veut dire qu’a un point invariant de P? correspond une classe d’exten-
sion dont le fibré associé est invariant. Nous noterons donc

P2 =PH(CWw?)%

le sous-espace de P2 dont les éléments représentent les classes d’extensions
invariantes. Nous serons particuliérement intéressés au sous-ensemble fermé
de P2 4 qui parametre les fibrés non-stables. Celui-ci est la variété

W’ = Sec(C) NP2 .

En effet W' n’est pas une intersection générale de Sec(C'), comme le Lemme
suivant l'explique.

Lemme 7 L’hypersurface W' C IP?U+ est une surface quartique. L’hyperplan
P3, C P est partout tangent a Sec(C).

Démonstration: Le degré de C' C P2 est égal 4 6. Nous avons
dim(Sec(C)) = 2dim(C) + 1 = 3,

donc la variété des sécantes Sec(C) est une hypersurface dans P2. Afin de
calculer le degré de Sec(C'), nous considérons la projection

PPl s P?

ayant comme centre une droite générale contenue dans P ; alors deg(Sec(C))
est donné par le nombre de noeuds de (C) C P2.

Comme C ne coupe pas une droite générale dans P2, ¢(C) est une sextique
plane et donc son genre arithmétique est (671)2& = 10. Cela implique, par
la formule du genre, comme on sait que son genre géométrique est 2, que
¥(C) a 8 noeuds, d’out deg(Sec(C)) = 8. Or nous devons calculer le nombre
d’intersections d'un P! général contenu dans P2 + avec W’. On suppose que
la droite coupe en un point z la sécante pq, avec p,q € C. Le théoréme de
Riemann-Roch nous donne dans ce cas

W (Cw?(—p—q— A(p) — A(a))) = 2,

ce qui veut dire que p,q,A(p) et A(q) sont contenus dans un P2, D’apreés cela
les sécantes pg et A(p)A(q) se coupent en un point de ce P2 qui ne peut étre
que z. Donc deg(W') < % = 4. De plus, par Riemann-Roch, p,q,A(p) et A(q)
sont les uniques points de C t.q. h°(Cow?(—p — ¢ — A(p) — A(q))) = 2. Cela
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implique qu’il n’existe pas d’autre sécante hk, différente de pg et A(p)A(q),
qui passe par z. Donc deg(W’) = 4 et P3| est partout tangent a Sec(C).0]

Par la suite on notera

W= {wi,...,we}

I’ensemble des six points de Weierstrass. Nous remarquons que

(3.4) CNP3, =W et C C Sing(Sec(C)),

donc W’ est une surface quartique contenue dans P2 4 qui est singuliére en
W et qui contient les (g) = 15 droites qui passent par les couples de points

de W.

De plus, une partition de WW en deux sous-ensembles de cardinal 3 définit un
couple de P? C P3 . distincts, chacun engendré par trois des six points de
Weierstrass. Nous avons %(g) = 10 partitions de WV en deux sous-ensembles
de 3 points. A chaque partition nous pouvons associer le P! obtenu comme
intersection des deux IP2. On note IP%23 le plan projectif qui contient wq,wo,ws
et P34 celui qui contient wy,ws,wg. De plus on notera Pi,; = Pl la droite
obtenue comme intersection de P2, NP7

1

Proposition 17 La surface W’ contient les 10 droites IPl-jk,

semble

pour tout en-

{ig.k} Ccw
de cardinal 3.

Démonstration: Nous prouverons la Proposition pour IP}23, comme pour les
autres droites la démonstration est la méme. Par dualité un hyperplan P2
de P3, peut étre vu comme un diviseur de |w3|;. En suivant cette idée,
P2, est associé au diviseur Dyog := 2wy + 2wy + 2ws et P34 est associé au
diviseur Dys¢ := 2wy + 2ws + 2wg. En suivant le méme principe, IP%23 est
associé au pinceau engendré par Diog et Dysg. Soit

p:]Pfi — s P2

la projection de centre ]P%23. Si la restriction de p & C induit une application
de degré plus grande que 1, alors IP%23 C W'. Nous noterons en outre x la
théta caractéristique w™! (w1 + wa + ws3). L’annulateur de Pi,; dans |w3| est
le sous-systéme linéaire

6
Sym?(H°(C,wk)) = (D123,Dys6, sz‘> C H(«?).
=1
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D’autre part, d’aprés la premiére égalité de 1’équation 3.4 on trouve que
Py, NC = 0. Cela entraine que, une fois restreint a C, p est un morphisme.
Soit Y C PSym?(H®(C,wk))* I'image de C. Alors le diagramme suivant
commute

C

al \p

P! = |wk|* — Y CPSym?*(H°(Cwk))*

ou la fléche verticale a est I'application de degré 3 définie par le systéme
linéaire |wk|. Cela implique que le morphisme p est de degré 3 et Y une
conique plane. Il nous reste & prouver que nous ne sommes pas dans le cas
particulier ou toutes les sécantes de C' coupent IP%23 en un seul point. Nous
supposons qu’un tel point = € IP%23 existe et nous projetons avec centre x.
Soit 7, cette projection et Z 'image de C par m,. Alors Z est une courbe
non dégénérée contenue dans P? et deg(Z) - deg(m,) = 6; de plus, comme
nous supposons que toutes les sécantes passent par x, deg(m,) > 2. Donc le
seul cas a vérifier est deg(Z) = 3 et deg(m,) = 2, mais alors par le Lemme
de Castelnuovo Z est une cubique gauche; c’est & dire, la projection m, est
la composition

c2 oz PSym3H(Cw)*

de lapplication canonique avec le 3¢ morphisme de Veronese. Cela im-
plique que le P? qui contient Z est isomorphe a PSym3HY(C,w)* = P? +,
mais cela est absurde, comme x € P2 4. Cela veut dire qu’au moins une
droite sécante C' coupe IP%% en chaque point, c’est & dire ]P%23 cw'.O

Nous considérons maintenant la surface de Picard Pic!(C) et son diviseur

© de Riemann. En considérant le fait que © est en effet une sous-variété de
Picl(C), nous avons la suite exacte classique suivante:

0 — Opic1(0)(20) — Opic1()(30) — 0e(30) — 0.

De plus, la formule d’adjonction donne O(0)c~e = wc. Cela entraine,
comme h'(Pic'(C),20) = 0, la suite exacte suivante:

res|e

(3.5) 0 — HO(Pic'(C),20) — H°(Pic!(C),30) — H°(C,w?) — 0.
En effet nous avons une application de restriction surjective

rese : H°(Pic'(C),30) — H(C\w?).
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Or Iapplication de Abel-Jacobi 3.2 plonge C' dans Pic!(C) comme le diviseur
théta et les images des points de Weierstrass sont les 6 théta caractéristiques
impairs. De plus nous remarquons que

T|@gC:>\ZC—>C.

De plus nous avons choisi des linéarisations sur C' et Pic!(C) qui sont com-
patibles, dans le sens que le diagramme suivant commute.

T*Opici(c)(©) ——= Opici()(©)
|rese |rese

Aw LN w
Cela veut dire que les morphismes de restriction respectent la décomposi-
tion en espaces propres de H(Pic'(C),30) et H°(C,w?). En outre, comme
toutes sections de Op;c1()(20) sont invariantes et (a cause du choix de
la polarisation) 1'unique section de Opicl(c)(@) est anti-invariante, 'image
de H°(Pic'(C),20) dans H(Pic'(C),30) est contenue dans le sous-espace
anti-invariant. Ceci nous donne la suite exacte suivante

0 — H°(Pic'(C),20) — H°(Pic'(C),30). — H°(Cw?)_ — 0.

Il existe donc un isomorphisme:

(3.6) M : H(Pic',30)% = H°(Cw?)%.

Remarque 8 En tant que modéle birationnel de K', la surface W contient
un ensemble intéressant de courbes rationnelles. En effet elle a six points
doubles en les théta caractéristiques impairs et limage du diviseur ©/\ =
P! C K est l'unique cubique gauche qui passe par ces siz noeuds. Les autres
15 sections hyperplanes de K' obtenues comme t:© pour a € JC[2] sont
envoyées sur les 15 droites qui passent par deuzr noeuds. Les diz théta ca-
ractéristiques sont éclatées et les diviseurs exceptionnels sont les dix droites
obtenues en intersectant deuz plans dans |3O[%. qui contiennent trois noeuds.

D’autre part, nous avons le lemme suivant:

Lemme 8 Soient F et F' deux surfaces quartiques irreductibles. Si F et F’
ont 25 droites en commun, alors F = F’,

Démonstration: Deux surfaces quartiques dans IP? coincident ou, si dim(F N
F’) = 1, se coupent en une courbe de degré 16. Mais une telle courbe ne
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peut pas contenir les 25 droites que F et F’ ont en commun, donc les deux
surfaces coincident.[]

Théoréme 12 Soit C une courbe lisse de genre 2. Le lieu des classes d’ex-
tensions de w par w™! strictement semi-stables et A-invariantes est la surface
de Weddle W C PHY(Pic'(C),30)% image de Pic'(C). Les siz noeuds de

W représentent les extensions non semi-stables.

Démonstration: L’identification

P(M): [30]7 — [P1

envoie les images des théta caractéristiques impairs de Pic' (C) sur les images
des points de Weierstrass de C'. Nous avons donc deux surfaces quartiques
W et W' qui ont 25 droites en commun: les 15 droites par les couples de
points de W plus les 10 qui apparaissent comme intersection des deux P?
qui contiennent chacun trois points de W. Cela entraine, par le Lemme 8 et
par l'identification P(M), que

wW=Ww'.

Ceci implique 1’énoncé.[]

3.1.2 Un diagramme commutatif

Dans cette section nous prouverons que W’ et W ne coincident pas seulement
mais elles font partie d’'un diagramme commutatif, qui comprend aussi les
surfaces de Kummer K et K et ’application de dualité entre elles. D’abord
nous étudierons ’application suivante:

S: Sym*C --» W' = Sec(C)NP3,,
z+y — NP,

S est lapplication rationnelle qui envoie un couple (non ordonné) de points
x,y de C' sur l'intersection de la sécante Ty avec IPf’hL.

Lemme 9 S se factorise a travers Sym?C/\ et Uapplication induite est gé-
nériquement bijective.

Démonstration: Dans la démonstration du Lemme 7 nous avons vu que
deux sécantes Ty et pg coupent IPE, 4 au méme point si et seulement si
x = Ap) et y = A(q). Cela implique directement 'assertion. Comme les
droites w;wy, w;,w; € VW, sont les uniques sécantes contenues dans P 4 le
lieu exceptionnel de 'application S est donné par les produits symétriques
des points de W.[
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Nous appellerons Sy : Sym2C/\ --» W' Iapplication induite. De plus nous
avons aussi un morphisme de Sym?C a K°, défini de la maniére suivante:

(3.7) e: Sym?’C — KO,
r+y — wl—zr—vy).

Nous remarquons que I’application ¢ se factorise par Sym?C/\ comme

(w(=z =)™ =w(=Alz) - Ay)).

Par analogie au cas de S, on note

ey : Sym?C/\ — K°
I'application induite. Nous remarquons en outre que l'inverse birationnel de

EXs 5;1 : K9 ——s Sym?2C/\, est I'éclatement de K° au point correspondant
a O. Cela nous permet de formuler la Proposition suivante.

Proposition 18 L’application composée N = p o .Sy o 5)_\1 s K9 -—5 KO est
lidentité sur un ouvert de Zariski.

Démonstration: Soit U louvert de Zariski de K9 complémentaire aux 16
diviseurs Théta symétriques. Nous prouverons que M| = Id)y. Soient x,y €
C et w(—z —y) = w(=A(x) — A(y)) un point de U. D’aprés la Remarque 7
on voit que N(w(—z —1y)) est la classe de S-équivalence du fibré w(—z —y) ®
w(=A(z) = A(y)).0

Nous donnons maintenant un analogue de la proposition 9 pour Pic'(C) et
le fibré en droites Op;c1()(©).

Proposition 19 Soit © le diviseur théta de Riemann sur Pic'(C). Il existe
une injection canonique
Qo : HY(Pic'(C),20) — Sym?H°(Pic'(C),30)

dont l'image est l'espace des quadriques sur [3©| qui passent par les siz
théta caractéristiques impairs.

Remarque 9 La démonstration de la proposition 19 est analogue a celle de
la Proposition 9. D’autre part, l'image de l'évaluation de

Qo(H (Pic'(C),20)) ¢ Sym?H(Pic'(C),30),

dans HO(Pict(C),60), = Sym3H(Pic'(C),20) est le sous-espace de di-
mension 4 des cubiques polaires de K.
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De plus nous avons le lemme suivant.
Lemme 10 L’application linéaire de restriction

res: HO (P!, Zo ® O(2)) — HY(P3,,0(2))

est injective et son image est ’espace des quadriques sur IPE'J+ contenues dans
lidéal de W.

Démonstration: Une quadrique dans le noyau de res est la réunion de ]PS’)+ C
P4 et un autre hyperplan, mais C C P2 n’est contenu dans aucun hyper-
plan, donc ’application est injective. La deuxiéme assertion vient du fait que
CnP3, =w.O

Nous sommes donc préts pour énoncer le résultat principal de cette section.

Théoréme 13 Soit
D:K' - KY

Uapplication birationnelle de dualité et
x:K'--» IP?u+

Uapplication birationnelle donnée par le systéme linéaire |30|, alors x =
So 5;1 oD en tant qu’applications rationnelles, i.e. elles coincident sur un
ouvert. Donc le diagramme suivant commute.

Sym2C/A 25 Sec(C)nP3, =W £ KO c |20
exl Tx /' D
K° — K!

Démonstration: D’aprés le Théoréme 12, xy et So 5;1 oD ont la méme image
dans P2, = |30, c’est a dire la surface de Weddle W. Ensuite nous re-
marquons que, d’aprés Lemma 10, la composition de x avec la restriction de
Y a IPi 1 donne 'application de dualité sur K 1. En effet nous obtenons la
méme application rationnelle (au moins sur un ouvert) en composant D et
N. Comme toutes les applications que nous considérons sont génériquement
bijectives et comme nous travaillons en caractéristique zéro, cela implique
’assertion.]
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3.2 Un fibré en coniques
L’application classifiante ¢ définit aussi un fibré en coniques au-dessus de

P3 = |20|. En effet, soit p € P? un point général, alors la fibre p~1(p)
consiste en l'intersection de trois quadriques

1NQ2NQ3=:G.

Si dimG = 1 alors G est une courbe de degré 8. Comme C C G et le degré
de C est 6, la courbe résiduelle G/C est une conique.

Dans la suite nous utiliserons la notation suivante:

V = H(Cw);
G = HO(PZ.Cl(C),OPZ‘Cl(C) (2@))

Remarque 10 Nous avons l’égalité
H(Cw?)y = Sym?V.

Considérons maintenant le sous-espace linéaire de IP? engendré par les points
d’un diviseur D € |w?|. D’abord, comme D € |w?| nous pouvons donc I’écrire
sous la forme D = a + b+ A(a) + A(b) pour a,b € C. Ensuite, 'annulateur
de ce sous-espace est H°(C,w?(—a — b — X(a) — A(b))), qui est de dimension
2. Donc Ienveloppe linéaire (D) est un P2, notée P2,

Proposition 20 [LN83] Soient c,d € C et e € P2 une extension

0—w ' E 15w —0.

Alors e € P2, si et seulement si il existe une section 8 € H(C,Hom(w™1,E))
t.q.

Zéros(me o B) = ¢+ d + A(c) + A(d).
Proposition 21 Soit

W3* =P L5 PP = |20

Uapplication classifiante. Alors la cloture de =1 (O) est le cone S au-dessus
d’une cubique gauche X C IPi+.
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Démonstration: Le sommet de S est le point z = PH?(Cw?)* € P!, pro-
jectivisé de ’espace propre anti-invariant, donc toute droite contenue dans
S est une sécante de C qui est invariante sous l'involution de P4. Une telle
sécante est de la forme pA(p). L’image d’une telle droite par ¢ est Porigine,
donc S C ¢~ 1(O). Pour prouver I'autre inclusion nous remarquons d’abord
qu’un fibré vectoriel dans la classe de S-équivalence de ’origine est au milieu

de la suite exacte suivante.
0— 0 —F— Oc —0.
Le fibré trivial est donc un sous-fibré de E.
Considérons le morphisme ¢, composé de
¢:0 — FE — w.

Alors 6 € HY(C,w) = Hom(O¢,w) et nous obtenons le diagramme suivant.

o0

N\
S

L' F - w — 0.

0 — w™

Le morphisme ¢ appartient donc & H°(C.w) et son diviseur des zéros est
du type a + i(a), pour a € C. D’aprés la Proposition 20, cela entraine que
les classes d’extension dans I'image inverse ¢~ !(O) sont contenues dans une
droite sécante invariante, donc ¢~1(0) C S.0

En effet nous verrons qu’on a un fibré en coniques sur [20|/O. Dans un pre-
mier temps nous décrirons la situation en-dehors de 'origine.

Soit E € SUc(2), on définit Cg comme la cloture =1 (E) de la fibre de E.

Théoréme 14 Soit E un fibré stable, alors dimCg =1 et Cg est une co-
nique lisse.

Soit E un fibré stable et e une classe d’équivalence d’extensions qui vérifie
la suite exacte suivante.

(3.8) 0—w ! —FE~2E—w-—0

Pour un fibré F générale Cr a dimension 1. Pour une courbe de genre 2 le
théoréme de Riemann-Roch donne x(Fw) = 44+2(—1) = 2, de plus, par dua-
lité de Serre, nous avons h'(Ew) = h?(E*) et h%(E*) = h%(Hom(E,0¢)) = 0

parce que E est stable.

Nous définissons 1’application
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j:o YE) — PHYCEw) =P,
e — Jjle),

qui envoie la classe d’extension e € C sur le point de PH?(C,Ew) corres-
pondant a la premiére application de la suite exacte 3.8. Elle a degré 1 et
elle n’est pas définie sur Cg N C.

Nous remarquons ensuite que la projection de centre O peut étre décrite de
la maniére suivante.

A:SU2) - P? = |w?
E — D(B),

ou

Supp(D(E)) = {p € C|h°(E ® Oc(p)) # 0}.

En effet la projection de centre O n’est que la restriction & C, plongée dans
Pic'(C) par I'application d’Abel-Jacobi de I’équation 3.2, de I'application 6
de I'équation 3.1. Nous considérons maintenant ’application

2
/\HO(EU‘)) - Ho(w2)7
sAt +—  Zéros(s\t).

Soit p € C, si p €Zéros(s A t) alors il existe une section non nulle s, €
H°(C,Ew(—p)). Donc h°(C,Ew(—p)) # 0. De plus, en faisant agir I'invo-
lution hyperelliptique A et en rappelant qu’il s’agit d’extensions invariantes
nous avons que h’(C,Ew(—p)) = h°(C,E ® Oc(p)) # 0 donc le diviseur des
zéros de sAt est égale & D(E). Or D(F) a degré 4 et pour chaque p € D(E) il
existe une section s,. Nous remarquons donc que le morphisme j est surjectif
sur 'ouvert PHY(C,Ew)/{sp|p € D(E)} donc il est dominant.

Pour finir la démonstration trois lemmes techniques sont necessaires.

Lemme 11 L’%mage de Pp2, IPgb -—> P3 est la fibre de A au-dessus de
D € |w?|, c’est-a-dire la droite qui passe par O = [Oc ® O¢] et le point
correspondant ¢ D dans |w?|.
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Démonstration: D’abord, D = C NP2, parce que H°(C\w?(—a —b— \(a) —

ab’

A(b) —¢)) = H°(C.w — ¢) = 1 pour tout ¢ € C. Donc la restriction

P2 3
Pp2, Py - P

est donné par les quadriques passantes par le diviseur D. L’espace des qua-
driques sur P? a dimension 5 et nous imposons 4 conditions linéaires inde-
pendantes. Donc ¢p2, envoie P2, sur un P! C P3.

Soit e une extension et E, son image dans SUc(2). Or, par la Proposition
20, le fait qu’une extension e appartient & IP?Lb est équivalente au fait qu’il
existe une section o € H%(C,Hom(w™!,E)) t.q., en suivant la notation du
diagramme suivant, nous avons Zéros(m. o o) = D(E,) = D.

-1

w
ol N\
OHw_liEeEwHO.

Donc « et i, sont deux sections independentes de Ew et Zéros(i.Aa) = D(E).
g

Lemme 12 Soit E € SUc(2), alors nous avons l’égalité

CpNC = D(E).

Démonstration: Soit P?;, pour ¢,d € C le plan t.q. D(E) C P?,. Par le
Lemme 11 la fibre C'g est une conique contenue dans IPzd et passant par les 4
points de D(E). Comme D(E) = C' NP2, nous avons 'égalité de I'énoncé.]

Lemme 13 Soit E € SUc(2) stable, alors nous avons une décomposition

H°(C,Ew) = H*(C,Ew), ® H°(C,Ew)_
de HY(C,Ew) en deur espaces propres de dimension 1.

Démonstration: Nous utiliserons la formule de Atiyah-Bott-Lefschetz, donc
une linéarisation doit étre fixé

v:\*E = E
pour E et voir comment elle agit au-dessus des points de W. Le fibré F est
une extension

1

0O0—w —F—w-—0

donc une linéarisation pour E est définie une fois qu’on fixe des linéarisations

pour w e w~!. Nous avons déja fixé I'involution § : Mw — w qui agit

trivialement sur les fibres au-dessus des points de W. Pour le fibré w™! nous
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avons deux choix: soit la linéarisation qui agit comme l’identité sur le fibre
au-dessus des points de W, soit son inverse. Soit € VW, alors nous pouvons
décomposer

(3.9) Ep = w; ®w;l.

Si on choisit la linéarisation pour w™! qui agit comme I’identité sur les fibres
au-dessus de W alors, par le lemme de Kempf, le fibré F est le tiré en arriére
d’un fibré vectoriel F sur P défini par la suite exacte

(3.10) 0 — Opi(—1) — F — Op1(1) — 0.

Mais 1'unique fibré sur P! qui vérifie la suite (3.10) est O(—1) @ O(1) et il
n’est pas semi-stable. Donc le fait que sur w nous avons choisi § implique
que sur w™ ! nous devons forcement choisir la linéarisation

6N w Tt S wt
qui induit —Id sur les fibres au-dessus des points de V. Nous rappelons que
dimH(C,Ew) = 2. Grace ala décomposition (3.9) la trace de la linéarisation
0 @ ¢ est nulle. Donc par la formule de Atiyah-Bott-Lefschetz nous avons

h(C,Ew), — h°(C,Ew)_ =0,

c’est-a-dire

h(C,Ew), = h°(C,Ew)_ = 1.
O

Suite de la dém. du Thm 14:

D’aprés les Lemmes 11 et 12 nous pouvons étendre le morphisme j a la
cloture Cp = ¢~ 1(E). On envoie chaque point p € D(E) sur la section s,
qui s’annule en p. On note ce morphisme

j:Cp — PL

La conique Cg est soit lisse, soit la réunion de deux droites disjointes, soit
une droite double. Le morphisme j est surjective sur P et de degré 1. Alors
il existe un morphisme J t.q. jo3 = Idp1, donc nous avons un isomorphisme
entre P! = PH(Ew) et une composante de C'g. Le morphisme J est équi-
variant pour l’action de A et par le Lemme 13 I'espace H'(C,Ew) a deux
espaces propres. Donc la composante image de 2 doit couper P2 4 en deux
points, ce qui implique que Cg est une conique lisse. [J

Théoréme 15 Soit E un fibré strictement semi-stable, alors Cg est singu-
licre. Si E= L ® L' pour L € JC[2]/O alors Cg est une droite double.
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Deémonstration: Si par contre F est strictement semi-stable on sait, par le
lemme 6 et la remarque 7 que la fibre consiste en deux droites donc soit elle
est une conique de rang 2, soit elle est une conique de rang 1. De plus les
fibre au-dessus des points de JC[2]/O¢ sont les droites doubles w;w;, pour
w;,w; deux différents point de Weierstrass. Celles-1a sont toutes les couples
A-invariantes donc ces 15 points de 2-torsion sont le lieu de rang 1. U

Par la suite, on appelera souvent P2 le systéme linéaire |w?|.

Nous définissons maintenant définir un fibré vectoriel £ de rang 3 sur P2.
L’application rationnelle

A:SUc(2) — P?

est surjective donc chaque point de P2 peut étre représenté par un diviseur
A(FE) pour un fibré E semi-stable sur C. Définissons d’abord la fibre Ag
au-dessus de A(E): nous avons Ag C H°(Cw?)% et ensuite elle vérifie la
suite exacte suivante.

(3.11) 0 — H°(Cw) A H(Cw?)y — Af — 0.

En effet nous pouvons généraliser la suite 3.11 en une suite exacte (en effet
une version globale de celle ci-dessus) de fibrés vectoriels sur P2. Afin de
faire cela on définit un nouveau fibré vectoriel G de rang 2 sur P2,

D’abord nous remarquons qu’on a un morphisme naturel de fibrés vectoriels

v Opa(—l) — HO(C,LU2) ® OIPZ,
qui envoie la fibre au-dessus d’un point sur la droite associée dans H°(C\w?).
Nous allons tensoriser par H°(C,w) le morphisme v: nous obtenons le mor-
phisme
Idgocwy @v=:v": H(Cw)® Opz (1) — H(Cw)® H(Cw?) ® Ops.
De plus nous avons aussi un morphisme de multiplication

p: HY(Cw) @ HY(Cw?) ® Opz — HY(Cw?)y ® Op:.

Nous définissons

G = H'(Cw) ® Ops (1)

et le morphisme injectif

a=pov :G— H'(Cw?), ® Ops2.



3.2. UN FIBRE EN CONIQUES 75

En effet G est un sous-fibré de Opz ® H 9(C,w?)4: la fibre au-dessus de chaque
A € P2 est donnée par les diviseurs de H°(C\w?), de la forme A(E) + 6,
avec § € H(C,w). On définit

A* = coker(a : G — H°(Cw?)4 @ Ops)

et nous avons donc la suite exacte sur P2

(3.12) 0—G— Op2 @ H(Cw®)y — A* — 0.

Définition 17 Nous définissons le fibré vectoriel € sur P2 par

g = A @ O]PE; .
Nous sommes dans la situation suivante.
PE — |w3]* x P2
| |
! !

Soit y € PP2. Alors nous pouvons associer a y un diviseur a + b de degre 2
sur X, avec a,b deux points de X. La fibre PA, est égale a la sécante ab a
X C PSym?V* et PE, est le plan < ab,z >C |w?|*.

Soit

pre s PL s P2
la projection de centre .
Proposition 22 Nous avons un diagramme commutatif d’applications ra-
tionnelles

P 5 o)) = P

w

| |

L pre LA

L, S P2 (Ix()

ol ¢ peut étre définie comme suit. Soit X la cubique gauche, image dans
IP3+ de P' = PV. Etant donné un t € P3\ X, soit l; l'unique sécante
X passant par t. Lapplication ¢ associe a t le pinceau P! C |Ix(2)| de
quadriques s’annulant sur la reunion X U l;.
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Démonstration: D’abord on montre qu’il existe une unique sécante [ & X qui
passe par t. En projetant X avec centre t nous remarquons qu’on obtient
une cubique plane, qui est forcement nodale par la formule du genre, ce qui
implique qu’il existe une unique sécante par t. De plus la projection pr,
induit un isomorphisme

pralTx(2)] = [1s(2)]-

Comme ¢~ 1(0) = S (Prop. 21) et A est la projection de centre O, le dia-
gramme commute. [J

Remarque 11 Une autre maniére de définir ¢ est, comme

P2 =~ PSym?H%(Cw), de la définir comme Uapplication qui a t € P2, \ X
associe le couple de points de X découpé par l'unique sécante l; o X passant
par t.

Soit BZXIPfhL I’éclaté de IF’E:'JJr le long de la cubique gauche et

M BlX]P?qu - ]Pi+

la projection sur IPi 1. Comme X est découpé schématiquement par les trois
quadriques de Zx(2) il existe un morphisme ¢ qui fait commuter le dia-
gramme suivant.

BixP},
$
wl N\

X CP, 2 P

Le morphisme qg définit donc une fibration en droites projectives sur P2. De
plus le diviseur exceptionnel E C BlxP3 . est le projectivisé P(NN X|]P3+) du

fibré normal de X dans P2 .
Lemme 14 Nous avons un isomorphisme
NX|Ip3 =~ Op1(5) ® Op1(5).
Démonstration: Soit
it X — IP?UJF;
[u:v] = [u?: et vu? 0P

le plongement de Veronese. Nous avons la suite exacte suivante.

(3.13) 0 —Tx — i*TIP3+ — Nxps — 0.
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Comme X = P! nous avons Ty = Op1(2). Ensuite on applique i* & la suite
d’Euler et on obtient

0_>OIP1 i) OIP1 (3)694 L) i*TIP3+ — 0.
Soit [ une section locale de Op1 et u,v les coordonnées sur P!, alors le

morphisme k s’écrit

k:Op1 — Op1(3)%
I = (WBluPolu?l ).

Nous appelons X,Y,Z,T les coordonnées sur Op1(3)®4. De plus le morphisme
h est donné par les équations de la droite image de Op: dans Op1(3)®*. Nous
avons donc

h:Opi(3)% — i*T]P3+;

(XY, Z2T) — (X —uYpY —uZovZ —ul).
Donc nous avons i*T]P3+ >~ Op1(4)®3. La suite (3.13) peut s’écrire
0— OIPI (2) = TX ﬂ OP1(4)€B3 = i*T]P3+ — NX|]P3 — O,
ou di est la différentielle de i. Sur l'ouvert affine {v # 0} le morphisme di
est donné par les équations suivantes
di: Op1(2) — Op1(4)%3
I (3lu® 2luv,lv).

Soient (C,D,F) les coordonnées sur Op1 (4)®3, alors les équations de la droite
image de Op1(2) dans Op1(4)®3 sont

(vA —uBwB —uC);
ceci implique que Ny ps = Op1(5) © Op1(5).00

Comme Op1(5) @ Op1(5) = (Op1 & Op1) ® Op1(5), nous avons

P(Nyps) = X x P = P! x P'.

On notera

o:PA— P2
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la projection du fibré projectif et E le diviseur exceptionnel dans BlxP? 4

Proposition 23 Il eziste un isomorphisme au-dessus de P2

PA = BIxP?,
N\ 7
IP2

w

Démonstration: Soit x € P2, a + b le diviseur sur X associé¢ & z et t € PA,.
Nous rapellons que A est un sous-fibré

07 ,3\*
A= Ops @ HO(wW?)}

et donc la projectivisation donne une inclusion
k:PA — P2 xP3..

De plus nous avons

k(PA,) =abC P3,.

Nous considérerons P.A comme une sous-variété de P2 xP? . Sit € P3, \ X
alors ab est I'unique sécante & X passante par t.
Nous définissons un morphisme

wi=¢xp:BlxP3, — P2LxP3..

Le morphisme w admet un inverse birationnel sur IP.A

w1 i PACP? xP3, --» BIxP?,

défini comme suit. Nous définissons @' sur l'ouvert de P.A donné par les

v € P2 tq a#betlest e {PA,\ X} Nous envoyons (z,t) € PA sur
pi(t) € BlXIPS’JJF. Alors par le théoréme principal de Zariski le morphisme
w induit un isomorphisme entre BlxP3, et PA. O

Soit maintenant

B:PA®O)--»PA

la projection naturelle et n ’application composée

n:PE N PA - P2,
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Soit ¢ : P} ——» |20| I’application classifiante. Comme elle est donnée par les
quadriques contenues dans I'idéal de C' C P2 il existe un morphisme

7 : BlcP! — |20)|

qui fait commuter le diagramme suivant.

BlcP?
! NP
Pt -5 |20

Nous noterons IP‘Z’9 ’éclaté de |20] = P? au point O et prg le morphisme
qui résout la projection A de centre O et qui fait commuter le diagramme

suivant.
3
Py
N
ps 2 p2

Le morphisme

pro : IP% — IPE,

définit une fibration en droites projectives sur P2 donc P§, = PM pour
un fibré vectoriel M de rang 2. On appelle F' = PToP3 = P2 le diviseur
exceptionnel dans IP% au-dessus de l'origine. Le fibré vectoriel M n’est défini
qu’a un fibré en droites L preés, parce que, en tant que variétés PM et
P(M ® L) sont isomorphes. Pour fixer M on le choisira de maniére que

Lemme 15 Nous avons l’égalité
M = O]pg) @ OIPE,(l)-

Démonstration: Nous avons M* = pro*OP%(F) et nous considérons la suite
exacte

En appliquant pro. a la suite exacte (3.14) nous obtenons
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0 — Opz — M* — Opz(-1) — 0.

Donc M* détermine une classe d’extension (e) dans Ext!(O(—1),0), et
Eat!(0(-1),0) = H'(P2,0(1)) = {0}

donc M* est forcément 'extension triviale, c’est-a-dire

]

Par la proposition 21, nous avons ¢~ 1(0) = S donc il existe aussi un mor-
phisme

¢ : BlsP? — P}

qui fait commuter le diagramme suivant.

BIgP?
LANg
BlcP? P
LoNFP |
AN TCY

w

Nous noterons ¢ 'application composée

0: BlgP! 25 P}, 10 p2

w

et w la projection
7 : BlgPd — P4,

Proposition 24 Soit S C IP‘A; le cone au-dessus de la cubique gauche X de
la proposition 21. Il existe alors un isomorphisme au-dessus de P2,

PE = BigP!

n\ /o
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Démonstration: Soit x € P2, a + b le diviseur sur X associé¢ a x et s € P&,.
Nous rappelons que £ est un sous-fibré

8 — OIP3+ (9] HO(W3)*

donc la projectivisation donne donc une inclusion
j:PE — P2 xP!

De plus
J(PE) = x x (a+ b+ Aa) + A(b)) C P!

4

- Nous

Nous considérerons souvent PE comme une sous-variété de P2 x P
remarquons aussi que

JPE)NPE x P2 = k(PA,) = x ab.

Nous définissons un morphisme
w' = (o,7) : BlsP? — P2 xPi.

Le morphisme @’ admet un inverse birationnel sur P&

w1 PE C P2 x P! —-» BlgP?!

défini comme suit. Nous définissons @’'~! sur I'ouvert de PE donné par les

r€ P2 t.q a#betlessc {PE\S} On envoie (z,s) sur 7~ 1(s) € BlgP2.
Alors par le théoréme principal de Zariski @’ induit un isomorphisme entre
BlsP? et PE.O)

Nous rapellons qu’on a noté E le diviseur exceptionnel de BlxIP3 ey
Théoréme 16 La restriction

G E— P2

est un morphisme de degré 2 ramifié le long de la conique image de X par le
morphisme Vers.
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Démonstration: Nous rapellons que E = X x P!. Alors @E est donnée par
la différentielle de ¢ et nous avons
Di{ayxpr = P(Nyjps o) —P2.

Soient a et b deux points de X, alors nous avons

d(ab— {a,b}) = a+b e |

Soit donc vy, € T,IP? le vecteur tangent porté par la droite ab. Alors, comme
la droite ab est contractée, nous avons

b)) =a+be .

De plus, tout vecteur normal v € P! = IP(NX|IP37Q) est de la forme v, pour
un point b € X. Cela entraine

d({a} x PY) =D, := {a+bb e X}.

La droite D, C P2 est la droite tangente au point 2a € P2 4 la conique dans
IPEJ obtenue comme image de ’application de Veronese

(3.15) Verg: X — |Op1(2)]* = P2;
(3.16) p = 2p

Soit maintenant a+b le diviseur sur X associé & x € P2, alors I'image inverse
¢ 1(z) dans X x P! = P(Nx/ps) est composée de deux points {(a,a),(b,5)}
si & n’appartient pas & la conique. Nous remarquons aussi que dans le cas ol
x est un point de la conique 'image inverse est un seul point. Cela définit
un révetment de degré 2 ramifié le long de la conique.l]

On notera E le diviseur exceptionnel dans BlgP% = PE. Nous avons

E

12

BHE).
Proposition 25 La restriction

ppBE—EZ F=p?
définit un fibré en coniques.

Démonstration: La situation est la suivante.
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Ec P(A®O)=BisP?
lﬁ NP
Ec PA=BIxP}, — P}
ol
P

Considérons maintenant 'application composée

n:=00p3:PE— P2

La fibre de E au-dessus d’un point z € P? est une conique de rang 2 si
x & Very(P!) et une droite double si z € Verg(P).0

La Proposition 25 et le Théoréme 15 impliquent donc le théoréme suivant.
Théoréme 17 Le morphisme

¢ : Blg(P*) — P2,

est un fibré en coniques dont le lieu discriminant est [’éclaté de la surface de
Kummer K° en O.

Remarque 12 Nous remarquons que la conique Vers(IPl) est le cone tan-
gent 4 la surface de Kummer a [’origine.

Remarque 13 Nous rapellons que Pic(PA) = Z?, notamment
Pic(PA) = Opa(1)Z x 0*Op2 (1)Z.

Nous rapellons que I’application

p:PA — ]PiJr =PSym3V;

PA, +— ab;

qui envoie la fibre au-dessus de z sur la sécante ab a4 X est la projection de
éclatement de P2, le long de X, donc p~1(X) = E.

Lemme 16 Nous avons

1 Ops (1) = Opa(l).
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Démonstration: Nous voulons déterminer deux entiers [,k € Z t.q.

1 Ops (1) = Op (1) ® 0" Ops ().

Comme 'application p est la projection de I’éclatement de IPfi+ le long de
X, nous avons [ = 1. Il nous reste & déterminer k. Nous avons

HO(PS, " Ops (1) = HOP,, pap*Ops_(1),

et par la formule de projection cela est égal a HO(IP3+,(’)]P3+(1) ® Op4)-
Comme les fibres de u sont connexes alors

IU*O]PA = O]PEHL-
Donc
HO(PAu Ops (1)) = H'(PS, Ops (1)) = Sym?V.

En prenant la cohomologie dans la suite exacte (3.12) on obtient un isomor-
phisme

HO(P2,A*) = Sym3V.

Pour déterminer k on calcule HY(PA,Op4(1) ® 0*Opz (k)). Par la formule
de projection on obtient

(3.17) H(PA,OpA(1) ® 0*Ops2 (k) = H (P2, A" © Opz (k).

En tensorisant la suite exacte (3.12) par le fibré en droites Ops (k) et en
prenant la cohomologie nous remarquons que ’égalité

HO(P2, A" © Ops (k)) = Sym®V

est vraie seulement pour k£ = 0.0J

Nous calculons maintenant la classe du diviseur exceptionnel E dans le
groupe de Picard de PA.

Théoréme 18 Nous avons un isomorphisme dans Pic(PA)
O(E) = Opa(2) ® 0" Op2 (—1).

Démonstration: Nous nous occupons d’abord du premier facteur. Nous avons
vu que la restriction

¢: E— P?
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définit un morphisme de degré 2 ramifié le long d’une conique lisse (Thm.
16). Donc si x € P2 alors Pintersection E, = ENPA, est composée de deux
points. Cela implique que

O(E) = Opa(2) ® 0*Op2 (m),

pour un entier m € Z. Nous avons les égalités suivantes.

H(PA,O()) = H (P2,0.0p4(1)) = H (P2, A%).

Soient maintenant a,b € X et z € ]Pfj le point correspondant au diviseur
a + b. Considérons maintenant une quadrique lisse Q C |Zx(2)]. Nous avons
donc

p Q) =E+ Rg C |Opa(2)],

ou l'on note Rg C PPA le diviseur résiduel. Soient en outre a,b € X deux
points. Alors, soit ab C @, soit abN @ = {a,b}.
Nous définissons

Co:={a+b=zcPabcC Q}

et Rg = Jfl(CQ).

Il est bien connu que, comme () est lisse, alors Q = P! x P! par le plongement
de Segre et que X C @ peut étre vu comme le lieu des zéros d’un polynome
bihomogene de degré (1,2).

Cest a dire

X=P'" < Q=P'xP}

[w:v] —  ([u?0?],[u]).

Cela veut dire que, étant fixé un p € P! et en faisant varier ¢t € P! les droites
du réglage {t} x p coupent X en deux points. Les droites de l'autre réglage
coupent X en un seul point. Soit

a:P! — Pl

[w:v] = [u®:o?.

Alors nous avons une inclusion linéaire

HY(X,0(1)) = H(X,0(2))
et la droite P(a*(H(X,0(1)))) est Cq. Cela entraine que
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OpA(R) = 0" Ops (1).

et donc

Opa(E) = Opa(2) ® O'*O]pa(—l).
U

Le morphisme ¢ fait donc commuter le diagramme suivant de fibrations au-
dessus de P2.

BlsPL = P(A® Op2) 5 P[Ops @ Opz (1)] = P,

0\, /. Pro
P2

L’image inverse par ¢ induit un homomorphisme

(3.18) @ : Pic(P}) — Pic(P(A® Opz))
Ces deux groupes de Picard sont isomorphes & Z x Z.
Proposition 26 L’homomorphisme de l’équation (3.18) est donné par

7Zx7 — ZXx7
(a,b) +—  (2a,b—a).

Démonstration: D’abord nous avons les égalités suivantes:

Pic(P) = ZO(1) x ZprOps (1);
Pic(P(A® 0)) = ZO(1) x Zn"Opz (1).

Ensuite, comme prg o ¢ = n, nous avons

#(0,b) = (0,b).

Nous avons fixé Ops (1) = Ops, (F), donc nous avons

9" Opy (1) = ¢"Ops (E) = Ope (@7 (F)) = Ope(5~1(E)) = Ope(2)@n" Opz (—1).

Cela entraine que
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(a,0) — (2a, — a).
U

Donc nous avons ’égalité

(3.19) 5" Ops, (1) = Ope(2) ® " Ops (—1).

Ensuite ¢ induit un morphisme naturel

(3.20) Ops (1) — ¢.¢"Ops (1).

En appliquant pro, au morphisme (3.20) et en rappelant 1’égalité (3.19), nous
obtenons un morphisme de faisceaux sur P2

@* i pro«Ops (1) = 0 © O(=1) = M" — 1.(Ope (2) @ 17" Opz (—1)).

Par la formule de projection,

1. (Ope(2) © 1 Opa (1)) 2 Sym?(A* @ Opa) © Ops (~1).

Remarque 14 Nous avons vu que PM™* définit un fibré en droites projec-
tives sur P2. Soit y € P? et c,d les points de X t.q. y est le diviseur ¢ + d
sur X. Alors P(A@® O), est le plan projectif engendré par les deuz couples
de points de X dont les images dans PV sont c et d. La fibre PM; est donc
le pinceau de coniques dans PEy, qui passent par ces quatre points.

Lemme 17 Nous avons

dimH° (P2, A*(—1))

0;
dimH*(P%, A*(—1)) = 0.

Démonstration: Tl suffit de tensoriser la suite (3.12) avec le fibré en droites
Op2 (—1) et on obtient

0— V ®Opz(—2) — Opz (—1) ® Sym®V — A*(~1) — 0.

En prenant la cohomologie nous obtenons

Y (P,0(-1)) = h'(PZ,0(~2)) =0,

d’oui la premiére égalité. Ensuite, nous avons



88 CHAPITRE 3. CLASSES D’EXTENSIONS INVARIANTES

h'(P2,0(=1)) =0
et par dualité
H*(PZ,0(-2)) = HO(P;,0(~1)
donc h2(IP2,0(—2)) = 0. Ce qui entraine la deuxiéme égalité de 1’énoncé.(]
Lemme 18 Nous avons
dimH(P?,Sym2A*) = 10.

Démonstration: En tensorisant la suite exacte (3.12) avec A* nous obtenons
la suite suivante.

0 — A (-1) @V — A* @ Sym’V — A*? — 0.
Cela implique que
HO(P2 A% = HO (P2, A%) @ Sym?®V) = Sym®V @ Sym3V,
donc h°(PP?,A*?) = 16. Ensuite nous remarquons que
hO(P2,A*2) = hO(P2, A2 A*) @ hO(P2,Sym® A").
En prenant les puissances extérieures maximales de la suite exacte (3.12) on
obtient que A?A* = Op2 (2) et donc RO(P2, \? A*) = KO(P2,0(2)) = 6.
Cela implique I’énoncé.l]
Lemme 19 Nous avons

dimH° (P2 Sym? A*(—1)) = 1.

Démonstration: Nous tensorisons la suite exacte (3.12) avec le fibré A*(—1)
et on obtient la suite suivante.

0— A (-2) @V — A*(-1) ® Sym®V — A*?(-1) — 0.

En prenant la cohomologie nous avons que
Y (P2, A*(—1)) ® Sym3V = hO(P%, A*(—1)) ® Sym3V =0
par le Lemme 17, donc

(3.21) HO(P2,A*(-1)) = HY(P2, A*(-2)) @ V.

Nous tensorisons la suite exacte (3.12) avec le fibré Op2 (—2) en obtenant
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0 — V ® Op2 (—3) — Op2 (—2) ® Sym®V — A*(-2) — 0.

Ensuite nous remarquons que h!'(P2,0(-2) = 0 et h%(P2,0(-3)) = 1. De
plus, par dualité h?(P2,0(-2)) = h°(P2,0(-1)) = 0, donc

hY(P2 A*(—2)) = dim(H?*(P2,0(-3)) @ V) = 2.
L’égalité (3.21) implique que h®(P2, A*2(—1) = 4. Le fibré A?*(—1) se dé-
compose en somme directe de Sym?A*(—1) et A* A*(—1). Comme

2

dimHO(P2, /\ A*(~1)) = dimH"(P2,0(1)) = 3

nous avons que
dimH"(P2,Sym? A*(—1)) =4 -3 = 1.

O

Corollaire 9 Nous avons
Démonstration: On notera

B := HOHI(O]PE ©® O]PE(—l),Sme(A* ¥ O]PE;) & O]pi(—l))

Nous avons

B = H°(P},Sym®A* @ Opz & A* @ Sym® A*(—1) ® Op2 (—1) & A*(—1)).
Donc

dimB=10+1+4+1 = 16.
il

Remarque 15 Le plan projectif P2 = PSym?V ne dépend pas de la courbe
C, comme V' peut étre un espace vectoriel abstrait quelconque. Donc, comme
il est défini par la suite exacte 3.12, méme A ne dépend pas de la courbe.

Nous pouvons donc associer a chaque courbe C' de genre 2 un fibré en co-
niques, notamment celui défini par la section
pc € PB.

Le lieu discriminant est I’éclaté de la surface de Kummer K° associé a C.
Ainsi nous obtenons une application de modules
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= : {courbes lisses de genre 2} — P° =PB;
C - @c.

Lemme 20 Soit Y une variété projective lisse et

f:G—Y

un fibré en coniques, alors il existe un fibré vectoriel F de rang 3 sur Y, un
fibré en droites L et une section ¢ € H*(Y,Sym?*H ® LF) pour un entier k,
t.q. G s’identifie au schéma des zéros de q dans le fibré projectif PF.

Démonstration: La démonstration suit celle de la proposition 1.2 de [Bea77].
L’assertion est équivalente & l’existence d’un fibré en droites N sur G in-
duisant sur chaque fibre G le faisceau Og, (1) des sections hyperplanes. En
effet on aura H = f,NN. Si nous considérons le faisceau des différentielles
de degré maximum wg alors par adjonction nous avons wg|q, & wg, et

wa, = Og,(—1). Nous posons donc N = wg'.00
Proposition 27 Soit
¢ : BlgP! — P,

le fibré en coniques du Théoréme 17. Alors BlsP2 est un diviseur dans I'es-
pace total du fibré P(pri&) sur PE,.

Démonstration: Soit y € IP%, alors nous avons
~—1
¥ (y) C P(gpro(y))'
Donc le fibré de rang 3 associé a ¢ est pr&.0

De plus BlglP% = PE. Par conséquence nous avons un diagramme comme le
suivant.

Bl P )
®
Z
* 3
Id IP(prO ) — IPO
pro
n
re P2

Dans ce diagramme Z est I'inclusion de BigP? dans P(pri€) induite par la
propriété universelle du produit fibré.

Il reste encore a clarifier et & répondre a certains questions, notamment:

— Le fibré A est-il (semi-)stable?
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— Décrire I'image dans P'® de 'application Z.

— Décrire I'image de la projection de l'image de = sur des sous-espaces
de P15,
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