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Introduction

Contexte

Cette thése est basée sur |'étude des algébres de Cherednik rationnelles. Ces objets
algébriques sont issus de la théorie des systémes intégrables et ont été introduits en
2002 par P. Etingof et V. Ginzburg dans [EG02]. Ce sont des cas particuliers des
algebres de réflexions symplectiques, construites comme des déformations de C[V] x I,
ou V est un espace vectoriel symplectique et I~ est un sous-groupe fini de Sp(V).

Groupes de réflexions complexes

Les groupes de Weyl sont des groupes finis associés a des systémes de racines.
lls sont composés de matrices a coefficients rationnels et engendrés par des réflexions
orthogonales par rapport a des hyperplans définis par les racines. Ces groupes sont la
base de nombreuses théories algébriques, comme la théorie de Lie (ce sont les squelettes
des groupes réductifs et des algebres de Lie) ou celle des algébres de Hecke.

Les groupes de réflexions complexes sont une généralisation naturelle de cette
construction au corps des nombres complexes. Si h est un C-espace vectoriel de di-
mension finie, un élément de GL(h) est appelé pseudo-réflexion s'il fixe un hyperplan de
h. Un groupe de réflexions complexe W est alors défini comme un sous-groupe fini de
GL(bh) engendré par des pseudo-réflexions et, si I'on restreint le corps des coefficients
aux nombres réels, on retrouve les groupes de Coxeter. Ces groupes sont caractérisés
par leur algebre des fonctions polynomiales invariantes : c'est une algébre de polynémes
et ce sont les seuls groupes finis de matrices vérifiant cette propriété. Les groupes de
réflexions complexes irréductibles ont été classifiés en 1954 : ils sont décrits par la
famille infinie des groupes imprimitifs G(¥, e, n) et 34 groupes exceptionnels.

La théorie des représentations de ces groupes apparait dans beaucoup de domaines
mathématiques, comme la topologie algébrique (les groupes de tresse), I'étude des
représentations des groupes réductifs finis (cf. [BMM99]) ou la recherche de résolutions
symplectiques. En effet, il a été démontré dans [Ver00] que si la variété (h x h*)/ W
admet une résolution symplectique alors W est engendré par des réflexions.

Algébres de Hecke

Il est possible de définir I'algébre de Hecke associée a un groupe de réflexions
complexe, méme si ce n'est pas un groupe de Weyl. Dans ce cas, I'algébre de Hecke
cyclotomique Hq(W) associée au groupe de réflexions complexe W et au paramétre
q est une déformation de I'algebre de groupe C[W] (cf. [BMR98] et [Ari95]). Cette
construction généralise celle faite initialement pour les groupes de Weyl : par exemple,
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si W est de type G(£, 1, n), alors Hq(W) est un quotient de I'algébre de Hecke affine
de type A,. De plus, si Hq(W) est semi-simple déployée alors ses modules simples sont
en bijection avec Irr W, I'ensemble des classes d’isomorphie des caractéres irréductibles
de W.

Dans la théorie des représentations des algebres de Hecke associées aux groupes
de réflexions complexes, une fonction joue un réle fondamental : la a-fonction. Dans
le cas ou W est un groupe de Coxeter, cette fonction permet de partitionner Irr W en
familles (cf. [Lus84] et [GI]). De plus, la base de Kazhdan-Lusztig de Hq(W) permet
de construire un ordre partiel <,% sur W dont les classes d'équivalence sont appelées
les cellules bilatéres et cet ordre induit un ordre sur lrr W, qui est relié a celui de la a-
fonction. Une conjecture de Lusztig, démontrée dans le cas des paramétres égaux, relie
les cellules aux familles. Mais cette théorie ne s’applique pas aux groupes de réflexions
complexes, la base de Kazhdan-Lusztig n'existant que dans le cas réel.

Un enjeu important de ces derniéres années a donc été de développer un analogue
de la théorie de Kazhdan-Lusztig a la grande famille des groupes de réflexions com-
plexes. Les deux problémes majeurs posés par cette recherche sont les suivants.

Question 1. Peut-on généraliser la partition en famille de la théorie de Kazhdan-
Lusztig pour W un groupe de réflexions complexe 7

Question 2. Si ouil, peut-on construire un ordre sur cette partition qui serait relié a
I'ordre <,y dans le cas d'un groupe de Coxeter ?

Les familles de Rouquier, définies par M. Broué et S. Kim dans [BK02] apportent un
début de réponse a la question 1, tout comme les conjectures de Gordon-Martino et
de Martino, que nous exposerons plus tard. De plus, |. Gordon résout partiellement la
question 2 pour les groupes G (4, 1, n) dans [Gor08], grace aux algébres de Cherednik.

Algébres de Cherednik

L'algebre de Cherednik H; (W) associée au groupe de réflexions complexe W et
aux paramétres t et h est une algébre de réflexion symplectique pour I = W et
V = b x b*. La théorie des représentations de ces algebres est extrémement riche
et reliée a de nombreux domaines, outre les représentations des algébres de Hecke,
comme par exemple :

e les algebres de Schur (cf. [Rou08]),

e les opérateurs de Dunkl (cf. [EM]),

e les schémas de Hilbert et les liens avec les conjectures de Haiman,

e la recherche de déformations ou de désingularisations de la variété (h x h*)/W.

Suivant les valeurs du paramétre t, les algebres de Cherednik ont un comportement
trés différent.

Pour t # 0, Hyn(W) a un centre trivial, elle admet des modules simples de dimen-
sion infinie et une catégorie de représentations, appelée catégorie O, construite sur le
modéle de la théorie des représentations des algébres de Lie semi-simples complexes
(cf. [GGORO03]). Cette catégorie est dite "de plus haut poids", ce qui signifie qu'il existe
certains modules, appelés modules standards, paramétrés par Irr W et dont la descrip-
tion des facteurs de composition fait intervenir un ordre. Cet ordre est I'ordre de la
c-fonction, qui apparait naturellement dans la théorie des représentations des algébres
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de Schur ou des algebres de Hecke associées aux groupes de réflexions complexes (cf.
[Rou08]).

Pour t = 0, cette algébre a un centre non trivial et tous les modules simples de
Ho n(W) sont de dimension finie. En quotientant Hp (W) par un idéal inclus dans son
centre, on obtient une algébre de dimension finie, appelée algébre de Cherednik res-
treinte et notée Hyp h(W). Les modules simples de cette algébre étant aussi paramétrés
par Irr W (cf. [Gor03]), la décomposition en blocs de cette algébre définit donc une
partition de Irr W, que I'on appelle partition de Calogero-Moser de W. Une conjecture
de Martino, vérifiée pour les groupes imprimitifs, décrit les blocs de cette partition
comme des unions de familles de Rouquier. De plus, a partir de I'algebre de Cherednik
Hon(W), on peut définir la variété de Poisson Spec Z(Hon(W)), appelée espace de
Calogero-Moser, qui est une déformation de la variété singuliere (h x h*)/W. La géo-
métrie de cette variété et I'étude des représentations de I'algebre Hyn(W) sont donc
intimement liées : d'un c6té, la géométrie particuliérement intéressante de la variété
singuliere enrichit la théorie des représentations de I'algébre et de I'autre, I'étude des
représentations de Ho (W) permet de trouver des désingularisations et des déforma-
tions de la variété quotient.

Il est donc naturel, dans le cas t = 0, de chercher des modéles (comme la c-
fonction pour t # 0) qui nous permettraient de comprendre les représentations de
Hon(W) et donc la partition de Calogero-Moser de W. C'est dans cet esprit que I.
Gordon, dans [Gor08], a relié les représentations de Hyn(G (4,1, n)) a la géométrie de
certaines variétés de carquois, introduites par H. Nakajima dans [Nak94]. Ces variétés,
qui sont des désingularisations de (h x h*)/G(£,1, n), lui ont permis de construire,
grace a la décomposition de Bialynicki-Birula, un ordre géométrique sur Irr G(£, 1, n)
qu'il a relié a la c-fonction.

Liens entre les différents problémes

Les algébres de Cherednik apportent une réponse conjecturale a la question 1.
En effet, une conjecture de Gordon-Martino (cf. [GMO9]) prédit que la partition de
Calogero-Moser coincide avec la partition en familles de Lusztig pour les groupes de
Coxeter et elle est vérifiée pour les groupes de type A,, D,, l(n) et B, dans certains
cas. Les algebres de Cherednik en t = 0 permettraient donc de généraliser la construc-
tion des familles de Lusztig a tous les groupes de réflexions complexes. La principale
difficulté dans le cas complexe reste la construction d'un "bon" ordre qui décrirait les
cellules, probléme soulevé par la question 2. De nombreux travaux ont été effectués
dans ce sens, comme par exemple [Gor08] et [Gl].

Les questions 1 et 2 sont donc étroitement liées au probléeme qui consiste a trouver
un modeéle pour décrire les représentations de Hyn(W). La question suivante, résolue
dans [Gor08] pour G(4, 1, n) et pour certains paramétres, englobe tous ces problémes,
ainsi que la recherche de désingularisations de (h x h*)/W.

Question 3. Existe-t-il une variété complexe My (W) et un morphisme C*-équivariant
T Ma(W)— (b xb*)/W tels que :
e Jes C*-points fixes de Mn(W) décrivent la partition de Calogero-Moser de W/,
e [‘ordre défini par la décomposition de Bialynicki-Birula sur Mh(W)(C* soit relié
aux ordres desa et c-fonctions et a I'ordre <. si W est un groupe de Coxeter ?
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En général, la varieté My (W) n'est pas lisse. Ce n’est donc pas une résolution symplec-
tique de (h x h*)/W mais elle reste intéressante pour construire un ordre géométrique
sur la partition de Calogero-Moser de W. Enfin, on va chercher a relier cet ordre a la
a-fonction car elle intervient dans la définition des familles de Lusztig, a la c-fonction
car elle intervient dans le cas t # 0 puis a I'ordre <% qui décrit les cellules et qui est
équivalent a I'ordre de dominance pour le type A,,.

Cette these se place dans ce contexte et a pour objectif de généraliser les travaux
de |. Gordon, en répondant a la question 3 pour tous les paramétres pour G(4,1, n)
puis pour G(£, e, n) lorsque e 1 n et en proposant un début de réponse pour le cas
e | n. Cette recherche va nous amener a créer des ponts entre des domaines trés
différents des mathématiques, comme la théorie des représentations, la combinatoire
ou la géométrie des variétés de carquois.

Résumé des différents travaux de recherche

Dans le cas G(¢,1,n), |. Gordon a répondu a la question 3 en construisant une
variété My(n) a partir de la variété des représentations du carquois cyclique a £ som-
mets. Puis en partitionnant I'espace des paramétres pour lesquels la variété est lisse en
alcoves, de la forme a(s, w,+) avec s € Zg et w € Gy, il a décrit les C*-points fixes
de cette variété par des partitions d'un entier : pour h € a(s, w, +),

(Ma(m)® & Pu(N)
Xh(>\) < ’TS(W't>\),

ot N =4£n—+ |usl.

Il a ensuite construit un homéomorphisme U(1)-équivariant entre My (n) et I'espace
de Calogero-Moser Spec Z(Hon(G(£,1,n))). Cela lui a permis, grace aux résultats
obtenus dans [Gor03, §5], de paramétrer la partition de Calogero-Moser de G(¥, 1, n)
par les C*-points fixes de Mp(n). Il a donc obtenu deux descriptions de la partition
de Calogero-Moser de G(£,1,n) : une géométrique, grace aux points fixes, et une
combinatoire, par les partitions 7g(w -t X).

A partir de ces deux paramétrages, il a pu construire deux ordres sur les blocs
constituant la partition de Calogero-Moser de G(£,1,n) : un ordre géométrique <y
puis un ordre combinatoire <1y. Enfin, il a relié ces ordres et ceux des a et c-fonctions
de la maniére suivante :

A <p - A <p .
4
ap(\) <an(u)
ch(A) > cn(p)

Une partie de cette thése étend la construction de tous ces ordres a I'ensemble des
parametres, en s'appuyant notamment sur la normalité de la variété My(n), pour h
se trouvant sur un mur d'une alcéve. Nous nous intéresserons de plus aux relations,
pour certains paramétres, entre I'ordre combinatoire et I'ordre de dominance sur les
partitions associées aux symboles des Z-multipartitions de n, ce qui permet de relier les
ordres <y et <y, au moins conjecturalement, a l'ordre <, (cf. [Gl, rem 2.6 et th.
7.11]). Enfin, nous étendrons les liens existant entre ces ordres au cas non lisse.

Plus précisément, nous allons montrer les relations suivantes.



Pour h € a(s, w, —) :

(wm)i=

Sp_q1_ji—* s s >0 Cl,m,,()\) < am,r(ﬂ')
A <Dh === K () Ak (N) = { emrN) > Cmr().

Pour h € a(s, w,+) :

(w-m)i=

—si—% s s r<Q am,r(x) < am,r(u')
A b = s (X)) = { emr) > Cm )

- , an(B) < an(B')
e Pour h sur un mur et £ quelconque : B <, B’ = { cn(B) = cn(B).

e Pourhsurunmureté{=2:B=<,B = B<«, B,
ol B et B’ sont des blocs de Calogero-Moser de G(¢,1, n).

Afin d'étendre ces différentes constructions a G(¢, e, n), nous allons construire la
bonne variété lorsque e ne divise pas n. Cette variété, notée My(e, n), est le produit
fibré de My (n) par (h x b*)/G(¥, e, n) au-dessus de (h x h*)/G(£, 1, n) pour un para-
métre h se trouvant sur un mur. Ses points fixes décrivent bien la partition de G(¥, e, n)
parce que cette variété est définie a partir de My (n) et que les partitions de G(4, 1, n)
et de G(¢, e, n) sont reliées (cf. [Bel]), mais nous n'avons pas cherché a construire
dans ce cas un homéomorphisme avec I'espace de Calogero-Moser. Le travail effectué
pour G(£,1, n) nous permet alors d'étendre les définitions des ordres a G(¢, e, n) pour
et n et de les relier, au théoréeme 11.1.2.

Dans le cas ou e divise n, nous proposons une variété Mu(G (£, e, n)) en réponse a
la question 3. Cette variété est la normalisation de My(e, n) et nous étudions le cas
G(2,2,2) pour lequel elle permet de décrire géométriquement la partition de Calogero-
Moser du groupe.

Structure de la thése

Cette thése se décompose en quatre parties. La premiere nous permet d'intro-
duire les outils utiles pour les parties suivantes, en commencant au chapitre 1 par la
combinatoire des partitions et des multipartitions d'un entier qui paramétrent les re-
présentations des groupes imprimitifs. Le chapitre 2 présente la théorie des systémes
de Clifford et généralise au cas abélien des résultats de M. Chlouveraki sur les orbites
de caracteres et de blocs d'algébres formant un systéme de Clifford (cf. théoreme 2.1.7
et corollaire 2.1.16). Enfin, le dernier chapitre étudie la construction d'un ordre sur les
C*-points fixes d'une variété quasi-projective normale, ainsi que sa compatibilité avec
certains morphismes.

La deuxiéme partie compare les algebres de Cherednik associées a deux groupes de
réflexions complexes K < W.Ag/chapitre 5, nous présentons la construction donnée
dans [Bel] de la sous-algébre Hp n(K) de Hon(W), dont les blocs sont en bijection avec
ceux de I'algebre restreinte en t = 0 associée a K. Puis nous montrons a la proposition

5.1.5 que rad(Hon(W)) = Hon(W) ® o n(K

Ho n(K) rad(Hon(K)), ce qui nous permet de
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montrer au théoréme 5.3.7 que le diagramme suivant est commutatif :

— LK
Ho n(K)-mod <— C[K]-mod

IndIRes Inlees

Ho n(W)-mod T C[W]-mod.

Nous sommes alors en mesure de généraliser la description, qui est faite dans le cas
cyclique dans [Bel], de la partition de Calogero-Moser de K en fonction de celle de W
au cas abélien (cf. théoréme 6.1.4).

La troisieme partie est consacrée a |'étude des différents objets associés aux groupes
G(£,1,n). Une formule de la A-fonction est obtenue au théoréeme 7.3.3, sur le modéle
de celle de laa-fonction donnée dans [GJ11]. Le chapitre 8 introduit les variétés My (n),
étudie leurs C*-points fixes d'aprés [Gor08] et montre, a la proposition 8.2.15, qu’elles
sont normales. Nous présentons au chapitre 9 les différentes descriptions de la partition
de Calogero-Moser de G(¢, 1, n) et définissons les ordres <}, et <, introduits par I.
Gordon, pour un parametre h tel que la variété My(n) est lisse. Nous allons étendre ces
définitions a tous les paramétres, en utilisant la normalité des variétés My, (n) puis nous
énoncerons les différents liens entre ces ordres démontrés dans [Gor08]. Nous montre-
rons ensuite, au théoréme 9.3.3, que I'ordre combinatoire est équivalent a I'ordre de
dominance sur les partitions associées aux symboles pour certains parameétres, ce qui
nous permettra de montrer directement pour ces paramétres que |'ordre combinatoire
est moins fin que les ordres des a et c-fonctions. Enfin, nous généraliserons tous ces
liens au cas non lisse (cf. théoreme 9.3.10 et proposition 9.4.7 pour le cas du type
B,). Nous terminerons par I'étude du cas des groupes de type B,, pour lesquels nous
relierons les blocs aux classes d’équivalences de |'ordre combinatoire au corollaire 9.4.5.

Cette généralisation au cas non lisse nous permet dans la derniére partie d'étendre
les constructions de ces ordres aux groupes G(¥4, e, n). Nous commengons par don-
ner la description de la partition de Calogero-Moser de G(¥, e, n) issue de [Bel], puis
nous construisons la variété My(e, n) dont les C*-points fixes décrivent les blocs de
Hon(G(£, e, n)), lorsque e ne divise pas n (cf. paragraphes 10.4 et 11.1). Dans ce cas,
nous définissons les ordres géométriques et combinatoires et nous les relions aux ordres
des a et c-fonctions au théoréme 11.1.2. Pour le cas ou e divise n, nous présentons
une variété qui pourrait étre le bon candidat pour cette description : la normalisation
de My(e, n), puis nous montrons que, sous une certaine hypothése qui est fortement
plausible, c'est le cas pour G(2,2,2) (cf. théoreme 11.3.11), ce qui étaie notre hypo-
these.
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Notations : Dans tout le manuscrit, on notera :

e A-mod la catégorie des A-modules de type fini sur un anneau A et Irr A I'ensemble
des classes d'isomorphie des A-modules simples
e et pour deux anneaux A C B tels que B est un A-module de type fini,

Res® : B-mod — A-mod

le foncteur de restriction défini de maniére naturelle par restriction de I'action
au sous-anneau et le foncteur d'induction :

Ind§ ' A-mod — B-mod
M — B®aM.
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CHAPITRE 1

Combinatoire

L'étude des représentations des groupes de réflexions complexes nous améne na-
turellement a considérer des objets combinatoires, comme les partitions ou les multi-
partitions d'un entier qui paramétrent les caractéres irréductibles de certains groupes
de réflexions complexes.

Ce chapitre consiste a introduire toutes ces notions combinatoires dont on aura
besoin par la suite, le lecteur pourra donc s'y référer au fur et a mesure de la lecture
des autres chapitres.

1.1 Partitions d’un entier

1.1.1 Deéfinitions

Définition 1.1.1. Une partition d’un entier n est une suite d’entiers Ay = Xp > -+ =

r
Ar > 0 telle que Z \i = n. L’entier r est appelé la hauteur de X\, on le notera h(\).
i=1

r
On écrit alors A = (A1, ..., \,) et |\ = Z)\;.
i=1
L’ensemble des partitions de I'entier n est noté P(n).

Remarque 1.1.2. (i) Par convention, on considére que la partition vide est de hauteur
nulle.

(ii) On note 1" la partition (1,...,1) de n.

(iii) En général, on notera Ay pour k quelconque, en considérant que si k > h(X), alors
A =0.

On peut définir un ordre partiel sur I'ensemble P(n) en posant
i i

Adp == Viz1 > <D p
j=1 j=1

Etonnote Adpusi A<y et A# pu.

Définition 1.1.3. On appelle cet ordre I'ordre de dominance sur les partitions d'un
méme entier.

15



CHAPITRE 1. COMBINATOIRE

Pour A € P(n), on pose n(\) = Z min{\;, A\j} = Z(i — 1)\ et
i=1

1<j<i<r
1 r
() =3 le,-(x,- —1).
Remarque 1.1.4. Deux partitions distinctes peuvent avoir le méme n(\) comme \ =
(4,2,1,1) et = (3,3,2) € P(8) qui vérifient n(\) = n(u) = 7. Ce n'est pas le cas si

les partitions sont comparables avec I'ordre de dominance, comme le montre le résultat
suivant.

Proposition 1.1.5. Soient A et u € P(n). Si A < alors n(X) > n(w) avec égalité si
et seulement si A = L.

Démonstration. On a les égalités suivantes :
r
n(x) = D (i— 1\
Tty
- Y Y

J=1i=j+1
roJ
= rn—E E Aj
j=1i=1

qui entrainent la proposition.
]

Définition 1.1.6. A une partition \ de n donnée, on associe un diagramme de Young,
défini par
Al :={(a,b), 1<as<hA) etl<b< A} CZzi XZx.
Les éléments de [\] sont appelés des boites et le contenu d’une boite vy = (a, b) est
par définition
cont(y) = b — a.

On peut visualiser le diagramme de Young [A] par une succession de boites arrangées
en lignes justifiées a gauche, avec A1 boites dans la premiére ligne, ..., A, boites dans
la derniére ligne et faire apparaitre les contenus dans les boites du diagramme, comme
dans I'exemple suivant.

Exemple 1.1.7. Le diagramme de Young associé a la partition (6,3,1) € P(10) est

[aY
N

314[5]

N=E
o
—

ou, pour a € N*, 3 .= —a.

Définition 1.1.8. A une partition X donnée, on associe la partition transposée tA qui
a pour diagramme de Young le transposé de celui de A\. Plus précisément, on peut
définir I par (A); = card{1 <i<r, \; >j}.

16



CHAPITRE 1. COMBINATOIRE

Exemple 1.1.9. *(6,3,1) = (3,2,2,1,1,1)

L application transposée est compatible avec I'ordre de dominance ainsi qu’'avec les
fonctions n et n* dans le sens ou elle vérifie :

A< <= Apipu
ainsi que le résultat suivant :
Lemme 1.1.10. n*(X\) = n(*)\).

Preuve. On a les égalités suivantes :

roN—1
) = Y o> i
j=1 i=1
= Ixcard{l1<j<r A\j—1>1}+2xcard{1<,j<r, \j—12>2}
+3xcard{1<j<r, \j—1>23}+---
+(>\1—1)xcard{1<j<r, >\j—1>>\1—1}
= Ixcard{1<j<r Aj22}+2xcard{l<j<r, \j >3}
+3xcard{l1<j<r, \j =>4} +---
+(A1 —1) xcard{1 <j<r, A\j > A}

A1

= > (i=1)(N);
i=1

= n(*))

d'ou le résultat.
O

Par la suite, on aura besoin d'un résultat élémentaire sur une partition et sa transposée
que I'on va démontrer maintenant.

Lemme 1.1.11. Soit A\ une partition alors pour tous j > 1 etk > 1, on a
(t>\)j #j—Xc+k—1.

Preuve. Par définition, (*\); = s > 0 si et seulement si
0V1<k<5,>\k>j
e Vk>2s+1 A <j—1.
Doncpourtout 1 < k<s, j—A+k—1<j—j+s—1=s—1etpourtout k >s+1,
J=Ak+k—1>2j—(—1)+s+1—1=s+1 Danstouslescas, j— A+ k—1#s.
O

1.1.2 /-abaque d’une partition

Définition 1.1.12. Pour une partition X et un entier relatif s, on définit la suite infinie
strictement décroissante Bs(A) = (M +s, o +s—1,...,A\j+s—j+1,..) eton
I"appelle le -nombre de A.

Remarque 1.1.13. (i) Comme cette suite se stabilise en la suite (s — j + 1); a partir
de j = h(\) + 1, il est facile de retrouver s et X\ a partir de Bs(X).
i i
(ii) Par construction, on a clairement Ay <= VY i>1, Z(ﬁs(k))j < Z(ﬁs(u))j.
j=1 j=1
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CHAPITRE 1. COMBINATOIRE

Soit £ € N*, le B-nombre Bo(A) = {X1, A2 —1,--- , X\j —j+ 1, ...} peut étre décrit
de maniere unique par des perles sur un abaque A(\) qui a £ colonnes, numérotées de
gauche a droite par i =0, ...,£ — 1 (cf. par exemple [Lei99]).

Les différentes positions des perles sur I'abaque sont numérotées par des entiers,
la colonne numéro i comportant tous les entiers congrus a —i modulo £, dans I'ordre
croissant de haut en bas. Si I'on numérote les lignes par des entiers relatifs dans I'ordre
croissant de haut en bas, la ligne contenant 0 étant numérotée par j = 0, alors la perle
(7,J), qui est située sur la colonne numéro i et sur la ligne numéro j, est étiquetée par
I'entier —i + 4j.

Exemple 1.1.14. La figure suivante représente le 3-abaque de la partition (5,4,1,1)
puisque Bo((5,4,1,1)) =(5,3,-1,-2,—4,—-5,—6, ...).

olele
PO

3 WO
o W ©

@21
o @ 4

9 8 7
12 11 10

On appelle trous les positions inoccupées de I'abaque qui sont étiquetées par des en-
tiers négatifs et particules les perles occupées et étiquetées par des entiers strictement
positifs. Par exemple, I'abaque précédent a deux trous : 0 et —3 et deux particules : 3
et 5. Dans I'abaque d'une partition, il y a toujours autant de trous que de particules
(cf. [Lei99]).

Si I'on considére la partition transposée de A, on peut chercher a comparer les
abaques de X et de t).

Définition 1.1.15. A partir d’'un abaque A donné, on construit un autre abaque A’ qui
vérifie : la position (i, ) de A’ est occupée si et seulement si la position (£—1—i, —j+1)
de A n'est pas occupée.

On appelle cet abaque I'abaque antisymétriqgue de A.

Remarque 1.1.16. Passer de la position (i, j) étiquetée par I'entier —i+4£j a la position
(L—1—1i,—j+1) étiquetée par 1+ i —&j revient a appliquer la symétrie par rapport au
"centre" de I'abaque, qui est le point situé au milieu de la ligne de I'abaque séparant
les entiers négatifs des entiers strictement positifs.

Exemple 1.1.17. Le centre d’'un 3-abaque est représenté par le point rouge dans la
figure ci-dessous.

18
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9 8 7
12 11 10

Proposition 1.1.18. L 'abaque antisymétrique de A(X) est A(*X).

Démonstration. Notons r = h(X) = (*\);.
La position (ig, jo) de A(*\) est occupée si et seulement s'il existe j tel que

—io+Ljo=("N);—j+1.

De méme, la position (£ — 1 — iy, —jo + 1) de A(X) est occupée si et seulement s'il
existe k tel que
1+ip—4Ljg=Xc— k+1.
Ainsi, si les deux positions étaient occupées simultanément dans les deux abaques, on
aurait
(tk)j:j—Ak—l—k—l,

ce qui contredit le lemme 1.1.11.
Donc si la position (ig, jo) de A(*A) est occupée alors la position symétrique est inoccu-
pée dans A(X) et si la position (g, jo) de A(X) est occupée alors la position symétrique
est inoccupée dans A(tN).
Il faut maintenant montrer que si la position (ig, jo) de A(*A) est inoccupée alors la
position symétrique est occupée dans A(\).
e Toutes les positions (ig, jo) telles que —ip + £jo < —A1 = —h(*X) sont occupées
dans A(*X).
e Concernant les positions (ip, jo) telles que —ig + £jo > r : elles sont toutes
inoccupées dans A(*\) et alors 1+ ip — £jo < —r donc les positions symétriques
sont toutes occupées dans A(N).
e Etudions maintenant les boites (ig, jo) telles que

“MF+1< -+l <r <= —r+1<1+ip—4jo <M.

Parmi ces r + \; boites, il y a A1 boites occupées dans A(*\) (celles qui ont
pour étiquettes (*A)x — k + 1, 1 < k < A1) et, de méme, parmi les r + A\;
boites symétriques, il y a r boites occupées dans A(X). Donc les seules boites
inoccupées de A(*X) sont les symétriques des boites occupées dans A(X). O
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CHAPITRE 1. COMBINATOIRE

Exemple 1.1.19. La partition transposée de (5,4,1,1), dont I'abaque est représenté
a l'exemple 1.1.14 est (4,2,2,2,1). Le B-nombre associé est Bo((4,2,2,2,1)) =
(4,1,0,-1,-3,-5,—6,—7,=8,...), la partition transposée a donc pour abaque :

ofele
OO®
@+ ®
OO -

2 2

6 5 @

9 8 7
12 11 10

Construisons I'abaque antisymétrique de cet abaque : il aura deux particules : en'5 (qui
est le symétrique de —4 par rapport au point rouge) et en 3 (le symétrique de —2)
ainsi que deux trous : en O (le symétrique de 1) et en —3 (le symétrique de 4). On
retrouve I'abaque de (5,4,1,1) donné a I'exemple 1.1.14.

1.1.3 /-coeurs

Définition 1.1.20. (i) Un £-crochet est une partition de £ de la forme (£ — e, 1¢), ou
0<e<?—1.

(ii) Une partition A\ = (X1, ..., A\,) est un £-cceur si pourtous 1 < i< ret0<e<{—1
telsquei+e<r, (A, ..., Nict,Ai—(0—e), Aiz1—1, ..., Aive—1, Niver1, ..., A\r) n'est
pas une partition.

Si X\ n'est pas un £-coeur alors il existe i et e tels que u = (A1,..., A\j—1, ;i — (£ —
e),Ni+1—1, ..., Aize — 1, Niter1, ..., Ar) est une partition. On dit dans ce cas que I'on
obtient w a partir de A en enlevant le ¢-crochet (£ — e, 1¢). On recommence cette
opération sur w et ainsi de suite jusqu'a obtenir le £-cceur associé a A. Le diagramme
de Young d'un £-coeur est tel qu'on ne peut pas lui enlever de crochet et obtenir encore
un diagramme de Young.

L'abaque associé a un ¢-cceur est tel que dans chaque colonne, il n'y a pas de vide
entre deux perles. On obtient le ¢-coeur associé a une partition en repoussant vers le
haut toutes les billes de I'abaque de cette partition (cf [Lei99]). De plus, sachant qu'il y
autant de trous que de particules dans I'abaque d'une partition, si, pour 0 <7< £—1,
on note

. — nombre de particules de la colonne numéro i si elle en contient
" | —nombre de trous sinon,

20
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-1
alors on obtient un élément s € Z§ = {(so, ..., So—1), Zs,- =0}.
i=0

Réciproquement, a partir d'un élément de Zé, on peut construire un £-cceur par le
procédé inverse. On a donc une bijection entre Zg et I'ensemble des £-cceurs, que I'on
notera s — vs.

Exemple 1.1.21. [ 'abaque associé a s = (2,—3,1) a deux particules dans la colonne
numéro 0, trois trous dans la colonne numéro 1 et une particule dans la colonne numéro
2. On obtient donc I'abaque suivant :

HOIONOIOI0I0,
2 OOOE

12 11 10

et la partition associée a pour B-nombre Bo(vs) = (6,3,1,0, -2, -3, -5, -6, -8, =9,
—10,...) et donc vs = (6,4,3,3,2,2,1,1). C'est bien un 3-cceur car son diagramme
de Young est de la forme

et I'on voit bien que I'on ne peut pas lui enlever de 3-crochets, qui sont de la forme

L O

et retomber sur un diagramme de Young.
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1.2 Multipartitions d’un entier

Nous verrons par la suite (cf. théoréme 7.1.3) que les partitions d'un entier per-
mettent de décrire combinatoirement les caractéres irréductibles du groupe symétrique.
Pour décrire de la méme maniére Irr G(£,1, n), ott G(£, 1, n) = (ug)" xS, on va utiliser
les ¢-multipartitions de n.

Nous allons introduire cette notion dans ce paragraphe et définir deux partitions
associées a une multipartition A : k5, (A) et Ts(A) qui nous seront utiles pour décrire
les blocs de G(¢, 1, n).

Définition 1.2.1. Une £-multipartition de n est un £-uplet de partitions
‘

A=\, .\ qui vérifie Z A" = n.
r=1
On note P(¢, n) I'ensemble des £-multipartitions de I'entier n.

Pour A = (AL, ..., X6 € P(£,n) et pour 1 < i < £on pose h' = h(\'). La hauteur
de X est alors le nombre hy = max{h’, 1 <i<{}.

1.2.1 Contenu d’une multipartition

A une multipartition A = (A1, ..., \), on peut aussi associer un diagramme de
Young [A] qui est constitué des £ diagrammes de Young des partitions constituant X.
Chaque boite v de [A] est décrite par un triplet (a, b, ¢) ot 1 < ¢ < £ est la composante
ol setrouvey, 1 < a < h®lenumérodelaligneet 1 < b < A§ le numéro de la colonne.

Définition 1.2.2. Pour A € P(¢,n), v € [\] et m = (m°, ..., m*~1) € QF, on définit
le m-contenu de v = (a, b, ¢) par contm(y) = b— a+ m°~! et on I'écrit a I'intérieur
de la boite.

Exemple 1.2.3. PourXx = ((2,1),(1),(3)) et m = (0, 1, 3), on obtient

0[1]
1]

[1][314]5

Al =

Lemme 1.2.4. En gardant les notations ci-dessus, on a :

¢
> contm(¥) =D (IXm T+ n(*A°) = n(X9)).
YE[A] c=1
B XS he
- AS(AS+1
Preuve. Pour c fixé, Z;bz_:l b= Z; % = n*(A°) + |A°| = n(*X°) + |\°| d"apres
he XS
le lemme 1.1.10 et ZZa = n(X°) + |\, enfin card{(a,b), I1<a< het1<b<
a=1b=1
AS}H = |A€]. On conclut par définition du contenu. O
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1.2.2 Reésidus

Soit x une indéterminée. On définit le résidu d'une partition A par I'élément de

Z[xT1
ReSx(X): Z Xcont(a,b)_
(a.b)€[A]

Pour une multipartition A = (A, ..., %) et un f-uplet d'entiers r = (rg, ..., rp_1),
on définit le r-résidu translaté de X par

-1
ReS;\(X) = Zxri ReSX‘+1 (X) — Z XCOntr(fy).
=0 YEN]

1.2.3 Symboles associés a une multipartition et partitions x (\)

On va maintenant définir des objets combinatoires associés aux multipartitions :
les symboles.

Définition 1.2.5. Soient A = (\!,...,\*) € P(4,n) et h > hy un entier, le symbole
ordinaire de taille h de \ est défini par

BO
B = :
B¢-1
ou B = (Bj, ..., B]) avec Bf = )\J’:H —j+h.
Soit m = (m°, ..., m*"1) € Q% On note p = [max(m°, ..., m*=1)] ot [-] consiste a

prendre la partie entiére et pour 0 < i < £ — 1, on pose hc’ = h"t1 — m' et on définit
hc® == max{hc’, 0 <i<€—1}.

Définition 1.2.6. Soient A € P(£, n) et s un entier supérieur ou égal a hc* + 1. Le
m-symbole ordinaire de taille s de A est défini par

B0
é - .
él*l
ou B = (Bj,, ...,B]) avec Bl = X*' —j+ m + p+s.
Définition 1.2.7. On définit le m-symbole décalé de taille s de X par
%O
Br(A) =
%671
avec.%" =B(s—hc’) pour0 < i<e—1, 006" = (\1L, ..., >\J’:+1 —j RN
14 A1) et pour B = (By,...,0Bx) et t >0,

£ = (B1, - Bx) sio<t<1
B(t) = (t—[t],t—[t]+1,....,t—=1,B:1+¢t, ....0c+1t) sit>1

La suite $B' est donc de taille s + [m'].
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Exemple 1.2.8. Pour £ = 2, n = 5 et s = 4, les multipartitions A = (0;(3,2)) et
uw=1((2,2,1);0) ont pour symboles décalés :

O NI
= Nlo

S —
%(%’0)(A)_<
01
o™= (0 |

o W P Nla
N Oy

1

s _ 2
01 3 5 6

> %51,0)(“)_<0 12 3 )

Remarque 1.2.9. Dans [GJ11, paragraphe 5.5], I'entier s est choisi tel que s > he?.
Dans le cas ou

3
2
1
2
4

max(hco, o hce_l) <s< max(hco, . hce_l) + 1,

il existe des i tels que 0 < s — hc' < 1, alors la ligne correspondante du symbole ne
sera pas translatée (cf. définition de B(t)). Mais I'écriture du symbole est plus claire si
toutes les lignes sont translatées. C'est pourquoi on prendra toujours s > hc* + 1 et
si plusieurs multipartitions rentrent en jeu, on prendra un s qui Vérifie cette inégalité
pour toutes les multipartitions que I'on considére.

On peut relier les différents symboles d’une multipartition de la maniére suivante :

e le m-symbole de taille s et le symbole ordinaire de taille h = p+ s sont reliés par
la formule : B/ = (B}, +n/, ..., B{ + V).

e le m-symbole et le m-symbole décalé de taille s sont reliés par

Bi=(m,m +1,...m +p—[m]—1,B] . +p .. B +p)

Définition 1.2.10. On définit le contenu m-chargé d’'une multipartition X par le mul-
tiensemble

cont(BS(A)) =BOU---uB!

ou s est un entier tel que s > hc™+1.

Notons k;,(A) = (K1 = ko = -+ > K¢) la partition constituée des éléments de
-1
B3,(A). le m-symbole décalé de taille s de la multipartition X. Ici t =45+ Y _[m].
i=0

t
Lemme 1.2.11. La somme Z k; ne dépend pas de X mais seulement des paramétres
i=1
£, n, s et m. Plus précisément, on a :

-1

S tss—1) i it LM+ 1)
Soi=ns B +§;( il . )
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Preuve.

t -1 [[s—hc'] _ hitl . _ .
Z/-c,- = Z(s—hc’—j)+Z(>\J’-+1—j+h’+1+s—hc’)
i=1 i=0 \ j=1 j=1

-1 : :
. : — hc! — he'l|+1 :
— <[s_hcl](s_hcl)_ [5 C]([(52 C]+ )_|_|>\I+1|
i=0
hi+1 hi+1 1 ) )
——( > +1) —I—h’“(s—l—m’))
eil . . . .
= n+> ((s=h* 4 [m])(s — HH 4+ m)
i=0 ) ) ) ) )
(s=hT e m) (s - [m]+ 1) AT AT D)
2 2

+hiTY(s + m'))
{—1

B (m T LK 1))

i=0

O

Remarque 1.2.12. Sj les m' ne sont pas tous entiers, alors les k; ne sont pas des
entiers. On utilisera encore le terme "partition" méme si les éléments des k;,(A) ne
sont pas tous entiers et on étendra la définition de I'ordre de dominance (cf. définition
1.1.3) sur les partitions au cas rationnel de fagcon évidente. De plus, cet ordre est
invariant par translation sur les m' : soit p € Q, on notem+p = (m°+p, ..., m*"1+p),
soient alors A et u deux multipartitions et s > max{hc*, hc*, hc® — p, hc* — p} + 1,
ona:

KmA) <hmW) == KnipO) <k p().

En effet, a la ligne i de B3, (\) et de B (1), on va rajouter les mémes [m' + p] — [m']
termes puis on va ajouter p a tous les termes suivants de B;,(\) et de B;,(u). Pour
les partitions, cela revient a ajouter p a toutes les parts de k5,(X) et de k;,(w) puis a
rajouter ensuite les mémes élements, au méme endroit. Cela ne va donc pas changer
I'ordre de dominance. De la méme maniéere, on voit que cet ordre est indépendant de
I'entier s choisi.

Exemple 1.2.13. Pour les notations de I'exemple 1.2.8, on a :

kS \A)=(6;4;35;25;15;1;05;0)
(3.0

Kféo)(p,):(S,S; 45;,3;25;2;1,;,0,5;0)
qui sont des partitions de I'entier 19 = 5 + 222X3 4+ 4 x L et
Kiio*)=(06:4:4;3;2;1;1;0;0)
Kaoyw)=(6:5;3;3;2;1;1;0;0)

qui sont des partitions de 21.
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Le groupe &, agit naturellement sur P(£, n) de la maniére suivante : pour w € &y
etx = (AL . N e P, n),

wox =D awTO),
Il agit de la méme maniére sur Q¢ en permutant les m'.

Lemme 1.2.14. Avec les notations précédentes, siw € S, alors k5, ,(w-X) = K3, (A\).

Démonstration. Par définition, la ligne numéro i du symbole B?, ..(w - X) va corres-
pondre a la ligne numéro w=1(i) de B3 (), les partitions consistant a remettre dans
I'ordre les éléments de ces deux symboles sont donc égales.

O

1.2.4 Partitions 7,(\)

On vient de définir une partition k,(X) a partir d'une multipartition A. On va main-
tenant construire une autre partition 75(\) et tenter de comparer I'ordre de dominance
de ces deux partitions.

Soient A = (AL, ..., %) une ¢-multipartition et s = (s, ..., s5_1) € Zg un £-uplet

-1
d’entiers, qui est tel que Zs,- = 0. Pour 1 < i < ¥, on note 7; la suite décroissante
infinie :

Tii={(l(x — 1) +1i, x € Bs,(A\')}
ot le B-nombre Bs,_, (A') a été défini en 1.1.12.

Définition 1.2.15. La partition T(\) est définie comme I'unique partition p telle que
¢

le B-nombre [Bo(p) consiste a réordonner I'ensemble T = U 7.
i=1

D'aprés la remarque 1.1.13, ce procédé donne lieu a une bijection

zbx | | Pe.my — | | PNV

T M>0 NZ>0
(sA) = 7(\)

Exemple 1.2.16. 7(; _1)((2,2,1);0) = (5,4,1,1) car 51((2,2,1)) = (3,2,0, -2, -3,
—4,..) etB_1(0) =(-1,—-2,-3,—4,...) donc

To = {2B3-1)+1,22-1)+1,200-1)+1,2(-2—-1)+1,2(-3—-1)+1,...}
= {5,3,-1,-5-7,-9,..}

71 = {2(-1-1)+2,2(-2—-1)+2,2(-3-1)+2,..}
= {-2,-4,-6,-8,..}
et Bo(1(1,-1)((2,2,1);0)) = (5,3, -1,—-2,—4,-5,-6, -7, -8, ...).

Remarque 1.2.17. On peut étendre de facon triviale la définition de Ts(\) au cas ou
les s; sont des rationnels tels que, pour tout 0 < i <£€—1, ls; € 7.
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On a vu au paragraphe 1.1.3, qu’a un ¢-uplet s € Z&, on pouvait associer un ¢-coeur
que I'on notera vs. De plus, le premier point de [Gor08, 7.10] affirme le résultat suivant.

Proposition 1.2.18 ([JK81], lemme 2.7.13 et théoréme 2.7.30). Soient s € Z§, vs
le £-cceur associé a s et N = €n+ |us|, alors Ts © X € P(£, n) — Ts(\) décrit une
bijection de P(£, n) sur P,s(N) qui est I'ensemble des partitions de I'entier N qui ont
pour £-ceeur vs.

Etudions maintenant certaines propriétés de ces partitions, dont nous aurons besoin
par la suite. Au lemme 1.2.14, on a défini une action naturelle de &, sur P(4, n) et
on aimerait avoir un résultat similaire a celui du lemme 1.2.14 mais sur les partitions
Ts(A). Ce n'est pas le cas pour I'action de &, sur Zg qui consiste a permuter les s;.
On va donc poser, pour w € &, et s € Z§,

_1 . .
w 1) — 1
w-s= (s, ....5_ 1) oU, V1<i<{ s =s5,13-1+ ()

Cette définition, qui consiste en un changement de repére affine car s/_; + é =
=1¢; . N L .

Sw-1(i)—171 =~ [('), peut paraitre mystérieuse a ce stade de notre présentation, pourtant,

nous verrons par la suite qu'elle est tout a fait naturelle dans le cadre des algébres de

Cherednik (cf remarque 8.3.6).

Proposition 1.2.19. Si\ € P(£,n), s € Z§ et w € &y, alors Ty.s(w-X) = Ts(\), avec
w-s=(s),....5 ) o0, V1I<i<{ s ;= Swi(i)—1 T %

Remarque 1.2.20. Défini ainsi, le £-uplet (s, ..., s,_,) n'est pas forcément un £-uplet
-1

d’entiers, mais comme Z s = 0 et que pour tout i, £s! € Z, la partition Ty.s(w - X)

est bien définie d’aprées }; Oremazrque 1.2.17.

Démonstration. L'ensemble 7; associé a s et A qui apparait dans la définition de 75(\)

et que I'on peut noter 7(X\) peut s'écrire

TP =N+ si-1—j) +i, j> 1}

On a alors
Toswon) = (D ds o+ 0T i > 1
Wfl i . _ . .
= {eN R Swi(iy—1 —J) +w (i), j =1}
= TMS/—I(,')(A)'

O

Enfin, pour terminer la présentation des partitions 75(\), on peut se demander s'il y
a un lien entre 75(*A\) et A, c’est I'objet du résultat suivant, qui est énoncé par exemple
dans la démonstration du corollaire 9.5 de [Gor08] mais sans preuve. Nous allons donc
en proposer une, qui est basée sur la notion d’abaque antisymétrique que nous avons
introduite au paragraphe 1.1.2.

Proposition 1.2.21. Pour X\ € P(£,n) et's € Z§, on note § = (—sg_1,..., =) et
X =(t\% .. EAL). On a alors

() =" (V).
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Démonstration. D'aprés la proposition 1.1.18, il suffit de montrer que I'abaque cor-
respondant a la partition 7s(\) est I'abaque antisymétrique (cf. définition 1.1.15) de
celui correspondant a 75(\).

On va donc supposer que I'on a une perle en position (ig, jo) dans I'abaque de 75(\) et
montrer qu'alors la position (£ — 1 — iy, —jo + 1) de celui de Ts(\) est inoccupée.

S'il existe i € {1,...,£} et j > 1 tels que

—io+ Lo =L\ +sic1—J)+i

alors pour des raisons de congruence modulo £, on a i = £ — ig et I'égalité —ig + £jo =
K()xf-_’o + s—jp—1 — J) + £ — iy entraine

Affio —J+1=Jo—se-1-i-
Et si la position (£—1—iy, —jo+1) de A(Ts(\)) était occupée, il existerait m € {1, ..., £}
et k > 1 tels que

1+ip— Lo = &((X")k +8m-1— k) + m.

Mais alors m =1 + iy, A=t >\e_i0, Sm—1= —Sp—1—j, €t
(X0) e — k= —jo+ se-1-ip-

On obtiendrait Afff’.o —j+1=—(*\0), + k, ce qui contredirait le lemme 1.1.11.
On a donc montré que si la position (ip, jo) de A(7s(X\)) est occupée alors il n'y a pas
de perle sur la position symétrique de I'abaque de T5(\).

Montrons maintenant que si la position (ig,jo) de A(7Ts(\)) est inoccupée alors la

position symétrique de I'abaque de 75(\) est occupée. Notons

M = max{¢\} +5_1—1)+i, 1<i<4},
i1 I'entier i pour lequel ce maximum est atteint, ainsi que

M = max{f(\; +s1—1)+i, 1<i<4L}
et i» I'entier i pour lequel M est atteint. Par symétrie, on a alors :

e(Xiz{ijj+l)+§¢_,-2—h(X‘—’2+1))+e—i2+1 = min{e(\}, 5y +5i-1—h(A)+i, 1 <i < 2},

e(xi&;f;ﬂﬁse,h—h(A‘*f1+1))+e—i1+1 = min{€(A\ iy Fsio1—h(A))+i, 1 <i < €.

Et donc toutes les boites d'étiquette inférieure ou égale a m := £(5,_;, — h(A\*~2+1) —
1) + £ — i> + 1 sont occupées dans A(7s(\)), ainsi que les £ — 1 boites précédentes
(d'étiquette comprise entre m+ 1 et m+ £ — 1), qui seront occupées chacune par un
élément de ASQX), pour 1 < i < 4, i # ip.

Considérons alors une boite (ip, jo) de A(Ts(A)).

o Si —ig+4jo = M+1, alors la boite est inoccupée. Mais la boite symétrique dans
A(7s(X)) a pour étiquette 1+ iy — £jo < —M =m+£ — 1, elle est donc occupée
d'aprés ce que I'on vient de voir.

e Si —ig+Ljo=Mousi —ig+4Ljo < m, avec m:=£(sp_;; — h((A*1F1) — 1)+ £ —
ih+1=—M—2£—1, alors la boite est occupée.
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e |l reste donc a traiter le cas des boites dont I'étiquette vérifie m+1 < —ig+4jo <
M —1, qui sont au nombre de M —m—1 = M —m — 1 boites et on conclut de la
méme maniére que dans la démonstration de la proposition 1.1.18, en utilisant
le fait que les applications s — § et A — A sont involutives.

O
Exemple 1.2.22. A /'exemple 1.2.16, on a calculé Ts(u) pours = (1,—1) et u =
((2,2,1);0). Calculons Ts() pour comparer. On as =s et = (0;(3,2)), To([@) =
{1,-1,-3,-5,..}, T?(@) = {4,0,—6,-8,...}. Donc Bo(7s(R)) = (4 1,0,—1,-3,
—5,—6,—7,-8,...) et on a bien Ts() = (4,2,2,2,1) = (5,4,1,1) = 75(u).
Proposition 1.2.23. Sojents € Zé, X, i € P(L, n) et m e QF, défini par m' = —s,-—é'
pour 0 < i <€ — 1. Alors pour s un entier tel que s > max{hc*, hc*} +1, on a

Ts(N) < (1) = k) < KnA).

Démonstration. Soit wy = (1,£)(2,£ — 1) ..., le mot de longueur maximale. D'aprés

les propositions 1.2.19 et 1.2.21, 75(*A) = Ts(wo - A) = Tups(A) =t Tugs(A), avec

(Wo~s); = <_5i + #) :

Il faut donc relier la suite Bo(Twzs(X)) a la partition k;,(A) pour les paramétres choisis.
¢

Or Bo(Twgs(N)) correspond a I'ensemble infini U T; ou, pour 1 < i <4,
i=1

ﬂ-{e(x}—j—s,-_l—é>+e—1,121}-

i

En posant m’ = —s; — 4 et en prenant un entier s > max{h(A\') — m'~, h(u') —
m'=1 1 <i<{¢}+1, on obtient que pour tout i :

2 s = (N =14+m ™ s MGy = h(V) + m =t 4, |
m~1+4s— h(>\)—1 om T s — h(A) — [mT1 4+ s — h(\)],
m~—t4s—hA\) —[m 1 4+s—hA)]—-1,..).

On reconnait une suite infinie décroissante dont les termes positifs sont exactement
ceux de B~ 1, la ligne numéro (i — 1) du symbole B3, (X). On a alors

i— (-2 ~i
W‘{—S:%I 1'

ousi B = (B, - ,’Biﬂm,]) alors

B = (B, SBE B — 1,81 -2, ).

mi]r -

Ainsi, si I'on note /%fvn(k) la suite infinie obtenue en réordonnant les termes de B =
(%0, . %4*1) par ordre décroissant, les termes positifs de cette suite sont exactement
ceux de K;,(\) et les termes négatifs ne dépendent que de m. De plus, elle vérifie :

Bo(Twzs\)) + &s = x5, () + £ — 2.
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On a alors :

Ts(N) < 15(*n) <= Tags) < Tags(N)
Bo(Tirs(i2)) < Bo( i)
K () < KjpX)

Km) < KmX).

1]

O

Exemple 1.2.24. Pour £ =2, s = (0,0), A = (0;(3,2)) et = ((2,2,1);0), on a
A=(0:(221)), 'w=1(3,2).0) et

T(O'O)(g\) =(4,3,1,1,1)x(5,2,2,1) = T(OYO)(tM).

Pour illustrer le résultat précédent, il nous faut prendre m tel que m® = 0 et m* = —%.

Effectuons une translation de % sur m pour avoir des paramétres positifs. On obtient

m = (3,0) et pours =4, ona

Kiig@A)=(6:4:35:25,15;,1;05;0)

L

K1gW)=(55;45:3;25;2;1;05;0)
L.

/ S S
soit K(%,o)(“) < %(%'O)(A).
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CHAPITRE 2

Algébre

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats d'algébre qui nous seront
utiles par la suite. On commencera par |'étude d'un systéme de Clifford, dans le but de
généraliser les propositions 2.3.15 et 2.3.18 de [Chl09] au cas abélien et sans I'hypo-
thése de I'existence d'une extension semi-simple déployée, afin de pouvoir les appliquer
aux algebres de Cherednik. Pour cela, nous démontrerons un résultat comparant les
radicaux de deux algebres formant un systéme de Clifford. Nous présenterons ensuite
les résultats de M. Chlouveraki dont nous aurons besoin pour étudier les algebres de
Hecke des groupes G(4, e, n) et finirons par une introduction aux représentations de
carquois.

2.1 Systéme de Clifford (pour un groupe abélien)

Dans ce paragraphe, on va considérer deux algébres A et A de dimension finie sur
C qui forment un systeme de Clifford, c’est a dire telles que

A:@aqﬂ

yer

avec [” un groupe fini abélien, (ay)yer une suite d’éléments de A* telle que a; € A et
pour tous 7y, v € I :
ayay € ayyA et ana,;l = A.

Et on va comparer leurs blocs, leurs radicaux, puis leurs caractéres irréductibles.

Remarque 2.1.1. Si A et A forment un systéme de Clifford pour le groupe I, on dit
aussi que A est le produit croisé de A et I (cf. [Mon80, chap.0, §3]).

2.1.1 Actionsde [ et [

A un élément v € I, on peut associer un automorphisme de A de la forme

a > ayaa,

qui ne dépend, modulo les automorphismes intérieurs, que de «y. Le groupe [ agit donc
sur Irr A en modifiant I'action par cet automorphisme : pour X € Irr A,

v-x(3) = x(a,yéa,;l).
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De plus, on a une action de I sur Z(A), le centre de A, de la forme 7y -3 = ayaa, ! et
elle est telle que

Lemme 2.1.2. Z(A)" = Z(A) N A.

Preuve. Soit aya un élément de A. Si x € Z(A)" alors

- 1 = . N
Xaya = ayxa, aya car x est fixe sous l'action de [
= ayxa
= ayax car x € Z(A)

et donc x € Z(A) N A.
Réciproquement, si x € Z(A) N A alors x € Z(A) et pour tout y € I, ayxay' = x car
x € Z(A), donc x est fixe sous I'action de I".

[

Le groupe des caractéres de [, que l'on note [, agit lui sur A par automorphismes
d'algebre de la maniére suivante : pourd € [, y € et 3 € A,
6-(aya) =06(v)aya
et cette action vérifie
Lemme 2.1.3. A" = A
Preuve.

xEA = x:Za,yéyavecay:Ony#l
el
<= x ¢ A carsi«y # 1 on peut trouver § € [ tel que §(7y) # 1.

Corollaire 2.1.4. Z(A) = z(A)"

2.1.2 Blocsde Aet A

Commencons par rappeler la théorie des blocs dans le cadre général d’une algebre
finie. On considére un anneau O noethérien et intégralement clos et A une (O-algébre

qui est libre et de type fini en tant que O-module.

Définition 2.1.5. Un élément e de A est un idempotent si e* = e.

Deux idempotents e; et es non nuls sont dits orthogonaux si ejeo = exe; = 0.

Un idempotent e € A — {0} est dit primitif s'il ne peut pas s’écrire comme la somme
de deux idempotents non nuls orthogonaux.

On note BI(A) I'ensemble des idempotents primitifs centraux de A. Pour e € BI(A),
on peut munir Ae d'une structure d'algébre d'unité e.

Proposition 2.1.6 ([Chl09], 2.1.3).
1. L'unité 1 de A s'écrit 1 =3 gy a) €
2. Les projections e : A — Ae définissent un isomorphisme d’'algébres :

A = Jlee BI(A) Ae
a — (ae)eeia)
ZeEBI(A) ae ¢ (3e)eenin)-
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On a alors A-mod= @.cpj(a)Ae-mod et on appelle aussi BI(A) I'ensemble des blocs de
I"algebre A.

Revenons a nos algébres A et A en systéme de Clifford. Les automorphismes définis
par [ (respectivement ) sur A (respectivement sur A) définissent une action de I
sur BI(A) et une action de I sur BI(A) qui vérifient le résultat suivant.

Théoréme 2.1.7. /| existe une bijection

BIAY/T « BIA)/I
Q & Q

telle que Z eg = Z eB.
BeQ BeQ
Démonstration. On a clairement une bijection entre BI(A)/I" et I'ensemble des idem-
potents primitifs de Z(A)" qui est donnée par Q Z eg et de méme entre BI(A)/[
BeQ
et les idempotents primitifs de Z(A)ﬁ. Le corollaire 2.1.4 qui affirme que Z(A)" =
Z(A)ﬁ nous donne donc la bijection. d

Corollaire 2.1.8. Si les algebres A et A sont semi-simples alors il existe une bijection

(Irr A/« (IrA)/f
Q < Q

qui vérifie : ¥ Q € (Irr A)/I", 3mq € N tel que

1. VxeqQ, Resﬁx: mQZ)‘c
xeQ
2.¥Vxeq, Indﬁ)‘(z mQZX.
XEQ
Démonstration. Si les algebres sont semi-simples alors les blocs sont des singletons et
la bijection énoncée dans le théoréme est en fait une bijection sur les classes d'isomor-
phie de caracteres. De plus cette bijection est telle que, si I'on note e, I'idempotent
associé au caractére x, on ait Ze;( = Zex. Or, pour x € IrrA et X € IrrA,
xe€Q XEQ
X | Indﬁ)‘c si et seulement si e, n'agit pas par 0 sur le module Aey. Mais d'apres
I'égalité Z eg = Z ey, si Q est I'orbite de x alors nécessairement x € Q et ré-
x€Q X€EQ
ciproquement. De plus, d'apres la loi de réciprocité de Frobénius (cf. [CR81, 10.9]),
(Indf\ix,x) = (Resf\‘x,i() = (Resf\‘é X, X) = (Indf\‘x,é - X) 1= mq, quel que soit
oel. O

Remarque 2.1.9. Dans le cas ot H <1 G sont deux groupes finis tels que le quotient
G/H est abélien, en prenant A = C[G] et A = C[H], on retrouve la théorie de Clifford
présentée par exemple dans [CR81, chapitre 1, paragraphe 11], qui est améliorée dans
le cas abélien car les multiplicités sont les mémes dans Res et Ind et on ne suppose
pas que les caractéres s'étendent au stabilisateur.

On aimerait maintenant comparer les orbites des caractéres car, si I'on note Irr(B)
I'ensemble des caracteéres irréductibles de B, on a clairement =y - Irr(B) = Irr(y - B) et
de méme pour [ et un bloc B de A. Pour cela, on va utiliser les radicaux de Jacobson
de Aet A
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2.1.3 Radicaux de Jacobson

Rappelons que pour B un anneau unitaire, on peut définir son radical de Jacobson,
rad(B), comme l'intersection de tous les idéaux maximaux a gauche de B. Cet idéal a
les propriétés suivantes, présentées dans [Jac45] :

Théoréme 2.1.10 (Jacobson).
1. rad(B) est un idéal bilatere
2. berad(B) < Vx€B, 1—xbe B*

3. si | est un nil-idéal (i.e. si tous ses éléments sont nilpotents), alors | C rad(B).

Proposition 2.1.11. S/ de plus B est une C-algebre de dimension finie alors

1. rad(B) est un idéal nilpotent,
2. si M est un B-module alors (M est semi-simple) <= (rad(B)M = 0).

Notons Ra = rad A et R4 = rad A. Comme A est un A-module libre, I'inclusion
Ra C Adonne lieu & une injection A®3 Ra — A®3A = A, et on peut voir les éléments
de A®;‘R_A comme des combinaisons linéaires d'éléments de la forme a;r;, avec a; € A
et r; € Ra. Clest un idéal bilatere de A car ajriay = ajaya,* -ri et a;' - ri € Ra
car I'automorphisme de A qui a 3 € A associe ay - 3 = ay3a, ! stabilise le radical de
Jacobson de A. On a alors :

y

Proposition 2.1.12. Ry = A®3; Ra.

Démonstration. On va d'abord montrer I'inclusion A®;\R_A C Ry grace a la caractéri-
sation du radical d'une algebre de dimension finie comme son plus grand idéal bilatére
nilpotent (cf théoréme 2.1.10 et proposition 2.1.11). La nilpotence de A ®3 R4 vient
de celle de Rya. En effet, comme A®z Ra = P ayA @3 Ra = P ay @ Ra, la multi-
yer yer
plication est définie par (ay ® r)(ay @ r') = (ayay) ® (a;,:L -r)r’. Or (a;,1 -r) € Ry.
La nilpotence de R4 entraine donc la nilpotence de A ®3 Ra et on obtient la premiére
inclusion.

Pour I'inclusion Ry C A®3 Ra, il suffit de montrer que A/(A®3z Ra) est semi-simple,
d'aprés le deuxiéme point de la proposition 2.1.11. Puisque A®z Ra = @a,, ® Ra,

yer
alors A/(A®3 Ry) ~ EBa,y ® A/Ry4. Et donc, en posant H = A/(A®3 Ra) et pour
yer
toutye l, Hy = aq®/_4/R_A, on doit montrer que I'algébre H = @ H., est semi-simple

yel

sachant que H; = A/R, est semi-simple.

Soient M’ < M deux H-modules. On voudrait montrer que M’ admet un supplémen-
taire dans M, sachant que, 'algébre H; étant semi-simple, M’ admet un supplémentaire
dans M en tant que Hi-module. C'est un résultat classique (théoréeme de Maschke pour
les produits croisés, cf. [Mon80, 0.1]) que nous allons redémontrer ici. Il nous faut donc
construire un projecteur ™ : M — M’ qui soit un morphisme de H-modules, a partir
d'un projecteur m; : M — M’ qui est un morphisme de H;-modules.
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Lemme 2.1.13. L application
™. M —- M
1
y
m |/_|§ m, (m),

yer

ot mi(m) = aymi(aytm), ne dépend pas du choix des a,. C'est un morphisme de

H-modules qui est tel que mpy =idyy, Imm =M et mom = .

Preuve du lemme 2.1.13.

e T est indépendant du systéme de représentants choisis. En effet, si I'on prend
un autre systeme de représentants {b,, v € I'}, alors pour tout v € I, il existe
un élément a.y € A% tel que ay = byoy et comme 71 est un morphisme de Hj-
modules, pour tousy € I et m € M, on a aym1(ay'm) = byoymi (o bytm) =
bqwl(bglm).

e 7 est bien a valeurs dans M’ : M étant un H-module, Vm € M et v € I,
ay'm € M et comme m; est une application de M dans M’, m1(ay'm) € M.
De plus M’ est aussi un H-module donc w(m) = \_/1'| dover aymi(aytm) e M.

e T est un morphisme de H-modules : il est clairement linéaire par définition.
Montrons maintenant que les applications 7r17 sont des morphismes de H;-modules,
ce qui fera de m un morphisme de H;-modules : soit hy € H; et m € M,

vy

) (him) = aymi(ay;thim)
= aymi(aythiaya;tm)
— Z,yaizhl)afym(a; m) car aythiay € Hy
= 17T (M
Soit h € H, montrons que Ym € M, w(hm) = hm(m). Sachant que H = @H :
yer
pour tout «y € [, Il existe un h, € H; tel que h = Z ayhy, on a alors :
Yer
1 /
n(hm) = Gl > wf (hm)
yer
-1
=7 Z aym1(a, ayhym)
yY'er
= T Z a,yl7r1(a;,laqhqa;la,yla;,laqm)
yy'er
1 ~1 1. -1
= mzawhv Z ay aymi((ay ay)” m)
yer Yer
or pour tous 7y, € ', ayay € ayyA*, donc il existe ay et oy € AX tels que
ayt =ajlay et ay1ay = ay-1pQy y, alors
1 -1 -1 -1
m(hm) = Zth’Yﬁ Z Oty " ay-1yQy y (0 a5 0ym)
yer y'er
1
-1 -1
= Z ayhya.y 0 Z ay-1ymi(a 5, aym)
Yer yer
-1
= Z ayhyay " m(oym)
yer
= Z ayhym(m) car m est un morphisme de H;-modules
yer
= hm(m).
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o Ty =idpyy @ soit m' € M’ puisque myjpy =idpyy, alors wi(m') = m' et Vy € T,
m1(aytm') = ay'm' car M’ est un H-module. Mais alors Yoy € I, @ (m') = m’
et 1(m') =m'.

Or on a montré que (M) C M’ donc on a bien 1(M) = M’ et mom = 7.
O

Donc M’ admet un supplémentaire (qui est égal a kerm) en tant que H-module et
H = A/(A®3z Ra) est semi-simple. O

Corollaire 2.1.14. Les radicaux Ra et Ry vérifient RaN A = Rj.

Démonstration. Ra C(A ®aRa)NA= RaNAet RyNAest un idéal bilatére nilpotent
de A donc R4 N A C R4 d'oll I'éqgalité. d

Remarque 2.1.15. La proposition 2.1.12 et le corollaire 2.1.14 sont valables pour un
groupe [ quelconque.

2.1.4 Orbites de caractéres

Dans la démonstration de la proposition 2.1.12, il apparalt que les algébres semi-
simples A/R4 et A/R, forment un systéme de Clifford pour le méme groupe I, on peut
donc leur appliquer le corollaire 2.1.8 et obtenir une bijection entre (Irr(A/Rs))/I et
(Irr(A/R4))/ . De plus, quotienter un anneau par son radical ne change pas les modules
simples donc Irr(A/R4) «> Irr(A) et Irr(A/R4) > Irr(A). On obtient donc le résultat
suivant.

Corollaire 2.1.16. // existe une bijection
Irr A)/f

(Irr A/
« Q

@]

qui vérifie : ¥ Q e (Irr A/, 3mq € N tel que

1. VxeqQ, Resﬁx:mQZf(
xeQ

2.¥xeQ Indix=ma> x
XN

2.2 Algébres symétriques

Dans ce paragraphe, on va se placer dans le contexte du chapitre 2 de [Chl09] sur
lequel est basée cette présentation. On considére un anneau O noethérien et intégra-
lement clos et A une (0-algebre qui est libre et de type fini en tant que O-module. On
suppose aussi qu'il existe une extension K de Frac(O) telle que KA = K ®¢ A est
semi-simple déployée et que A est une algébre symétrique de forme symétrisante t. On
note Ok la cléture intégrale de O dans K.
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2.2.1 Eléments de Schur
On a alors, d'apres [GP0O, chapitre 7],

Proposition 2.2.1. Pour tout x € Irr KA, il existe s, € Ok tel que

t= >y ix.

XElrr KA x

Les éléments s, sont appelés les éléements de Schur de I'algébre A.

Au paragraphe précédent, on a construit une bijection entre les orbites de Irr A
et de Irr A sous les actions de [ et [" dans le cas ol A et A forment un systéme de
Clifford. On peut donc se demander si, quand on rajoute I'hypothése de symétrie sur
ces deux algebres, on va pouvoir comparer les éléments de Schur entre deux orbites.
C'est I'objectif du paragraphe 2.3.3 de [Chl09], dans le cas d'un groupe cyclique, que
I'on va présenter maintenant.

2.2.2 Algébre symétrique tordue

Supposons que I'algébre A admet une sous-algébre A qui a les mémes propriétés
(libre, de type fini, symétrique de forme symétrisante la restriction de t a A et telle
que KA est semi-simple déployée) et qui, de plus, vérifie :

A:@anﬂ

avec C un groupe cyclique, a; € A, t(a,) =0V n# 1 et pour tousn, ' € C :

an € A%, anany € a,m/,_4 et anﬂagl = A.

On dit dans ce cas que A est I'algébre symétrique tordue de C sur A.

On a un résultat semblable au corollaire 2.1.16 pour les caractéres de Irr KA et
Irr KA mais comme le groupe que I'on considére est cyclique, les multiplicités sont
égales a 1 (cf. [Ste89, prop. 6.1]) et I'hypothése de symétrie a permis a M. Chlouveraki
de comparer les éléments de Schur.

Proposition 2.2.2 ([Chl09],2.3.15). /I existe une bijection

(IrKA)/C « (IrrKA)/C
Q « Q

telle que :

1.V x €Q, Reslax = Zf(
xeQ

2.VxeqQ, Indﬁ’%isz

XEQ
3. Zex = Ze;(

XEQ xX€Q

4. pour tous x € Q et X € Q, s, = card(Q)sy.
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2.3 Représentations de Carquois

Définition 2.3.1. Un carquois fini Q est la donnée de deux ensembles finis : Qo appelé
ensemble des sommets et Qq appelé ensemble des fléches, ainsi que de deux applications

s: Q1 — Qo
t: Q1 — Qo
appelées source et but.

Exemple 2.3.2. Pour le carquois suivant :

4 1
PN
AR a
1
5 s(C2—>3
onaQy=1{1;2;3;4;5}, Q1 ={a;B;7;0;€;m; 0} et, par exemple, s(a) =1, t(a) = 2.
On considére un corps k algébriquement clos.

Définition 2.3.3. Une représentation V' d’'un carquois Q est la donnée d’'un k-espace
vectoriel V' (x) pour tout sommet x et d’une application k-linéaire Vo, : V(s(a)) —
V(t(a)) pour toute fleche o.

Exemple 2.3.4. Une représentation du carquois

est un diagramme de la forme

V(1)

Vs
Vi
Vs

v (V(2) —= V(3).

V3
Définition 2.3.5. Un morphisme de représentations f : V — W est la donnée
d’applications linéaires f, : V(x) — W(x), pour tout sommet x, telles que les
diagrammes

V(x) —2> V(y)

‘| |s

W(x) = W)

commutent pour toute fléeche o, avec x = s(a) et y = t(a).
Le morphisme identité de V' est donné par les 1.
La composée de f : V — W avecg : U — V est définie par (f o g)x = £ o gx.
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Exemple 2.3.6. 1) Se donner un espace vectoriel E et un endomorphisme u revient a
se donner une représentation du carquois

Cl.

2) Se donner une application linéaire entre deux espaces vectoriels revient a se donner
une représentation du carquois

1—2-2.
Définition 2.3.7.
On dit qu’une représentation V de Q est de dimension finie sur k si pour tout x € @,
V/(x) est un espace vectoriel de dimension finie sur k.
Le vecteur dimension dimV € N d’une représentation de Q de dimension finie est
défini par (dmV), = dim V(x).

Pour d € N®, on notera Rep(Q, d) la catégorie des représentations du carquois Q de
dimension d.
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CHAPITRE 3

Géomeétrie

Ce chapitre est majoritairement consacré a I'étude des variétés quasi-projectives
complexes, munies d'une action de C* et ayant un nombre fini de points fixes. Dans le
cas d'une variété normale X, nous généraliserons la construction d'un ordre sur XC,
faite dans [Gor08, 5.4] pour une variété X lisse, puis nous montrerons que cet ordre est
compatible avec un morphisme C*-équivariant, surjectif et projectif, ou avec I'action
de quotienter par un groupe fini.

3.1 Quotient catégorique

Définition 3.1.1. Soit G un groupe algébrique agissant régulierement sur une variété
affine €. La variété quotient £//G est définie par la propriété universelle suivante :

il existe un morphisme de variétés m : £ — £//G tel que si F est une variété et si
f : € — F est un morphisme de variétés constant sur les G-orbites alors il existe un
unique morphisme de variétés f : £//G — F tel que le diagramme suivant commute

5\§;\\ 4 //G{”]?

£//G

L’'existence de cette variété quotient n’est pas systématique. Cependant, le théoréeme
suivant affirme que le quotient d'une variété affine par un groupe réductif existe tou-
jours.

Théoréme 3.1.2 ([BS02] et [Bor70], proposition 11.6.16). Soit A une k-algebre de type
fini sur un corps commutatif k et G un groupe algébrique réductif agissant sur A par
automorphismes de k-algébres. Alors la sous-algébre A® des invariants sous I'action de
G est de type fini sur k et la variété affine Spec(AC) vérifie la propriété universelle de
la définition 3.1.1.

Ainsi, si G est un groupe réductif et £ une variété affine, on peut définir la variété
£//G comme la variété affine ayant pour anneau de fonctions k[£]°.

3.2 Décomposition de Bialynicki-Birula

On considére une variété complexe quasi-projective munie d'une action réguliére de
C*. Soit x € X, on peut s'intéresser, si elle existe, a la limite de A - x quand X tend
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vers 0 ou vers I'infini. Cette limite sera alors un point fixe.

Réciproquement, si I'on prend un point fixe xg € X&', on peut s'intéresser a I'en-
semble des points attirés sous |'action de C* par ce point fixe, c'est le but de la
définition suivante.

Définition 3.2.1. Soit xo € X©', I'ensemble X,, = {x € X, limy0X-x = xo} est
appelé ensemble attractif de xg.

Dans le cas d'une variété projective, la limite existe toujours (cf. lemme 2.4.1 de
[CG10]). On obtient donc une partition de la variété X, appelée décomposition de

Bialynicki-Birula :
X= 1] X

xEXC*

Exemple 3.2.2. Déterminons la décomposition de Bialynicki-Birula de X = PN(C)
munie d'une action de C* de la forme t - (xg : -+ : xny) = (t"0xg : -+ 1 t"Nxp).
e Cassimple : On suppose d’'abord que wog = 0 < wy < --- < wy et on comprendra
facilement ce qu’il se passe dans des cas plus compligués.

Sixg # 0 alors (xp : -+ : xn) est fixe si et seulement x; = xp = -+ = xy =0
etsixo=0alorst-(0:xy:---:xy)=0(0:x3:t"2Mxy oo t"NWixy) et
donc, six; #0, (0:xy ;- - xy) est fixe si et seulement si x, = -+ = xy = 0.
On voit donc que dans ce cas on a N + 1 points fixes : pg = (1 :0:---:0),
pr=(0:1:0:---:0),...,py=(0:---:0:1).
Un point x = (xg : ... : xy) est dans I'ensemble attractif correspondant au point
fixe pp=(0:---:0:1:0:---:0), ot le 1 est situé sur la coordonnée numéro
i, Si:
pi = |im(tWOX0 N tWNXN)
t—0

= tliirg)(tWO’W"xo S DTG g nxg s e T Wi g s VT i),
Et comme pour0 < k< i—1, we—w; <0, ceci implique que xg = + -+ = xj_1 =
0.
Donc PN(C)p, = {(0: -+ :0:1:x41: - :xn), xi € C}. Et on a bien la
décomposition

N
PN(C) = | |PN(C)p,
i=0

De plus, PN(C),, = UPN(C)pj.
Si

e (Cas général : Pour c;écr/re la décomposition de Bialynicki-Birula sans hypothése
sur les w;, on partitionne I'ensemble {0,...,N} = GG U---UC, ou C; = {k €
{0,.... N}, wy = ¢} avecc1 < ¢ < -+ < ¢ . Les points fixes sont alors de la
forme (xp : --- 1 xy) ouVj & Ci, x; =0 et 3j € C; tel que x; # 0. On peut donc
décomposer PN(C)®" en composantes connexes Wy U --- LI W, ou pour tout i,
W; est isomorphe a PIGI=1(C) car

Wi={(xo: - :xn)ouVj¢ C, xi =0 et 3j € G tel que x; # 0}.

On note alors PN(C); = U PN(C), qui est la réunion des ensemble attractifs
xeW;
correspondant aux points fixes dans la i€™ composante. Il est de la forme :
PN(C)i ={(yo: - : yn) € PN(C) tels que 3j € C;, y; #0 et
RS CGuU---uG_q, yj:O}
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et il est donc isomorphe a PIGI=1(C) x AlG+l++CI(C). Son adhérence est
isomorphe a PIGI++IGI=1(C) et PN(C); = U PY(C)x.
k=i
De plus, si x est un point fixe contenu dans la composante W;, on peut montrer que
I'ensemble attractif PN(C), est fermé dans PN(C);. En effet prendre la limite revient a
projeter sur la composante P!S1=1(C) de PN(C);, donc si I'on note p cette projection,
onazePNC), <« p(z) = x donc PN(C), = p~1{x} est fermé dans PN(C);.

On fera par la suite I'hypothése suivante :

Hypothése. X est une variété qui a un ensemble fini de C*-points fixes.

Mais on pourra se référer a [BB73] pour un cadre plus général.

Définition 3.2.3. Si I'on peut ordonner les points fixes x1, ..., x, de maniére a ce que
pour tout 1 < i < n, UXXJ soit fermé, alors la décomposition est dite filtrable.

J<i
Si de plus pour tout i, I'ensemble X_x, est une union d’ensembles attractifs Xy;, avec
j < i alors elle est dite stratifiable.

Exemple 3.2.4. La décomposition de Bialynicki-Birula de PN(C) que I'on a vue a
I'exemple 3.2.2 est stratifiable.

Ces propriétés de la décomposition vont nous intéresser par la suite, on aimerait donc
savoir quand elles sont valables. Dans cette optique, A. Bialynicki-Birula a démontré
le résultat suivant dans [BB76] :

Proposition 3.2.5. S/ /a variété X est lisse et projective alors la décomposition est
filtrable.

3.3 Ordre sur les C*-points fixes

Cette décomposition de la variété liee aux C*-points fixes va nous permettre de
définir un ordre sur ces points fixes.

3.3.1 Deéfinition

On considére comme précédemment une variété complexe quasi-projective munie
d'une action de C* et qui a un nombre fini de points fixes sous cette action.

Par unicité de la limite, deux ensembles attractifs correspondant a deux points fixes
distincts sont disjoints. Par contre, I'adhérence de |'un peut rencontrer I'autre. C'est
sur ce principe que |. Gordon a construit un ordre partiel sur les C*-points fixes d'une
variété de carquois lisse dans [Gor08, 5.4]. Mais on va voir que cette définition est
valable dans un cadre plus général.

La relation xRy si et seulement si X, N X, # 0, pour x et y € X©', est clairement
réflexive mais pas transitive. On va donc s’intéresser au préordre engendré par cette
relation.

Définition 3.3.1. Soient x et y € X©", on dit que x < y si et seulement si
il existe xq, ..., x, € X© tels que x; = x, x, = 3%

et quel que soit 1 <i<r—1, X, N Xy, # 0.
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Onnoterax <ysix<yetx#y.

Par contre la relation ainsi définie ne sera en général pas antisymétrique. Sans hypo-
theéses supplémentaires sur la variété X, on ne peut donc définir, par ce moyen, qu'un
préordre. Notons que I'on définit ce préordre méme dans le cas ol la variété n'est pas
projective. Dans ce cas, la variété ne se partitionne pas nécessairement en ensembles
attractifs mais on peut quand méme définir le préordre.

3.3.2 Cas d’une variéteé lisse

On a vu au paragraphe 3.2 que si la variété est lisse alors la décomposition est
filtrable. Dans ce cas, la relation que nous venons de définir sera antisymétrique.

Proposition 3.3.2. Si la décomposition est filtrable alors le préordre < est un ordre.

Démonstration. Supposons que |'on peut ordonner les points fixes xq, ..., x, de maniére
a ce que pour tout 1 < 7 < n, UXXJ soit fermé. Il suffit alors de montrer que la
<i
relation est antisymétrique en la cJomparant a l'ordre usuel < sur I'ensemble {1, ..., n}
des indices. Supposons que I'on ait X_X,ﬂXXj # (). Comme X, U---U X, est un fermé
contenant X, on a X, C Xy, U---U X,,. On obtient alors (X,, U--- U X)) N Xy, # 0
donc il existe 1 < k < i tel que X, N Xy, # (), soit k = j et alors i > j. On a donc
montré que si Xy, N X, # () alors i > j, ce qui prouve |'antisymétrie. [

3.3.3 Cas d’une variété normale

Si X est normale alors, selon le théoréeme 1 de [Sum74], on peut construire un
plongement C*-équivariant et localement fermé de X dans un espace projectif PV(C)
qui est muni d'une action de C* de la forme t- (xo : ... : xny) = (t"0xg © ... : t"Vxp).
Par continuité et C*-équivariance de ce plongement, le préordre que I'on a défini sur
X" sera alors fortement li¢ a la décomposition de Bialynicki Birula de PV(C) que I'on
a décrite a I'exemple 3.2.2. Cette propriété va entrainer I'antisymétrie de la relation
sur X©'.

Théoreme 3.3.3. S/ X est une variété complexe, quasi-projective et normale alors la
cléture transitive de la relation de la définition 3.3.1 est une relation d’ordre.

Démonstration. |l suffit de montrer que la relation engendrée par x < y <= X, N
Xy # 0 est antisymétrique. Notons ¢ le plongement X — PN(C). Soient x et y € X©
tels que X, N X, # 0 et X, N Xy # (. Tout d'abord, par C*-équivariance de ¢, t(x) et
t(y) sont deux C*-points fixes de PN(C). Supposons que t(x) € W; et t(y) € W;. Par
continuité de ¢, on a t(Xy) C t(Xx) (car t71(t(Xy)) est un fermé contenant X, donc il
contient X, ). On a aussi t(Xx) C PY(C),() € PY(C);. Ainsi I'nypothése X, N X, # 0
et X, N Xx # 0 implique PN(C);nPN(C); # 0 et PN(C);NPN(C); # 0 et en appliquant
la proposition 3.3.2 et le fait que PN(C); = U PN(C) (cf. exemple 3.2.2), on obtient
ki
que i = j. Donc nécéssairement t(x) et t(y) sont dans la méme composante W;. Or
on a vu que les ensembles attractifs étaient fermés (et disjoints) dans PN(C); donc

PN(C),(x) NPN(C),(yy # 0 implique t(x) = (y) soit x = y. O
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3.4 Compatibilité du préordre avec certains types de mor-
phismes

Par la suite, on va chercher a relier des ordres géométriques construits sur des
variétés différentes afin de généraliser la définition de |. Gordon. Il sera donc intéressant
pour nous de savoir si le préordre que nous venons de définir, qui est un ordre dans
certains cas, est compatible avec certains morphismes.

3.4.1 Cas d’un morphisme C*-équivariant, surjectif et projectif

Soient X et Y des variétés quasi-projectives, munies d'une action de C* et admet-
tant un nombre fini de points fixes sous cette action. On suppose que X admet une
décomposition de Bialynicki-Birula de la forme :

X:|_|XX

xEXC*

et qu'il existe un morphisme m : X — Y qui est C*-équivariant, surjectif, projectif
(et donc fermé).

Comme T respecte la C*-action sur ces deux variétés, il est naturel de se deman-
der s'il va conserver les préordres définis a partir de cette action. Commencons par
comparer les points fixes et les ensembles attractifs.

Proposition 3.4.1. 7(X®) = Y©

Démonstration. L'inclusion w(X®) c Y vient du fait que 7 est continu et C*-
équivariant.

Pour I'inclusion inverse, prenons y € YT et considérons la fibre m=%(y). C'est une
variété projective (car m est projectif) qui est munie d'une action de C*, donc par
le méme argument que celui donné aprés la définition 3.2.1, elle admet un point fixe
xem (y)nX©. U

Comme dans le paragraphe précédent, pour x € X, on note X, I'ensemble attractif
correspondant a x et de méme, pour y € Y, on note Y, I'ensemble des points attirés
par y. On a alors :

Proposition 3.4.2. Y, = U m(Xy)
xeXC*
m(x)=y
Démonstration. On raisonne par double inclusion :
e soit x € XC et z € X alors limy_,0\ -z = x et comme T est continu et
C*-équivariant on obtient limy_o A - m(z) = 7r(x) et donc m(Xx) C Yr(x)
e soit w € Y, alors comme 7 est surjectif il existe z € X tel que w = 7(z)
mais d'aprés la décomposition de Bialynicki Birula de X, il existe x € X©" tel que
z € X, mais alors comme on vient de le voir y = limy_o A-w = limy_g A-7(z) =
m(x).
[

Corollaire 3.4.3. S/ X admet une décomposition de Bialynicki-Birula de la forme
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X = |_| Xy alors Y se décompose aussi en ensembles attractifs et sa décomposition

xEXT .
s’obtient a partir de celle de X :

y= || U =X

yeYC" xexC*
m(x)=y

Démonstration. Cela vient du fait que 7 est surjectif. ]

Supposons maintenant que I'on a construit, sur le modéle du paragraphe précédent,
deux préordres sur X€ et YC que I'on note <. Montrons qu'ils sont compatibles avec
le morphisme Tr.

Lemme 3.4.4. Si w est un morphisme fermé alors tout sous-ensemble E de X vérifie
m(E) = n(E).

Preuve. Il est clair que m(E) C m(E) car T est continu et comme on a toujours
m(E) C w(E) qui ici est un ensemble fermé car m est fermé, I'inclusion inverse est
vérifiée. O

Proposition 3.4.5. Si x et x’ sont deux points fixes de X tels que Xy N Xy # O alors
Y N Ya(xry # 0.

Démonstration. A la proposition 3.4.2, on a vu que T(Xy) C Yo (x) et d'apres le lemme
3.4.4, on a m(X) = m(Xy) alors, comme ici X, N X, # 0, on obtient

0+ W(X_Xﬂ X)) C W(Yx) NT(Xe) = m(Xy) NT(Xye) C Y7r(x) N Y'/r(x’)-

Corollaire 3.4.6. Si x < x" alors m(x) < w(x").

Démonstration. Cela vient de la définition du préordre qui est la cléture transitive de
la relation X, N Xy # 0 ainsi

x<x' = Ix1=x, x0,....xm=x"€ X tels que Vi : X N Xy # 0.

En appliquant la proposition on construit des éléments de YC' 7(x;) = 7(x), 7(x0), ...,
T(xm) = m(x') tels que Vi 1 Yi() N Xn(x.,) 7 0 et donc w(x) < m(x). O

Proposition 3.4.7. Siy et y’ sont deux points fixes de Y tels que Vy NY, # 0 alors
il existe x,x' € X© tels que m(x) =y et w(xX') = y' et X, N Xy # 0.

Démonstration. D'aprés la proposition 3.4.2, le lemme 3.4.4 et, du fait que X est
fini, Y, N'Y, # 0 implique :

0 A [ U x| U =X
xeXC"* x'eXC"
m(x)=y m(x")=y'

= U &[N U =X
xeXC* x'eXC*
T(x)=y m(x)=y’
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donc il existe x, x' € X® tels que m(x) = y et m(x') = y' et T(Xy) N 7w(Xy) # 0.

On peut alors choisir a € X, et B € Xy tels que m(a) = 7(B) mais d'aprés la
décomposition de Bialynicki Birula de X, il existe z € X© tel que a € X,. En appliquant
T aux égalités limy oA -a = z et limy_o X\ - B = x’ et en utilisant que 7(a) = 7(B)
on obtient que m(z) = m(x’) = y’. On a donc construit x,z € X® tels que w(x) =y
et m(z) =y et X, N X, # 0. O

Corollaire 3.4.8. Si m(x) < w(x") alors il existe x1, X2, X5, X5, ..., xm ou x, tels que
m(x1) = m(x), T(xm) = 7w(x), pour tout 2 < i < m—1, n(x;) = w(x!) et pour
1<i<m—1,x < xjy1 i estimpair et xj < x{,, si i est pair.

Démonstration. Si m(x) < m(x') alors il existe y; = 7(x),y2, ..., ym = T(x') € YT
tels que Y_y, NY,,, # 0 pour tout i. Mais alors la précédente proposition montre
I'existence de points fixes x1, x2, x5, xé, X3, X4, ... de X tels que, par exemple Y_ylﬂ Yy, #
D = XqNXy, ZDet Y, NY,, #0 = X_XéﬂXXé # (), soit par définition x; < x» et
x5 < x5. On a donc bien m(x;) = w(x!) = y; pour tout i et x; < xj41 Si i est impair et
Xj < x{_q sl i est pair. O

Remarque 3.4.9. Le fait que le dernier point s'écrive xp,, ou x), dépend de la parité
de m : si m est pair alors on aura des points xi, x>, xé,xé, ..., Xm et sinon les points
seront notés xi, xa, x5, xé, ..., X\, pour des raisons de cohérence avec les notations du
corollaire. Par la suite, on notera toujours x,, afin d'alléger les notations.

Le morphisme 7 est donc compatible avec le pré-ordre géométrique puisqu’il vérifie,
pour x et x' € X©" :

m(x) < w(x') <= il existe x1,x0, X5, %}, ..., xm € XC tels que m(x1) = 7(x),
T(xm) = m(x"), pour tout 2 < i< m—1, m(x;) = m(x!)
et pour 1 <i<m—1, x; < xj41 Sl i est impair
et x{ < x{,; si i est pair.

3.4.2 Quotient par un groupe fini

On va maintenant étudier un cas particulier du paragraphe précédent. On suppose
qu'un groupe fini G agit régulierement sur la variété X et que cette action commute
avec celle de C*. On peut donc considérer la variété quotient X /G et étudier sa dé-
composition de Bialynicki-Birula. On note 7 la projection X — X /G, ce morphisme est
bien C*-équivariant, surjectif, fermé et projectif, il vérifiera donc toutes les propriétés
énoncées au paragraphe précédent mais la plupart vont pouvoir étre étendues.

Pour commencer, on a bien (X/G)® = 7(X®") mais ici, tous les points de la fibre
7 1(y), avec y € (X/G)T, vont étre fixes :

Proposition 3.4.10. Soit x € X, alors w(x) € (X/G)® <= x € X*".

Démonstration. Si m(x) est fixe, alors V A € C*, (X - x) = 7(x). Donc I'ensemble
{X-x, A € C*}, qui est connexe, est inclus dans m~*{m(x)} qui est fini. Il est donc
réduit au point x qui est fixe. ]

Remarque 3.4.11. On a donc une bijection entre X¢ /G et (X/G)® . Comme G est
fini, ceci implique que X< est fini si et seulement si (X/G)C" est fini.

On peut aussi améliorer le résultat du corollaire 3.4.3 grace au lemme suivant :
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Lemme 3.4.12. [7(X,) N7(Xy) # 0] & [7(x) = 7(x)] & [71(Xy) = 7(Xy)].

Preuve.

o Sim(Xy)Nm(Xy) # 0 alors il existe z; € X, et z; € X, tels que 7(z;) = 7(z)
et donc il existe g € G tel que z; = gzj. Alors V X € C* A~ zi = g(\ - z;) et en
appliquant 7 et en faisant tendre X vers 0 on obtient que 7(x;) = 7(x;).

o Sim(x;) = m(x;), il existe g € G tel que x; = gx;. Alors soit y € m(X,,), il existe
zi € Xy, tel que y = (z) = (g tz) € T(Xx;). Donc m(Xy,) C m(Xy;) et on
peut aisément échanger les roles de i et j pour obtenir I'égalité.

O

En prenant, pour chaque point fixe y € (X/G)®, un représentant x, € 7~ *(y), on
obtient donc une décomposition de la forme

X/G= || =X

ye(Xx/6)=

Deux éléments x et x’ dans la méme orbite donnent des ensembles attractifs qui
s'envoient sur le méme ensemble par 7 et cet ensemble est égal a (X/G)nr(x) d'apres
la proposition 3.4.2. Alors si I'on décompose X = X; U---U X, en orbites sous
I'action de G et que pour tout 1 < j < r on choisit un élément x; dans X; alors la
décomposition de Bialynicki-Birula de X /G est

X/G = |_| m(Xs)-
j=1

L'égalite w(Xx) = (X/G)x(x) nous permet de construire un morphisme surjectif
Tx @ Xx = (X/G)r(x) qui correspond a la restriction de 7 a X,. Il est alors naturel
de se demander s'il ne permettrait pas "d’'identifier" les ensembles attractifs.

Proposition 3.4.13. Soit x € X%, on définit Gy, = {g € G, gx = x} alors 7, induit
un morphisme bijectif entre Xy /Gy et (X/G)n(x).-

Démonstration. Soient z et z' des éléments de X, qui vérifient 7(z) = 7(2’) alors il
existe g € G tel que z = gz’ mais alors

=lmX-z=lmg\-2)=
x A—0 z }\~>Og( Z) £

donc g € G,.
O

Enfin, comme les actions de G et de C* commutent, on a clairement Xg., = g- Xy
et donc, dans ce cas, les deux pré-ordres vont se correspondre par le quotient de
maniére beaucoup plus simple que dans le cas général.

Proposition 3.4.14. Soient x et y € X%,
m(x) <7(y) < F g€ G tel que x < gy.
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Démonstration. On a, comme au paragraphe précédent :

m(x) < 7(y) <= 3 x1,%,%, x5, ..., xm € XT tels que m(x1) = m(x),

T (xm) = 7(y), pour tout 2 < i< m—1, m(x;) = m(x})
etpour 1 <i<m—1, X, NXy,, #0siiestimpair et
Xy N Xt | F () si i est pair,

= I x1,x,%, X5, ..., xm tels que I g1 € G, x=g1 - xy et
dgm € G, xn=gn-y, pourtout2<;i< m—1,3g; € G,
tel que x; = gjx! si i est pair et x/ = gjx; si i est impair
etpour 1 <i<m—1, X,,NXy,, #0siiestimpair et
Xa N Xy | # () si i est pair,

<= I x1, %5, X3, X}, .. Xm €t 3 g1, 8, ..., 8m € G tels que
xX=g-x1etxp=gn-y, pourtout2<i<m—-1:
Xer-gixq ( Xgygii1oxt,, 7 0 si i est impair et
Xy gix N Xg1~~~g;+1-x,f+1 # () si i est pair,

— dg=g1-gn€Gtelquex<g-y
O

Remarque 3.4.15. Ainsi, dans le cas, par exemple, oti G agit trivialement sur les points
fixes de X, les deux pré-ordres sont équivalents. De plus, par cette correspondance,
I'antisymétrie de la relation d’'un cété, entraine la bonne définition de I'ordre de I'autre
coOté.
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Deuxiéme partie

Algebre de Cherednik d’un
sous-groupe distingué
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Introduction

Un des principaux objectifs de cette thése est de généraliser la construction faite
dans [Gor08] pour certains paramétres d'un ordre géométrique sur les blocs de Calogero-
Moser de G(£, 1, n) a I'’ensemble des paramétres pour G(4,1, n) puis a G(¢, e, n).

Nous aurons donc besoin de comparer les partitions de Calogero-Moser de G (¥, 1, n)
et de G(£, e, n). Ce travail a déja été fait dans [Bel, 6.10]. Dans le cadre plus général
ou K <1 W sont deux groupes de réflexions tels que le quotient W /K = C est cyclique,
G. Bellamy a construit dans [Bel, 8§4] une bijection entre la partition de Calogero-
Moser de W et les orbites de la partition de Calogero-Moser de K sous I'action de
C. Au théoréeme 6.1.4, nous allons étendre ce résultat au cas ol le quotient est abélien.

Cette partie débutera par une présentation des algebres de Hecke et des algebres
de Cherednik associées a un groupe de réflexions complexe.
Au chapitre 5, on rappelera la construction faite dans [Bel], pour deux groupes

de réflexions K <« W, de la sous-algébre H.(K) de H.(W) dont les simples et les
blocs sont en bijection avec ceux de H.(K). Puis on montrera que les algébres H.(W)

—~—

et H.(K) forment un systeme de Clifford, ce qui nous permettra d'appliquer les ré-

sultats du paragraphe 2.1 pour énoncer a la proposition 5.1.5 que rad <HC(W)> =

Ho(W) ®N) rad <HC(K)>. Ce résultat nous permettra entre autre de montrer le
théoréme 5.3.7 :

Théoréme. A équivalence prés, le diagramme suivant est commutatif :

) mod <= C[K]-mod

1 I

)-mod <L— C[W]-mod

ol les foncteurs LY et LK sont liés & la définition des bébés modules de Verma qui
sera présentée au chapitre 4.

Le dernier chapitre de cette partie sera consacré a la généralisation au cas abélien
non cyclique des résultats de [Bel].
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CHAPITRE 4

Algebre de Cherednik et algébre de Hecke associées a un
groupe de réflexions complexe

4.1 Groupes de réflexions complexes

4.1.1 Réflexions complexes

On considére un C-espace vectoriel ) de dimension finie.

Définition 4.1.1. Un isomorphisme non trivial s de b est une pseudo-réflexion s’il agit
trivialement sur un hyperplan de b.

Les hyperplans fixés par des pseudo-réflexions sont appelés les hyperplans de ré-
flexions et pour H un hyperplan correspondant a une pseudo-réflexion s, on notera o
une forme linéaire sur b telle que ker as = H. Donc si s’ est une autre pseudo-réflexion
fixant H alors as et ag sont proportionnelles. On choisira aussi un élément vs € b qui
engendre le supplémentaire s-stable de H et tel que as(vs) = 1 — det(s)™ L.

Remarque 4.1.2. Le choix de as et vs entraine que toute pseudo-réflexion s Vérifie :
V heh, h—s(h)=—det(s)as(h)vs.

De plus, un isomorphisme de by agit naturellement sur b* de la maniéere suivante :
soient f € b*, he€ h et g € GL(h) : (g-f)(h) = f(g=* - h). On a alors, pour toute
pseudo-réflexion s :

Y Feb f—s(f) = f(vs)as.

Et en particulier, s(vs) = det(s)vs et s(a) = det(s) tas.

4.1.2 Groupes de réflexions complexes

Définitions et exemples

Les pseudo-réflexions complexes vont nous amener a définir une famille de groupes
finis qui englobe les groupes de Coxeter finis : les groupes de réflexions complexes.

Définition 4.1.3. Un groupe de réflexions complexe est un sous-groupe fini W de
GL(b) engendré par des pseudo-réflexions.
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On gardera par la suite la notation W pour un groupe de réflexions.

Par exemple, le groupe de permutations &, est un groupe de réflexions : on le voit
comme le sous-groupe de GL(C"™) qui est engendré par les matrices de transposition
qui sont des réflexions.

A un groupe de réflexions complexe W, on associe Sy |'ensemble des pseudo-
réflexions de W et oy celui des hyperplans de réflexions de W. Pour tout H €
ay, on note Wy le fixateur de H. C'est un groupe cyclique d'ordre ey = |Whyl|.
Ses représentations peuvent donc étre décrites de la maniére suivante : si on note
dety = dety,. alors Irr(Wy) = {det},, 0 <j < ey —1}.

Le groupe W agit sur I'ensemble &, et, pour deux hyperplans dans la méme
orbite C, leurs fixateurs seront conjugués, ils auront donc le méme ordre, que I'on peut
noter ec et le méme ensemble de caractéres irréductibles, que I'on va noter Irr(We).
L'ensemble

U= |_| lrr(We)
Cedy /W
est donc en bijection avec I'ensemble des paires (C,j), ou C est une orbite de oy
sous l'action de W et 0 <j < e — 1.

Les groupes de réflexions complexes irréductibles ont été classifiés dans [ST54] :

Théoréme 4.1.4 (Shephard-Todd). L'ensemble des groupes de réflexions complexes
irréductibles est décrit, a isomorphisme preés, par :

e |a série infinie des groupes imprimitifs G(£,e, n), ou £, e et n sont des entiers
non nuls tels que e divise £, composés de matrices monomiales de taille n telles
que
— le seul terme non nul sur chaque colonne est une racine £°™ de ['unité
— le produit de tous les termes non nuls est une racine f'eme de I'unité.

e 34 groupes exceptionnels.

On retrouve le groupe symétrique puisque &, = G(1,1, n), il est irréductible au sens
ol il n'est pas décomposable en un produit de groupes mais la représentation par
permutation C” n’est pas irréductible. Le groupe diédral k(n) = G(n, n,2) apparait
dans la série infinie, ainsi que les groupes cycliques uy, = G(¢,1, 1), les groupes de Weyl
de type D, = G(2,2,n) et de type B, = G(2,1, n). Plus généralement, le groupe de
réflexions G(¢,1, n) est isomorphe au produit semi-direct uy x &,.

Caractérisation des groupes de réflexions complexes

Un sous-groupe G de GL(h) va agir naturellement sur I'algebre symétrique C[b].

On peut identifier cette algébre a celle des fonctions polynomiales sur b qui est une
algébre de polynémes C[Xi, ..., X,], oti n = dimc h. On note alors C[h]© I'algébre des
fonctions polynomiales invariantes sous I'action de G.
Par exemple, le groupe &, agit sur C[Xy, ..., X,] par permutations des indéterminées
et C[Xy, ..., X,]® est une algébre de polynémes, engendrée par les n polynémes sy-
métriques élémentaires. Cette propriété caractérise en fait les groupes de réflexions
complexes (cf. [ST54] et [Cheb55]) :

Théoréme 4.1.5 (Shephard-Todd, Chevalley, Serre). Soient b un C-espace vectoriel
de dimension n et G un sous-groupe fini de GL(h). Alors :

G est un groupe de réflexions si et seulement si il existe f, ..., f, des éléments homo-
genes de C[h]€ et algébriquement indépendants tels que C[h]® = C[f, ..., f,].
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De plus, lorsque ceci est vérifié, si I'on note d; := deg(f;) pour 1 < i < n, alors les
entiers d; ne dépendent que de G, sont uniques a permutations prés et vérifient :

() |G| = Hd = dim¢ C[Eﬂ

n

(if) card(Sg) =Y (di —1).

i=1
On note ici < C[h]¢ > I'idéal de C[h] engendré par les éléments homogénes de C[h]©
de degré strictement positif.

La caractérisation algébrique des groupes de réflexions entraine une caractérisa-
tion géométrique. En effet, si G est un sous-groupe fini de GL(h), on peut définir la
variété quotient h/G comme la variété algébrique affine dont I'algébre des fonctions
polynomiales est C[h]¢ (cf. §3.1). On a alors :

Corollaire 4.1.6. G est un groupe de réflexions < /G est une variété lisse.

D'apres le théoreme 4.1.5, si W est un groupe de réflexions alors h/W est isomorphe
a b mais I'isomorphisme n'est pas canonique.

Remarque 4.1.7. Si W est un groupe de réflexions qui agit sur by, il ne va pas agir
comme un groupe de réflexions sur b x b*, la variété (h x h*)/W sera donc singuliére.

Exemple 4.1.8. Pourh = C, W = G(2,1,1) ~ up agit sur h x b* paro - (x,y) =
(—x,—y), on a C[h x p*]" = C[X?, Y2, XY] =~ C[A, B, C]/<C? — AB> et donc
(h x b*)/W = {(a, b, c) € A3, c® = ab} est un céne.

N

La variété (h x b*)/uo

4.2 Algebres de Hecke

4.2.1 Deéfinition générale et algebre de Hecke cyclotomique

On note h™9 I'espace h auquel on a enlevé les hyperplans de @y . |l est stable sous
I'action de W. On note aussi Byy = m1(h™9/W, xp) le groupe de tresses associé a W,
avec xg € h™9. On considére {q,, u € U} un ensemble d'indéterminées et pour un

entier positif e on note (. = exp (”—F)

Définition 4.2.1. Soit R = C[q}t, u € U], on appelle algébre de Hecke de W sur R
le quotient H(W') de R[Bw/] par les relations :

H (Th — CJ,;CQ(CJ)) =0,
0<<ec

pour tout H € at\y, C l'orbite H, et Ty le générateur de la monodromie autour de H
(cf. par exemple [BK02, 2.A]).

o7



CHAPITRE 4. ALGEBRE DE CHEREDNIK ET ALGEBRE DE HECKE
ASSOCIEES A UN GROUPE DE REFLEXIONS COMPLEXE

Remarque 4.2.2. Quand on prend la spécialisation q(c jy — 1, on retrouve la présenta-
tion par générateurs et relations de I'algebre de groupe C[W] (cf. [BM04] et [BMR98]).
L’algebre de Hecke peut donc étre vue comme une déformation de I'algebre de groupe
C[W] : on déforme la multiplication en introduisant des paramétres q,.

Pour la suite de ce mémoire, on va faire I'hypothése suivante, qui est vérifiée pour les
groupes de réflexions G (¥, e, n) qui vont nous intéresser par la suite (cf. [BMM99, 1.17
et 1.18]).

Hypothése. L'algebre H(W) est libre de rang |W| en tant que R-module et il existe
une forme linéaire t : H(W) — R qui est une forme symétrisante pour la R-algébre
H(W). De plus, par la spécialisation d(c,j) — 1. la forme t devient la forme canonique
sur I'algebre de groupe C[W].

Soit q une indéterminée (ou un élément de C*) et m = {m(¢ jy} des entiers rela-
tifs. On considére la spécialisation R — C[q™1], dcc,j) — 9™, l'algebre de Hecke
associée a cette nouvelle donnée sera appelée algebre de Hecke cyclotomique de W
sur C[q™!] et notée Hqm(W).

4.2.2 Représentations des algebres de Hecke

Le résultat suivant (cf [Chl09, prop 4.3.4]) est utile pour étudier les représentations
des algébres de Hecke :

Théoréme 4.2.3. I/ existe un entier r tel que si z est une racine r'€m¢ de q, alors
I'algébre C(z)Hqm(W) := C(z) @cjqt1] Hqm(W) est semi-simple déployée.

Ainsi, par le théoréeme de déformation de Tits (cf [GPOO, 7.4.6]), on a une bijection
entre les modules simples de cette algebre et ceux de I'algebre de groupe C[W/]. On
peut donc écrire :

Irr (C(z)Hqm(W)) = {VEn,, E €lrrCIW]}.

D’aprés I'hypothése que I'on a faite, I'algébre Hqm(W) est munie d’'une forme
symétrisante t : Hqm(W) — C[q*!]. Cette structure d'algébre symétrique va na-
turellement s’étendre a I'algebre C(z)Hq,m(W) par extension des scalaires. On notera
encore t : C(z)Hqm(W) — C(z). D'aprés la proposition 2.2.1, il existe alors des
éléments de Schur {sg, E € Irr C[W]}, qui sont des polynémes de Laurent en z tels

que
1
t p— —_—
E £ XE
E€lrr C[W]

oll xg est le caractére du module simple V.
Ces éléments vont nous permettre de définir la a-fonction de Lusztig qui joue un role
primordial dans I'étude des représentations des algebres de Hecke (cf. [Lus03]).

4.2.3 Fonctionsa et A

Comme les éléments de Schur sont des polynémes de Laurent en I'indéterminée z,
on peut parler de leur valuation et de leur degré en z (ou en q).
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Définition 4.2.4. Soit E € lrr C[W], on pose

d
et Am(E) = degy(se) = ﬁ

_ val(sg)

am(E) = —valg(sg) = p

Ces fonctions nous permettent de munir I'ensemble Irr W d'un ordre partiel en posant,
pour E et F des C[W]-modules simples,

E<qF<=an(E)<am(F)ouE=F.

On appelle cet ordre I'ordre de la a-fonction et on construit de la méme maniére
I'ordre de la A-fonction.

4.3 Algebres de Cherednik

En 1992, I. Cherednik a introduit une famille d’'algébres, dites algébres de Hecke
doubles affines (cf. [Che91] et [Che92]). En 2002, P. Etingof et V. Ginzburg ont
étudié dans [EGO02] des dégénérescences rationnelles de ces algebres, qu'ils ont appelées
algebres de Cherednik rationnelles. Ce sont des cas particuliers des algebres de réflexions
symplectiques pour des groupes de réflexions complexes.

4.3.1 Deéfinition

On considére une famille de parametres complexes {t, ¢s ; s € Sw}, qui a la
propriété suivante :

cs = Co Si les réflexions s et s’ sont conjuguées.

Le groupe W C GL(bh) agit naturellement sur T(h & b*), I'algébre tensorielle sur C.
La définition suivante est tirée de [Mar] :

Définition 4.3.1. L'algébre de Cherednik rationnelle Hy (W) associée au groupe de
réflexions W et aux paramétres t et c est le quotient de T (h@®h*)x W par les relations :

< s,y >< X, Vs >
S

n _ n— =
[XYX]_OY [Y,Y]—Ov et[y'X]_t<X'y>_ZCS <as|V$>

seSw

ol < , > est la forme bilinéaire définie par dualité de b et h*, x,x' € b*, y,y' € h et
les éléments as et vs correspondent a ceux définis au paragraphe 4.1.1.

C'est une algebre Z-graduée avec deg(h) = —1 et deg(h*) = 1.

Par définition, il existe différents morphismes des algebres C[h], C[W] et C[h*]
dans H; .(W). Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (cf. [EG02, 1.3]) entraine que
ces morphismes sont injectifs :

Théoréeme 4.3.2. La multiplication définit un isomorphisme de C-espaces vectoriels :

Clh] ®c C[W] &c C[h] — Hy,o(W).
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Comme nous I'avons vu au paragraphe 4.1.1, si deux pseudo-réflexions s et s’ fixent
le méme hyperplan alors ag et ag sont proportionnelles, de méme pour vs et vy. Elles
correspondront donc & la méme fraction =%2XZ=X%¥>_On peut alors les regrouper dans
la somme qui définit la relation de commutation entre x et y. Cela donne une définition
de I'algebre de Cherednik liée a un autre systéme de paramétres. Soit {h,, v € U} un
ensemble de nombres complexes, ou U = |_| Irr(We). En posant h¢ gy = 0 pour

cedy /W
tout C, et pour s € Wy, avec H € C :

ec—1
s = Y _ det(s) I (he) — hejon),
j=0
on obtient la définition de I'algebre de Cherednik donnée dans [Rou08, §5], avec la
relation de commutation suivante :

<oy, y>< x,vyg >

yoxl=t<xy>- ) T
He < OH,VH >

ec—1

ol Yy = Z Z det(w)_j(h(cyj) —hj-1)) | w, pour H € C.
WGWHf{l} J:O

Remarque 4.3.3. (i) Dans ces formules comme par la suite, on utilise la convention
que les indices j sont considérés modulo ec.

(ii) Pour relier I'algebre de Cherednik a I'algébre de Hecke correspondant a un méme
groupe W, on pourra identifier les paraméetres de la maniere suivante : hic jy = mc j).

4.3.2 Centre et algébre de Cherednik restreinte

Pour tout a € C*, les algebres Hat oc (W) et Hy, (W) sont isomorphes. Ainsi I'étude
de H; (W) avec t # 0 se raméne a celle de Hy .(W). Par contre, les algébres H; (W)
et Ho (W) ont une différence structurelle majeure :

e Z(Hy (W))=C
e Hy (W) a un centre non trivial.

Pour le premier point, on pourra se référer par exemple a la remarque avant le théoréme
3.1 de [EGO02]. Nous allons développer le deuxieme point dans ce paragraphe.

Une conséquence de cette différence est que la théorie des représentations sera
considérablement différente selon que t soit nul ou non. La richesse de Z(Hy (W))
va donner lieu a la théorie détaillée ici et issue de [Gor03], comme le résultat suivant,
énoncé dans [EG02, 4.15] mais dont la preuve suivante provient de [Gor03, 3.6].

Proposition 4.3.4 (Etingof-Ginzburg). C[h]" @ C[b*]W C Z(Hy (W))
Lemme 4.3.5 (Gordon). Pour tout p € C[h] et tout s € Sy, as divise p—s(p).

Preuve du lemme. Raisonnons par récurrence sur le degré des polynémes de C[h]. Pour
les polynémes de degré 1, c’est a dire les éléments x de h*, on a x—s(x) =< x, vs > as
d'apres la remarque 4.1.2. Donc o divise bien x—s(x). Soit un entier d > 2, supposons
que pour tous les éléments p de C[h] de degré inférieur ou égal a d—1, as divise p—s(p)
et montrons que c'est aussi vrai pour tous les éléments de degré d. Considérons un
mondme v de degré d, on peut le décomposer comme un produit v = xx’ de deux

60



CHAPITRE 4. ALGEBRE DE CHEREDNIK ET ALGEBRE DE HECKE
ASSOCIEES A UN GROUPE DE REFLEXIONS COMPLEXE

mondmes de degré strictement inférieur a d. Et donc par I'hypothése de récurrence, il
existe z et z’ € C[bh] tels que x — s(x) = zas et x' — s(x’) = z’as. Mais alors

v—s(v) = xx —s(xx)
= (x=s(x))s(x) + x(x" = s(x))
= zass(X') + xZas

= (zs(x') + xz")as.
Et le lemme est montré par le principe de récurrence. ]

Démonstration de la proposition 4.3.4. Le lemme nous permet de construire |I'élément
de C[h] suivant :
—s
< p, Vs >= w (1)
o

On peut alors montrer que
<pp vs> = <pvs>s(p)+p<pvs>.

< as y >< X, Vs >)S
< Qg Vs >

Grace a cette formule, on peut étendre la relation [x, y] = Z Cs

seSw
que I'on note (x), a C[h] par récurrence sur le degré des polyndmes de C[h]. En effet,

pour x un élément de bh*, I'égalité (x) est vérifiée pour tout y € h. Soit d un entier
plus grand que 2, supposons que tous les éléments x de C[h] de degré inférieur ou égal
a d — 1 vérifient (x). Soit v un monéme de degré d, on peut le décomposer en un
produit v = xx’, oll x et x’ sont deux mondmes de degré strictement inférieur a d. On
a alors, pour tout élément y de b,

bodsy] =[x ylx +x[x, y]

< gy >< X, Ve > <oy >< X, ve >

_ Z:Cs s Y s SX/—i-XZ:Cs s1Y s s
< Qs, Vs > < g, Vs >

seSw

< Qs,y > , ,
= E Cc—— (< X, Vs > s(X ) +x < Xx,vs >)s
s<as,vs>( s > s(x) 5 >)

seSw

seSw
<as,y>< xx',vs >
Sa :
< Qg, Vg >

seSw

Donc, par le principe de récurrence, pour tout p € C[h] on a :

< Os,y><p, Vs>
VYl = C s 2).
pyl=> o s (2)
seESw

De plus I'égalité (1) entraine :

peCh” & Vw e W, wip)=p
& Vs € Sw, s(p)=p
& Vs € Sy, <p,ve >=0.

Et donc, en utilisant (2), on montre que si p € C[h]", alors p € Z(Hp (W)). On
peut démontrer de la méme maniére que C[h*]W C Z(Hg..(W)), ce qui démontre la
proposition.

O
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La proposition [EG02, 4.15] montre de plus que Z(Hg (W)) est un C[h]" @ C[h*]"-
module libre de rang |W/|. On peut donc construire le morphisme de variétés fini cor-
respondant :

T : Spec(Z(Ho(W))) = Spec(C[H]" © C[b*]™) = b/W x b*/W

Comme C[p]" @ C[p*]" est inclus dans le centre de Hy (W), on peut voir cette
algébre comme une algébre sur C[h]" @ C[h*]". De plus, d'aprés les théorémes de
Shephard-Todd (théoréme 4.1.5) et de PBW (théoreme 4.3.2), si I'on choisit une
C[b)"W-base (xi, ... ,X|w) de C[b] et une Clb*]"-base (y1, .-, yjw|) de C[h*] alors
(xi w yj)1<ij<iw), wew est une C[b]W @ C[h*]W-base de Ho (W). Donc Hy, (W) est
un C[H]"W @ C[h*]"-module libre de rang |W/|3.

Enfin, si I'on note (C[h]"Y @ C[h*]"), I'idéal maximal de C[h]"Y @ C[H*]" composé
des éléments sans terme constant, on peut construire

Ho,o (W) = Ho,o(W)/((C[6]" @ C[6*]Y) - Ho,c(W))

Définition 4.3.6. On appelle cette algebre I'algebre de Cherednik restreinte associée
a W, elle est de dimension |W|3.

Par construction, on a un morphisme de C[h] dans Hp (W) qui se factorise par I'idéal
< C[B]¥ > en un morphisme d’espaces vectoriels de C[h]®W := C[p]/ < C[h]}¥ >
dans Ho (W) et ce de méme pour C[h*]®°W et C[W]. On a donc un morphisme de
C[h]«" @c CIW] @c C[h*]«" dans Ho,c(W).

Proposition 4.3.7. Le morphisme C[h]®°V @¢ C[W] @¢c C[h*]©°W — Ho (W) est
un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Le théoréme 4.3.2 nous permet de montrer la surjectivité de ce mor-
phisme et la bijectivité vient de I'égalité des dimensions. ]

L'algebre Ho (W) étant finie sur son centre, les Hyp -modules simples sont tous
de dimension finie sur C (ce qui n'est pas le cas pour t # 0 car il existe des Hy ((W)-
modules simples de dimension infinie, cf. [GGORO03]). Dans la suite, on va étudier
les modules simples de Hy .(W). De plus, ses blocs sont décrits par la fibre en 0 du
morphisme T..

Proposition 4.3.8. L 'ensemble T71(0) est en bijection avec les blocs de I'algébre de
dimension finie Hy c(W).

Démonstration. Si I'on traduit I'application T en terme d’idéaux maximaux, comme
I"élement 0 de Spec(C[h]"Y @C[h*]") correspond a I'idéal maximal (C[h]"Y @C[p*]") .,
la fibre TZ1(0) est décrite par les idéaux maximaux de Z(Hg (W)) contenant I'idéal
(C[H]Y @ C[H*]W)... Cet ensemble est en bijection avec les idéaux maximaux de I'al-
gebre Z(Ho c(W))/((C[H]Y @ C[H*]™) 1 Z(Ho (W))) qui est commutative et de di-
mension finie. On conclut grace au paragraphe 2.10 de [BGO1], basé sur un résultat de
[Miil76], qui montre que les idéaux maximaux de cette algebre sont en bijection avec
les blocs de Hp (W).

0

Corollaire 4.3.9. L 'algébre Hy o(W') n’a qu’un seul bloc.
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Démonstration. Si ¢s = 0 pour tout s alors il est facile de voir que le centre de Hy o (W)
est C[h ® h*]W. Donc Ty est le morphisme b x b* /W — §/W x §*/W qui n'a que le
point O dans sa fibre en 0. ]

Par la suite, on ne va s'intéresser qu'aux algébres correspondant a t = 0, on les
notera d'ailleurs H.(W) mais on mentionnera quand méme ce qu'il se passe pour
t # 0, notamment en ce qui concerne les représentations de ces algébres. On notera
aussi Z.(W) le centre de I'algebre H.(W') et H.(W) I'algébre de Cherednik restreinte
correspondante.

4.3.3 Elément d’Euler et c-fonction

On va s'intéresser dans cette partie a deux éléments particuliers de I'algebre de
Cherednik définis de la maniére suivante.

Définition 4.3.10. Soit (x;)je; une base de b* et (y;)ic; la base antéduale associée.
On appelle élément d’Euler I'élément de H.(W) défini par eu =) . xjyi — eug ou

— Cs — 7CS
eto = Z 1-— det(s)*ls Z <o ve >

seSw seSw

Remarque 4.3.11. (i) La définition de eu ne dépend pas du choix de la base (x;)ie;.
(if) Un simple calcul utilisant le lien entre les paramétres donné au paragraphe 4.3.1
montre qu’avec I'autre systéme de parameétres la définition de I'élément d’Euler est la

suivante :
ec—1

eug = Z ZZ Z det(w)fjw hej)

Cedy /W HEC j=0 \weWy

qui est 'opposée de celle donnée au paragraphe 2.7 de [CGG12].

La fonction s — ¢s étant invariante par conjugaison, il est facile de vérifier que
I'élément eup est dans le centre de C[W]. D’apres le lemme de Schur, il agit donc
par un scalaire sur les modules irréductibles de C[W], ce qui nous améne a définir la
c-fonction de la maniére suivante :

Définition 4.3.12. Soit E € Irr C[W], on note c.(E) le scalaire par lequel I'élément
d'Euler eug agit sur E.

Remarque 4.3.13. (i) On note c.(E) car, comme la définition de eug ne fait pas
intervenir le paramétre t, la c-fonction ne dépend que de c.

(ii) Cette fonction sur les C[W]-modules simples est liée a un ordre sur lrr W, qui est
construit sur le méme principe que celui des a et A-fonctions :

E<cF <= c(E)—c.(F)€R: ouE=F.

Par contre eup n'est pas en général dans le centre de Hy (W), mais pour t = 0,
I'élément eu est central dans Hy (W) comme le montre le résultat suivant :

Proposition 4.3.14. [ 'élément d'Euler eu commute avec les éléments de W et Vérifie,
pour x € h* ety € b, [eu,x] = tx et [eu, y] = —ty.
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Démonstration. Si I'on prend w € W alors (w(y;)); est une base de b et (w(x;));
correspond a sa base duale. Ainsi, comme Y. x;yi = > ; w(x;)w(y;), on a

WZXiYi = ZW(X:')W(Y:')W
= Zx,-y,-w

Or on a vu que eug commute avec les éléments de W, on peut donc en déduire la
méme propriété pour eu. On va maintenant présenter le calcul de [eu, x;], pour x; un
éléement de la base. On en déduit le résultat pour un élément quelconque de bh* par
linéarité et le calcul de [eu, y;] se fait de la méme maniére, en utilisant les relations de
commutation et la remarque 4.1.2.

[eu, xj] = ZXJ‘[YJ',XI]_ZL(S()Q)_XOS
J' s

< Os, Vs >

C.
= t'X,'—ZS:T,SVS> <x,-,v$>(Zj:<as,yj>xj)—<x,-,vs>as

= tx;
0

On vient de définir une troisiéme fonction sur Irr C[W], il est donc naturel de
chercher a la relier aux autres fonctions a et A déja définies au paragraphe 4.2.3. Pour
cela, il faut d'abord relier les algébres Hqm(W) et He (W) que I'on considére : on
va donc poser mc ;) = h(c ;). Pour ce choix, le lien entre les fonctions a été établi au
paragraphe 3.3 de [CGG12], a partir d'un résultat de [BMM99, 6] :

Proposition 4.3.15. Soit E € Irr C[W]. Sil'on amc jy = h¢ j) pour tout C € ey /W
et0<j< e —1, alors

ec—1

cc(E) = Am(E) —am(E) + > D me)

Ceddy /W j=0

Dans ce cas, I'ordre défini sur Irr C[W] par la c-fonction est le méme que celui déterminé
par la fonction A —a.

4.3.4 Bébés Modules de Verma

On va définir, dans ce paragraphe, des modules sur I'algébre restreinte H.(W),
appelés bébés-modules de Verma, qui ont été construits par |. Gordon dans [Gor03]
sur le modeéle des modules de Verma pour les algebres de Lie. La définition suivante
est valable pour t = 0 mais on a une définition semblable dans le cas t # 0.

On note Hz (W) la sous-algébre de H.(W) isomorphe a C[W]® C[h*]®°" en tant
que C-espace vectoriel et HF (W), la sous-algébre de H.(W) isomorphe a C[h]©°"V ®

C[W] en tant que C-espace vectoriel. A un C[W]-module E, on associe un Hz (W)-

module simple E~ sur lequel la partie (C[E)*]wa agit par 0 et un HF (W)-module simple

E* sur lequel la partie (C[f)]ﬁr"W agit par 0. On peut alors définir le H.(W)-module

suivant :
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Définition 4.3.16. Soit E un C[W]-module, on note

Mc(E) = Ind®™) g
He (W)

Remarque 4.3.17. Par définition du module induit, Mc(E) = H.(W) W) E-,

mais comme, en tant qu'espaces vectoriels, H.(W) ~ C[h]®°V @¢c Hz (W), on a
Mc(E) ~c-e. Cl]" &c E

et dimg M.(E) = |W|dimc(E).
Cet isomorphisme est méme un isomorphisme de HZ (W)-modules, ot I'action de C[W]
sur C[h]°Y @ E est définie par w - (a® n) = w(a) @ (w - n).

On pose alors
LC(E) = MC(E)/ radW(Mc(E))

et on a le résultat suivant (qui provient de [HN91, §3]).

Proposition 4.3.18 (Holmes-Nakano).

(i) Soit E € Irr C[W]. Le module L.(E) est simple et c'est I'unique quotient simple de
M(E).

(ii) Si E et F sont deux C[W]-modules simples alors Lc(E) ~ L.(F) = E ~ F.

(iii) {Lc(E), E € IrrC[W]} = Irr Ho(W).

On peut trouver la démonstration de ce résultat dans [HN91], dans le cadre général
d'une algébre a décomposition triangulaire. Nous allons présenter ici une preuve plus
détaillée et adaptée a notre contexte.

Démonstration.

Lemme 4.3.19. rr HF (W) = {E*, E € IrC[W]} et IrHZ (W) = {E-, E €
lrr C[W]}.

Preuve du lemme 4.3.19. Comme C[W] ~ HF(W)/ < C[h]®" >, on a un mor-
phisme d'algébres ¢ : HZ (W) — C[W]. Un C[W]-module peut donc étre vu comme
un HZ (W)-module en posant b-m = ¢(b) - m. De plus, si I'on considére un H (W)-
module simple L, comme (C[f)]“’W est un idéal nilpotent de I'algébre de dimension finie

HCJF(W), il agit par 0 sur L et donc ¢(L) = L. On a donc une bijection entre les modules
simples de C[W] et HZ (W) et de méme pour Hz (W). O

Lemme 4.3.20. M.(E) a un unique HF (W)-quotient simple qui est E*.

Preuve du lemme 4.3.20. Tout d'abord, on a Hom )(M (E), F*) =~ Homgw(E, F)

HI (W
car les applications ¢ et 1 définies par

HomW(C[f)]COW ® E, F+) — Hom(C[W](Ev F)
f 2 o(f) : n— fF(1®n)

Y(g) : a® n— ag(n) i g

sont réciproques I'une de |'autre.

Prenons alors un HZ (W)-quotient simple de M.(E), il sera isomorphe a un F* d'aprés
le lemme 4.3.19. Ceci nous donne un morphisme surjectif 71 : M(E) - F* et un
morphisme non nul ¢(7) : E — F. Donc F ~ E d’aprés le lemme de Schur. O
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Lemme 4.3.21. L.(E) est un H.(W)-module simple.

Preuve du lemme 4.3.21. D’aprés la proposition 2.1.11, ce quotient est un H.(W)-
module semi-simple. Donc il existe un morphisme 7 et des H.(W)-modules simples
Lqi,..., L, tels que

T MAE)» Lo alL,.

Pour 1 < i < r, le module L; vu comme HZ (W)-module n'est pas nécessairement
simple, on considére alors un HZ (W)-quotient simple L’ de L;. En notant ¢; la pro-
jection non nulle associée, on peut construire le morphisme :

pi i M(E) S Lol 2021
Supposons que le quotient M.(E)/ radW(Mc(E)) n'est pas simple, c’est a dire que
r > 2. Alors, comme M(E)/ker p} et M.(E)/ker p5 sont deux HZ (W)-quotients
simples de M.(E), ils sont égaux d'aprés le lemme 4.3.20 et donc ker p] = ker pb.
Comme T est surjectif, ceci implique que kerp,; = Ly et keres, = Lo, ce qui est
absurde. Donc r = 1. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 4.3.18.

(i) Le lemme 4.3.21 montre que le radical de M (E) est maximal. Par définition du
radical d'un module, ceci montre que M.(E) n'a qu'un seul sous-module maximal et
donc un unique quotient simple.

(i) D'apres le lemme 4.3.20, E* est I'unique HZ (W)-quotient simple de M.(E) et
donc c'est aussi I'unique quotient simple de L.(E). Ainsi, si Lc(E) ~ L.(F) alors
Et ~ F* etdonc E ~ F.

(iii) Soit L un H.(W)-module simple. D'aprés le lemme 4.3.19, comme H; (W)-
module, il a un sous-module simple E~. On note alors ¢ le plongement E~ — L.
Le morphisme de H.(W)-modules défini par

M (E) — L
a®n — aun)

o

est non nul donc surjectif par simplicité de L. Et donc L est un quotient simple de
Mc(E). Le point (i) nous permet de conclure. O

Les bébés-modules de Verma pour le groupe G(2,1,2) ont été calculés en annexe A.

Pour le cas t = 1, on a une définition similaire de modules sur H; (W) qui per-
mettent de définir une catégorie de plus haut poids associée a I'ordre :

E<F < c(E)—c(F)eZso

(pour plus de détails, cf [Rou08, théoreme 5.2]). On voit donc ici I'importance de la
c-fonction pour décrire les représentations de I'algébre de Cherednik dans le cas t # 0.
On va s'intéresser désormais au cas t = 0 pour lequel on essaiera de construire un
ordre similaire sur Irr C[W|] permettant de créer des liens entre les cas t = 0 et t # 0.
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4.3.5 Fibre T-1(0)

Les résultats énoncés au paragraphe précédent sur les bébés modules de Verma et
la proposition 4.3.8 nous permettent de définir I'application suivante :

Oc : IrCW] — T2Y0)
qui a E € Irr C[W] associe le point x de T 1(0) définissant le bloc qui contient le
H.(W)-module simple L.(E).
La fibre T-1(0) a été étudiée au paragraphe 5 de [Gor03] ou I'on peut trouver les
résultats suivants.

Théoréme 4.3.22 (Gordon). Si le point x de T71(0) est lisse dans Spec(Z.(W)) alors
(O () = 1.

Corollaire 4.3.23 (Gordon). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Les fibres de ©. sont des singletons.

(if) 1(TZ10))] = 1T W],

(iii) Tous les points de T-1(0) sont lisses.

4.3.6 Blocs de Calogero-Moser

Les fibres de I'application ©. partitionnent I'ensemble Irr C[W] en blocs de la ma-
niére suivante :

Définition 4.3.24. Soient E et F € Irr C[W]. On dit que E et F sont dans le méme
bloc si ©.(E) = ©.(F). On appelle cette partition en blocs la partition de Calogero-
Moser de W et on la note CM.(W).

Remarque 4.3.25. Dire que E et F sont dans le méme bloc de Calogero-Moser revient

a dire que les H.(W)-modules simples correspondant L.(E) et L.(F) sont dans le méme

bloc de I'algebre H.(W).

On a défini des fonctions sur Irr C[W] : les @, A et c-fonctions, voyons maintenant
si ce sont des invariants des blocs de Calogero-Moser.

Proposition 4.3.26. Soient x € T71(0) et E € Irr C[W] tels que x = ©(E). Alors le
scalaire c.(E) est I'évaluation de —eu en x.

Démonstration. A I'élément x € Spec(Z.(W)) on associe un idéal maximal de Z.(W)
qui est défini par I, = {P € Z.(W), P(x) = 0}. Comme x € T71(0), I'idéal (C[h] ®
CI[h*])+ est inclus dans I, et donc on peut considérer I'idéal maximal de Z.(W)/(C[h]®
C[h*])+ correspondant que I'on note l.. A cet idéal, on peut associer un idempotent
primitif e, de Z.(W)/(C[h] ® C[h*])+ qui est tel que e, ¢ . Comme x = O(E),
le module L.(E) est dans le bloc H.(W)e,, donc d’'aprés le lemme qui suit, eu - e, =
—cc(E)e. Evaluons cette égalité en x : on obtient eu(x)e (x) = —cc(E)ec(x) et
comme ey ¢ Iy, ex(x) # 0. On a alors c.(E) = —eu(x).

Lemme 4.3.27. Le scalaire par lequel eu agit sur L.(E) est —c.(E).

Preuve du lemme. Par définition des bébés modules de Verma, I'action de eu sur L (E)
est la méme que celle de —eug sur E (car les y; vont agir par 0). [

Corollaire 4.3.28. [a fonction ¢ est constante a I'intérieur d'un bloc de Calogero-
Moser.
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En ce qui concerne les a et A-fonctions, on n'a pas de démonstration générale de
leur constance sur les blocs de Calogero-Moser comme pour la c-fonction. On verra
(cf. corollaires 9.1.10 et 10.3.3), grace a la description combinatoire des blocs de
Calogero-Moser pour les groupes imprimitifs exposée aux chapitres 9 et 10, que ces
fonctions sont constantes sur les blocs de G(¥, e, n), qui seront les seuls groupes qui
nous intéresseront par la suite.

Les parties 3 et 4 seront consacrées a I'étude des algébres de Cherednik et de
Hecke associées aux groupes G(¥, e, n). On étudiera notamment en détails lesa, A et
c-fonctions, ce qui nous permettra d'étudier les ordres associés a ces fonctions sur les
blocs de Calogero-Moser de ces groupes.
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Comparaison des algébres de Cherednik associées

Au cours de ce chapitre, nous allons nous placer dans la configuration ou W est
un groupe de réflexions complexe et ot K est un sous-groupe distingué de W qui est
lui aussi engendré par des réflexions. En conservant les notations du paragraphe 4.1,
le groupe K va agir sur |'espace b§ par inclusion et on pourra donc définir I'algébre de
Cherednik H.(K) associée a K.

Nous allons tout d'abord chercher a relier les algébres H.(K) et H.(W), puis nous
comparerons les représentations de leurs algebres restreintes H.(K) et H.(W). Cette

est cyclique. On propose ici une approche plus générale qui est valable pour deux
algebres a décomposition triangulaire : A= RT @ Ry®@ R~ CA =RT®@ R, ® R,
telles que Ry et R} forment un systéme de Clifford.

5.1 Les différentes algébres et leurs radicaux

On considére deux groupes de réflexions complexes K <t W et leurs algébres de
Cherednik associées H.(K) et H.(W).

Exemple 5.1.1. Par définition des groupes G(£, e, n), on pourra considérer par exemple
W =G 1,n) et K= G e, n), dans ce cas, on verra que le quotient est cyclique,
mais pour W = G(£,1,n) et K = (ug)", le quotient est isomorphe a &,. Enfin,
certains groupes exceptionnels (G;, Gi1 et Gis par exemple) contiennent des sous-
groupes distingués qui sont tels que le quotient est abélien non cyclique.

Dans le but de comparer leurs représentations, on voudrait que l'inclusion K C W
se généralise a H.(K) C H.(W). On a déja une application naturelle T(h @ bh*) x
K — H.(W). Pour obtenir a partir de cette application un morphisme d'algebres
H.(K) — H. (W), il faut simplement que la relation

< s,y >< X, Vs > *
X = — C. s, our x € ety ey,
[y, x] > o P p h*etyeh
seSw

soit la méme dans H.(K) et dans H.(W). Pour cela, le paramétre ¢ doit vérifier
cs =0, Vs € Sy — Sk. Enfin, le théoreme de PBW (théoréme 4.3.2) montre que ce
morphisme est injectif.
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Pour la suite de cette partie, nous allons choisir un tel paramétre c. De plus, on
notera C = C[H]W @C[h*]" et D = C[h]X ®C[h*]¥. On a alors le diagramme suivant :

H.(K)—— H.(W)

i

Hc (W)

ou la projection correspond au quotient par I'idéal C; H.(W). Introduisons maintenant

une nouvelle algébre associée a K : la sous-algébre H.(K) de H.(W) qui est telle que

le diagramme
He(K)—— Hc(W)

C

—~—

He(K)——— Hc(W)
commute. Cela signifie que
He(K) = He(K)/C He(K),

et en tant qu'espace vectoriel,

~——

He(K) ~cev. C[h]«°" & C[K] ® C[h*]<%.

L'algebre de Cherednik restreinte correspondant a K est par définition He(K) =
H.(K)/D4H:(K) et I'inclusion C C D permet de définir la projection

p i H(K) = Hc(K).

On a alors le diagramme
He(K)——— H.(W)

R

He(K)—— H.(W)
g

Ae(K).

Cette projection vérifie la proposition suivante, qui va nous permettre d'identifier les
modules simples de ces deux algébres d’aprés le raisonnement de [Bel, 3.3]. Ce sera

trés utile par la suite car, H.(K) étant une sous-algébre de H.(W), on pourra relier

—_—

les H.(K)-modules aux H.(W)-modules par restriction et induction et donc comparer
les représentations des deux algebres de Cherednik restreintes.

Proposition 5.1.2 (Bellamy). ker p C rad H/CE?)

Démonstration. Par construction, on a kerp = DiH:(K)/CyH.(K). Cet idéal de

H.(K) est engendré par des éléments centraux (car D C Z(H.(K)) d'aprés la propo-

sition 4.3.4), et nilpotents car I'algebre H.(K) est une algébre graduée de dimension
finie.
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—_——

Mais par définition (cf. §2.1.3), rad H.(K) est I'intersection des idéaux maximaux de

H:(K), il contient donc tous les éléments nilpotents centraux et donc ker p.
O

—~—

Le fait que H.(K) soit le quotient de H.(K) par un idéal inclus dans le radical de

P

H:(K) implique le résultat suivant.

—~—

Corollaire 5.1.3 (Bellamy). Les H.(K)-modules simples sont en bijection avec les

modules simples de H.(K).

Intéressons nous maintenant aux radicaux des algébres H.(K) C H.(W), dans le
but d'étudier les foncteurs d'induction et de restriction entre ces deux algebres. Pour
les comparer, on va utiliser les résultats du paragraphe 2.1.

Lemme 5.1.4. Soit {,v € W/K} un systéme de représentants de W /K dans W.
On a un systéme de Clifford (au sens du paragraphe 2.1) :

H(W) = @ 7’%
yeW/K

et un isomorphisme de C[W]-modules :
Clw] QK] Ho(K) =~ H(W)
wR(x®k®y) — wxky.
Preuve. L'application 9 : C[W] ®cx] Hc(K) — H.(W) définie par, pour x € CIb],
weW,yeClh*letk e K:¢Y(w®(x®@k®y)) = wxky, est clairement un morphisme
de C[W]-modules. Montrons que c’est un isomorphisme :
e soit xwy € H.(W), alors xwy = ww 1(x)y = Y(w® (w i(x) ® e® y)), ol e
est le neutre de K. Donc 9 est surjectif.
e On vérifie facilement que C[W] = @ 4 C[K]. Donc, en tant qu'espace vec-
yeW/K

toriel, C[W] ®cx I% ~ Drew/k YH(K) et on peut conclure par égalité
des dimensions pour la bijectivité de .
En prenant A = H.(K), A= H.(W) et = W/K, on a bien un systéme de Clifford

car ¥y = yvy'a, ol a € K C H(K).

O

En appliquant la proposition 2.1.12 et le corollaire 2.1.14, on obtient alors le résultat
suivant :

e~ —

Proposition 5.1.5. rad(H.(W)) = H (W) ®m rad(H.(K)) et

—_—— —_——

rad He(K) = rad Ho(W) N He(K).

Nous allons maintenant chercher a comparer les modules simples des algébres
H.(W) et H.(K). Mais d'apreés le corollaire 5.1.3 et la proposition 4.3.18, il suffit

e~ —

pour cela de relier Irr H.(W) et Irr H.(K'), en comparant les bébés-modules de Verma
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de ces deux algebres. L'objectif du paragraphe suivant est donc de construire des fonc-
teurs LW et LK de maniére a ce que le diagramme suivant soit commutatif :

) mod < C[K]-mod

o [

H.(W)-mod ~w C[W]-mod

ce qui nous permettra de passer d'une algébre a I'autre de maniére aisée.

5.2 Deéfinition des foncteurs

Au paragraphe 4.3.4, nous avons défini le H.(W)-module simple L.(E) pour un
C[W]-module simple E. On peut de fagon évidente étendre cette construction a un
module E quelconque, méme si le module L.(E) sera réductible en général.

Dans la situation qui nous intéresse ou K <I W sont deux groupes de réflexions
complexes, on notera ces foncteurs

MY et LY . C[W]-mod — Hc(W)-mod,

MK et 1K . C[K]-mod — H.(K)-mod.

lls vérifient LY (E) est simple si E est simple et LX(F) est simple si F est simple.

En considérant la sous-algebre He (K) de H.(K) isomorphe en tant qu’espace vec-
toriel  C[K] ®¢c C[h*]®W, on peut définir de la méme maniére deux autres foncteurs :

~——

pour un C[K]-module F, on construit le H.(K)-module

ME(F) = He(K) @ oy £

—_——

ou F~ est le Hc (K)-module obtenu a partir de F en faisant agir les éléments de

C[h*]%W par 0. Le foncteur MK : C[K]-mod — Hc(K)-mod induit I'existence d'un
foncteur

ZT(' C[K]-mod — H.(K)-mod
c F = W(F)/radH/cE?)'W(F)-

Remarque 5.2.1. Si F est un C[K]-module simple alors LX(F) est un H.(K)-module
simple et, si on le munit de la structure de H.(K)-module définie par la projection p,

—~—

on obtient un H.(K)-module simple qui est ng (F).

Enfin, par la suite nous allons nous intéresser également aux foncteurs Res,V<V =
C[w] C[w] He(W) He (W)
CIK] Ind}Y = Indgpyy ResH G et au foncteur IndHC

5.1.4, a |la propriété suivante :

Res qui, d'aprés le lemme

Ind (")

He

Proposition 5.2.2. est un foncteur exact.
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5.3 Commutativité des foncteurs

5.3.1 Foncteurs Res et M.

Proposition 5.3.1. Le diagramme H.(W)- mod == H, (K)-mod commute.

(C[W]—modR—es> C[K]-mod
Démonstration. Soit S € C[W]-mod. On doit montrer que
Res™(W) MW (S) ~ I\/ICK(ResK S)

He(K)

—~— —_— —_~—

en tant que Hc(K)-modules. Par définition du foncteur MX et comme H.(K) ~
C[h]®°Y ®¢ HZ (K), on obtient :

—~—

MCK(ResK S) = H.(K) ®ﬁ?(7) (Resi S)™ ~c.ev. C[H]°Y @¢ (Res)y S)~.

Mais on a aussi MY (S) ~c.ey. C[h]®°W ®c S~ et comme la restriction conserve la
structure d’espace vectoriel, on a ResH°E;/<‘/)) MY (S) ~cev. MCK(ResK S).

C

Soit alors
—_— w _ [ _
H.(K) ®H;(K) (Resi S) — H(W) ) S
h®s — h®s

® est bien défini car H.(K) est une sous algébre de H.(W) telle que He (K) C He (W)
et c'est clairement un morphisme de H.(K)-modules. De plus il est surjectif car tout
élément de H. (W) ® S~ peut s'écrire comme un élément de C[h]<°" @¢ S qui

—_—

est clairement I'image par ® d'un élément de H.(K) ® vy (ResK S)” et c'est un

He (W)

isomorphisme par égalité des dimensions (les deux C- espaces vectoriels sous-jacents
sont isomorphes). On a donc montré que Res:CEW)) MY (S) ~ Mé‘(Res,‘QV S) en tant

C

que I?C_E-K/)—modules et que le diagramme commute. ]
Nous allons maintenant chercher a obtenir le méme type de diagramme commuta-
tif mais cette fois pour la catégorie m—mod plutdt que pour chm—mod. Ceci va
étre possible grace a la projection p H/CE?) —» m qui nous a permis d'identifier
Irr W) avec Irr Ho(K). En effet, en concaténant les deux diagrammes des proposi-
tions 5.3.1 et 5.3.2, on pourra alors construire le diagramme commutatif recherché.

Proposition 5.3.2. Le diagramme I?C_E-K/)—mod
MK w
C[K]-mod K H.(K)-mod

est commutatif.
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Démonstration. Pour montrer que MKX(T) ~ W(T)/ < kerp - MZ‘(T) >, on va
construire un morphisme ¢ : MKX(T) — MX(T) tel que kerp =< ker p- MK(T) >.
Soit alors

He(K) © e T° = HeW) @y T
hot — phy®t

—_—

@ est bien défini et surjectif car la projection p : H.(K) — H. (W) est telle que

p<HC_(K)) C Ho ( ). C'est clairement un morphisme de H.(K)-modules. De plus,

un élément de ker p - MK(T) est annulé par . Prenons maintenant un élément de
r

MK(T) qui est dans ker @. Il existe (t1, ..., t,) des éléments de T tels que T = @(Ct,-
i=1
en tant que C-espace vectoriel et

r r

ME(T) = C[1™K @ (@cr) P (CHI“F @ Ct) ~ P (CH“K @ 1)

i=1 i=1
Ainsi tout élément de MX(T) (respectivement MX(T)) s'écrit de maniére unique

Z q; @ t; avec g; € C[h]«°W (respectivement C[h]<°K). Donc
i=1

r r
Zq;@t,-eker<p<:>2p(q,~)®t,~<:>q,~€kerp, vVi<i<r,
i=1 i=1

et dans ce cas, Zq,- @t €< kerp- l/w\c’?(T) >. Donc ker p =< ker p- M\C’?(T) > et le
i=1
diagramme commute.
d

Corollaire 5.3.3. Si /'on note F le foncteur :

H.(W)-mod — H:(K)-mod

M > ResW) M/ < kerp - Res(MW) g >
He(K) He(K)

alors le diagramme suivant est commutatif

Ho(W)-mod —— H.(K)-mod

we | |

(C[VV]-/TIOdK> (C[K]—mod

5.3.2 Commutativité des foncteurs M. et Ind

Proposition 5.3.4. Le diagramme H.(W)- mod <" H, (K) mod commute.

C[W]-mOdT (C[K]—mod
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Démonstration. On a les isomorphismes suivants :

H(W) (K _ s
Ind?? (ME(T)) = HW)o 7 (HC(K) ® e, T )
~ H, (W) ® /\(_}?) T
~ H (W) ®W <HC_(W) ®I‘E\(;) T_).
Donc pour montrer que IndHCEW)) <I\/IK(T)> (Ind}’(V T), il suffit de montrer que

H- (W) & /C‘\(/) T ((C[W] ACIK] T)

On va pour cela utiliser le morphisme d'algébres my, @ He (W) — C[W] qui correspond
au quotient par I'idéal < C[h*]W >.

HHW)@ — T- — (C[W T)
Lemme 5.3.5. Le morphisme V ( ) ®H (K) ( (W] ®cpr )
h®t — ﬂw(h) Xt

est un isomorphisme de He (W)-modules.

Preuve du lemme. Comme Ty, est un morphisme surjectif d'algebres vérifiant, pour
w e WetheC[h]Y : mw(w) = w et Ty (h) = 0, W est un morphisme surjectif de

He (W)-modules. De plus, les modules ayant la méme dimension en tant que C-espaces
. , . 2 . .
vectoriels (égale a % dime T), W est un isomorphisme. ]

On a donc montré que
IndHe(¥) (ME(T)) = W) @5z (CIW @ T) - = MY (ndl 7).
Hc(K) (w)
0
Il serait maintenant naturel de chercher a prouver une proposition duale de la

proposition 5.3.2 pour le foncteur Ind, c’est & dire obtenir une construction naturelle
d'un foncteur H de maniére a ce que le diagramme suivant commute :

—~—

H:(K)-mod

C[K]-mod

Or la maniére naturelle de construire un Hc(K)-module & partir d'un Hc(K)-module
correspond au foncteur H : M +— M tel que M = M en tant que C-espace vectoriel
et I'action de H.(K) est définie par h- m = p(h) - m. Mais comme MK(T) et MX(T)
ne sont pas isomorphes en tant qu’'espaces vectoriels, on ne peut pas construire un tel
diagramme commutatif. Ceci n'est pas un probléme car nous cherchons a comparer
les modules simples des algébres H.(K) et H.(W) et d'apres le corollaire 5.1.3, il y a

une bijection entre les simples de H.(K) et les simples de H.(K). Donc pour étudier la
commutativité des foncteurs Res, Ind et L., les propositions 5.3.1 et 5.3.4 vont suffire.
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5.3.3 Commutativité des foncteurs Res, Ind et L.

Afiﬂ\d'/alléger les notations de ce paragraphe, on va poser :

A = H.(K), A = CIK], B = H.(W) et B' = C[W], et on se trouve alors dans le
contexte suivant :

e ACB, ACPH,

o A’ et B’ sont des algébres semi-simples,

e rad B= B ®xrad A (d'apres la proposition 5.1.5),

e B est un A-module libre (d'aprés le lemme 5.1.4),

e on a des foncteurs Ma, Ly : A-mod — A-mod et Mg, Lg : B-mod — B-mod
qui vérifient, d'aprés le paragraphe 5.2 et la proposition 5.3.4, pour E € B’-mod
et Fe A-mod :

Mg(B' @ F) = B @a Ma(F)

La(F) = Ma(F)/rad(A)Ma(F)
et Lg(E) = Mg(E)/rad(B)Mg(E).
Et on voudrait montrer que Lg(B' ®@a F) ~ B ®a La(F). Or

Lg(B'@a F) = Mpg(B' @u F)/rad(B)Mg(B' @4 F)
B ®a Ma(F)/rad(B)Mg(B' @4 F)

12

[l suffit donc de prouver le résultat suivant :
Lemme 5.3.6. rad(B)Mp(B' @4 F) ~ B®a (rad(A)Ma(F)).

Preuve. Soit ¢ : { B ®4 (rad(A)Ma(F)) — rad(B)Mg(B' @4 F)
b®ax +—  bx
Comme rad B = B®arad A et Mg(B' @a F) ~ B ®4 Ma(F), ¢ est bien défini et
surjectif et comme B est un A-module plat, I'inclusion rad(A)Ma(F) C Ma(F) donne
une injection B ®4 rad(A)Ma(F) < B @4 Ma(F) ~ Mg(B' @ F) donc ¢ est un
isomorphisme.
O

On a donc

LB(B, X ar F) B®a MA(F)/ rad(B)MB(B’ R ar F)
B ®@a Ma(F)/B ®a (rad(A)Ma(F))
B ®a (Ma(F)/rad(A)Ma(F))

B ®a La(F)

1R 1R

ce qui prouve que le diagramme suivant est commutatif :

A-mod <~ A'-mod

o e

B-mod =<—— B’-mod
Lg

Pour obtenir le méme résultat avec les foncteurs Res, on peut utiliser des équivalences
de catégories. Le foncteur

L. {A’-mod —  A-mod
A V = Ma(V)/rad(A)Ma(V) = A/ rad(A) @4 Ma(V)
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peut étre vu comme un foncteur a valeur dans la catégorie A/ rad(A)-mod. Mais comme
A’ et A/rad(A) sont des algébres semi-simples, et que L, échange bijectivement les
modules simples, L est un équivalence de catégories, ainsi que Lg. Il existe donc des
foncteurs

Lyt A/rad(A)-mod — A-mod et Lg' : B/rad(B)-mod — B’-mod

tels que, a isomorphismes de foncteurs pres, La o LZl = 14/rad A Lzl olp = 1y,
Lgo LEl = ]-B/radB et Lgl olg=1p.

Ceci implique que (La, L;l) et (Lg, Lgl) sont des couples de foncteurs adjoints et
sachant que (Res5, Ind&) et (Res , Ind§) sont aussi des foncteurs adjoints, L *oRes?
est adjoint a Ind§ oL, et ResZ oLzt est adjoint a Lg o Ind%).

Ainsi, le fait que Ind§ oLy = Lg o Ind§ entraine que L,* o Res& = Res§ oL5!, ce qui
donne en composant a gauche par L4 et a droite par Lg :

/
Res§ olg = L oRes5 .

, L .
Donc le diagramme A-mod <—2— A'-mod est commutatif et en se replacant dans

T Res TRes

B-mod <— B’-mod
Lp

notre contexte de départ, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.3.7. A équivalence prés, le diagramme suivant est commutatif :

) mod<— C[K]-mod

1 I

mod<— C[W]-mod
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CHAPITRE 6

Comparaison des blocs

Au paragraphe 4.3.6, on a défini la partition de Calogero-Moser CM.(W) pour
un groupe de réflexions complexe W. Elle consiste a regrouper les modules simples de
C[WI] qui sont envoyés par le foncteur LL” dans le méme bloc de I'algebre de Cherednik
restreinte H.(W). On peut définir de la méme maniére une partition CM(K) pour K
un sous-groupe normal de W qui est engendré par des réflexions. L'objectif de ce
chapitre est, sous I'hypothése ¢s = 0 Vs € Sy — Sk, de construire une bijection entre
CM (W) et les orbites de CM.(K) sous I'action de W/K, dans le cas ou W /K est
abélien (on généralise le travail de [Bel] qui correspond au cas cyclique). On utilisera
ensuite ce lien ainsi que le théoreme 5.3.7 que I'on vient de démontrer pour comparer
les nombres de décomposition de modules se trouvant dans des blocs en bijection.
Enfin, on montrera que la c-fonction est conservée par cette bijection.

6.1 Partition de Calogero-Moser de W et de K

—~—

Le corollaire 5.1.3 nous permet d'identifier Irr H.(K) et Irr H.(K). De plus, les
blocs de ces algebres vont se correspondre car d'aprés [Bel, proposition 3.3], les blocs

—~—

de H:(K) sont les pré-images de ceux de H.(K) par I'application p. Pour comparer

les partitions CM.(W) et CM.(K), il suffit donc de relier les blocs de I'algébre H.(W)

e~

avec ceux de sa sous-algébre H.(K). Dans ce but, nous allons généraliser les résultats
de [Bel, 4] au cas ou W/K est abélien, en utilisant les résultats du paragraphe 2.1.

6.1.1 Systeme de Clifford

e~ —

D'aprés le lemme 5.1.4, les algébres H.(W) et H.(K) forment un systéme de
Clifford :

HC(W): @ ’Y'l%,
yeW/K

ou {¥,7 € W/K} est un systéme de représentants de W /K dans W.

Hypothése. Nous allons supposer dans la suite de ce chapitre que le quotient W /K
est abélien et nous le noterons /.
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Nous allons donc pouvoir appliquer les résultats du paragraphe 2.1. Tout d'abord,
on a une action de I sur le centre de H.(K) définie par

v-h=vhy
otheZ (HC(K)), ainsi qu'une action de [~ sur H.(W) qui est définie par I'automor-
phisme d’algeébre :

—_——

ol h € H.(K) et qui stabilise les sous-algébres Ho (W) et H (W).
De méme, on a une action de I sur Irr C[K] et une action de [ sur Irr C[W] et par

construction, les foncteurs LY et LK sont compatibles avec ces actions.

Lemme 6.1.1. Soient E € Ir C[W], F € IrrC[K], y € etd €, ona
1. LY(G-E)=6-LY(E),
2. stabp(LY (E)) =stabp(E),
3. LE(y-F) =7 LE(F),
4

. stabr(LK(F)) =stabr(F).

6.1.2 Comparaison des simples

Dans ce contexte et grace au théoreme 5.3.7 qui affirme que les foncteurs Res,
Ind, LY et LK commutent, on obtient un résultat semblable au corollaire 2.1.16 pour

les algebres H.(K) et H.(W).

Proposition 6.1.2. // existe une bijection

e~ —

(Irr Ho(K)) /T

< (Ir He(W)/ T
~ Q

e

qui vérifie : ¥ Q € (Irr H((W)) /[, 3mg € N tel que

1. VxeqQ, ResN X=m QZX

er
2 Hc(W) ”‘ —
vV xeq, IndHc(K) mQZ X.
XEN

Remarque 6.1.3. Dans le cas ou T = W /K est cyclique, comme on I'a mentionné au
paragraphe 2.2.2, on a mq = 1 pour toute orbite S, on retrouve alors [Bel, 4.7].

6.1.3 Comparaison des blocs

—_—

On cherche a relier les blocs des algebres H.(W) et H.(K). Pour cela, on va utiliser
le résultat du théoréme 2.1.7 et montrer que I'action de [~ sur BI(H.(W)) est triviale
grace au lemme 4.8 de [Bel], qui est énoncé dans le cas cyclique mais qui est valable
si I'on suppose W/K seulement abélien. On obtient donc une généralisation de [Bel,
4.11] au cas abélien.
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Théoréme 6.1.4. Soient B € CM. (W) et I(B) := {F € IrrC[K], il existe E €
B tel que F|Res}Y E}. Alors il existe B € CMc(K) tel que I(B) = I" - B. On a donc
une bijection :

CM (W) + CM(K)/T.

Démonstration du théoreme 6.1.4. Le théoréme 2.1.7 nous permet de construire une
bijection entre CM.(W) /" et CM(K)/I, il nous suffit donc de démontrer que I'action
de [ sur CM.(W) est triviale pour conclure.

Soient § € [, B un bloc de CM.(W) et E € B. Pour montrer que § - E € B,
comme les bébés-modules de Verma sont indécomposables, il suffit de construire un
morphisme non nul de MY (8 - E) dans MYV (E). Notons m = C[h]¥, idéal gradué et
maximal de C[h]¥. Le groupe W agit sur m et sur m?, on peut donc considérer U un
supplémentaire de m? dans m gradué et W-stable. D'aprés le lemme 2.1 de [BBR02],
U engendre C[h]K et dim U est le nombre minimal de générateurs de C[]¥, donc
C[U*] = C[h]K. On a alors C[U*]" = C[p]" et donc par le théoréme de Chevalley-
Shephard-Todd (cf. théoréme 4.1.5), [ agit sur U* comme un groupe de réflexions
et C[U*]°" = (C[f)]K/ < C[h]¥ > est isomorphe a la représentation réguliére de I".
Donc pour § € [, il existe g € C[p]X— < C[h]¥ > qui engendre la représentation de
dimension 1 correspondant a 6. On a alors, Vy € I, v(g) = 0(g)g. Construisons le
morphisme de C-espaces vectoriels

o . Mc(6-E)=Cpl°V®(@-E) — CHI®"® (8- E) =~ Mc(E)
' feox — fgRx
et montrons que c’est un morphisme de H.(W)-modules.
e Action de C[h]<°" : Il est clair que ® est compatible a cette action.
e Action de C[p*]°W : L’action d’'un élément y € b sur un élément de la forme
1 ® x est nulle, pour que ¢ soit compatible a cette action, il faut donc que
yg ® x = 0. Mais comme g est invariant sous K et que ¢s,, s, = 0, d'apres les
formules (1) et (2) de la démonstration de la proposition 4.3.4, pour tout y € b,
yg =gy etdoncyg ®@x =gy ®x=0.
e Action de C[W] : Soient w € W ety e I, k € K tels que w = vk. Alors :

P(w(l®x)) = O(1®(v)Vkx)
g ®6(7)ykx
w(g)w @ x
= wd(l®x).

On a donc construit un morphisme non nul de MY (6 - E) dans MY (E), ce qui prouve
que E et ¢ - E sont dans le méme bloc B.
O

Exemple 6.1.5. Le lemme 4.12 de [Bel] détaille une situation intéressante dans le cas
ol les multiplicités mq sont égales a 1 (par exemple dans le cas cyclique) : si {E} est
un bloc singleton de CM (W) et si Res,V<V E=F® --®F, avece=|let F#F;
Y i # j, est la décomposition en facteurs irréductibles de Res;'/(V E (c’est ce que I'on
entend par F;|Res)! E), alors¥ 1 < i < e, le singleton {F;} est un bloc de CM.(K).
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6.2 Comparaison des nombres de décomposition

Maintenant que I'on a comparé les blocs de K et de W, on va chercher a étre
plus précis dans la description des représentations en comparant les suites de composi-
tion de MY (S) et de MX(Res S), pour un C[W]-module S. Commencons par donner
quelques définitions.

On considére une algébre R de dimension finie sur C.
Définition 6.2.1. Soit M un R-module non nul, une suite finie de sous-modules de M
O=MyCM;C---CMp=M
est appelée suite de composition pour M si chaque quotient M;1/M; est simple.

Remarque 6.2.2. Tout module de dimension finie sur C admet une suite de com-
position et le théoreme de Jordan-Hélder (cf. par exemple théoréme 5.3 de [Ass97])
affirme que I'entier m et les classes d'isomorphie des M;1/M; sont des invariants de
M. On peut donc donner la définition suivante :

Définition 6.2.3. Les quotients M;1/M; sont appelés facteurs de composition de M.
Pour L € Irr R, on note [M : L] le nombre de facteurs de composition de M isomorphes
alLl.

Définition 6.2.4. On appelle groupe de Grothendieck de R et on note Go(R) le groupe
défini par générateurs et relations de la maniére suivante :
e les générateurs sont les classes d’isomorphie [X] des R-modules X de type fini,
e toute suite exacte0 - A— B — C — 0 avec A, B et C des R-modules de type
fini, définit une relation [B] = [A] + [C].

On a alors, d'apres [Gio62] :

Proposition 6.2.5. Gyo(R) est un groupe abélien libre de base ([S], S € Irr R). De plus
la composante d’indice [S] de la classe d'un R-module M est égale a [M : S].

~——

Dans I'idée de relier les représentations des algebres Hc.(W) et Hc(K), on va cher-
cher a comparer les nombres [MYV(S) : LY (S")] et [MK(T) : LK(T")] pour S, S’ dans
un méme bloc B de CM (W) et pour T, T' € I'(B).

Pour cela, on va utiliser les résultats de la proposition 5.3.1 et du théoréme 5.3.7, en

notant indifferemment Res pour les foncteurs Res,"(v et Resgc\(%) afin de ne pas alourdir

c

les notations :
Res MY (S) ~ MK(Res S) et ResLW(S) ~ LK(ResS) pour S € Irr C[W].

A partir de maintenant on considére B un bloc de CM.(W). Comme C[K] est une
algebre semi-simple, on a :

Res S = Drer(s) T[ReSS:T].

On obtient alors :
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Res MY (S) = W(ResS)

_ @ W(T)[R%S:T]. (6.1)
Ter(B)

Sachant que I'algébre H.(W) n'est pas semi-simple, pour exprimer M (S) en fonction
des modules LY (S’) avec S’ € B, on doit se placer dans le groupe de Grothendieck

associé a l'algébre H.(W).
La proposition 6.2.5 nous donne I'égalité suivante dans le groupe Gg (HC(W)) :

(ME(S)] =D IMY(S) - LYY (SHILY(S))-
S'eB

~—— ~——

Alors, aprés restriction a Hc.(K), cette égalité devient, dans G <HC(K)>,

[ResM¥(S)] = > [MY(S): L (S)][Res L (S)]
S'eB —
= D [IMY(8): LY(SILK (Res S")]
S'eB —~
= > [ResS: TIMY(S) : LY(SHILE(T].
S'eB, T'el(B)

—~—

Pour finir, en transcrivant I'égalité (6.1) dans Gy (HC(K)), on obtient

[ResMW(S)] = Y [ResS: TI[MK(T)]
Telr(B) - L N
= S [ResS: TIME(T) : LE(T)ILK(T")).
Ter(B), T'elr(B)

Alors, I'identification des composantes de [Res MY (S)] dans la base {[LAg(T’)], T €

e~ —

Irr K} de Go(H:(K)), nous donne le résultat suivant pour Res et on obtient un résultat
similaire pour Ind en utilisant la proposition 5.3.4.

Proposition 6.2.6. S/ B un bloc de Calogero-Moser de W, S € B et T' € ['(B), alors

> [ResS: TIME(T) : LE(T) = D [ResS": TNIMY(S) - LY(S)],

Telr(B) S'eB
> Ind T:SIME(T)  LE(T)] =D [Ind T': SNIMY(S') - LY(S)).
Ter(B) S'eB

6.3 Comportement de la c-fonction sur les blocs de Calogero-
Moser

Enfin, pour terminer la comparaison de CM.(W) avec CM.(K), on va étudier les
valeurs de la c-fonction sur les blocs de W et de K.

83



CHAPITRE 6. COMPARAISON DES BLOCS

On a montré, au corollaire 4.3.28, que la fonction ¢ est constante a I'intérieur des
blocs de Calogero-Moser d'un groupe de réflexions complexe. Donc si I'on considére
un bloc B de CM(K), on peut noter c.(B) la valeur de la c-fonction a I'intérieur
de ce bloc. Mais d'aprés le théoréme 6.1.4, il existe un bloc B de CM (W) tel que
[-B = I(B), ou I est le quotient W/K que I'on considére toujours abélien. En
notant c.(B) la valeur de la c-fonction a I'intérieur du bloc B, on voudrait comparer
les nombres c.(B) et c.(B).

Soit E € Irr C[W], on a défini le nombre c.(E) comme le scalaire par lequel I'élé-

ment
Cs
eug = — E ﬁs
Ag, V.
seSw s rs

agit sur E. Or on a choisi le paramétre ¢ de I'algebre H.(W) tel que ¢s = 0 pour
s € Sw — Sk donc I'élément eug est un élément de C[K] N Z(C[W]). On peut donc
s'intéresser a son action sur des C[W]-modules simples comme sur des C[K]-modules
simples et on a :

Proposition 6.3.1. Si B € CM.(W) et B € CM.(K) sont tels que - B = (B), alors

cc(B) = cc(B).

Démonstration. Soit F € B, alors d'aprés la théorie de Clifford et la description des
blocs de K et de W,

Ind F = C[W]®cpx F =P EEFL
EcB

Soit x un élément non nul de Ind}Y F, d’un coté, il existe (a;); € C[W] et (x;); C F
tels que x = >, a; ® x; et alors

eup - x = Y .eup-aj DX
= > ;aieug @ X car eup € Z(C[W])
= > ;ai®eup- X car eyp € C[K]
= Z;fi®cc(B)Xi
c.(B)x

et d'un autre coté, pour E € B, il existe xg € E tel que x = ) g5 xg donc

eup-x = Y peuy-Xg
= ZECC(B)XE
= c(B)x

d'ou le résultat.
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Troisiéme partie

Algebre de Cherednik et Blocs de
Calogero-Moser de G(4, 1, n)
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Introduction

Dans cette partie, nous nous concentrons sur |'étude des blocs des groupes impri-
mitifs de la forme G (¢, 1, n), afin d'étendre le travail effectué dans [Gor08] a I'ensemble
des parameétres.

Nous allons commencer par présenter au chapitre 7 les groupes G(¥, 1, n), paramé-
trer leurs caracteres irréductibles par les £-multipartitions de n et introduire les algéebres
de Cherednik et de Hecke associées a ces groupes. Puis au théoréme 7.3.3, nous ob-
tiendrons, sur le modele de ce qui a été fait pour la a-fonction dans [GJ11, 5.5.11] et
a partir d'un calcul de [BK02], une formule combinatoire pour la A-fonction qui nous
permettra d'exprimer la c-fonction par les contenus des multipartitions (on retrouve
ainsi la formule de [Rou08, 6.2]).

Le chapitre 8 consistera a intoduire, d'aprés [Gor08] et [Nak09], les variétés de
carquois Mg(n) associées au carquois cyclique a £ sommets qui seront fondamentales
pour la suite de notre étude. Ces variétés sont lisses pour certains paramétres (6 € H™9)
et normales quel que soit la valeur de 8. Sachant que I'on cherche a généraliser au cas
non lisse le travail effectué par I. Gordon, on va relier au paragraphe 8.2.6 les variétés
Mog(n) et Mg (n) pour 8 € H™9 et @ ¢ H™I assez proches, grace a un morphisme
Tg e (cette idée nous a été donnée par |. Gordon et nous I'en remercions vivement).
Enfin, on présentera I'étude menée dans [Gor08] des C*-points fixes de ces variétés,
notamment leur description combinatoire grace aux alcoves.

La paramétrisation des blocs par les C*-points fixes des variétés My(n) faite par
|. Gordon nous donne plusieurs descriptions combinatoires de CM(G (¥, 1, n)) dues
a |. Gordon et M. Martino. On peut alors construire plusieurs ordres sur ces blocs :
des ordres algébriques (donnés par la @ et c-fonctions) et des ordres combinatoires et
géométriques dont nous généraliserons la construction a I'ensemble des paramétres aux
paragraphes 9.2.2 et 9.2.3. Dans [Gor08], il a été montré que les ordres algébriques et
combinatoires étaient plus fins que I'ordre géométrique pour un paramétre dans H™9.
Ceci nous améne a penser que cet ordre pourrait étre un bon candidat pour modéliser,
a la maniére de la c-fonction pour t # 0, les représentations de H.(G(¢, 1, n)). Nous
avons donc étendu ce résultat a I'ensemble des parametres (cf. théoreme 9.3.10 et
proposition 9.4.7 pour £ = 2). Enfin, nous avons relié¢ les blocs des groupes de Weyl
de type B aux classes d'équivalences de |'ordre combinatoire au corollaire 9.4.5.
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CHAPITRE 7

Description algébrique

7.1 Présentation de G(¢,1, n)

7.1.1 Deéfinition

La série de groupes de réflexions complexes G (4, 1, n) a été introduite au théoréeme
4.1.4.

Définition 7.1.1. Pour deux entiers positifs non nuls £ et n, le groupe G(¥,1,n) est
constitué des matrices monomiales de taille n telles que le seul terme non nul sur
chaque colonne est une racine £'°"¢ de ['unité.

Il 'est d'ordre £"n! et il est isomorphe a (ug)"” x &p.
C’est bien un groupe de réflexions car il est engendré par les matrices suivantes,
qui représentent des pseudo-réflexions :
e les matrices de transpositions s; ;, pour 1 < i # j < n,
e les matrices diagonales o;, pour 1 < i < n, qui n'ont qu'un seul terme différent
de 1 sur leur diagonale, ce terme se trouvant sur la /™€ ligne et valant ¢, =

exp (%T‘(__l)

Remarque 7.1.2. En posant sy = 01 et s; = sj 41 pour 1 < i < n—1, on obtient
une présentation de G(£,1, n) par générateurs {sp, s1, ..., Sp—1} et relations (cf. [GJ11,

5.1]) :

sg =1
s2 =1 pourl <i<n-—1
sisj = SjS; si|li—j|>1,
SiSi+1Si = Si+1SiSi+1 SI1<i<n-—2,
50515051 — S150S5150-

7.1.2 Réflexions de G(¢, 1, n)

L'ensemble Sg4,1,n) des pseudo-réflexions de G(¢,1, n) peut alors se décomposer
en £ classes de conjugaison :

Sein =SoUSi U USp 1,
ouSo = {sjjofo; ", 1 <i#j<net0<r<£—1} etou l'ensemble S¢, pour

1<t <{€—1, regroupe les pseudo-réflexions {of, 1 < i < n}, qui sont d'ordre ﬁ
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Notons h = C" I'espace sur lequel agissent ces pseudo-réflexions, (y1,...,yn) la
base canonique de h et (xi, ..., x,) la base duale associée. On peut décrire dans ces
bases les éléments as et vs associés a une pseudo-réflexion s (cf paragraphe 4.1.1),
pour tous les élements de Sg(g,1,n)-

La réflexion s qui a pour matrice s;,jafaj_’ dans la base (y1, ..., y,) Vérifie

s(yk) = V kg {ij}
s(yi) = Gy
styj)) = (i
L'hyperplan H; ;. correspondant a cette réflexion a donc pour équation i 0,
ij%i %

ou

— PR— r .
aS,"J'O'I-rO'Ir - XJ CZXI'

Onawe Wy, sietseulement si

{ w(yk) = Yk V k& {ij}
w(Cpyityi) = Gyt

et comme la matrice de w dans la base (yi,...,yn) n'a qu'un seul terme non nul sur
chaque ligne, on a forcement w = id ou w = s. Donc le fixateur de H;; , est d’ordre
eij,r = 2. De plus, I'élément v; associé a s est de la forme :

Vsi,le-’UjT’ =Y~ C;ry’.'
Enfin, I'orbite de H;j, sous I'action de W est C1 = {Hpqt, 1 < p#q<net0<
t<L—1} car
om(Hijr) = Hijir sim¢{ij}
oi(Hijr) = Hijjet
Spq(Hijr) = Hijr sipetq¢{ij}
5i,q(Hi,j,r) = Hq,j,r Si q 7&./

L'hyperplan associé a la réflexion of est H; = ker x; et donc vye = (1 — C[t)y;. Le
fixateur de H; est le sous-groupe engendré par o;, il est d'ordre e; = £. L'orbite de H;
sous W est Co = {H;, 1 <j < n}car

o (Hi) i

H
sp.q(Hi) = H; siiZ{p,q}
H

siq(Hi) = Hg.

7.1.3 Caracteéres irréductibles de G(¢, 1, n)

Partitions d’un entier et caractéres de G,

En regardant la décomposition d'un élément de &,, en produit de cycles a supports
disjoints, on voit clairement que les classes de conjugaison de &,, sont paramétrées par
les partitions de n (cf. paragraphe 1.1). Les ensembles P(n) et Irr &, ont donc méme
cardinal. De plus, la construction de caractéres irréductibles {xx, A € P(n)} de &, a
partir des partitions de n (cf. théoreme [GP0O0, 5.4.5]) permet de mettre explicitement
ces deux ensembles en bijection.
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Théoréme 7.1.3 (Frobenius). Pour A € P(n), on peut construire un caractére irré-
ductible x, de &, tel que I'application

P(n) — IrS,
A = X\

soit une bijection.
Exemple 7.1.4. Avec la convention de [GP0OO], on associe le caractére signature a la

partition (1") et le caractére trivial a sa transposée (n).

Description des caractéres irréductibles de G(¢, 1, n)

Par construction, G(£,1,n) ~ &, X (ug)". La description combinatoire de Irr &,
par les partitions de I'entier n va donc nous donner une paramétrisation de Irr G(4, 1, n).
Nous allons ici rappeler une construction des caracteéres irréductibles de G(£,1,n) a
partir des £-multipartitions de n, en généralisant a £ quelconque les résultats pour les
groupes de type B, du paragraphe 5.5 de [GP00]. C'est un résultat bien connu, on
pourra en trouver une démonstration dans [GJ11, 5.1.3].

Théoréme 7.1.5 (Specht). Les ensembles Irr G(£,1, n) et P(£, n) sont en bijection.

On peut méme décrire explicitement les caractéres irréductibles de G(¢, 1, n) par les
multipartitions, a partir des caractéres x», comme énoncé dans le corollaire qui suit la
démonstration de ce théoréeme.

Démonstration. Le sous-groupe distingué N, des matrices diagonales de G (¥, 1, n) est
engendré par les o; qui sont tous conjugués. Notons s; la matrice correspondant a
la transposition (i,i 4+ 1) et considérons as, ..., ag des entiers positifs tels que n =
ar + -+ ag. On leur associe 0,,,... 5, le caractere irréductible de N, défini par

lrr(G(£,1,n),0a,..24)=1{x€lrG(1,n), Res,f,fe’l’") X contient 8,,, . a,}-

Le groupe G(¥, 1, n) agit par conjugaison sur N, (les éléments de &, permutent les o;
et N, agit trivialement) donc il agit aussi sur Irr(N,). Soit x un caractere irréductible
de N,, comme N, est un groupe abélien, x est multiplicatif et donc af = 1 implique
que x(o;) = Cg‘" avec a; € {0,...,£ — 1} pour tout 1 < i < n. Soit 7 € G, telle que
0< A1) S0 S Q) S £ — 1 alors on peut trouver des entiers ay, ..., ag de somme
n tels que pour tout 1 <7< n,onaita;+--- +aa,, <i<ait-+aa,; +aa;+1-
Alors pour tout 7, on a

Thx(on) = x(ToiTTh)

= 531 ..... ayg (O-I) .

Donc tout caractere irréductible de N, est conjugué a un d,,
(a1, ...,ap) # (a}, ..., ap), alors 0z, 5 €t 63/1
orbite sous I'action de G(£,1,n). Donc {d,,,. .
complet de représentants des classes de conjugaison de G(£, 1, n) sur lrr(N,).

_____ a,- De plus, si
a, Ne peuvent pas étre dans la méme

.....
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Lemme 7.1.6.

Irr G(¢,1,n) = |_| lrr(G(£,1,n), 0a,,. a,)

31+...+ae:n

Preuve du lemme. Soient x un caractére irréductible de G(¢, 1, n) et 6 une composante
irréductible de ResG(‘z1 ")
caractére 0,
[Isa76, 6.2]),

Res,?,fe’l’") <ResG(Z Ln) X, Oay az) (02

.....

x. D'aprés ce que I'on vient de voir, il existe un unique
a qU| soit conjugué a 6. Alors d'aprés le théoreme de Clifford (cf.

.....

ou (+,-) est le produit scalaire défini sur I'ensemble des caracteres de N,. Or aucun
conjugué de da,,...5, dans G(£,1, n) n'est de la forme ¢, - donc il existe un unique
Z-uplet d’entiers (al, .., ay) tel que x € Irr(G (4,1, n), 631 a)- U

.....

Notons encore G(£,1,a1) X --- x G(£4,1,a,) le plongement de G(4,1,a1) X -+ X
G(4,1,ap) dans G(¢,1, n) en considérant les matrices diagonales par blocs. C'est un
sous-groupe de G(¥,1, n) contenant N, qui peut étre décrit de la facon suivante :

Lemme 7.1.7. G({,1,a1) X --- x G(£,1,a5) = Stabgp1,m(0a.....2,)
Preuve du lemme.

T € Stabg(g1,n)(0a;,....5,) & pout tout 1 <k <4

[a1 4+ -+ ak1 <Jj< a1+ +ak_1+ ak] équivaut
alar+ - ta1<7()<ar+--+ak1+ ak

< T permute les a; premiers éléments ensemble,
puis les a, suivants, etc- - -

& 717G 1a1)x - xG(£1,a)

Posons Irr(G(€,1,a1) X --- x G(£,1,ay),0a,,..3,) =
{Welr(G(e,1,a1) x -+ x G4, 1, a)), Res.G(“‘;”)X XCGELa) y contient 6, . a2}

et notons €, le morphisme de G(4,1, ax) qui envoie les s; sur 1 et oy sur th‘_l. [l est
bien défini car

ex((sio)(sjof)) = ex(sioisjorfoioy)
(tk=D) puth1)
¢ ¢

Gk(Siaf)Gk(SjUf)

Il nous permet d'étendre 0,,, .5, @ G(£,1,a1) x --- x G(£,1, ag) par le caractére ir-

réductible ¥ = 1g(g1,5) ® €2 @ - @ €. Alors d'apres le corollaire de Gallagher (cf.

[Isa76, 6.17]), quand B parcourt Irr((G(£,1,a1) x --- x G(£,1,a;))/Np) = Irr(S,,) X
x Irr(8,,), By parcourt I'ensemble des composantes irréductibles de

(élal)x ><G(Zlag)(5

n

Ind

92



CHAPITRE 7. DESCRIPTION ALGEBRIQUE

Or on sait décrire tous les caracteres irréductibles de &,, par les partitions de I'entier
aj, donc B =x1 ® -+ ® Xy oU A' est une partition de a;. Ainsi

BY =X ® (2@ Xx2) @+ @ (€@ Xxe),

ol si x est un caractére de G,, X est son relevement a G(¢,1,a) = S, x (g)? qui
vérifie le diagramme suivant :

G 1,a) X—C

RN

S.,.

Mais on a vu que G(£,1,a1) x --- x G(£,1,ap) = Stabgg1,n)(0a,
théoréme [Isa76, 6.11],

a,) donc par le

|I’I’(G(£,1,81)X"'XG(Z,l,ae),éal ..... ag) — Irr(G(Z,l,n),éal ----- az)

G(£1,n)
\Uj — |ndG([’1’al)><n-><G([,lyal)(W)

est une bijection. On pose donc

G(¢,1,n — — ot
A = |ndggeiaf)x...xG(“,ae)(Xxl ® (2@ Xx2) ® - ® (€@ X))

.....

..........

d
Corollaire 7.1.8. Les caractéres irréductibles du groupe G (£, 1, n) sont exactement les
G, — — —
_____ 3 = NAZETT 1. OO0 © (220 3X2) @+ ® (6 ® Xae))

quand X = (X', ..., \Y), avec|\/| = a;, parcourt I'ensemble P (£, n) des £-multipartitions
de n.

Exemple 7.1.9. On peut définir 2¢ caractéres irréductibles (€1, ..., €, €1, ... ,e})_ de
G (2,1, n) de la maniére suivante : pour1 < i< fetl<j<n, ei(or)=¢€(01) = C[l,

€i(sj) = 1 et €i(sj) = —1. D'apres I'exemple 7.1.4, les €; seront décrits par les £-
multipartitions X\; = (0, ..., 0, (n), 0, ..., 1), ot la partition (n) est placée a la i"®™ part
et les € seront paramétrés par les £-multipartitions X; = (0,...,0,1",0,...,0), ou la

partition 1" est placée a la i"€™¢ part.

7.2 Algebres associées

7.2.1 Algébre de Cherednik

On va décrire en détail I'algébre de Cherednik, pour t = 0, associée au groupe de ré-
flexions G(¢£, 1, n). Comme nous venons de le voir, I'ensemble S¢ (4,1, des réflexions de
ce groupe a £ classes de conjugaison Sg, ..., Sg_1. Le paramétre ¢ de I'algebre de Che-
rednik H.(G (4,1, n)) va donc prendre £ valeurs : ¢ = ¢s,, ..., -1 = Cjs, ,- Comme

93



CHAPITRE 7. DESCRIPTION ALGEBRIQUE

dans [Gor08], on va les exprimer a I'aide d'un paramétre h = (h, Hy, ..., Hp_1) € QF,
en posant, cf [Gor08, 2.7],

co = het c,-:ZCZ_UHJ-, pour i > 1.

On posera aussi Hyp = —(Hy + -+ - + Hp—1). Ce paramétrage rationnel va notamment
nous permettre de relier H.(G(4,1,n)) aux algébres de Hecke correspondantes. G.
Bellamy, dans [Bel, 6.4], a donné des formules inverses exprimant les H; en fonction

des ¢; :
-

}:Qchpmnlgjéﬁ—l
pat

H; =

(\Il—l

Exprimons maintenant, avec ce nouveau paramétrage, les relations de commutation

< Qs y >< X,Vs >
> < ;

by x] = - < Qs, Vs >

seSw

dans I'algebre H.(G(¥, 1, n)). En gardant les mémes notations qu’au paragraphe 7.1.2,
1. pour s =s,40,0," €Sp,avec 1< p#qg<net0<r<{—1ona:

as = xq — (gxp et vs = yg — (" yp.

Donc : o
0 si i¢{pq}
o J Qg Y >= 1 si i=gq
—(; si i=p
0 si j&{p.q}
o < Xj, Vs >= 1 si j=g¢q
=" st j=p
o <o, vs>=1—det(s)"t =2
e ¢, =c¢c = h

2. pours:afJGS,aveclgpgnetlgtgé—l,ona:

as=xp et ve = (1= “)yp.
Donc :
0 si i
'<a&”>:{1 g;fﬁ
0 si j#p
'<V*>_{1—gfsij_p

o <asvs>=1—det(s) t=1-¢*
-1

oG
On voit donc que si i # jalors < ag, yi >< xj,vs >=0.

Les relations de commutation entre les éléments des bases de h et de h* sont alors les
suivantes :

-1 -1 -1

— —tj t

bixil = =) > sigoiop =) | D¢ H | o
r=0 j#i t=1 \j=0
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-1
i, x) = h>_ Csijofo; " sii# j.

r=0

On notera désormais Hy(G (4,1, n)) I'algébre de Cherednik associée au parametre h.
Pour finir, relions le deuxieme systéme de paramétrage {h,, v € |_| lrr(We)}
CeA/W

au parametre h = (h, Hy, ..., H;—_1). On a vu qu'il y avait deux orbites d'hyperplans de
réflexions sous I'action de G(£,1,n) : C1 ={Hpqt, 1< pF#qg<net0<t<L—1},
qui vérifie ec; =2 et Co = {H;, 1 <j < n} avec e, = £. On a donc :

h, = ((h¢, 0. he,1)). (he,0). - he,e—1))). avec he, oy =h, o) = 0.

Et on pose, comme dans [Mar10, 3.1] : h = h, 0y — h¢, 1), Hi = h, iy —h,iz1)
pour tout 1 <7< £—1, soit:

h(Cl,l) = —h
he,iy = Hi+-+H; pouri>1L.

7.2.2 Algébre de Hecke

Passons maintenant a la description de I'algébre de Hecke cyclotomique Hqm(G (¥, 1,
n)), avec m = ((mc, oy, M, 1)), (M(c, 0y, -, M, 0—1))). L'algebre Hqm(G (£, 1, n))

a n générateurs Ty, ..., Tp—1 qui vérifient les relations de tresse :
T,'Tj = TJT, Si |i—j|>1,
TiTixaTi = TigaTiTiyr sil<i<n-—2,
ToT1ToTy = TiToT1To

et les relations suivantes :
—1 _
H(To — Q@) =0et (T; —q™@0)(Ti+q™@D) =0 pour 1 <i<n—1.
j=0

Remarque 7.2.1. Quitte 4 changer T; en q ™D T;, pour 1 < i < n—1, on peut
remplacer les relations (T; — q™€19)(T; + q™cD) =0 par

(Ti — qm(CLU)*m(Clvl))(Ti + ]_) =0.

On a défini au paragraphe 4.2.2, les éléments de Schur {sg, E € Irr W} associés
a I'algébre de Hecke Hqm(W). Pour W = G(¢,1,n), on a vu au théoreme 7.1.5 que
Irr W était en bijection avec I'ensemble P(£, n) des ¢-multipartitions de n. Les éléments
de Schur sont donc paramétrés par les multipartitions, on les note {sx, A € P(£,n)}. lls
ont été calculés dans [GIMO0Q], [CJ12] et [Mat04, 5.18] en utilisant le symbole ordinaire
d'une multipartition (cf. définition 1.2.5). On se référera par la suite a I'exposé de
[GJ11, §5], afin d'avoir les mémes notations, on va poser :

u=qmEo M et V; = (g™ pour 0 < j < £— 1.

On définit alors les éléments suivants, pour B le symbole ordinaire de taille h de
A= 0
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og(u, Vo, ..., Vp—1) = H (u*V; — P V),
0<i<j<e—1
(a,B)EB X B
a>f si i=j
08(u, Vo,...Verr) = ] W Vi-V),
0<i,j<e—1
aEB’
1<k<La

ve(u, Vo, .. Vo) = [ (Vi—V)'08(u, Vo, ..., Vo),

0<i<j<e—1

og = <§> </27> +n(¢—1),

TB:’g(e(h—Qi)ﬂ)

et on est en mesure d'énoncer le résultat suivant :

Proposition 7.2.2 (Geck-lancu-Malle).
Soit A une £-multipartition de n et soit B un symbole ordinaire de A alors

—n
vg(u, Vo, ..., Vo—1)

s>\(u, Vo, ..., ngl) = (u — 1) V: (—1 ‘TBUTB*|B‘+"
Ogil;IZ—l I ) og(u, Vo,..., V1)
Et cette expression ne dépend pas du choix de h.

Remarque 7.2.3. Avec cette expression et sachant que u = ™0 ™D et V; =

C{;qm(czvi), on voit clairement que les éléments de Schur pour les algebres de Hecke
cyclotomiques sont des polynémes de Laurent en q.

7.3 Formules pour les a et A-fonctions

Supposons que le parametre m = ((mc, o), M(c, 1)), (M(c,,0), -, M(c, 0—1))) st
tel que mc, 0) > m(c, 1) et posons

r=m, o~ N 0<j<t 1 mi— M
=M, 0) — M 1) € etpour0 <y < , = €Q.

On notera encore m le £-uplet (m°, ..., m¢=1).
D'aprés le paragraphe 4.2.3, on peut définir les fonctions @ et A de la maniére
suivante :

Définition 7.3.1. Pour A € P(£,n), on pose am ,(A) = —valq(sy) et Am,(A) =
degq(sx).

Remarque 7.3.2. La définition de la a-fonction se généralise au cas mc, o) < M(c, 1),
en utilisant la propriété démontrée au paragraphe 4.2 de [CJ11] :

o A = (EAL, ... EAD),
Donc pour r < 0, on utilisera la formule @am,,(A\) = a—m —(*\) pour se ramener au
cas que I'on va étudier ici (car mc, jy = rm/ = (—r) x (—m/)).
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Sur le modéle de ce qui a été fait pour la a-fonction a la proposition 5.5.11 de
[GJ11], on va maintenant donner une formule explicite de la A-fonction a partir de la
formule de la proposition 7.2.2.

-1
AnN) = r —ani—|B|+’TB* Z max(a + m', B+ m)
i=0 0<i<j<e—1
(aB)EB' x B/
a>f si i=j (71)

+h Z max(m’', m) + Z max(k + m', m)
0<i<j<e—1 0<ij<—1

acB!

1<k<La

Par la suite, on divisera tout par r > 0 pour simplifier les notations.

7.3.1 Calcul de la fonction A

On peut réécrire les parties en vert et en rouge de la formule (7.1), comme cela
a été fait dans [BK02, 3.18], en utilisant les m-symboles ordinaires (cf. définition 1.2.6).

Z max(k + m', m’) = g max(k, m’) — Z max(k, m’)
0<ij<e-1 0<ij<e-1 0<i j<e-1
acB’ aeB’ acB’
1<ksa 1<k<a+m' 1<k<m’
= Z max(k, m’) — Z max(k, m’)
0<i j<e-1 0<i j<e-1
acBi aEBi
1<k<a 1<k<m'
Z max(a +m', B+ m) = g max(a, B).
0<iy<e—1. 0<i<j<e—1
(a,B)EB xBJ (a,B)EB B
a>0 si i=j a> si i=j
Ce qui donne une nouvelle expression de la fonction A :
-1
Am:A) = —nd m —[Bl+1s— >  max(k,m)+h D max(m’ m)
i=0 0<i j<t—1 0<i<j<e—1
aeB’
1<k<m’
- Z max(a, B) + Z max(k, m’)
0<ij<e-1 0<i j<e-1
(a,B)EB'x B acB’
a>B sii=j 1<k<sa
(7.2)

A partir des partitions k5. (A\) = (k1 > --+ > k) définies au paragraphe 1.2.3, on
peut alors construire les fonctions suivantes :

na) = (- Dk,
i=1

t [ki]

M) = £33 (k) =3 Y (o - k).
= i=1
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Théoréme 7.3.3. Soient X € P(4,n), r e N*, m = (m°, ..., m*=1) € Q¢ et s un entier
tel que s > hc* + 1 alors :

(i) @m,rX) = r(ng(A) — ny (0)) _

(i) Amrh) = r(NayX) = Ny (0) + n5a ) = nn(0) = n( Y m' +5)).

0<i<e—1

Remarque 7.3.4. Grace a ces formules, on voit clairement que les fonctions a et A
sont continues en les paramétres et que les ordres des a et A-fonctions ne dépendent
pas de la valeur de r > 0.

Démonstration. Pour le point (i), il faut se référer a la proposition 5.5.11 de [GJ11].
La démonstration du point (/i) est vraiment semblable au point (/) : on va raisonner par
récurrence sur n. Quand n = 0 la formule est clairement vérifiée. Supposons maintenant
que n > 1 et que la proposition est vraie pour toute Z-multipartition de rang n — 1.
Soit A € P(£,n), comme n > 1, A admet au moins une part non nulle. On construit
alors, a partir de A, une multipartition w de rang n—1 en enlevant 1 a la premiére part
de A qui est différente de la partition vide (c'est a dire A, pour le plus petit k). Alors
W est une £-multipartition et on a s > hc® + 1 > hc* + 1. Donc par récurrence

Am,r (1) = (N (1) = N () + (1 (1) = 1 (@) = (n = 1)( Y m' +£s).

0<i<e—1

Pour exprimer A, »(A), il faut donc calculer la différence Ap,, (X)) —Am, (1) en utilisant
la formule (7.2).
Quand on fait la différence des deux parties en bleu, beaucoup d’éléments se sim-
plifient car, par exemple 7g, = 7g,, €t on trouve —1 — Z m'.
0<i<e—1
Concernant la partie verte, on peut encore simplifier son écriture en notant 61 > 0, >
o+ 2 Og(pts) les éléments du m-symbole de taille s de A. On obtient alors

Z max(a, B) = % Z max(a, B) — Z a

0<i<j<e—1 0<i<j<e—1 0<i<t—1
(a,B)EB X BI (a.B)EB xBI acB’
a>f sii=j
1 Lp+s) [i—1 L(p+s)
= 5 Z Zmax(é;,éj) + Z max(é,-,éj)
i=1 j=1 J=i
£(p+s)

£(p+s)

= D (Wp+s) - 0o
=1

1=
et sachant que, quand on compare les m-symboles de A et u, ils ne différent qu’'a
un seul indice que I'on notera k et cette différence est de 1. Donc quand on fait la
différence entre les deux parties vertes on obtient —4(p + s) + k.

En suivant le méme raisonnement, quand on fait la différence des deux parties rouges
-1

on trouve Z max(dx, m'). Notons (x, y) le couple tel que §; = A} —x+mY +p+s alors

j=0
1<y<fletl<x<h.Doncpourtout0<j<£€—1,0onad>=—h+m'+m+s>
Y. Ainsi la différence entre les deux parties rouges est égale a £0y.
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On obtient alors

-1
Am ) = Am () =—-1=>"m —L(p+5s) + k+ 5. (7.3)
j=0

Si I'on compare maintenant les m-symboles décalés de A et u, on s'apercoit qu’'un
seul élément differe, qu'il est au méme indice k que pour les m-symboles et que la
différence est aussi de 1. Donc

M) = () = k — 1. (7.4)
De méme
NwV) — Ny () = Lk = L6y — Lp. (7.5)
En compilant les formules (7.3), (7.4) et (7.5), on obtient

{—1

Amr(\) = Am () = (NG = Ny () + (05 (V) = ny(w)) = > ml —4s
j=0

ce qui prouve le point (/i) par récurrence.
[

Le lemme 1.2.14 nous permet d'affirmer que, pour w € &y, n5,(A\) = nj, m(w -X)
et N5(A) =N, .,(w-X) d'ou

Corollaire 7.3.5. Soit w € Gy, A € P(4,n), re N*, m=(m°, ... mt=1) c Qb ets un
entier tel que s > hc™ + 1 alors :

(M) awmr(W-X)=am,,A)

(i) Apem r(w-X) = Anm (N).

Ce corollaire, la remarque 7.3.2 et nous donnent le résultat suivant :

Corollaire 7.3.6. Pourx = (\!, ..., \¥) et m = (mg, ..., m*"1), on note X = (X%, ...,
) etm=(—m1 ..., —m®). On a alors

am—rA) =am,AN).

7.4 Fonction c
Sachant que, d'aprés la proposition 4.3.15, on a
-1
CmrA) = Am,A) —a@m A\) +r (Z m' — 1) ,
i=0
le théoreme 7.3.3 donne une formule simple pour la fonction ¢ :

Proposition 7.4.1. Soient A € P({,n), r € N*, m = (m°, ... m* 1) € Q% et s un
entier tel que s > hc™ + 1 alors

-1
Cm,rA) = r(Nm) = Nay(0)) — rn( Z m' 4+ £s) + r (Z m' — 1) _
i=0

0<i<e—1
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7.4.1 Formule pour la c-fonction

La notion de contenu d'une multipartition (cf. définition 1.2.2) nous permet de
simplifier la formule obtenue a la proposition 7.4.1 :

Proposition 7.4.2. Soient A € P(¢,n), r e N* et m = (m°, ..., m*~1) € Q¢ alors

-1 -1
CmAN) =1L Z cont(vy) — rani +r (Z m' — 1) :
i=0 i=0

Remarque 7.4.3. (i) D’aprées le lemme 1.2.4, on retrouve, a une constante additive
pres, la formule de la c-fonction donnée par R. Rouquier dans [Rou08, 6.2].
(i) Cette formule nous permet de voir que la c-fonction est continue en les paramétres.

Démonstration. Cela revient a montrer que £ Z cont(y) = Ny, (A) — N, (D) — £ns.
YeM

Pour calculer N3, (X\) — N3, (), comparons les m-symboles décalés de A et de la multi-

partition vide :

BIA) = (m —[m],m/ =[] +1,..,s— Wt m—1s— W4 ml+ N s -

W ml £ XEL 41, s — W md £ X w1

BID)=(m/ —[m],m =[] +1,...,s— Wl +m/—1,s— W+ m/ s— W1+ m+

L..,s— W4 m+ptl—1)

On a alors :
1 -1 HHl-1 ' ' ' ' '
(N ) = NG () = ((m’—[mf])—l—---—i—(s—hf“—i—nﬂ—l—kjhjtll_i
j:O i:O . . . .
+i) = ((m = [m]) 4+ + (s — KT+ m +1))
-1 htl-1 _ ' ' '
= (s=HWr+m+it )+ +(s— W+
j=0 =0
it ML)
e—1 W N
= SN (s+k—i+nm)
j=0 i=1 k=1
e—1 W N
= ns—i—ZZZ(k—/—i-m’)
j=0 i=1 k=1
= ns—+ Z cont(vy)
v
(la derniére égalité revient a décrire les boites de [A] par les triplets (j, k, i) 1<j<e ). O
1<i<H
1<k<N

7.4.2 c-chambres

On va s'intéresser par la suite a I'ordre que définit la c-fonction sur P(£, n). En effet,
au paragraphe 4.3.3, on a défini grace a la c-fonction un ordre partiel sur Irr W, pour W
un groupe de réflexions complexe. Or pour W = G(¥,1, n), on a vu au théoreme 7.1.3,
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que Irr G(£, 1, n) <» P(£, n), I'ordre de la c-fonction se transporte donc sur P (¢, n) de
la maniére suivante :
AL = Cm,r(u') < Cm,rO‘) OUA =pU.

Dans le chapitre 9, on va essayer d'interpréter géométriquement cet ordre fon-
damental dans I'étude des représentations de I'algébre de Cherednik H,(G (¥, 1, n)),
c'est pourquoi on va utiliser I'expression de la c-fonction en fonction du paramétre
h = (h, Hl, ceey HZ—l) .

4 4
cn) =€) [N |(Hy+ -+ + Hi1) — £h (@ + 3 (n(A) = n(t>\i))> .
i=2 i=1

Remarque 7.4.4. C'est la formule de [Gor08, 2.5] qui correspond a la formule de
[Rou08, 6.2]. L ordre défini par cette fonction est donc le méme que celui que définit
la formule de la proposition 7.4.2, avec le changement de paramétres mc jy = hc j),
soit

Le c-ordre n'est pas un ordre total car deux multipartitions distinctes peuvent avoir
la méme image par la fonction ¢ en un h fixé. Mais comme la fonction ¢ est linéaire
en h, pour \ et u fixées, I'équation c,(A) = cp () définit un hyperplan de I'ensemble
des parametres H, qu'on note Hj . Et le fait que A <¢, p ou p <, A détermine de
quel coté de I'hyperplan se trouve h. Il 'y a un nombre fini de Hy , qui délimitent des
chambres a l'intérieur desquelles le c-ordre est total.

Définition 7.4.5. On appelle ces chambres les c-chambres.

Exemple 7.4.6. L’ensemble P(2,3) est constitué de 10 éléments :
A1 =((3):0), A2 = ((2,1):0), Az = ((1,1,1):0), s = ((2): (1)), As = ((1,1); (1)),
Ao = ((1):(1,1)), A7 = ((1):(2)), s = (0: (1,1, 1)), Ao = (0:(2, 1)), A10 = (9 (3))-
Ces multipartitions donnent les fonctions ¢ suivantes :

ch(A1) =0, en(A2) = —6h, cn(A3) = —12h, ch(X4) = 2H; — 4h,
ch(As) = 2H; — 8h, ch(hg) = 4H1 — 8h, ch(A7) = 4H1 — 4h, ch(Ag) = 6H; — 12h,
ch(Xg) = 6H; — 6h, ch(X1p) = 6H;.
Et ces fonctions correspondent aux 10 murs suivants :
h=0, HH=0, Hi=h, HL =—h, Hi =2h

1 1
Hi = —2h, Hy=4h Hi=—4h, Hi=h Hi=—>h

Dans ce cas on a donc 20 c-chambres.
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Hy

c-chambres pour B3 = G(2,1,3)
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CHAPITRE 8

Les variétés mises en jeu

Les variétés de carquois ont été introduites par H. Nakajima dans [Nak94]. Elles
sont construites a partir de la variété des représentations d'un carquois dont on a donné
la définition au paragraphe 2.3.

Dans ce chapitre, nous allons expliquer cette construction pour un carquois cyclique
puis exposer certaines propriétés de ces variétés.

Enfin, on détaillera la description combinatoire de leurs points fixes sous une action
naturelle de C*, issue de [Gor08].

8.1 \Variétés de Carquois

8.1.1 Deux actions sur la variété des représentations

On considére le carquois cyclique @ a ¢ sommets numérotés de 0 a £ — 1. On
introduit le carquois Qs qui correspond au carquois @ auquel on a rajouté un sommet
noté oo qui rejoint le sommet 0 par une seule fléche et Q. le double carquois construit
a partir de Q en ajoutant une fléeche a* qui est I'opposée de chaque fleche a0 du
carquois Quse.

3 iO T.O
271../ \.1 4—1../ \01 Z*l.. §01
N
Vs W R
3 3 3

Q Qoo Qoo

Dans [Gor08, 83], |. Gordon considére une famille de variétés définies a partir
des représentations du carquois Q. On va présenter ici cette construction ainsi que
certaines propriétés de ces variétés, en se basant principalement sur cet article ainsi
que sur [Kin94] et [Nak09].

Etudions la variété des représentations du carquois Qu sur C. Soit d = (do, ..., dp—1)
€ N¢ un vecteur dimension de @, on lui associe d = d + e, = (dp, ..., dg—1,1) un
vecteur dimension de Q. On note alors R(d’) = Rep(Qo, d’), soit
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-1 -1
R(d): = (@ I\/Iatd,.%d,(((?)) P (@ Matd,.,d,.H(C)) @ C% @ (C)*.
i=0 i=0
Et on pose (X,Y;v,w) = (Xp, ..., Xo—1, Yo, ..., Yo_1; v, w) € R(d).

-1

Le groupe G(d) = HGLd,((C) ainsi que le groupe unitaire U(d) agissent sur R(d’)
i=0

par, pour g = (go, ..., ge-1) € G(d),

g - (X, Y;v,w) = (g1 Xogy '\ - 80Xe—18; 5 Go Yo&gT 1 - o1 Ye-18 ' gov, wgy ).

On peut définir une autre action sur R(d’), celle des quaternions :

Définition 8.1.1. [ ’algebre des quaternions H est une algebre de dimension 4 sur R
munie d'une base (1,i,j, k) telle que 1 est I'élément neutre pour la multiplication et

P=2=k>=-1, jk=—kji=1i, ki=—ik=], ij=—ji = k.

On peut définir une action de H sur I'ensemble R(d’) des représentations du carquois
Qs en posant :

i-(XY;v,w) = (V-1X,vV-1Y;V—=1v,vV—1w),
Jo (XY vw) = (YT =XTwl, —vh),
ol T signifie I'opérateur adjoint hermitien.

Enfin, la fonction g : R(d’) x R(d") — R définie par

-1
g(X.Y;v,w), (X, Y:7,w)) = Re (Z(Tr(x,x,*) +Te(Y, Y, ) + Tr(virh)
r=0

+TI’(WI7VT)>

est un produit scalaire sur R(d’). Cette structure apportée a la variété R(d’) lui confére
une structure symplectique.

8.1.2 Formes symplectiques et applications moments associées
Proposition 8.1.2.
wi: R(d) x R(d") — R;(z,2) — g(iz, 2),

wj: R(d") x R(d') = R; (z,2) — g(jz,2),
wi - R(d) x R(d) = R: (2,) s g(kz, 3)

sont trois formes symplectiques réelles sur R(d’).
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Preuve. Etant donné que I'espace tangent en tout point de R(d’) est R(d’), la forme
bilinéaire w, correspondant a la forme symplectique w au point x sera la méme pour
tous les points de la variété. Il suffit donc de vérifier que les formes w;, w; et wy sont

bilinéaires, antisymétriques et non dégénérées ce qui se fait facilement. ]
On définit alors deux formes symplectiques wr = w; et wc = w; + vV—1lwy qui
vérifient :
-1
wr((X, Y v, w), (X, ¥;7, W) = —Im (Z(Tr(XrXrTH—Tr(YrYrT))+Tr(vVT)
r=0
+ Tr(wwh)

-1
we((X, Y5 v, w), (X, Y7, @) =Y (Tr(X,Y,) = Tr(X, Y,)) + Tr(vw) — Tr(viv).
r=0

Proposition 8.1.3. Les applications

. R(d") — (Lie(U(d)))*
KR X, Y;v,w) — @ (X XTI+ Y, YT + wi — wiw) et

X, Y;v,w) — [X Y]+ w

sont les applications moments associées a wr et wc, en identifiant Lie(U(d)) et
Lie(G(d)) avec leurs duaux grace a la trace.

e { R(d) — (Lie(G(d)))*

La démonstration de ce résultat pour uc est présentée en annexe B, celle pour ug est
semblable. Ces applications moments vont nous permettre de définir les variétés de
carquois qui nous intéressent.

8.1.3 Variétés X,(d) et My(d)

A partir de maintenant, on va considérer 8 = (6, ..., 6,_1) € Q¢ et on va identifier
03 (90 iddo, vy 001 iddg,l) € Lie G(d)

On considére la sous-variété %1(9) de R(d’). L'action de G(d) sur cette variété
est celle induite par I'action de ce groupe sur R(d’) décrite précédemment. Comme
G(d) est un groupe réductif, (C[p,(El(G)]G(d) est une C-algébre de type fini donc, d’'aprées
le paragraphe 3.1, on peut définir la variété affine

Xp(d) = SpecClug " (8)]%W = uc'(8)//G(d)

qui a pour anneau de polynémes (C[;JJ(El(G)]G(d).

On va maintenant définir une deuxiéme variété quotient, appelée quotient GIT pour

"geometric invariant theory" (cf. [MFK94]).
-1
Pour 8 € Z*, on définit xg, le caractére de G(d) associé a 8, par xs(g) := H(det g%
i=0
Plus généralement, pour 8 € Q¢ et j un entier, on peut considérer Xjo des que jO € 7t
On pose alors

Cluc'(0)] = {f € Clug'(0)], Vg € G(d), g f =Xjo(g)f}
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si jo € Z¢ et (C[p,(El(O)]Xie = 0 sinon.

L'algébre B = @50 Clug(0)]X% est alors une Clug'(0)]¢(-algébre de type fini

graduée. Donc, d'aprés [Har77, Chap. 2, §2], on peut définir la variété
Mo(d) == Proj P Cluc (0)% = pc'(0)//6G(d)
Jj=0
et d'apres I'exemple 4.8.1 du méme chapitre de [Har77], c'est une variété qui est
projective sur la variété affine Spec Clug'(0)]@) = Ap(d).

8.2 Propriétés des variétés My(d)

8.2.1 Homéomorphismes

On peut identifier les variétés de carquois que I'on vient de définir & des sous-
variétés de R(d’)/U(d), ce qui va nous permettre de comparer les variétés Xy(d) et
Meo(d).

Lemme 8.2.1 (Nakajima-King). La variété Xy(d) est homéomorphe éu@l(e)ﬂuﬂgl(O)/

U(d) et /a variété Mgy(d) est homéomorphe a ;JJ(EI(O) Nug( 519)/U(d).

On pourra trouver une référence du résultat concernant Xg(d) dans [Nak94, 3.1] et de
celui concernant My(d) dans [Kin94, §6].
Sachant que I'on vient d'identifier les variétés Xs(d) et My(d) a des variétés qui
2

sont proches, on peut chercher a relier ces deux variétés de carquois par un homéo-
morphisme de variétés complexes, en utilisant les deux homéomorphismes précédents.
C'est I'idée de [Gor08, 3.7].

Proposition 8.2.2 (Gordon). Les variétés Xo(d) et Mg(d) sont homéomorphes.
2

Démonstration. On a un morphisme :

v { pe ) Nt (52) /U@ — gt (8) Nzl (0)/U(d)
— —i

—k
u V2 u.

La formule exacte de W est

V((X,Y;v,w)+U®)) = %(—ﬂ(x +YLY =X v+ whw—vh) +Ud).

Soit z= (X, Y;v,w) € p,(El(O) Nugt (\/?9) alors uc(z) =0 et ur(z) = 519 et

7 <_I\/_§kz> = %u,c (—\/—1(X +YhL Y = Xv+whw— vT))

—w +w! — wiw + wivl)
- % (([X:XT] + Y, YT+ w!—wiw) — (X, Y] + w)
—|—(YTXT Xyt + WTVT))

= \/1_—1%(2) — %MC(Z) + %uc(Z)T

N D

106



CHAPITRE 8. LES VARIETES MISES EN JEU

LR (ﬂékz) = %MR (—vV=1X+YLY =X v+ whw —vh))
= ?(—[X—I—YT,XU—Y]—[Y—XT,YT—X]
(v + (v +w) + (wh = v)(w = 1))
= g(z(vx — XY) +2(XTYT — YIXT) = 2(wivl 4 vw))
— 2 o)+ el
= 0.

De plus, si on note g = _\"/_Ek alors gg = 1 donc g € U(d). Donc W est bien défini,

il est bien a valeurs dans /1,((_:1 (%) N up'(0)/U(d) et il est évidemment continu. Son
inverse étant la multiplication par gT, c'est un homéomorphisme. ]

8.2.2 Description de Mg(d)

On va commencer par décrire la variété Mg(d) a I'aide de représentations, d'apres
[Nak09, §2.2]. On pourra aussi se référer a [Kin94]. o
Un élément de %1(0) correspond a une représentation (V, W) de Q, ou V =

(Vo, ..., Vy_1) est de dimension (dp, ..., ds—1) et W de dimension 1, car on a choisi
d = (do,...,dp_1,1). Pour 8 = (6p,...,00—1) € Qb et d = (dp, ..., dp_1) fixés, on
-1
choisit 8, € Q tel que ZG,-d,- + 05 = 0.
i=0

On définit alors, pour une représentation (V, W) de dimension quelconque,

-1
B(V, W)= 6;dim V; + 0(1 — w.0).
i=0

ot dw,o=1si W=0etOsinon, et
oV, W)

/,l, V, W = '
o(V. W) 1— 6w+ > dimV;

que I'on appelle la pente de (V, W).
Remarque 8.2.3. Les éléments de M(El(O) sont de pente nulle.

Définition 8.2.4.
e Une représentation (V, W) est dite 8-semistable si pour toute sous-représentation
(VW'Y de (V, W), on a ug(V', W) < ug(V, W).
e Elle est dite ©-stable si I'on a une égalité stricte sauf pour (V', W') = (V, W).
e Une représentation B-polystable est une somme directe de représentations 6-
stables de méme pente.

Remarque 8.2.5. Par sous-représentation de (V, W) on entend que W' est un sous-
espace vectoriel de W et pour tout 0 < i < £—1, V! est un sous-espace vectoriel de V;
tels que X;(V{) C V{1, Yi(Vi ) C VI, v(V§) C W et w(W') C Vg, ot (X, Y; v, w)
sont les morphismes correspondant a la représentation (V, W).
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On notera /J,(El(O)e‘S (respectivement p,(El(O)e‘SS) I'ensemble des représentations 6-
stables (respectivement 6-semistables) de /1,61(0).

Remarque 8.2.6. D’apreés le théoréme [Rei08, 3.3], les fibres de la restriction du mor-
phisme ;JJ(EI(O) — Mp(d) a /J,(El(O)e‘S sont exactement les G(d)-orbites de p,(El(O)e‘s.
On notera donc p,(El(O)Q‘S/G(d) I'image de /J,(El(O)e‘S par ce morphisme.

8.2.3 Filtration de Jordan-Holder

Théoréme 8.2.7 ([Rud97]). Si(V, W) est B-semistable alors il existe des sous-espaces
vectoriels
OZVN+1CVNC"'CV1CV0:V

et un entier 0 < ky < N tels que
. (\7;+1,5;+1 W) est une sous-représentation de (\7,-,6,-W) pour tout 0 < i < N,
ou
6-W—{ W pour0 < i < ky
! 0 pourkw+1<i<N+1,

e les représentations quotients (\7,-, ow)/ (\7,-+1, d;+1 W) sont B-stables pour 0 <
i < N et ont toutes méme pente.

Définition 8.2.8. On appelle cette filtration la filtration de Jordan-Hélder de (V, W).

D’apreés les propositions 2.6 et 3.2 de [Kin94], deux représentations B-semistables
ont les mémes facteurs de composition dans leur filtration de Jordan-Holder si et
seulement si elles correspondent au méme point dans Mg(d), on a donc :

Théoréme 8.2.9 (King-Nakajima).

(i) My(d) est un ensemble de représentations 8-semistables modulo I'équivalence
d’avoir les mémes facteurs de composition avec multiplicité dans la filtration de
Jordan-Holder.

(ii) L’ensemble des classes d’isomorphie de représentations ©-stables, que I'on note
Meo(d)*, est un ouvert lisse de Mg(d).

Remarque 8.2.10. En considérant, pour une représentation ©-semistable, la somme
directe des quotients qui apparaissent dans la filtration de Jordan-Hdolder correspon-
dante, on obtient une représentation B-polystable de méme dimension que celle de
départ. Ainsi, on peut aussi voir Mg(d) comme un ensemble de représentations 6-
polystables modulo isomorphismes.

On va maintenant étudier les propriétés de régularité de Mg(d).

8.2.4 Lissité de Mo(d)

Le carquois quui nous intéresse ici a un graphe qui est un diagramme de Dynkin
étendu de type Ap_1. On note R le systéme de racines de type A;_1 qui correspond au
sous-carquois de @ dont les sommets sont 1,...,4 — 1 et sont indexés par les racines
simples de R : aq,...,ap_1. Les racines positives de A;_1 sont de la forme B8 + md,
ot § = (1,...,1) € Z% est un vecteur dimension de @, m € Z>o, B € RU {0} et si
m =0, alors B € R, d'aprés le théoréeme de Kac (cf. [Kac83, 5.6]). Elles définissent
une partition de I'ensemble des paramétres {8 € Q*}.

108



CHAPITRE 8. LES VARIETES MISES EN JEU

Définition 8.2.11. Soit d € N¢ un vecteur dimension de Q et E:r I'ensemble des
racines positives de Ay_1, on définit

Ri(d) = {y € Ry, v<d}.

Un mur GIT est un hyperplan de I'espace des parameétres défini par une équation de la
forme ®-v =0, ouy € Ry (d).

Les murs GIT partagent I'espace des paramétres en un nombre fini d’ouverts que I'on
appelle chambres GIT.

Remarque 8.2.12. D’apres [CBO1], le produit scalaire © - vy est défini dans une base
indexée par les sommets de Q. Donc pour 3 € R, si I'on note (B, ...,Be—1) les coor-

-1 -1
données de B dans la base (a1, ..., ap_1), alors B -0 = Zﬁ,-@,- etd-0= Z 0;.
i=1 i=0

Ces chambres permettent de décrire certaines propriétés de My(d), d"apres [Nak09,
2.12].

Théoréme 8.2.13 (Nakajima).

= “(51(0)9-55 et donc

6-s

(i) Si © est a I'intérieur d'une chambre GIT alors u(gl(O)
Mpy(d) = My(d)* est lisse.

(ii) Si B et B, sont deux paramétres dans une méme chambre (ou sur un méme mur)
alors les variétés My, (d) et My, (d) sont isomorphes.

Remarque 8.2.14. D’aprés la démonstration du lemme 4.3 de [Gor08], quand © est a
I'intérieur d’une chambre GIT, la variété Xy(d) est aussi lisse.

8.2.5 Normalité de M,(d)

Quand 0 est a l'intérieur d'une chambre GIT la variété My(d) est lisse donc nor-
male, en fait elle I'est pour tout paramétre O :

Proposition 8.2.15. Mg(d) est une variété normale, quel que soit 8 € Q¢.

Démonstration. D'aprés [CB03, 1.1], la variété de carquois pour un paramétre 6 nul,
Mo(d), qui est alors un quotient affine, est normale. Or, dans [Nak09, (2.3)], H.
Nakajima a factorisé Mg(d) de la maniére suivante : Mo(d) = M® x MB°™, ou M est
un espace affine. Donc Oq, = Opqgorm [X1, ..., Xn] et le fait que Opy, soit intégralement
clos implique que OMgorm I'est aussi. Donc M{°™ est une variété normale. De plus, dans
[Nak09, §2.7], il a montré que la variété Mg(d) est localement isomorphe & M™ x T
ol MB°™, qui est définie comme MJP™ (seuls les espaces (V, W) changent), est
normale et T est le produit d'un espace vectoriel par un espace affine. Donc My(d)
est une variété normale. 0

8.2.6 Résolution des singularités

Pour un paramétre @ sur un mur, la variété Mg (d) peut étre singuliére. Mais si I'on
s'éloigne un peu de @', on se retrouve a l'intérieur d'une chambre et donc les variétés
associées sont lisses. Afin de trouver une résolution de la variété singuliere Mg (d),
on aimerait relier les variétés Mg(d) et My (d) pour des paramétres 8 et 8 vérifiant
I'hypothése suivante :
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Hypotheése.
e 0 se trouve sur un mur GIT
e 0O est a l'intérieur d'une chambre GIT qui borde ce mur.

On supposera par la suite que les paramétres 0 et 8 vérifient cette hypothése. D'apreés
le théoréme 8.2.13, il faut alors exprimer la 8-semistabilité en fonction de la ©'-
semistabilité, cela a été fait dans [Nak09, 2.12].
Proposition 8.2.16 (Nakajima).

(i) Une représentation ©-semistable est ©'-semistable

(ii) Une représentation © -stable est ©-stable

Remarque 8.2.17. Ce résultat est valable aussi en remplacant ® par O et © par @' sur
un mur.

D’apreés le point (i) et le théoréme 8.2.13, on a p,(El(O)e_s = /J,(El(O)e_SS C p,(El(O)e,_SS —

,U;(E]'(O)Q_SS//QIG(C') ce qui nous permet de construire un morphisme

oo+ Ma(d) = ug (0)"°/G(d) — pc (0)" %/ /6 G(d) = Mo (d).

Et le point (if) implique I'existence d'un morphisme ¢ : Mg(d)* — My(d) tel que
T, © o= id\./\/lgl(d)s' On a donc Mg/(d)s C 7['9'9/(./\/19((1)) et

|
(We'e/)‘W;;/(Me/(d)s) : 71-9,9’('/\/19/(d)5) - MQ/(d)S
est un isomorphisme.

Dans le cas particulier ou 8 = 0, Mo(d) = Xo(d), le morphisme mgo : Mg(d) —
M(d) est alors, par définition, surjectif et projectif. Il est donc naturel de se demander
si le morphisme g ¢/ n'a pas les mémes propriétés.

Proposition 8.2.18. Le morphisme mg ¢ est projectif (donc séparé et fermé).

Démonstration. Pour démontrer que mg ¢ est projectif, on va utiliser le fait que les
morphismes Ty o et Ty o définis par le diagramme commutatif suivant

71'9'9/

Mp(d)

Mg (d)

9,0 A

Mo(d)

sont projectifs et le fait quesif : X = Y etg : Y — Z sont deux morphismes tels
que gof est projectif et g est séparé alors f est projectif (cf. [Har77, ex. 4.8 et 4.9]).
Le fait que g o soit séparé et fermé vient du fait qu'un morphisme projectif est propre
d'apres [Har77, 4.9].

O

Proposition 8.2.19. Le morphisme mg o est surjectif.
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Démonstration. Dans la remarque 2.24 de [Nak09], H. Nakajima montre que dans le
cas d'un carquois de type affine les strates présentes dans I'image de 7y ¢ sont toutes
relevées dans My (d), ce qui signifie que Ty o est surjectif. O

Le morphisme g ¢ est donc propre et tel que w;;,(/\/lef(d)s) ~ Mg (d)*. De plus,
d'aprés [Nak94, 4.1], 7r9”91,(/\/19/(d)5) est dense dans My(d). On a donc le résultat
suivant.

Théoréme 8.2.20 (Nakajima). My(d) est une résolution des singularités de Mg (d).

8.2.7 Irréductibilité de M,(d)

Le théoreme 8.2.20 entraine que, pour 8 a l'intérieur d'une chambre GIT, My(d)
est irréductible. Mais le fait que mg g soit surjectif implique alors que Mg (d) I'est
aussi. On a donc :

Proposition 8.2.21. V 8 € Q¢, My(d) est irréductible.

8.2.8 \Variétés My(n)

Les variétés My(d) que nous venons de définir vont nous permettre de décrire
géométriquement les blocs de Calogero-Moser de I'algébre de Cherednik H,(G (4, 1, n)).

------

cette algebre.

Hypothése. Dans toute la suite, on va considérer, pour un paramétre h =
(h,Hy,...,Hy—1), avec Hp = —(H1 + -+ Hp_1) :

0= (—h+ Ho, Hl, ey He_]_) etd= (n, ey n).

La variété correspondant a ces paramétres sera notée My(n).

D'aprés [CB02, 1.1], on a alors Mg(n) ~ (h x h*)/G(£,1,n). Donc, d'aprés le
théoréme 8.2.20, si B est a I'intérieur d'une chambre GIT, My(n) est une résolution
symplectique de la variété singuliere (h x h*)/G (4,1, n).

Exemple 8.2.22. /llustrons maintenant ce chapitre pour £ = 2 et n = 1, c'est a
dire pour le groupe de réflexions u>. Tous les calculs sont faits en annexe C et on
pourra y trouver plus généralement les équations des variétés de carquois pour tous les
groupes cycliques p,. On montre en annexe que la variété Xg, ¢,y(1) a pour équation
fg = e®> — fie, c'est donc un céne si 61 = 0 et un hyperboloide a une nappe sinon.
Concernant la variété Mg(1), on a le résultat suivant.

Pour 61 € N — {0},
Mo(1) = {((e,f, &) [uo: - ug]) € A3(C) x P(C),

fg:ez, etv1<i,j,i—|-k,j—k<91 I eup = guij_1, fu; = eu;_1,

ujuj = u,-+kuj_k}.
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{ Mo(l) = (1)
((e.f &) [uo:---:ug]) = (ef,g)
est représentée sur la figure suivante et qui vérifie Ty 5(0) ~ P}(C).

On a donc bien une projection mgo :

Mog(1) qui se projette sur Xo(1) ~ C?/uy, pour 6 # 0

Et on voit bien sur la figure et sur les équations, que
(WQ,O)‘W;é(XO(l)s) : W;é(XO(l)s) — Xo(1)° = Ap(1) — {0}
est un isomorphisme.

L'ensemble H des parametres va alors étre découpé en chambres GIT comme
nous I'avons vu a la définition 8.2.11. Or nous avons déja donné une partition de cet
ensemble au paragraphe 7.4.2 : la partition en c-chambres dans lesquelles I'ordre donné
par la c-fonction est total. Ces deux découpages ont été comparés au théoréme 4.5
de [Gor08] mais commengons par décrire les chambres GIT en fonction du paramétre
h, comme cela a été fait dans [Gor08, 4.4].

Lemme 8.2.23 (Gordon). Les murs GIT ont pour équations :
h=0et(Hi+---+H;))+mh=0
oul<i<j<l—1letl—n<m<<n—1.

Remarque 8.2.24. (i) La description des chambres donnée au paragraphe 8.2.4 nous
donne des hyperplans supplémentaires qui ont pour équations (H;+---+ H;) +nh =0
oul<i<j<{—1. Mais le résultat de [Gor08, 4.4] est plus fin et montre que pour
un parametre © sur ces hyperplans, la variété Mg(n) est lisse.

(i) Avec le changement de paramétres : m(c, oy — M, 1) = r = h et me, ;y =
Hi 4+ --- + H; que I'on a donné a la remarque 7.4.4, on retrouve les équations des
hyperplans essentiels donnés par M. Chlouveraki dans [Chl09, 5.3.4].

On notera dorénavant H™9 I'espace H privé des murs GIT.

Théoréme 8.2.25 (Gordon). La décomposition en c-chambres est un raffinement de
celle en chambres GIT.

Cette correspondance entre les c-chambres et les chambres GIT (cf. [Gor08, 4.6] pour
la démonstration) va nous permettre de décrire géométriquement, grace aux variétés
Mpg(n), I'ordre de la c-fonction.

Exemple 8.2.26. Pour n = 3 et £ = 2, on a 6 murs GIT qui sont donnés par les
équations suivantes :

h=0, HH—-2h=0, HH—h=0, Hi=0, HH+h=0, HH+2h=0.
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Hy

Chambres GIT pour G(2,1,3)

En comparant avec la figure du paragraphe 7.4.2, on voit bien sur cet exemple que les
c-chambres raffinent les chambres GIT.

8.3 C*-points fixes de Xy(n) et My(n)

On peut définir une action de C* sur la variété R(d’) de la maniére suivante : pour
neC et (X, Y;v,w) € R(d),

n-(X,Y;v,w)=0X,n7Y; v, w).
Cette action induit une action de C* sur les variétés My(n) et le morphisme
g0 - ./\/lg(n) — Mg/(n)

construit au paragraphe 8.2.6 est C*-équivariant.

De plus, on obtient de la méme maniére une action de C* sur Xp(n) et une action de
U(1) sur pz'(2) Nugt(0)/U(d) et ust(0) Mg (¥Y52)/U(d) qui sont telles que les
homéomorphismes construits au lemme 8.2.1 sont U(1)-équivariants.

Proposition 8.3.1 (Gordon). L’homéomorphisme entre Mg(n) et Xe(n) décrit a la
2
proposition 8.2.2 est invariant sous I'action de U(1).

Démonstration. Grace aux homéomorphismes du lemme 8.2.1, il suffit de montrer
que W pzt(0) Npgt(SE)/U(d) = pst(8) Nougt(0)/U(d) qui consiste en la
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multiplication par ==K est U(1)-équivariant. Soit n € U(1),

V2
n-V(XY;v,w) = 'r]-<_\\;_2__1(X+YT,Y—XT§V+WT,W—VT)>
= Y Y =X )
= _\/\/ﬁ__l(nx + YT, 7Y — 7 X v+ whw — )
= _\/\/5__1(7]X + (Y)Y — (X)) v+ whw — v

= VY(n-(XY;v,w)).
O

Corollaire 8.3.2 (Gordon). Les C*-points fixes de Mgy(n) sont en bijection avec ceux
de /YQ (n)
2

Démonstration. D'aprés la proposition précédente, les U(1)-points fixes de My(n)
sont en bijection avec ceux de X, (n). Il suffit donc de montrer qu’un point fixe x sous
I'action de U(1) est fixe sous célle de C*. Soit f, la fonction qui & n € C*, associe
N - x, elle est continue pour la topologie de Zariski et elle est constante sur U(1) qui
est dense dans C* pour cette topologie. Donc f, est constante et x est un point fixe
pour I'action de C*. ]

8.3.1 Alcoves et murs

Le nombre de points fixes de Mg(n) (et donc de Xjy(n)) dépend fortement de la
position de 8 dans I'espace des parameétres. Si 8 se trouve a I'intérieur d'une chambre
GIT et @ sur un mur bordant cette chambre, on a une projection C*-équivariante

Too : Mg(n) = Mg (n),

et donc card ((Mg(n))®") < card ((Mg(n))") .
Pour décrire combinatoirement les C*-points fixes, commencons donc par décrire
combinatoirement les chambres GIT, grace aux alcoves, d'apres [Gor08, §7].

Description des alcoves

On va s'intéresser dorénavant a I'ensemble de paramétres © := {8 € Q¢, Gy +---+

-1
6p—1 = 1}. Comme ZG,- = —h, pour un paramétre hors du mur GIT d'équation h = 0,
i=0
étudier les variétés My(n) pour B € © revient a étudier toutes les variétés Mg(n) car
-1

e si 0 est tel que Z 0; > 0 alors il suffit de diviser par cette somme pour retomber

i=0
dans © et comme elle est strictement positive, on va rester dans la méme chambre

et les variétés seront isomorphes d’apreés le théoréme 8.2.13.
-1 -1
e Si ZG; < 0 alors le paramétre 8 = (=60, —6p_1, ..., —01) vérifie Zé" >0 et
i=0 i=0
d'apres [Gor08, 7.1], il existe un isomorphisme ¢ entre Mg(n) et Mz(n) qui est
C*-équivariant et qui met en bijection les points fixes.
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Remarque 8.3.3. De la méme maniere que 0 est relié ah = (h, Hy, ..., Hy_1) par la for-
mule ® = (—h+ Hg, Hy, ..., Hp_1), B est relié au paramétre h = (—h, —Hp_1, ..., —H)
et d’aprés le lemme 8.2.23, on ah € H®9 <= h € H".

D’aprés [Gor08, 7.2], on peut définir une action du groupe symétrique affine

Sy = <o00,..,00-1, 02 =1,0i0;=0j0;si |i—j| >1
et 0;0/110; = 0410041, pour 0 </ <£—1>

sur I'espace © de la maniére suivante, pour 0 < 7 < £ —1 et en considérant les indices
modulo £ :

oi- (6o, ...,60p-1) = (60, ..., 0i—1 +0;, =0, 0; + 0i1, ..., Op—1).

Les hyperplans de réflexions de cette action sont déterminés, comme les murs GIT,
par I'ensemble R, des racines positives de Ay_1 :

{6€06, 6-6=m, pourﬁelfi’:etmEZ}.

Définition 8.3.4. Les composantes connexes de I'ensemble © QR privé des hyperplans
de réflexions sont appelées alcéves.

1 1
On appelle alcéve fondamentale celle qui contient le £-uplet 1 = <Z cee Z) et on la

note Ag.

Exemple 8.3.5. D’aprés [Bou68, chap. 6, §2, prop. 5], I'alcbve fondamentale est bor-
dée de £ murs qui ont pour équation :

0;=0, pourl<i<fl—1letO1+---+60,_1=1.

Les équations 8; = 0, pour1l < i < £ — 1 proviennent de ['équation © - o; = 0, ou
(a1, ..., a4_1) est la base des racines simples de A;_1 et I'équation 61 +---+0,_1 =1
provient de@-a =1, o & = a1 + -+ - + ay_1 est la plus grande racine. De plus, elle
est équivalente a 69 = 0 car 8g+---+6p,_1 = 1. L'alcbve fondamentale peut donc étre
décrite par

Ap={0€© : 0<6; <1, VO<i<L—1}.

Par définition (cf. définition 8.2.11), les murs GIT dans © forment donc un sous-
ensemble de I'ensemble des hyperplans de réflexions et donc les alcdves partitionnent
I'intersection des chambres GIT avec ©. De plus, I'action de &, est transitive sur les
alcoves, on peut donc définir une application surjective, d'aprés [Gor08, 7.12] :

a : 75 x &, x {£} — {alcoves}

qui envoie (s, w, +) sur I'alcdve qui contient w=(1+ (so—Sz_1,51— 50, ..., Sg—1—S¢—2))
et (s, w, —) sur I'alcéve qui contient w= (=14 (sp_1 — S0, S¢-2 — Sg—1,...,50 — 51)).

Remarque 8.3.6. L'action de &, que I'on a définie a la proposition 1.2.19 était na-
turelle dans le sens ou elle correspond a celle sur © de &, vu comme sous-groupe de
Sy. En effet, si® =1+ (so —sp_1,51 — S0, ..., S¢—1 — Sg_2) et ox = (k, k+ 1), alors
0k(0) =1+ (sy —Sp_1,51 —Spr -1 Sp_1 — Sp_p), oipour 1 <i<letl<k<L—1,
Si_1 = So,(i)-1T % Ainsi, les alcéves a(w'-s, w'w, £) et a(s, w, +) sont confon-
dues.
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On sait donc comment se déplacer au sein des alcoves positives (i.e. de la forme
a(s,w,+)) ou au sein des alcoves négatives (celles qui sont paramétrées par un -
). Pour passer d'une alcbve positive a une alcdve négative, on va utiliser I'involution
0= (6o,....00-1) = 6= (=00, —bp—1,..., —61).

Proposition 8.3.7. 6 € a(s,id, +) < 08¢ a(s,id, )

Démonstration. Si 8 € (s, id,+) alors il est dans la méme alcdve que 1 + (sg —
Sp—1,51 — S0, ---,Se—1 — Sg—»). D'aprés la description des hyperplans de I'alcéve fonda-
mentale a I'exemple 8.3.5, il est clair alors que B va &tre dans la méme alcdve que
1+ (So — S¢—1,51 — S0, ---,Sp—1 — Sg,Q) =—-1+ (5671 —S0,50—2 —S¢g—1,---,50 — 51). O

Exemple 8.3.8. Les alcéves sont décrites trés simplement pour B, dans la partie 3 de
[GMO9]. Soit Hn(B,) I'algebre de Cherednik associée au groupe de réflexions de type
B, et au paraméetre h = (h, Hy). On note a= h et b= Hy = —H;. On a alors, d’aprés
les formules du paragraphe 8.2.8, g = —a+ b et 61 = —b, et, en divisant par —a, on
obtient 6 = 1 — g et 01 = g. L’alcéve fondamentale 0 < 0 < 1 et 0 < 61 < 1 est
donc décrite par 0 < ’5’ < 1. On note A; l'alcéve {(d,—d+1), i<d<i+1} eto la
transposition (01). Alors :

e sii est pair, A; est de type a((é, —% ,id, +)

o et sinon A = a((}E, ), 0, +).

Au paramétre ® = (1—2,2), avec le changement de paramétre r = h et m' =

Hi+---+H; . . _ .

%, on associe les paramétres m = (0, =2) et r = —1. Mais quand on

va s'intéresser a 'ordre de dominance sur les partitions k3,(\) (qui est invariant par

translation sur m d’aprés la remarque 1.2.12), on considérera en général le paramétre
_ (b

m=(30). . _ , ,

On a représenté sur la figure suivante les quatre premiéres alcbves en fonction de la

valeur de g.

6= (1,0) 6=(01) 0=(-1,2) 0=(-23)

[l

0 1 2 3

Ag= A= A_p= A3=
a((0,0),id, +) a((1,-1),0,4) | a((-1,1),id,+)| a((2,-2),0,+)

Type d’'un mur

Le sous-groupe de é} qui fixe un paramétre 0 se trouvant dans I'adhérence de
I'alcove Ap est engendré par {o;, j € J}, ou J C {0,...,£€ — 1}. Plus précisément :
Jj € J <= 0 se trouve sur le mur d'équation ; = 0. On dit alors que 6 est de type J.

Définition 8.3.9. Le type d'un mur bordant une alcéve est un sous-ensemble J de
{0,....,£ — 1} qui est défini comme le type des éléments se trouvant sur le mur de
I'alcéve fondamentale correspondant a ce mur par I'action transitive de &,.

Exemple 8.3.10. Revenons a I'exemple 8.3.8 pour décrire les murs dans le cas £ = 2.
L alcéve fondamentale est bordée par le mur d’équation g =1, qui correspond a 6y = 0
et qui est donc de type {0}, et le mur d’équation g = 0 qui est de type {1}. L action de
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&5 nous donne tous les murs de type {0} de la forme g € 27+ 1, qui sont représentés
en rouge sur la figure de I'exemple précédent et les murs de type {1} par g € 27, en
vert sur la figure.

La notion d'alcbve que nous venons de présenter va permettre de décrire concre-
tement la représentation du carquois Q. qui correspond au point fixe xg(X\) grace aux
partitions 7s(w -* X) définies au paragraphe 1.2.4. Nous allons présenter la construc-
tion faite par |I. Gordon de la bijection xg(A\) — 75(w -* X) définie a partir de I'alcove
dans laquelle se trouve 8. Puis en utilisant le morphisme 7y ¢/, nous pourrons transférer
cette description faite dans le cas lisse au cas non lisse, en utilisant le type du mur sur
lequel se trouve 6. Pour cela, nous nous baserons sur [Gor08, §8]. Dans cet article, les
blocs ont été décrits dans le cas non lisse sans utiliser Ty ¢/, nous réécrirons la preuve
principale avec ce morphisme afin d'obtenir des informations supplémentaires.

8.3.2 Cas lisse : variétés My(n) et schémas de Hilbert

Cet exposé est inspiré de [Gor08, §7].

Définition 8.3.11. Le schéma de Hilbert de N points sur le plan affine HilbV C2 est
décrit de maniére ensembliste par les idéaux | de C[X, Y] tels quedim (C[X, Y]/I) = N.

C’est une variété lisse, connexe, de dimension 2N (cf. [Fog68]).

Proposition 8.3.12 (théoréme 1.14 de [Nak99]).

HilbN C2 = {(A, B;v) € Mn(C)®* & CVN, [A B] =0, vérifiant :
il n'existe pas de sous-espace S C CN stable par A et B et tel que v € S}/ GLy(C)

ou I'action de GLy(C) est définie par g - (A, B;v) = (gAg ™', gBg ™1, gv).

Décrivons cette bijection : soit / un idéal de C[X, Y] tel que V = C[X, Y]/I est de
dimension N sur C. On définit A et B comme les matrices de multiplication par X et
Y. Ce choix dépend du choix d'une base de V' mais comme on quotiente par GLy(C),
cela n'a pas d'importance. On construit v € V tel que v =1+ /. Alors a | on associe
(A, B;v).

Réciproquement, a (A, B; v) tels que [A, B] = 0 on associe I'idéal de C[X, Y] qui est
le noyau du morphisme de modules surjectif

CCix, Y] — CV
¢ f o FAB)(V)

L"action de C* définie sur un élément (A, B; v) € MN((C)@ZED(CN par, pour n € C*,
n- (A, B;v) = (nA n 1B;v) se transporte donc sur HilbN C2 et correspond a I'action
de C* sur C[X, Y] définie par n- (X, Y) = (nX,n"1Y).

Proposition 8.3.13 (Gordon). Les C*-points fixes de HilbN C? sont les idéaux de la
forme |, =< XPY9,(p,q) n'est pas une boite de [p| >, ot p € P(N). De plus, ils

sont associés aux représentations de g de la forme C[X, Y]/l,, qui ont pour caractére
-1

ZN,-(p)a;, ot, pour 0 < i <£—1, Ni(p) = card{(p, q) € [p], cont(p, q) = i[€]} et
i=0
aj est le caractére irréductible de u, défini par oj((g) = (.
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Démonstration. Les idéaux fixes sous I'action de C* sont les idéaux | homogenes pour
cette action et tels que dim C[X, Y]/l = N. Mais par construction, ces idéaux sont
nécessairement de la forme 1,, p € P(N).

Le groupe wuy, C C* agit sur C[X, Y] et donc sur HilbV C2 par la méme action que C*.
On peut donc voir C[X, Y]/l, comme une représentation de p, de dimension N. De
plus, ¢, agit sur XPY9 par Cgont(p’q) donc, pour 0 < i < £€—1, il agit par a; sur toutes
les boites dont le contenu est congru & i modulo £. Donc C[X, Y]/I, a pour caractére

-1
Z N,'(p)Ot,'.
i=0 .

Corollaire 8.3.14 (Gordon). Soient 8 € a(s, id,+), vs le £-cceur correspondant a's et
N = ¢n + |vs|. On a une bijection naturelle entre (Mg(n))C et P, (N) qui est de la
forme xg(\) — Ts(*A).

Démonstration. D'aprés le lemme 7.8 et la proposition 7.10 de [Gor08], quand 6 €
a(s,id,+), les C*-points fixes de Mg(n) sont en bijection avec ceux de Hilb"(vs), qui
est une composante de (Hilb" C2)# . lIs sont donc décrits par les idéaux I,, p € Pus(N).
Cette bijection est de la forme

(Mo(n))© <= Pug(N)
xe(A) «— Ts("N)

et elle est construite en placant au sommet oo du carquois Qs une représentation
de dimension 1 et, pour 0 < /i < £ — 1, a chaque sommet /, la i'"™¢ composante
Wwe-isotypique de la représentation correspondant au noyau de la projection :

CIX, Y1/ lrsry = CIX, Y1/l

(on a alors bien une représentation de dimension n car N;(1s(t*X)) = n+ N;(vs)).
O

Par la suite, on notera encore C[X, Y]/l ) la représentation de Q. que I'on vient
de définir afin d'alléger les notations.

8.3.3 Cas non lisse : J-classes
Soient J C {0,...,£ — 1} et N un entier.

Définition 8.3.15.

(i) Pour j € J, une boite v d’'un diagramme de Young d’une partition p de N est
dite j-supprimable si son contenu (cf. définition 1.1.6) est congru a j modulo £ et si
quand on I'enléve du diagramme de Young, on a encore le diagramme de Young d’une
partition, appelée prédécesseure de p.

(ii) Pour une partition p, on définit son J-coeur p; comme la partition obtenue en
enlevant toutes les boites j-supprimables, pour j € J, du diagramme de Young de p et
de ses prédécesseures.

(iii) Un sous-ensemble de P(N) consistué de partitions ayant le méme J-cceur est
appelé une J-classe. On notera p? la J-classe contenant p.

Le lien entre les alcoves et les partitions T5(X) tient dans la proposition [Gor08, 8.3]
que nous présentons ici comme un théoréme car c'est un résultat qui est fondamental
pour tout ce qui va suivre.
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Théoréme 8.3.16 (Gordon). Soient ® un paramétre se trouvant sur un mur GIT de
type J, B vivant dans 'alcéve a(s, w,+) qui borde ce mur et N = &n + |vs|. Les C*-
points fixes de Mg (n) sont en bijection avec les J-classes de P,,(N) par I'application
qui a T g (xg(N\)) fait correspondre la J-classe de Ts(w -t X).

Remarque 8.3.17. (i) Ce résultat englobe le corollaire 8.3.14 car un paramétre a
I'intérieur d’une alcéve est de type J = ) et alors les J-classes sont des singletons.

(i) On ne démontrera ce résultat que pour les alcéves de la forme (s, id,+), la
remarque 8.3.6 nous permettant de conclure pour toutes les alcéves positives. Pour
une alcéve négative, on aura un résultat semblable en remplacant X par A d’apreés la
proposition 8.3.7 et [Gor08, 7.1] (cf. I'explication précédant la remarque 8.3.3).

Démonstration. Afin de décrire combinatoirement le morphisme g ¢/, on va réécrire la
démonstration de [Gor08, 8.3] en utilisant que (Mg (n))C = o e ((Me(n))C) ainsi
que la description de (Mg(n))®" par les représentations {C[X, Y1/lrx), A € P(£,n)}
du carquois Qs (cf. paragraphe précédent).

Appliquons d'abord une translation sur les parameétres pour se retrouver dans |'alcove
fondamentale. On peut donc supposer que 8 = 1 et que ' se trouve sur un mur de
I'alcdve fondamentale. Ainsi, d’apreés les équations de cette alcove, 6 vérifie : 8, > 0
pour tout j et J ={0<j <{—1, 8 =0}. Par construction (cf. §8.2.6), mg¢ envoie
CIX, Y1/l ), vue comme une représentation 1-stable sur C[X, Y]/l () qui est une
représentation @'-semistable.

Lemme 8.3.18. C[X, Y]/l ) et C[X, Y]/l ont la méme image par mo g si et
seulement si Ts(A\) et Ts(u) sont dans la méme J-classe.

Preuve. D'apres le théoreme 8.2.9, C[X, Y]/l () et C[X, Y]/l ) ont la méme image
par mpe si et seulement si elles ont les mémes facteurs de composition dans leur
filtration de Jordan-Hélder. Montrons que celle-ci est liée au J-coeur de 75(A).
Notons V; I'espace vectoriel correspondant au sommet i, pour 1 </ <€ —1et W
celui du sommet co. On choisit un parametre 0 tel que

-1
Z n®; + 6., = 0.

i=0

Alors pg(V, W) = 0.

On veut construire la filtration de Jordan-Hélder de C[X, Y]/l (»), C'est a dire une
suite Vo=V D V; D Vo D --- D V= {0} de sous-représentations de C[X, Y1/ 1oy
telles que pour tout i :

e |a représentation \7,-/\7,~+1 est stable

o uy(Vi/Vigr, W) = e (V, W) =0.

On va commencer par construire Vi _1 qui doit étre une représentation stable et de
pente nulle. On voit que pour ne pas changer la pente, il suffit d’intervenir sur les
sommets i tels que 8, = 0, c'est a dire i € J. Or le sommet i est relié par la repré-
sentation C[X, Y]/l (x) aux boites du diagramme de Young de 75(\) dont le contenu
est congru a i modulo £. De plus, si (p, q) est une boite supprimable alors le module
engendré par XP Y9 est simple car X et Y vont agir par 0 sur XPY9. Ainsi, si I'on pose
Vi1 = C[X, Y]-XPYY, ot (p, ) est une boite supprimable dont le contenu est congru
a i modulo £ avec i € J, alors Vj_; est stable et de pente nulle. En enlevant une par une
les boites J-supprimables, on construit une suite \7k_1 - \7k_2 C .- C Vtelle que les
quotients sont tous stables et la pente est constante. La derniére représentation V; est
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donc engendrée par toutes les boites J-supprimables, ainsi V/V;, = C[X, Y1/,
Cette représentation est aussi de pente nulle, voyons si elle est stable. Soit V'’ une
sous-représentation stricte et non nulle de C[X, Y]/l (»),, alors

> g 8 dim V/+0
S dim V41
e (V. W)+, 8i(dim V/—dim V;)
S dim V41

Me’(V'v W)

< 0

car 6; = 0 pour tout 0 < i < £—1. Donc la suite de Jordan-Holder de C[X, Y]/l () est
déterminée par |'ensemble des boites J-supprimables de T5(\) et par son J-cceur. Ainsi :

CIX, Y1/l et C[X, Y]/l () ont la méme image par g ¢
<= elles ont les mémes facteurs de composition dans leur filtration de Jordan-Holder
<= T¢(\) et 75(u) ont le méme nombre de boites J-supprimables et le méme J-cceur.

Mais par définition de 75, ces deux partitions ont le méme £-cceur vs et donc pour tout
i, Ni(Ts(\)) = Ni(7s()). Donc si elles ont le méme J—coeur alors elles ont le méme
nombre de boites J-supprimables. On a donc montré que

To,0 (C[X, Y]/l ) = T (CIX, Y]/l () <= Ts(A\)y=Ts(1),y

ce qui démontre le lemme. ]

On a alors : A et u sont dans le méme bloc de CM,/(G(¢,1,n)) si et seulement si
les points fixes de Mg(n) associés xg(X) et xp(u) Vérifient Ty g/ (xg(X)) = T o (xo()).
Mais d'aprés le paragraphe précédent, le point fixe xg(\) est associé a la partition
Ts(*A\), donc :

= Moo (CIX, Y]/l (en)) = o0 (CIX, Y]/ Lry(2)
< 75(*\) et 75(*u) ont le méme J-ceeur.
[

Corollaire 8.3.19. Soit ' un paramétre se trouvant sur un mur de type J bordant une
alcéve du type a(s, id, +) dans laquelle se trouve 8. Soit vs le £-coeur correspondant a
s et N = |us|+4£n. Alors la restriction de Ty o aux points fixes peut étre décrite comme
une application de P(£, n) dans I'ensemble des J-classes de P,,(N) qui a X associe la
J-classe de T5(*\).
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CHAPITRE 9

Ordres sur les blocs de Calogero-Moser

Dans ce chapitre, on va tout d'abord chercher a caractériser les blocs de Calogero-
Moser de G(¥,1, n) (cf. paragraphe 4.3.6 pour la définition), en les décrivant de ma-
niére géométrique, puis combinatoire. On pourra alors déterminer facilement si deux
éléments sont dans le méme bloc.

Ces différentes descriptions vont nous permettre ensuite de construire plusieurs
ordres sur I'ensemble des blocs : des ordres algébriques (les ordres desa et c-fonctions),
un ordre combinatoire et enfin I'ordre géométrique. On comparera ensuite ces différents
ordres afin d'interpréter combinatoirement ou géométriquement les a et c-fonctions.
Pour finir, dans le cas des groupes de type B, on reliera les blocs aux classes d'équi-
valence de I'ordre combinatoire.

Hypothése. Dans tout ce chapitre, on considérera que les paramétres h, 8, m et
r sont reliés par les formules de la remarque 7.4.4 et de I'hypothése du paragraphe

8.2.8:
9 = (-h‘i‘ Ho, H]_, oo Hg_]_),

r=h ml=0etrm =H;+ -+ Hjpourl <i<{—1.

9.1 Différentes descriptions de CM,(G (4,1, n))

L'objectif de ce paragraphe est la description des blocs de Calogero-Moser de
G(4,1, n) de différentes maniéres, d'aprés [Gor08]. Tout d'abord, géométriquement,
grace aux C*-points fixes des variétés My(n), puis combinatoirement, grace aux par-
titions Ts(A\) définies au paragraphe 1.2.4. Nous terminerons en présentant une autre
description combinatoire de CM,(G(4,1,n)), qui découle des précédentes : par les
résidus et les contenus, d'aprés [Marl0] et [BK02].

9.1.1 Description géométrique des blocs

Différentes C*-actions

On a défini au paragraphe 8.3 une action de C* sur Mg(n) et Xp(n) qui est telle
que
(Mo(n)® & (Xg(n))c-

Définissons aussi une action hyperbolique de C* sur b x h* par
n-(x,y) = (mx,n"y),
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Elle induit une action de C* sur h/G(¢,1,n) x h*/G(£,1, n) et sur |'algébre tensorielle
T(h D b*), donc sur Spec Z,(G(£,1,n)), qui sont telles que le morphisme

Th @ Spec Zh(G(£,1,n)) — b/G(£,1,n) x b*/G(L,1,n),
construit au paragraphe 4.3.2, est C*-équivariant.

Le théoréme 1.4 de [Mar08] permet de relier ces deux actions de C*.

Théoréme 9.1.1 (Etingof-Ginzburg, Martino). I existe un isomorphisme entre les va-
riétés Spec Z,(G (£, 1, n)) et Xg(n) qui est invariant sous I'action de C*.

Grace a ce théoreme et au corollaire 8.3.2, il suffit d'étudier les points fixes de
Spec Zn (G(£, 1, n)) pour connaitre ceux de My(n).
2

C*-points fixes de Spec Z,(G (4,1, n)) et de My(n)

Par définition, les blocs de Calogero-Moser de G(£,1,n) sont en bijection avec
I'ensemble Tgl(O). Pour relier les points fixes de Mg(n) a CMu(G (4,1, n)), il faut
donc commencer par comparer cet ensemble avec (Spec Z,(G (¢, 1,n)))%". Nous allons
pour cela utiliser le lemme 5.1 de [Gor08] qui est énoncé dans le cas lisse uniquement
mais la démonstration s’applique aussi au cas non lisse.

Lemme 9.1.2 (Gordon). (Spec Zy(G(¢,1,n)))¢ = T, *(0)

Preuve du lemme. L'action de C* sur h/G(¢,1,n) x h*/G(¢,1,n) a O pour seul point
fixe. Ainsi (Spec Zy(G(£,1,n)))C C T 1(0). Or C* est connexe et il agit contind-
ment sur T, 1(0) qui est finie, il fixe donc tous les points de T 1(0) et T, 1(0) =
(Spec Z,(G(£,1,n)))C". O

On en déduit alors le théoréme suivant :

Théoréme 9.1.3 (Gordon). Les C*-points fixes de la variété Mgy(n) sont en bijection
avec les blocs de Calogero-Moser de G(£,1, n).

Démonstration. Cela vient directement des résultats énoncés précédemment :
CMn(G(£,1,n)) « TH(0) = (Spec Zn(G(£,1,m)" ¢+ (M2o(n))" > (Mo(n))™
car d’aprés le théoreme 8.2.13, les variétés Mog(n) et My(n) sont isomorphes. [

Corollaire 9.1.4 (Gordon). Sih € H"™®9 alors les ensembles (Mg(n))C" et P(£, n) sont
en bijection.

Remarque 9.1.5. Cette correspondance est naturelle dans le sens ou, si I'on note

xg(A\) le point fixe de Mg(n) associé a la multipartition X alors ce point, vu dans

Spec Zn(G (2,1, n)) par les différents isomorphismes entre les variétés, représente le
2

module simple Ly (Xx), comme dans la proposition 4.3.8.
2

Démonstration. Si h € H™9 alors Mpg(n) et Xp(n) sont lisses. Donc d’'aprés le théo-
réme 9.1.1, Spec Zy(G (£, 1, n)) I'est aussi. Alors le corollaire 4.3.23 affirme que T}, *(0)
est en bijection avec Irr G(£, 1, n) qui a été décrit par les £-multipartitions de n au théo-
reme 7.1.5. O

122



CHAPITRE 9. ORDRES SUR LES BLOCS DE CALOGERO-MOSER

Exemple 9.1.6. Revenons a I'exemple 8.2.22, pour £ = 2 et n = 1. On a deux 2-
multipartitions de 1 : ((1);0) et (0; (1)), la variété Mgy(1) doit donc avoir deux points
fixes dans le cas lisse. Ils sont représentés sur la figure suivante, cf. annexe C pour les

calculs.

Les deux points fixes de Mg(1), pour 61 # 0

9.1.2 Description combinatoire des blocs

En combinant les théoremes 8.3.16 et 9.1.3, on peut décrire combinatoirement les
blocs de Calogero-Moser de G(¥,1, n), c'est I'objet du théoreme 2.5 de [GMOQ9] :

Théoréme 9.1.7 (Gordon-Martino). Si 0 se trouve dans la cléture d’une alcéve de la
forme a(s, w,+) et est de type J, alors, pour X et € P(¢,n) :

A ~emy, b= Ts(w-FX) et To(w -f ) ont le méme J-ceeur,
ou X ~cm, K signifie que X et u sont dans le méme bloc de CMp(G (¥, 1, n)).

Remarque 9.1.8. Cette description des blocs de G(£, 1, n) par les alcéves suppose que
h#0 (cf. §8.3.1), le cas h = 0 est traité dans [Bel10].

Ce théoréme a permis a M. Martino de donner une autre caractérisation combina-
toire des blocs de Calogero-Moser (cf. [Mar10, 3.13]). En la couplant a [BK02, 3.4],
on obtient une description des blocs par les résidus et les contenus des symboles des
multipartitions (cf. paragraphe 1.2 pour les définitions).

i
Théoréme 9.1.9 (Martino, Broué-Kim). Soienth = (=1, Hy, ..., Hy_1), m' = =) " H;
j=1

pour 0 < i < £—1, s un entier tel que s > max{hc* hc*} +1 et d € Z tel que
dh = (0,dHy, ..., dH; + --- + dHy_1) € Z* alors :

A ~em, b= Resgr‘(xd) = Resﬁﬁ(xd)
<= cont(B;,(A\)) = cont(B;,(1))-

Cette caractérisation nous permet d'obtenir, dans le cas G(¥4,1,n), un résultat
similaire au corollaire 4.3.28 pour les a et A-fonctions.

Corollaire 9.1.10. Les a et A-fonctions sont constantes a l'intérieur d’un bloc de
Calogero-Moser de G(£,1, n).

Démonstration. Si X ~cpm, w alors les symboles B3, (A) et By, () ont le méme
contenu, ce qui signifie que les partitions k35,(X\) et k;, () sont égales et doncam ,(A) =
am () et AmrA) = Am (), d'aprés les formules données au théoréme 7.3.3. O
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9.2 Différents ordres sur CM,(G(4, 1, n))

9.2.1 Ordres algébriques
Définitions
Les corollaires 4.3.28 et 9.1.10 affirment que les fonctions ¢ et @ sont constantes

sur les blocs de Calogero-Moser de G(#,1,n). On peut donc définir la valeur de ces
fonctions sur les blocs.

Définition 9.2.1. Soit B un bloc de CMy(G (4,1, n)), on pose am (B) :=am () et
Cm r(B) == ¢cm (A), pourX € B.

Remarque 9.2.2. Les parameétres (m, r) et h étant reliés (cf. hypothése de début de
chapitre), on notera indifféremment @ , OU @y €t Cm , OU Cp.

Ces fonctions définissent des ordres partiels sur les blocs de la maniére suivante :
pourhe Het B, B € CMn(G(4,1,n)),

B <. B <= cy(B)>cy(B)ouB="8

B <4 B < an(B) <an(B')ou B="B.

Dans le cas ot h € H™9, d'aprés le corollaire 9.1.4, ces ordres sont des ordres sur les
Z-multipartitions de n.

Par la suite, on va souvent utiliser I'application h = (h, Hy, ..., Hp_1) — h =
(—h, —Hp_1,...,—H) et x = (AL 0 =X = (P .t AL). Voyons si ces ordres
sont compatibles avec cette involution. D'aprés [Gor08, preuve du lemme 7.1],

CF(A) = ChO\) + n(n - 1)/7 + nHo,

on a donc
A< b = A <CEE.

De plus, d'aprés la formule donnant le lien entre les paramétres, si I'on note (m, r)
les paramétres correspondant a h, alors les paramétres (m, ¥) associés a h sont de la
forme F=—h=—r, M =0et pour 1 <i<L—1,

. —Hp{—--—Hy_; .

m = -1 L—i — m@*l o ml*l*l_

—h

Donc si I'on note m' = —m¢~1 pour 0 < i< £—1,0onam=m+ m~t Comme

I'ordre de la a-fonction et I'ordre de dominance sur les partitions k3,(A) sont invariants
par translation sur les paramétres, on pourra considérer que les paramétres associés
a h s'écrivent de la maniére suivante en fonction de (m,r) : (m,—r), avec m =
(—m*= 1t —mt=2 . —m', —mP). On a donc, d'aprés le corollaire 7.3.6, ay(\) = an(\)
et I'ordre de la a-fonction est aussi compatible avec I'involution ~.

Lien avec I'ordre de dominance sur les partitions x5, (\)

Les formules du théoreme 7.3.3 et de la proposition 7.4.1 nous permettent de
relier I'ordre de dominance sur les partitions k$,(A) (cf. remarque 1.2.12) aux ordres
algébriques définis sur P(£, n) pour h € H™9.
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Proposition 9.2.3. Soient m € Q¢, s un entier tel que s > max{hc*, hc*} + 1 et
r € N*,

1. [GJ11, 5.5.16] Si Kije(N\) < k3, (1) alors am ,(A) > am, (14).
2. SiKpa(N) 9K, () alors cm r(A) < Cm ().

Démonstration.

1. Si kg (N) <Ky, () alors ng,(A) > ng, (1) d’aprés la proposition 1.1.5.

2. Il suffit de montrer que si ki, (A) < K;, (1) alors N5, (M) < Ni,(w). Plagons nous
dans le cas ou il n'existe pas de partition & telle que k;,(A\) < & < Kk, ().
Alors, d'aprés [JK81, 1.4.10], les partitions k5, (A) et k;,() ne différent que
de deux éléments (le résultat de [JK81, 1.4.10] ne concerne que les partitions
d’entiers mais, quitte a multiplier les partitions de rationnels par le plus grand
dénominateur présent dans les deux partitions, on peut se ramener a ce cas).
Donc il existe j > i tels que : Kp,(A\) = (K1, ..., Kiy oo Kj, oo Ke) €8 k(1) =

/ ..,Kt), avec K = K; + a et /{j- = Kkj— o, ol a > 0. Et alors

(K1, Ky K,;-,
Na() = Ngy ()
; —

fo(Ki) — fu(K)),

ol fo : x ERT W(Qx + 20 — [x + o] — [x] — 1) 4+ ax est une fonction
affine par morceaux, a coefficients directeurs strictement positifs et continue
donc strictement croissante. Or K} < k; < Kj, donc Ng,(A) < Ng(w).

O

Remarque 9.2.4. Dans le cas ou tous les paramétres sont entiers, on a une preuve
plus directe. En effet, ki,(\) et k;,(u) sont alors des partitions d’entiers et on peut
utiliser la proposition 1.1.5 :

KmA) k) = (k) o" (k) = n(*(kp (X)) < n(*(kn ().

Or, sur le méme principe qu’a la démonstration du lemme 1.1.10, on a :

N = e30) )

i=1 j=1

y (Z K+ n(t(%fn(%)))> -
i=1

t t
Mais d’aprés le lemme 1.2.11, Z/-csm(k),- = Z/-csm(p,),-, on a donc bien N3 (A\) <
i=1 i=1

N ().

Comportement des ordres algébriques a I'intérieur d’une alcove

Dans ce paragraphe, on va montrer que les ordres des a et c-fonctions ainsi que
I'ordre de dominance sur les partitions K;,(A) ne sont pas constants a I'intérieur d'une
alcove. Nous allons voir que les ordres des @ et c-fonctions peuvent se renverser 3
I'intérieur d'une méme alcove, ce qui n'est pas le cas pour |'ordre de dominance sur
les partitions k3,(A) mais par contre deux partitions k3,(\) et k5, (1) peuvent étre
comparables puis incomparables dans une méme alcdve et |'ordre se renverse alors sur
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le mur.

Intéressons-nous d’abord aux ordres des c¢ et a-fonctions. Pour l'alcéve Ag =
@((0,0),id,+), qui correspond aux paramétres m = (0,—2), avec 0 < 2 < 1
etr=—-1,0onaa 0-1) _1(A) = a1, ,(X). Donc pour les partitions calculées a

—3) 5.0),

I'exemple 1.2.13, A = (0;(3,2)) et u = ((2,2,1); D) qui vérifient \ =, on a :
a’(O,—%),—l(l’l') :a(%’o)’l()\) =32,5<34 :a(%’o)’l(p,) :a(oy_%)’_l()\)
alors que

ap—1),-1) =an0),1A\) =40>39 =a(0)1(k) =ap_1),-1(N)

(on calcule ici les a-fonctions en enlevant toutes les constantes, c'est a dire qu'on
calcule n(kg, (X)) car seul I'ordre nous intéresse). Raisonnons par |'absurde et supposons
que I'ordre de la a-fonction est constant dans I'alcove Ao, i.e. @(c0),1(A\) <@(c0y1(4)
pour tout 0 < € < 1, alors, par continuité de la a-fonction en les parameétres (cf.
remarque 7.3.4), on aurait @(1,0),1(A) < @(1,0),1(4), ce qui n'est pas le cas. Donc il
existe 0 < € < 1 tel que (0, —¢) est dans la méme alcove que (O, —%) eta,—¢,—1(k) =
a(c0),1(A) > a0),1) =ap, ¢, -1(A).

De méme, on a C(O,—%),—l("‘l’) = C(%’O)’IO\) =94 >091 = C(%’O)’l(ﬂ,) = C(O,—%),—lo‘)
alors que ¢(o,—1),~1(k) = €(1,01(A) = 104 <106 = ¢(1,0)1(8) = €(0,~1),-1(A)

Par contre, I'ordre de dominance sur les partitions k3,(X) ne va pas se renverser de
cette maniere a I'intérieur d'une alcdve, au moins pour £ = 2. En effet, sim = (g, 0),
avec ’5’ ¢ 7 alors pour € €]0, 1] tel que [g] < g—i-e < [g]—l—l ou [’5’] < 15’—6 < [§]+1,
on ne peut pas avoir Kp,(A) << k5 () et Ky eA) D Kppe() ou K e(X) > Ky ().
Pour montrer cela, on peut supposer que K;,(A) < K, () et k5, (N)1 # ki, (1)1 ; cela
revient a considérer le premier indice i tel que K;,(A); 7# ki, ()i car alors

J

KmN) Ckp(n) = V> Zf«u Mk <D KB
k=i k=i
et si Kpy(A)j = Kpa()j, comme m ¢ Z, aucun élément de la premiére ligne du sym-
bole n'est entier alors que tous ceux de la deuxiéme ligne le sont, donc ces éléments
correspondent forcément a la méme ligne du symbole et alors

J
KinreQ) <K e(u) <= Vj> ZKM(A» D K )k-
k=i

Supposons donc km(A)1 < km()1 et quatre cas s'imposent alors :

o Siki(N)1 et k()1 € Z : comme ce sont des éléments de la deuxiéme ligne du
symbole associé, Ky (A )1 = Kjn_ )1 = KA1 et K5 ()1 = Kpy_e(U)1 =
Km()1 et donc kg (W) < Kpppe(l)1 et KA1 < Kpy_e(B)1-

o SiKpyA)1 € Zet kp(u)1 € Z : alors Ky eW)1 = KA1 et Koy e()1 =
Km()1 + €, donc Ky ((A)1 < Kppye()1. Pour m — €, il faut voir que

m e(>‘)1 - K’m(>‘)1 [K'm(y')l] < K’m(“’)l —€= K’m e(ﬂ')l
car [g] < g — €.
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o Sikiy(A\)1 € Z et k()1 € Z : on a clairement K;,_(A)1 < Kj,_.()1 et pour
m + €, on raisonne comme dans le cas précédent pour m — €.
® Si KjyW)1 € Z et k3(w)1 € Z : alors ki cW)1 = KA1 + € K _c(W)1 =
K1 — € Kipe)1 = k()1 +e et Ky _o(w)1 = Ki(w)1 — €, on voit donc
trés facilement que Ky, A)1 < Kipe()1 et Kj_c(A)1 < Kpp_e()1.
Donc dans tous les cas on a K§, 1 cA)1 < Kjnpe()1 et Kpn_e(AW)1 < Kpn_e(1)1 et donc
on ne peut pas avoir Ky, ((A) D> ki e () ou K c(N) D> Ky (14).

Mais les partitions peuvent devenir incomparables, comme par exemple, pour les
mémes données qu'a I'exemple 1.2.13, c'est adire £ =2, n=5,s =4, X = (;(3,2))
etu=1((2,21);0):

AN)=(6,;4;,35;25;15;1;05;0)
>(5,5;4,5;3;25;2;1,;0,5; O)ZKELO)(“')
3,

K(3.0)

alors que KE%’O)()\) =(6;4;39;29;19;1;009; 0)et &51_%’0)(;1,) =

(5,9;49;3;29;2;1;09; 0)nesont pas comparables et sur le mur I'ordre
s'inverse :

%fl,o)o‘):(6;4;4;3;2;1;1;0;0)
Q6:5:3;3:2;1;1;0;0) =k q M)

0.2.2 Ordre combinatoire

Grace a la description combinatoire des blocs de G(¥, 1, n) faite au paragraphe
9.1.2, on va pouvoir définir un ordre combinatoire sur CM,(G (4,1, n)). Dans le cas
lisse (ol O est a l'intérieur d'une alcove), c'est un ordre sur P(£, n) défini grace aux
partitions 75(*A\) qui a été construit dans [Gor08, §7]. Pour un paramétre 0 sur un
mur, on va définir un pré-ordre sur les blocs.

Ordre a l'intérieur d’une alcove

Dans [Gor08, §7], |. Gordon a défini un ordre partiel sur P(£, n) que I'on appellera
ordre combinatoire et qui est défini par I'alcdve dans laquelle se trouve le paramétre 0
de la maniére suivante :

e pour 6 € a(s, w,+),

A<gp = Ts(w-ip)<Ts(w-tA)
e pour B € a(s, w, —),
A<op = T(w-im) <a7(w-tN).
Remarque 9.2.5. Par définition et d’aprés la proposition 8.3.7, on a clairement

A<dgp <= X <R

Pré-ordres sur un mur

Deéfinissons maintenant un ordre combinatoire sur un mur, en utilisant les ordres
combinatoires définis dans les chambres bordant ce mur. On a vu que I'on pouvait fa-
cilement passer des alcéves positives aux alcdves négatives par I'involution =. On peut
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donc se restreindre a I'étude du cas positif.

Géométriquement, ce qu'il se passe sur un mur est essentiellement lié a ce qu'il se
passe sur une des alcoves le bordant. C'est dans cet esprit que |. Gordon a construit,
dans [Gor08, §8], un pré-ordre combinatoire pour un paramétre 8 se trouvant sur
un mur GIT qui borde une alcdve a(s, w,+) et qui est de type J, en espérant (cf.
[Gor08, rem. 8.3]) que I'ordre combinatoire se comporte de la méme maniére que
I'ordre géométrique. Malheureusement, ce n'est pas le cas, comme le montre |I'exemple
sulvant.

Exemple 9.2.6. Pour £ = 2 et n = 5, les multipartitions A\ = (0;(3,2)) et p =
((2,2,1);0) vérifient

T0,0)(A) = (4,3,1,1,1) <(5,2,2,1) = T0.0)('14)
et 71_(f'o-X)=(54,1,1)>(4,2,2,2,1) =71 _1)(‘o - ),

soit, pour 8 € a((0,0),id,+) et 8 € a((1,—1),0,+), A >opu et X <gu.

Mais ces deux multipartitions ne sont pas dans le méme bloc sur le mur 6o = 0 qui
sépare ces deux alcéves car la partition T(g0)(*A\) = (4,3,1,1,1) a pour {0}-cceur
(4,3,1,1) alors que T(0,0)(*w) = (5,2,2,1) a pour {0}-cceur (4,2,2,1), comme on
le voit sur leurs diagrammes de Young respectifs, dans lesquels sont représentés les
contenus des boites modulo 2 :

‘o|»—\|o —|o

1/0]1]0]

o

||—\O|—lO
-y

[l faut donc prendre en compte toutes les alcbves bordant un mur.

Dans le cas £ = 2, les alcoves calculées au paragraphe 8.3.1 correspondent aux al-
coves pour les cellules de Kazhdan-Lusztig. Une conjecture de C. Bonnafé (cf. [Bon09])
prédit que la partition en cellules obéit a une propriété de semi-continuité, c'est a dire
que I'on devine ce qu'il se passe sur les murs en étudiant les alcbves environnantes.
Dans cette optique, on peut définir un autre ordre combinatoire pour un paramétre &’
sur un mur qui est entouré par les alcoves Aq, ..., Aq :

A<gpp <= dXg=A,...,A\p =u telles que pour tout 0 </ < p—1:
il existe 1 < j < q tel que, pour 8; € A;, A <lg; A1

Le pré-ordre sur les blocs associé est défini par, soient B et B’ deux blocs de CM,, (G (¥, 1,

n)) :
B<g B < IXcBetuchB, tellesqueX <y .
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Par construction, on a clairement pour 0 a I'intérieur d'une alcéve bordant le mur
sur lequel se trouve 8, X € Bet X' € B', X <4y’ = B <g B’. L'implication inverse
n'est pas forcément vérifiée, mais on a quand méme le résultat suivant.

Lemme 9.2.7. Si B et B’ sont deux blocs tels que B <ig B’ et qu'il n’existe pas de
bloc B” tel que B <y B" <ig B’ alors

il existe A € B, X € B' et 1 < j < q tels que, pour 8; € Aj, X <ig; \".

Démonstration. Par définition, comme B <g B', il existe A\g € B, Ap, € B et Ay, ...,
Ap—1 € P(£, n) telles que pour tout 1 < i < p—1, il existe 1 < j < q tel que, pour 8; €
Aj, A <19j Ait1-

Alors les A; sont forcément dans B ou B’ car si I'on note B; le bloc dans lequel se
trouve A;j alors on a By = B <lg By <y - - - <y Bp—1 <gy B’ = B,,. Or on a supposé qu’il
n'existait pas de bloc B” tel que B <ig B” < B’ donc les blocs B; sont égaux a B ou
a B’ et donc on peut trouver 0 < g < p tel que Aq € B et Ag41 € B’. On a alors
démontré le résultat avec A =Xg et A =Agi1. U

Montrons pour finir que le morphisme Ty o est compatible avec les ordres combi-
natoires <y et <g. Si B est un paramétre dans une alcéve a(s, w, +) voisine du mur
de type J ou se trouve @', on a construit une application

7['9’9/ : 73(& n) — ﬁJ y
A o mwn)

Or comme les J-classes des Ts(w -t X\) décrivent les blocs de Calogero-Moser pour €',
I"application g ¢ associe a A le bloc B(X) dans lequel se trouve X pour 8. Or I'ordre
<lg est un ordre sur les blocs pour 6 et par construction de <lg on a évidemment
A <o = B\) <y B(u), soit X g = moer(A) <g Moo (). Donc g g conserve
I'ordre combinatoire.

9.2.3 Ordre géométrique

On va maintenant chercher a interpréter géométriquement ces ordres combina-
toires et algébriques sur les blocs. En effet, on a vu, au théoréme 9.1.3, que les blocs
étaient décrits géométriquement par les C*-points fixes de la variété My(n). Mais
au paragraphe 3.3, on a défini un ordre sur les C*-points fixes d'une variété quasi-
projective normale. Cet ordre va se transporter sur les blocs et on I'appellera "ordre
géométrique".

Cet ordre géométrique sur les blocs a été défini dans le cas lisse (c'est a dire
pour h € H™9) par |. Gordon dans [Gor08, 5.4] puis relié aux ordres combinatoire
et algébriques. On va présenter ici cette construction puis on la généralisera au cas
non lisse grace aux propriétés que I'on a démontrées au paragraphe 3.3. Ensuite, nous
relierons |'ordre géométrique dans le cas non lisse a celui construit par I. Gordon.

Définition pour H™9

D'aprés le paragraphe 3.3, pour définir un pré-ordre géométrique, on a besoin d'une
variété
e quasi-projective
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e munie d'une action de C*

e qui a un nombre fini de C*-points fixes.
De plus, si la variété est lisse (ou normale), on a vu que la relation est antisymétrique et
donc définit un ordre. Enfin, si elle est projective, on a la décomposition de Bialynicki-
Birula et I'ordre est plus intéressant.

Notre variété Mg(n) pour h € H™9 est quasi-projective, lisse et elle a un nombre
fini de points fixes. De plus, il existe un morphisme projectif et C*-équivariant

To0 + Me(n) = Mo(n) ~ (h x b)/G(£,1,n)
d'aprés le paragraphe 8.2.8.
Or I'action de C* sur (h x h*)/G(£, 1, n) est de la forme n- (x,y) = (nx,n"'y) et n'a
qu'un seul point fixe qui est 0. Donc
(Mo(m)® € m55(0).

Cette variété est projective mais il serait plus intéressant de faire la décomposition
de Bialynicki-Birula sur une variété plus grande. Pour des raisons d’existence de limite
quand n tend vers 0, on ne peut pas la faire sur Mgy(n) en entier mais sur

Zo(n) =33 ((h x {01)/G(e,1,m)).

Elle n’est pas projective mais comme elle se contracte, sous I'action de C*, en la variété
projective Wgé(O), la limite existe toujours et on a :

Zp(n) = |_| Zo(N)xp(2):
AEP(£,n)
ot Zg(n)y,n) =1z € Zo(n), limy_0m -z = xg(A)} est I'ensemble attractif de xg(A),
le point fixe de My (n) associé a la multipartition A (voir la démonstration de [Gor08,
5.4] pour plus de détails).
On peut donc ordonner I'ensemble (Mg(n))C" en posant, comme au paragraphe
3.3,

xg(\) =g xo() <= il existe x1, ..., x, € (Mg(n))® tels que x; = xg(\), x, =
xp(u) et quel que soit 1 < i< r—1, Z5(n)y N Ze(n)y,, # 0.

Et on transporte cet ordre sur P(£, n), en posant

A =2pp == xo(A) <o xo(1h).

On notera A <gp siX <gu et A #pu.

Exemple 9.2.8. Etudions I'ordre géométrique dans le casf = 2 et n = 1. Les ensembles
attractifs des deux points ont été étudiés a I'annexe C et sont représentés sur la figure

suivante.

Ensembles attractifs des deux points fixes de Mg, ¢,)(1), pour 81 # 0

On voit bien sur cette figure que I'adhérence de I'ensemble attractif bleu rencontre
I'ensemble attractif rose et pas l'inverse, on a donc point bleu <g point rose.
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Définition pour H

L'objectif de la partie 4 est de généraliser la construction de cet ordre géométrique
aux groupes de réflexions G (4, e, n). Pour cela, on va relier les algebres de Cherednik de
G(£,e,n) acellesde G(£,1,n), en utilisant que G(¢, e, n) est un sous-groupe distingué
de G(4,1,n). Mais on a vu au paragraphe 5.1 qu'il fallait alors choisir correctement le
paramétre ¢ des algébres. On verra par la suite que ce choix impose au paramétre 6
de se trouver sur un mur GIT.

Il faut donc commencer par généraliser la construction de I'ordre géométrique faite
par |. Gordon au cas non lisse.

Pour 6 sur un mur, on a vu a la proposition 8.2.15 que la variété Mg (n) était nor-
male. Donc, d'aprés le théoréme 3.3.3, on peut ordonner I'ensemble (Mg (n))C de la
méme maniére que dans le cas lisse. On transporte alors cet ordre sur CM, (G (4,1, n))
en posant :

B =g B <= Xg(B) <o Xo(B'),

ol Xg/(B) est le point fixe de Mg (n) correspondant au bloc B par le théoréme 9.1.3.

Ordres géomeétriques et morphisme 7 o

Le morphisme g ¢ de Mg(n) sur Mg (n) étant C*-équivariant, surjectif et projectif
(cf. §8.2.6), on va pouvoir utiliser les résultats que I'on a montrés au paragraphe 3.4
pour montrer qu'il conserve aussi I'ordre géométrique. On pourra ainsi exploiter les
propriétés de <y pour étudier <g. D'apres les corollaires 3.4.6 et 3.4.8, on a :

B <¢ B" <= il existe A\1,A2, A5, A%, ..., Am € P(£, n) telles que A1 € B,
Am € B, pour tout 2 < i< m—1, X\; et Al sont dans le méme
bloc et pour 1 <i<m—1, X\j <9 Ajq1 si i est impair
et \j <g A7, si i est pair.

Donc, en particulier, A <g . == Tg (X)) <o To.0(14).

0.3 Liens entre les différents ordres

Dans I'idée d'interpréter géométriquement les ordres desa et c-fonctions, |. Gordon
a montré dans [Gor08] que les ordres algébriques, ainsi que I'ordre combinatoire, sont
plus fins que I'ordre géométrique dans le cas lisse. Nous allons étendre le résultat
sur les ordres algébriques au cas non lisse et pour le cas lisse, nous montrerons que
I'ordre combinatoire est équivalent a I'ordre de dominance sur les partitions k3,(\) pour
un paramétre particulier. Cela nous permet de relier |'ordre combinatoire aux ordres
algébriques, grace a la proposition 9.2.3.

Enfin, nous présenterons dans le cas des groupes de type B,, une description des
blocs par I'ordre combinatoire et nous en déduirons que le pré-ordre combinatoire est
plus fin que I'ordre géométrique sur un mur dans ce cas.

Concretement, nous allons montrer les liens suivants entre tous les ordres :
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e Pour e a(s,w,—) :

(w-m)i=

Sp_q1_i—* s s >0 a,m,,()\) < am,r(ﬂ')
X <o = X U = k() <KW (A) = { emrN) > Cmr().
3
ap(\) <an(u)
ch(A) > cn(u)
e Pour 0 € a(s,w,+) :
(wem)i=

—si—7 r<Q Am,r(A < @mr
A <ol — A <eu<ﬁ3ﬁfn(>\)<”‘f"(“)é>{ Cm, E)\; > cmy((llj))-

N2
an(\) <anp(u)
ch(A) > cp(u)

(B) < aw(B
e Pour © sur un mur et £ quelconque : B <¢ B’ = { @ (B) @y (B)

Ch/(B) = Ch/(B/).
e Pour® surunmuretf=2:B <y B = By B'.

9.3.1 Ordres algébriques et combinatoires

A l'intérieur d’une alcdve

La proposition 1.2.23 relie les ordres de dominance sur les partitions k;,(A\) et
Ts(A). Elle va donc nous permettre de comparer I'ordre de dominance sur les k;,(A) a
I'ordre combinatoire que I'on a défini au paragraphe 9.2.2.

Proposition 9.3.1. Soient s € Z§ et X, p € P(¢, n).
e Sim € Q! est défini par (w-m) = —s; — 7 Pour 0 < i < £—1 alors pour s un
entier tel que s > max{hc*, hc*} +1 et® € a(s,w,+), on a :

A< <= Ts(w 'tu') < Ts(w 't>‘) = EmA) < Kp(w).

o Sim e Qf est défini par (w-m) =sp_1_; — é pour 0 < i <£—1, alors pour s
un entier tel que s > max{hc*, hc*} +1 et @€ a(s,w,—), ona:

A<dgu = T(w'm) <T(w-tX) = k3 (u) < KSN).

Démonstration. La proposition 1.2.23 regle le cas des alcoves afs, id, +). Le lemme

1.2.14 nous permet d'étendre ce résultat a toutes les alcoves positives.

Pour un alcdve négative de la forme afs, id, —), on utilise que Ts(A) = Ts(wp - A), oll

wp est le mot de longueur maximale. De plus, le paramétre m est choisi de maniére a

ce que s;_1 + % =mt4+1= (wo - m)"*1 + 1, donc dans ce cas, I'ensemble 7; vérifie
Ti

L

et on conclut comme dans le cas positif.
O

Remarque 9.3.2. (i) Si on relie les paramétres 8 et m avec les formules de changement
de paramétres h=r et Hy = r(m' — m'~1),
e pourm' = —s; — é et r = —1 (car on est dans une alcéve positive donc ), 0; =
—h>0), on obtient : 0 =1+ (sp — S4—1,51 — S0, ---,Se—1 — So—2),
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o pour m = sp_q_; — é et r =1, on obtient : @ = —1 + (sp_1 — sp, 502 —
Sp—1,---,50 — 51).

(ii) Cette dissymétrie entre les alcbves positives et négatives pour le choix des para-
metres et pour l'ordre sur les Kk qui est inversé s'expliquera quand on va s'intéresser a
la a-fonction car il est facile de voir que les £-uplets (—s; — ;)i et (sp_1-; — 3)i sont
reliés par la transformation m — m = (—m*~1, ..., —m®) a une constante prés. De
plus, I'ordre de dominance sur les k;,(\) est invariant par translation sur les m', et
la a-fonction est invariante par cette transformation, d'apres le corollaire 7.3.6 et le

paragraphe 9.2.1.

Exploitons cette proposition pour relier I'ordre combinatoire aux ordres algébriques.
En général, un paramétre 0 relié a (m,r), avec r > 0, par les formules données au
début du chapitre est de la forme

6 = —r(1+m1—mo
6, = r(m'—m°)
0)1 = r(ml—l _ me—z)
[l vérifie donc Z,-G,- = —r < 0 et se trouve donc dans une alcbve négative. Posons
alors m' = s,_;_; — 7, cela revient a prendre la spécialisation h, o) = r, b, 1)~ 0
et h, jy = r(se-1-i — é) avec s € Z§. On obtient alors
6o

1

= S-1—5 7%
1
= S-2—"5%-1"73

r

4

I8

01
r

1
= S0 —S5S1—7%

Et ¢ € a(s, id, —). Mais comme r > 0, 6 et £ sont dans la méme alcéve donc pour A
et u € P(¢,n), on a, d'apres les propositions 9.3.1 et 9.2.3 :

am,r(>\) < am,r(/-l')
CmrA) > cm().

Le modeéle que I'on vient d'étudier correspond aux parameétres se trouvant dans des
alcdves négatives, pour traiter le cas des alcdves positives, il faudrait considérer r < 0,
ce qui n'est pas pratique pour I'étude de la a-fonction, on va donc se ramener au cas
positif en considérant 8. Le paramétre h que I'on considére ici est décrit par

A<t <= A<gp <= Kpn) <k,A) = {

h = r<o0
{ H = r(m/ —m™1)
et donc h vérifie
h = —r>0
{ Hi = —r(m;—m;j)
On peut donc appliquer ce que I'on vient de voir en remplacant r par —r et m par
m. On devra d.onc définr VO <i<4—-1,m;, =5s_1_;— é ce qui revient a poser
m = —(si+3)+£—-1,V0<i<{-—1ceton obtient alors 8 € af(s,id, —) ce
qui est équivalent a 0 € a(s, id, +) d'apres la proposition 8.3.7. Et alors, pour A et
w € P(£, n), d'aprés la remarque 9.2.5 et le paragraphe 9.2.1, on a :
aﬁ,—r(&) < aﬁ,—r(ﬂ) — { am,rO‘) < a'm,r(/'l')
c(A) > c(m) ch(A) > cn(p).
On vient donc de démontrer le résultat suivant :

Adgl = A< = {
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Théoréme 9.3.3. Soits = (sp,...,5_1) € Zg.
- _ : i
e [es paramétres m et h définis par pour tout0 < i <£€—1,(w-m) =55 1 ; — -

7
h = r>0
Hi = r(m —m=1) pour1 <j<£—1
vérifient © € a(s, w, —) et pour un entier s > max{hc* hc*} +1, ona:
amrA) < amr(K)
VA u € P n), A<dgp < K, Ak = mr '
BE P, X o = k) G ka0) = { T S amrl)
o Les paramétres m et h définis par pour tout 0 < i <€—1, (w-m) = —s; — é
h = r<o
Hi = r(m —m=1) pour1 <j<£—1

vérifient © € a(s, w, +) et pour un entier s > max{hc* hc*} +1, ona:

am,ro\) < am,r(’-‘l')

VA ePUn), X<dpp <= K;y(N\) < Kpp(1) = { e N) > ().

Remarque 9.3.4. Dans ce résultat, on relie I'ordre <lg aux ordres liés @ Km, Cm,r €t
am,, alors que les paramétres (m, r) sont fixés par I'alcéve et non par 0. lls sont reliés
par les formules du début du chapitre seulement au parameétre 8 = 1+ (so—sp_1,51 —
S0, ..., Se—1 — Sg_p) dans le cas positif. Mais on ne pouvait espérer mieux car |'ordre
combinatoire n'est défini que par I'alcéve (et non par ©) alors que les ordres liés a K,
Cm.r €t @am , Ne sont pas constants a l'intérieur d'une alcéve, comme on I'a montré au
paragraphe 9.2.1.

Exemple 9.3.5. Dans I'exemple de ce paragraphe, on se trouvait dans le cas de I'alcéve
Ao = afs, id,+) pour £ = 2, avec s = (0,0), donc pour illustrer ce résultat, il faut
prendre le paramétre m = (sp — 2,51 — 3) = (0,—3) oum = (%0) quand on
regarde I'ordre sur les partitions k. On a donc, quel que soit ® € Ag et pour toutes
multipartitions A et i :

A<lgp = KEO, )(A)szov )(p,) = KE

-1 -1 ,O)O\) < KE ,0)(“)'

N[
N=

Or on a vu a I'exemple 1.2.24 et au paragraphe 9.2.1 que pour n = 5, s = 4,

A= (0;(32) et = ((2,2,1),0), on avait : 7(0.0)(*X) < T(0,0)('k), soit p <Ig X et
S S

K(%,O)O\) > Kv(%’o)(ﬂ'), @(o,— )Yfl(ll") <a(o, )()‘) et C(oﬁ%)ﬁlo‘) < C(o',l)y,l(ﬂ'),

1 1
2 -3 3
alors que "fg 0)(>\) et "fg 0)(p,) ne sont pas comparables et qu'il existe €1, € €]0, 1]
10° 10°

tels que a(o,—¢;),~1(A) < @(0,—¢)~1(K), €0,—ey),~1(A) > €(0,—¢y)-1(1). Cet exemple
nous montre donc bien que I'on ne peut pas relier I'ordre <lg aux autres ordres dans
toute ['alcéve.

Sur un mur

Le théoréme 9.3.3 et le lemme 9.2.7 nous donnent un lien entre les ordres algé-
briques et le pré-ordre combinatoire sur un mur mais ce résultat n'est pas trés satis-
faisant.
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Proposition 9.3.6. S/ B et B’ sont deux blocs tels que B <y B’ et qu'il n'existe pas
de bloc B" tel que B <y B” <ig B’ alors

B <y B' = ilexiste 1 <j< qtel que, siAj = a(s/,w!,+) alors, pour (w/ -m)’ =
—s — é etr <0, onaitam,(B) <am,(B') etcm(B) < cm(B).

Si notre résultat du théoréme 9.3.3 avait été plus général on aurait pu s'affranchir de
I'hypothese "il n'existe pas de bloc B” tel que B <g B” <ig B’" qui n'est pas trées
pratique, grace a la continuité en les paramétres des fonctions a et ¢, comme on le
fera plus tard pour I'ordre géométrique (cf. démonstration du théoreme 9.3.10).

9.3.2 Ordre géométrique et autres ordres
Pour h € H™9

L'ordre géométrique est constant a I'intérieur d'une chambre GIT car les variétés
My(n) sont alors isomorphes. Mais comme il est défini pour chaque paramétre 6
(contrairement a I'ordre combinatoire), . Gordon a pu le relier aux fonctions a et c,
dans [Gor08, 5.4 et 9.3].

Théoréme 9.3.7 (Gordon). Soient A, u € P(£,n) et h € H™®I alors

an(A) < an(w)
A=< =
oH { hd) > enw).
Enfin, il I'a relié a I'ordre combinatoire <lg dans [Gor08, 7.12] :

Théoréme 9.3.8 (Gordon). Soient A, u € P(£,n) et h € H™®I alors
A=<glh = X <gl.

Remarque 9.3.9. (i) L'énoncé du théoréme [Gor08, 7.12] affirme que ces deux ordres
sont équivalents. Nous remercions |. Gordon de nous avoir envoyé depuis un contre-
exemple pour By qui montre que la réciproque est fausse. Sachant que I'ordre géomé-
trique est tres difficile a calculer, ce contre-exemple n'est pas facile d’acces. Plus
simplement, on a montré au paragraphe 9.2.1, qu'il existait 0 < € < 1 tel que,
pour A = (0;(3,2)) et p = ((2,2,1);0), on ait a(o,—%),—1(“) < a(oy_%)’_l(k)
et a(,—¢)—1(A\) < @9 —¢)—1(1). D'apres le théoreme 9.3.7, cela montre que ces
deux multipartitions ne sont pas comparables pour |'ordre géométrique dans I'alcéve
a((0,0),id,+), par contre elles le sont pour I'ordre combinatoire d’'aprés I'exemple
9.2.6. Ces deux ordres sont donc différents.

(ii) Mais I. Gordon avait utilisé I'implication qui est finalement fausse pour relier I'ordre
combinatoire qu'il a construit sur les blocs dans le cas non lisse aux ordres des a et
c-fonctions (cf. [Gor08, 8.3 et 9.4]). Tout comme pour 'ordre combinatoire <lg que
I'on a construit, on n'a donc pas de liens satisfaisants entre I'ordre combinatoire sur
les blocs et les ordres algébriques.
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Pour he H

Grace au théoréeme 9.3.7 et au lien entre <4 et <g (cf. §9.2.3), on va pouvoir relier
I'ordre géométrique dans le cas non lisse aux ordres des c et a-fonctions. En effet :

B <y B" <= il existe A\1,A2, A5, A%, ..., A € P(4,n) telles que A1 € B, A, € B,
pourtout 2<i<m—1, X\;et A;- sont dans le méme bloc et
pour 1 <i<m—1, A\j <gAj41 Si i est impair
et \j <g A7 si i est pair
= il existe A1, A2, A5, A5, ..., A, € P(L, n) telles que Ay € B, A, € B/,
pour tout 2 < i < m—1, ag(\j) =ag(X\})
etpour 1 <i<m—1, ag(\;) <ag(\j41) si i est impair
et ag(\}) <ag(Ni ) si i est pair,

d’aprés le corollaire 9.1.10 et le théoréme 9.3.7. Or les propriétés ag(A;) < ag(hjt1)
et ag(\}) < ag(\) ;) sont valables quel que soit 8 a I'intérieur de la chambre, donc,
par continuité de la fonction a en les paramétres (cf. remarque 7.3.4), quand on fait
tendre 8 vers & sur le mur, on obtient ag(A;) < ag(Xjt1) et ag(\)) <ag(Ni ;). On
a donc

B <y B = il existe A1,X2, A5, A5, ... . Am € P(4,n) telles que A\; € B, Ay, € B/,

pourtout 2< i< m—1, ag(A;) =ag(\)
etpourl<i<m-—1, ag(\;) <ag(\ir1) si i est impair
etag(\)) <ag(N, ;) siiest pair

= il existe A1, A2, A5, A, ..., A, € P(4, n) telles que \; € B, A, € B’
etag(A1) <ag(A2) =ag(Ay) <ag(Ai) = <ag(\p)

= il existe A1, Apm € P(£, n) telles que A1 € B, A\, € B,
etag(M1) <ag(\m)

= ag(B) <ag(B').

La fonction ¢ ayant les mémes propriétés que la fonction a, on a donc démontré un
résultat similaire au théoréme 9.3.7.

Théoréme 9.3.10. Soient h’ € H et B, B’ deux blocs de CMy (G (4,1, n)) alors

ag(B) < ag(B')

/
B8 = { o (B) > co(B).

04 Cas?i =2

9.4.1 Blocs et classes d’équivalence pour B,

La description des blocs par les symboles du théoréme 9.1.9 va nous permettre de
relier les blocs de Calogero-Moser aux classes d'équivalence du pré-ordre combinatoire
que nous avons construit, pour £ = 2, c'est a dire pour le cas des groupes de Weyl de
type B.

Lemme 9.4.1. Soient m = (15’ 0) avecg €EZetm*3 = (I—’ +1,0), on a, pour et

a
weEP2,nets=n+1:

KA =Kin) = IXo=XAA1,... . Ap=p tellesqueVO<i<p—1:
Kot i) <ke i) et k2 (Nia) < k; (W) ou
2 2 2 2

/-asm+%(>\,~) > /45m+%(>\,~+1) et %;_%(Ai+l) > &fn_%(k;).
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Remarque 9.4.2. On considére un entier s > n+ 1 pour étre siir que s > hc* + 1
quelle que soit la 2-multipartition de n que I'on étudie.

Preuve : Si Kjy(A) = Kp,(u) alors les symboles B2, (\) et B;, (k) ne different que
par des permutations de leurs éléments. On va donc supposer que B, (1) ne différe
de %B;,(A) que par une permutation de deux termes et montrer qu’'alors /-cfn+l(>\) <

2
/-cfnJr%(p,) et K;fni%(l.l:) < K;fni%(x) ou /-cfnJr%()\) > /-cfnJr%(p,) et "Cfn,%(ﬂ') > /-cfni%(k).
Dans un cas plus général, la suite de multipartitions Ao, ..., A, sera construite pas a
pas, en passant de B;,(\) a B;,(u) en permutant les termes deux a deux.
Le m-symbole décalé associé a A est de la forme :

s [ K e e Xy

%mO\) < Yi, v Ys )
ol pour 1 < k <s—h(AY) + 2, x = k—1etpour 1 < k < h(A\}),
Ai—k+s+§ vérifient x; < xo < - -+ <xs+§,
etpour 1 <k <s—h(A2), yy =k —1etpour 1 < k< h(A?), ysy1-k =27 —k+s
vérifient y; < yo < -+ < ys.
Supposons que By, (1) ne differe de ce symbole que par un échange du type x; < y;.
Cela implique qu’il n'y a aucun élément xx de la premiére ligne de B;,(A\) qui est égal
a yj (sinon By, (k) aurait deux éléments égaux dans sa premiere ligne) et de méme,
cela implique que V 1 < k <'s, vk # X;.
Nous allons traiter le cas ou x; < y; et on comprendra facilement ce qu'il se passe dans
le cas x; > yj. On peut alors découper la partition k;,(A) de la maniére suivante :

Xs+§+1fk =

KpA) = (K12 2 Kg) > Kgp1 > Kgjq2 = -7+ 2 Kg, > Kgyp1 > Kgyg2 = * -
2 K’25+§)'

ou les indices s; sont tels que ks, 11 = ¥}, Ks,+1 = X; €t /{25%371 = /42$+§ = 0.

Par construction, comme [s — h(A}) +2 — 1] =s—h(A1)+2 -1 ona B (A=
2
(B0, B1), oil B = (xo — 3, ..., x, b —3) est de taille s+ 2 — L et B = (y1, ..., ys)
est de taille s. Par contre, le symbole B; ,(A) est de la méme taille que B, (A); il
2
s'obtient a partir de B;,(\) en ajoutant % a tous les termes de la premiére ligne.
Les k; étant des entiers, ajouter % a certains d’entre eux ne change pas leur ordre, on
a alors :
KoL) = (KL = 2 K > Res1 > Ky 2 2 Ky, > Kyl 5 > Kl pp >0
2 /{’/25_"_%)1

, { Ki —i—% s'il correspond a un élément de la premiere ligne de B5,(A) ot

K; sinon

kS )= (K) = 2K, >Kgi1+s>K o= KL >Kei1>KL o>
1\ 1= = Vs s1+1 2 s1+2 & = sy s2+1 s+2 =

> K0),

Il est alors clair que Iifn+%(>\) < /éfn%(p,) et que K,in_%(y,) < Ksm_%(k).

Pour le cas x; > yj, on voit par symétrie qu'alors fcfn+%(u) < /-csm+%(>\) et mfn_%(k) <

K? _%(ﬂl)- 0

m

137



CHAPITRE 9. ORDRES SUR LES BLOCS DE CALOGERO-MOSER

Remarque 9.4.3. (i) Cette démonstration reste valable si on remplace % par n'importe
quel € €]0, 1].

(ii) La réciproque de ce résultat est fausse puisque pour n =5, m = (1,0), s = 4, les
multipartitions A = (0; (3,2)) et u = ((2,2,1);0) vérifient :

13 5 7 15 9 11
2 2 2 2 s — 2 2 2 2
0)*) = <0146> Blio)W (0123)
01234 01356
10)9)(0 1 4 6 > %flm(“)_(o 12 3 )
13 5 7 9 13 7 1 13
s — 2 2 2 2 2 s — 2 2 2 2 2
(3,0)(”_(0 1 4 6 > (3,0)(“)_<o 1 2 3 >

%E;O)O):(& 4;35;25;15;1,;05;0)
3
>(5,5;45;3;25;2;1;05; O):%Elo)(")
3

"‘f1,o)(>‘):(6?4?4?3?2? 1;1;0;0)#(6;5;3;3,;2;1; 1;0;0):/-’»?1’0)(;1,)

;{Eéo)(x):w; 45;4:35;,25;15;1;05;0)
2,
<(6,5:55:35:3;2;15:1:05;0) =k k).
2

On va maintenant décrire les blocs de Calogero-Moser pour B, en utilisant |'ordre
combinatoire. On supposera donc que 0’ se trouve sur un mur qui est bordé par deux
alcéves et on notera O et O des éléments pris a I'intérieur de chacune de ces deux
alcoves.

Proposition 9.4.4. S/ deux multipartitions X et u sont dans le méme bloc de Calogero-
Moser pour ' alors il existe A\g =X, A1, ..., A\p = telles que pour tout 1 < i< p—1:

()\,‘ <gAj+1 OU A <]§>\i+1) et (>\;+1 <gAj OUANjt1 <]§>\i)'
Démonstration. On ne va traiter que le cas d'un mur g = r+ 1, avec r pair, le cas
g pair se traitant de la méme maniére. Le paramétre 8 = (—r, r + 1) se trouve alors
sur le mur bordé a gauche par I'alcéve A_, = a((5%", 5), id, +) et a droite par I'alcove
A a=a((53+1,-5-1),0+).

Appliquons le lemme 9.4.1, avec m = (2,0) :
A et p sont dans le méme bloc <= k;,(A\) = Kk, ()
= dAo=AA1,...,Ap =u telles que Vi :

S

81 ) 5,1 i)

et &fni%(k,ﬂ) g K’mf%(xi)] ou
S . S .

[Km+%(>\:) > Km+%(>\,+1)

et %fn,%(xiﬂ) > Kfn,%(%i)]-

Le paramétre m— 5 correspond par les formules de début de chapitre, a8 un paramétre
0 dans I'alcove A,, = a((F5).id,+), il faut donc relier k2 1 (A;) et T(—r r(*A}).
2

=-r r
212
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Mais m — % =(r+1- % 0) et comme I'ordre de dominance sur les k;, est conservé

r 1

par translation sur m, on peut appliquer une translation de —5 — 5 sur m pour obtenir :

Kfrsnilo\i—i—l) < K,fnil()\,') — K’?L ,L,A)O‘H—l) < K’?L ,L,l)o\i)
2 2 2" 2 t2 2t' 2
= T (N) QT 5 (Niga)
< A1 <gAj,
d'apres la proposition 9.3.1 cars = (5, 5) et m = (5, —5 — %) vérifient m' = —s; — é

De méme, le paramétre m + % correspond a un parameétre 0 dans I'alcove A1 =
a((5+1,-5—1),0,+), et, en opérant une translation de —5 —1 sur m et en utilisant
le fait que K5.m(0 -X) = Kiy(A) (cf. lemme 1.2.14), on montre que :

I{fn+%(>\i) < /-65m+%(>\i+1) — K’?o,r+§)(a )< K?o,r+g)(a A1)
= K’(7§71'§+%)(U'>\,‘) QK(*§*1,§+%)(O’.>\i+1)
= T(s41-£-1)(f0 Xjg1) <7z sy (Fo X))
= A <5>\;+1.
On a alors :

A et u sont dans le méme bloc = dXg=A,A1,...,Ap = pu telles que Vi :

N <TgAiv1 et Ajr1 <gAj)
ou (Ajy1 <gA;i et A; <gAit1)
< IAo=AA1, ..., Ap =u telles que Vi :
(A <Sg i1 0UN; <IgAiy1) et
(Ni+1 <gAj ouXjy1 <TgA;)

car si A; # Ajy+1, On ne peut pas avoir A; <lgAj+1 et Ajr1 <lgAj.

Par définition du pré-ordre <g, on obtient alors :

Corollaire 9.4.5. S/ )\ et u sont dans le méme bloc de Calogero-Moser pour un para-
métre 0" sur un mur alors A <lg p et p <g A.

L'exemple 9.2.6 montre que la réciproque de ce corollaire est fausse. Les blocs pour
un parameétre sur un mur ne peuvent donc pas étre décrits par les classes d’équivalence
de 'ordre engendré <g.

On pourra se référer a I'annexe D pour un calcul complet et un classement pour I'ordre
combinatoire des blocs pour n = 4.

Enfin, ce résultat améliore la définition du pré-ordre combinatoire sur les blocs,

pour £ = 2.
Corollaire 9.4.6. Soient B et B’ deux blocs distincts de CM,,(G(2,1, n)),
B<y B <= VAcBetVuchB, \<ypu.
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9.4.2 Lien entre I'ordre géométrique et le pré-ordre combinatoire pour
B,

Le corollaire 9.4.5 va nous permettre de relier I'ordre géométrique au pré-ordre
combinatoire sur un mur pour £ = 2.

Proposition 9.4.7. Soient h' € H et B, B’ deux blocs de CMy,(G(2, 1, n)) alors
B <y B — B g B’
Démonstration.

B <y B" < 3JX1€BXA,A5 ... et A, € B telles que :
Aj et A} sont dans le méme bloc pour tout i > 1
Aj <@ Ajy1 pour i impair
i =g Aj; pour i pair.

1

Or d'apres le théoréeme 9.3.8, A; <g Aj11 = A;<lgA;+1. Donc, en utilisant le corollaire
9.4.5, on obtient :

Xg <X = I A1 € B XA N5, ... et Ay, € B telles que :
A <lg A et X <g Aj pour tout i > 1
Ai g Aj41 pour i impair
A’ <lg XL, pour i pair.
= IA1 € B, X2, AL, . et Ay, € B telles que :
A1 <2 g AL <gA5 g - g Am

!

X1 € B,Ay, € B telles que A1 <g A

!

B Ly B’.
]

Le corollaire 9.4.5 nous a donc permis de relier I'ordre géométrique au pré-ordre
combinatoire sur un mur pour £ = 2. Il serait donc intéressant de généraliser ce résultat
a £ quelconque mais la difficulté réside dans la description simple des alcdves en général.
De plus, la démonstration de la proposition 9.4.4 repose sur le fait que, pour £ =2, le
parameétre m + % avec m sur un mur, est relié au £-uplet (—s; — %)Og,-gg,l par une
translation, ce qui n'est pas le cas pour £ quelconque.
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Quatriéme partie

Construction des différents ordres
sur les blocs de Calogero-Moser de

G(4, e, n)
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Introduction

Dans cette derniére partie de la thése, en utilisant les parties précédentes, nous
allons chercher a généraliser a tous les groupes imprimitifs les résultats concernant les
groupes de la forme G(¥,1, n) que nous avons présentés ou obtenus a la partie 3.

Nous verrons au paragraphe 10.2 que le paramétre c tel que H.(G (4, e, n)) soit une
sous-algébre de H.(G (4,1, n)) est associé a h’ ¢ H™9. Puis on montrera au corollaire
10.3.3, grace a la description des blocs faite dans [Bel] et aux résultats de M. Chlou-
veraki énoncés au paragraphe 2.2.2, que la a-fonction est constante sur les blocs de
G, e n).

De plus, le théoreme de G. Bellamy concernant les blocs de G (¥4, e, n) montre que
si e t n alors les partitions CM, (G (4,1, n)) et CM,/(G(4, e, n)) sont en bijection. On
construira donc, a partir de Mg (n), une variété irréductible Mg (e, n) qui vit au dessus
de (h x h*)/G(£, e, n) et dont les points fixes paramétrent CM,,(G (¥, e, n)) pour e 1 n.
Dans ce cas, on pourra généraliser les résultats du chapitre 9 a G(¢, e, n) (cf. théoreme
11.1.2), en utilisant le théoreme 11.1.1 qui relie les ordres géométriques de G (4,1, n)
et G(¢, e, n).

Lorsque e | n, le groupe G(£,e,n) a a priori plus de blocs que G(4,1,n). Il faut
donc construire, a partir de Mg (e, n), une variété qui aurait plus de points fixes.
La normalisation de Mg (e, n) nous parait étre un bon candidat. Dans ce sens, nous
montrerons au paragraphe 11.3 que, sous une hypothése plausible, c'est le cas pour
G(2,2,2).
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CHAPITRE 10

Algébres et variété associées a G(£, e, n)

10.1 Le groupe G(¥, e, n) et ses représentations

Soient des entiers positifs £, e, n tels que e | £. Notons alors p = g Le groupe

G(£, e, n) a été décrit au théoreme 4.1.4 comme le groupe composé de matrices mo-
nomiales de taille n telles que :
e le seul terme non nul sur chaque colonne est une racine £'°™M¢ de I'unité

e le produit de tous les termes non nuls est une racine g'eme de 'unité.
Notons p I'application qui a un élément de G(£, 1, n) associe le produit de ses coeffi-
cients non nuls, c’est un morphisme de groupes et G(£, e, n) = p~*(ue). C'est donc

un sous-groupe distingué de G(¥,1, n) qui est tel que le quotient G (¥, 1e n)/G(£, e, n)
est un groupe cyclique d'ordre e.

Le quotient étant abélien, on va pouvoir appliquer le corollaire 2.1.8 pour décrire
Irr G(£, e, n) grace a Irr G(£,1, n), comme cela a été fait dans [Bel, 5.5].

Notons C, le groupe cyclique a e éléments et fe son groupe des caractéres, il est
engendré par § = pP. On a vu au chapitre 6, qu'il agissait sur Irr G(£, 1, n), cette action
se transporte donc sur P (¥, n) et est de la forme :

6L X = WP A2 NS AL N2 L AR,

Si I'on regroupe la partition A en e paquets de p parts : A = (Aq,...,A,), avec \; =
(AG=Dp+1XP), alors I'action de C, peut &tre exprimée plus simplement

5 (Ago Ae) = Ay, Aey).

Définition 10.1.1. Une multipartition X qui vérifie \; = Aj pour tout 1 < i,j < e est
appelée e-bégayante.

Remarque 10.1.2. Si P(¢, n) contient une partition e-begayante \, on a
n = [A|
e

= Z A
i=1
= e |

et alors e divise n.
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Pour A € P(£, n), notons {A\} I'orbite de X sous I'action de C, et C, le stabilisateur
de X. On retrouve alors le résultat suivant, qui est bien connu, cf. par exemple [Ari95].

Proposition 10.1.3. Irr G(¢4,e,n) U |_| {{\}, ¢}
XEP(Ln) ceCy,

Exemple 10.1.4. /llustrons cette propriété pour n = £ = e = 2. Comme G(2,2,2) =~
G x Gy, il a quatre caracteéres irréductibles {1,1®¢€,e®1,e®¢€}, ot € est le caractére
irréductible non trivial de Cs.

Or G agit sur P(2,2) = {(2;0), (11;0), (1;1), (0; 11), (¥; 2)} en échangeant les parts
et cette action a trois orbites : {(1;1)} qui n'a qu'un élément, {(2;0)} qui contient
(2;0) et (0;2) et {(11;0)} regroupant (11;0) et (§; 11). De plus, elles sont telles que
(A_'(Q;@) = (A:(ll;@) = {1} et (A_'(l;l) = G,. La description précédente nous donne donc
bien quatre caractéres irréductibles pour G(2,2,2) qui sont décrits par {{(2;0)}, 1},

{{(11:0)}, 1}, {1 1)}, 1} et {{(1;1)},6}. Mais
G(2,1,2) _ p..G(21,2) _
Resc(222) X(2:0) = Res¢(355) X,2) = 1
Resg(22) X(110) = ReSg(335) X(0.11) = € €
et Resggég X11) = (e®1) D (1xe).
Donc {{(2;0)},1} décrit le caractere 1, {{(11;0)}, 1} décrit € @ € et, par exemple,
{{(1; 1)}, 1} décrit e 1 et {{(1;1)},6} décrit1®e.

Reprenons les notations du paragraphe 7.1.2 pour décrire les réflexions de G (¢, e, n).
D'apres [Bel, 5.2], sin > 2 ousi n = 2 et e est impair, I'ensemble des pseudo-réflexions
de G(4, e, n) a p classes de conjugaison :

Sepem =SoUS I U---US,1

ougozso:{sivja,faj_’, 1<i#j<net0O<r<f—1}etpourl <t<p-—1,
S = S = {ote, 1 <i< n}. Sin=2eteest pair alors Sy se scinde en deux classes
de conjugaison : S; = {s12070;", 0 < r<£—1, rpairf et S_ = {s;0070;", 0<
r<{£—1, rimpair} et donc S n @ p+ 1 classes de conjugaison.

Comme pour G(£,1, n), dans le cas ot n > 2 ou si n = 2 et e est impair, |'ensemble
des hyperplans liés a ces réflexions a deux orbites sous I'action de G(¢, e, n) :

Cr={Hpqe, 1<p#Fq<net0<t<L—1}

qui verifie ¢, = 2 et
Co={Hpe, 1<j<p}

avec ec, = p. Pour le cas n = 2 et e pair, 'orbite C; se scinde en deux orbites et le
stabilisateur des hyperplans de ces orbites est d'ordre 2.

10.2 Algebre de Cherednik et blocs de Calogero-Moser de
G4, e n)

D'aprés le paragraphe 5.1 et ce que I'on vient de voir, si le paramétre c vérifie
¢; = 0 pour tout i non divisible par e alors I'algébre de Cherednik associée a G(¥, e, n)
est une sous-algebre de H-.(G(¥, 1, n)) telle que :

Ho(G(8,1, 1)) ~ (H(G(£, e, n)) x Co.
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Les formules suivantes reliant les paramétres ¢ et h

£-1

¢ici, pour1<j<£—1

que I'on a données au paragraphe 7.2.1 permettent de décrire la condition "¢; = 0
pour tout i non divisible par e" avec le paramétre h. D'apres [Bel, 6.6], on a alors

Hivp=Hj, VO<j<t—1,

les indices étant considérés modulo 4.

Mais alors
e(Hi+--+Hpy) = (Hi+Hpp1+ -+ He1yps1) ++ (Hp+ -+ Hpe)
= Ho+Hi+- 4+ Hpq
=0

et le paramétre h se trouve donc sur un mur GIT (cf. lemme 8.2.23).

Hypothése. Dans toute la suite, on va considérer un paramétre ¢ € C* tel que
¢; = 0 pour tout / non divisible par e, soit un paramétre h’ correspondant qui vérifie

U _ / H
H,,=H,v0<j<f-1.

Concernant les blocs de Calogero-Moser, on a vu au théoréme 6.1.4 que, dans le
cas ol K <1« W sont deux groupes de réflexions tels que le quotient W /K ~ [ est
abélien, on a une bijection

CMy (W) < CMy (K)/T.

G. Bellamy [Bel, th. 6.10] est allé plus loin dans cette description pour le cas qui nous
intéresse ici : W = G(£,1,n) et K= G(£, e, n).

Théoréme 10.2.1 (Bellamy).
Soient W' € Q¢ un paramétre comme dans I'hypothése et tel que i’ # 0, B € CMy (W)
et (B) :={F € lrrC[K], il existe E € B tel que F| Resc'/,-v(e,e,n) E}. Alors :
(i) si B={\} et que A est une multipartition e-bégayante alors I (B) se partitionne
en |Cy| blocs singletons de G(£, e, n) :

r8)= ] {r}eh

EECA)\
(ii) sinon I'(B) est un bloc de G(¥, e, n).

La démonstration de ce théoréme utilise notamment la description des blocs par les
résidus que nous avons énoncée au théoreme 9.1.9.

Exemple 10.2.2. Utilisons de nouveau I'exemple G(2,2,2) < G(2,1,2) pour illustrer
ce résultat. Le paraméetre h' = (W, H) vérifie h' # 0 et H; = 0. D’apres les calculs
faits en annexe A.7, Irr G(2,1,2) a alors trois blocs {(2;0), (0;2)}, {(11;0),(0;11)}
et {(1;1)}. Mais la 2-multipartition (1;1) est 2-bégayante donc on obtient, d’aprés la
description que I'on a faite a I'exemple 10.1.4, quatre blocs singletons pour G(2,2,2),
le bloc {1} correspondant au bloc {(2;0), (#;2)} de G(2,1,2), le bloc {€e ® €} corres-
pondant au bloc {(11;0), (0; 11)} et les deux blocs {e®1} et {1®¢€} qui correspondent
au bloc {(1;1)}.
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10.3 Algebre de Hecke et a-fonction pour G(Z, e, n)

On avu au corollaire 9.1.10, que lesa et A-fonctions étaient constantes a I'intérieur
des blocs de Calogero-Moser de G(¥£, 1, n). Etant donné que les blocs de G(¥, e, n) sont
décrits a partir de ceux de G(£,1, n), on peut espérer obtenir le méme résultat pour
les blocs de G(4, e, n).

D'aprés la définition des a et A-fonctions (cf. définition 4.2.4), il faut comparer
les éléments de Schur des algebres de Hecke cyclotomiques associées a G(£,1,n) et
G4, e n).

Commencons par décrire I'algeébre de Hecke cyclotomique associée a G(4, e, n).
Pour les cas n > 2 ou n = 2 et e est impair, on a deux orbites d"hyperplans qui vérifient
e1 =2 et e = p, on a donc un parametre n = ((n(c, 0y, N(c; 1)) (N(Cy,0)0 -+ N p—1)))
et, d'aprés [Chl09, 5.5.1], I'algébre de Hecke Hqn(G(£, e,n)) a n+ 1 générateurs
ag, a1, ..., anp qui vérifient les relations suivantes :

414341 = as3aias,
djaj11d; = aj414d;adj41 pour 2 é] <n-—1,
d1a243d41d2d3 = a3a1dzdsdiay,
ajaj = ajay pour 4 <j < n,
ajaj=ajajpour2<i<j<netj—i>1,
apgaj = ajap pour 3 < j < n,
dpdaiaz = aiaqdo,

aragajanaias -+ = agaiaraiaraiar -+ avec e + 1 facteurs,
p—1
e
[0 —¢a"e) =o,
Jj=0

(aj —q"@”)(a; — q"@V) = 0.

Le cas n =2 et e pair se traite de la méme maniére, cf [Chl09, 5.5.2].

En ce qui concerne I'algébre Hqm(G (£, 1, n)), le lien entre les parametre m et h et
I'hypothese faite sur les ¢; impose que mc, jy = M, iyp), V1 <j < £—1. On peut
donc poser pour tout j :

N(c,,j mod p)
M, j) = :

e
Ft alors, comme ¢¥/P x (¢h,med p)% = C{v,', la spécialisation que I'on vient de donner
correspond exactement aux hypothéses du lemme A.7.1 de [Chl09] et donc, d'aprés ce
lemme, I'algebre Hqm(G(£, 1, n)) est I'algébre symétrique tordue de Ce sur Hqn(G (¢, €,
n)). Le lemme A.7.3 de [Chl09] affirme que c'est le cas aussi pour n = 2 et e pair. On
va donc pouvoir appliquer les résultats du paragraphe 2.2.2.

Proposition 10.3.1. Sin>2, B € CM,,(G(4,1,n)) et B € CM,;(G(¢, e, n)) sont tels
que C-B=1T(B), alorsVY FE B :

an(F) =am(B) et Aq(F) = Am(B).

Démonstration. Notons A = Hqm(G(£,1,n)) et A= Hqn(G(£ e, n)). Soient F € B

et E € B tel que F| Resggﬁé’:g E. D’aprés les résultats du paragraphe 4.2.2, on peut

associer aux modules simples E et F des modules VE € Irr(C(z)A) et Vg € Irr(C(2)A),
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oll z est une racine de q bien choisie. Les a et A-fonctions sont alors définies de la
maniére suivante :

an(F) = —valg(sF), am(E) = —valg(sg),

An(F) = degq(sF) et An(E) = degq(se)
ol sg (respectivement sg) est I'élément de Schur associé a Vg (respectivement V).

Lemme 10.3.2. Si F| Resggﬁizg E alors V| Resggﬁ VE.

C(z)A

Preuve du lemme. Par construction, si on a Resc(z);‘

r
VE = EB VE alors en spécia-
i=1

r

Eﬁigg E= @F;. On conclut par unicité de cette
i=1

décomposition a isomorphisme prés. ]

lisant a q = 1, on obtient Resg

Ainsi, si I'on note Q I'orbite de Vg sous C, alors Vg est dans I'orbite Q qui correspond
a Q par la bijection de la proposition 2.2.2 et on a sg = card(Q2)sg, ce qui implique

an(F) = am(E) = am(B) et An(F) = Am(E) = Am(B).
O

Corollaire 10.3.3. Les a et A-fonctions sont constantes & l'intérieur des blocs de
Calogero-Moser de G (¢, e, n).

Démonstration. Pour n > 2, cela vient de la proposition précédente et pour n = 1,
comme G(£,e, 1) ~ G(g, 1,1), cela a déja été montré au corollaire 9.1.10. O

Ceci va nous permettre de parler d'ordre de la a-fonction sur les blocs de G(¥4, e, n),
comme nous |'avons fait précédemment pour G(4, 1, n).

10.4 Construction et propriétés de la variété My (e, n)

Au chapitre 8, on a construit une variété irréductible Mg (n) qui vit au-dessus de
(h x b*)/G(¢,1,n) et dont les C*-points fixes paramétrent CM,/(G (4, 1, n)). On vou-
drait donc, de la méme maniére, construire une variété Mgy (e, n) qui serait irréductible,
qui vivrait au dessus de (h x h*)/G (£, e, n) et qui serait munie d'une action de C* telle
que (Mg (e, n))®" décrive les blocs de G(4, e, n). Mais d’aprés la remarque 10.1.2, au
moins pour e n, les partitions CM,,(G (4,1, n)) et CMy(G (¥4, e, n)) sont en bijection,
car dans ce cas, P(4, n) ne contient pas de multipartition e-bégayante. On va donc
chercher a construire une variété Mgy (e, n) telle que (Mg (e, n))C soit en bijection
avec (Mg (n))®", ce qui nous permettra de traiter le cas e { n, en utilisant ce que
I'on a vu au chapitre 9 dans le cas non lisse (car d'aprés ce que I'on a vu au chapitre
précédent, le paramétre h’ tel que C{Se(1m—Seen} — 0 S€ trouve sur un mur GIT).

Considérons donc un entier e quelconque et un paramétre © sur un mur, on a le
diagramme suivant :
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M (n) (bxb*)/G(£ e, n)

o' 0 p
(hxb*)/G(¢1,n)

ol la projection p correspond au quotient par C.. On peut donc définir la variété
réduite associée au produit fibré de Mg (n) par (h x b*)/G(¥, e, n) au-dessus de (h x
h*)/G(¢,1,n) :

Mg (e,n) = Meg(n) Xwgxpy/ce1n (hxb5*)/G(L e n)
= {(m,x) € Mg(n) x (h x b*)/G(£, e, n), tels que g o(m) = p(x)}.

Cette variété vérifie
Mg (n) = Mg (e, n)/Ce

et se projette sur (h x h*)/G (£, e, n) par la deuxieme projection po : (m, x) — x. Elle
est de plus munie de I'action de C* définie par n-(m, x) = (n-m,n-x), ot I'action de
C*sur (h x b*)/G(%, e, n) vient de celle sur h x h* et n"a donc qu'un seul point fixe 0.
On a donc bien

(Mg (e, n)" < (Mo ()™

Proposition 10.4.1. La variété Mg (e, n) est irréductible.

Démonstration. Sachant que I'on a un morphisme surjectif de Mg (n) X (4 xp+)/G(6,1,n)
(h x b*) sur Mg (e, n), il suffit de montrer que Mg/(n) X (yxp+)/G(e1,n (b X b*) est
irréductible pour montrer I'irréductibilité de Mg (n) X (5xp+)/6(e,1,m (h X 6*)/G(£, e, n).
Or on a vu au paragraphe 8.2.6, qu'il existait un ouvert V de (E) x b*)/G(£4,1,n) tel
que

Moo ! w;ylo(V) — V

est un isomorphisme. Notons U = 7r9_,Y10(V) et f la projection
Mg (n) X xpy/6@1n) (B X b*) — Mg/(n).

On a alors le diagramme suivant :

M (n) X pxp)/6(e1,m (B X §*)
f

/ \

(bxH*)/G(£1,n)

Comme U est un ouvert non vide de Mg(n) qui est irréductible d'aprés la pro-
position 8.2.21, on a U = Mg(n) et f~1(U) est une composante irréductible de
Mg (n) X yxp+y/6(e1,m (% h*). En effet, par construction de U et V,

M (n) b xb*

FH(U) = {(m, x), Tgo(m) = pe1.n(x) et me U}

est isomorphe a pG 1) (V) par la deuxiéme projection. Or h x h* est irréductible donc
I'ouvert pg(le 1 n)( ) aussi. Ainsi, f~1(U) est irréductible.
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Le groupe G(4, 1, n) agit sur Mg/(n) X gxp+)/G1,n) (h X b*) de la maniere suivante :
W (m,x) = (m,w-x)
et par propriété du produit fibré, on a :
Jwe G1,n)tel que (mx)=w-(m,x) < m=m.

Donc (M (n) X (hxh*)/G(e,1,n) (B X h*)) /G(£, 1, n) =~ Meg(n) et les variétés

Mo (n) X hxpy/6(e1,m (B X h*) et Mg (n) ont la méme dimension. L'ensemble f~1(U)
est donc une composante irréductible de Mg/(n) X (4xp+)/6(e,1,m (h X h*) de dimension
maximale. On va montrer que c'est la seule.

Lemme 10.4.2. On considére une variété irréductible M, un groupe fini W agissant
sur une variété P de sorte que M ~ P/W. Soit Py une composante irréductible de P
de dimension maximale, alors
73 == U w - 730
weW

et les composantes irréductibles de P sont de la forme w - Py.

Preuve. Le morphisme P — M étant fini, I'image de Py est une composante irréduc-
tible de M de dimension maximale, et les deux variétés ont méme dimension donc M
est égale a I'image de Py et
P = U w - Po.
weW
On conclut par unicité de la décomposition d'une variété en composantes irréductibles.
]

Ici, on a Py = f~1(U). Mais par construction de I'action de G(£,1,n), f~*(U) est
stable sous cette action et Py aussi. Donc Mg X (5xp+)/G(e1,m) (B X b*) = Po est
irréductible. U

Remarque 10.4.3. Les propriétés de Mg (e, n) que I'on vient d’énoncer sont valables
pour © quelconque mais on va s'intéresser a cette variété seulement pour ® sur un
mur.
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CHAPITRE 11

C*-points fixes et ordres sur les blocs de G(¢, e, n)

D'aprés ce que nous avons démontré au chapitre 9, il suffit de décrire les blocs
de G(¥, e, n) par les C*-points fixes d'une variété bien choisie pour construire un ordre
géométrique sur les blocs de G(¥, e, n) et le comparer aux ordres algébriques et com-
binatoires.

Mais, selon le théoréme 10.2.1, les blocs de G(¥, e, n) seront considérablement
différents suivant si P(£, n) admet ou non des multipartitions e-bégayantes. Dans le
cas ol il n'y en a pas, on a une bijection entre CM,/(G(¢,1,n)) et CM/(G(4, e, n)),
sinon, certains blocs singletons de G(¥, 1, n) peuvent se scinder en plusieurs blocs pour
G4, e n).

11.1 Casetn

Comme nous l'avons vu au paragraphe 10.4, la variété Mg (e, n) est la bonne
variété a considérer pour décrire géométriquement les blocs de Calogero-Moser de
G (£, e, n) quand e ne divise pas n.

On voudrait donc construire, grace a la variété Mg (e, n), un ordre géométrique
sur les blocs de CM,/ (G (4, e, n)), que I'on va noter {I(B), B € CM,,(G(¢,1,n))}. On
ne sait pas si cette variété est normale donc, a priori, la relation donnée a la définition
3.3.1 ne permet de construire qu'un pré-ordre sur (Mg (e, n))C". Mais le fait que la
projection p1 : Mg/(e, n) = Mg (n) corresponde au quotient par le groupe fini C, qui
agit trivialement sur les points fixes implique qu'on a en fait une relation d'ordre sur
(Mg (e, n))C quiest équivalente a I'ordre sur (Mg (n))C", d’'aprés la remarque 3.4.15.
On peut donc définir un ordre géométrique sur CMy (G (4, e, n)) en posant, pour (B),
[(B") deux blocs de CM,/(G (¥, e, n)) :

[(B) =g M(B') <= Xg.e(B) < Xy (B,
ol Xy (B) est le C*-point fixe de Mgy (e, n) correspondant au bloc "(B). De plus,

les deux relations d’ordre sur (Mg (e, n))® et (Mg (n))®" étant équivalentes, on a le
résultat suivant.

Théoréme 11.1.1. Pour B, B’ deux blocs de CMy/(G(£,1,n)), on a

B <y B «— /_(B) < e /_(B/)
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On peut aussi définir un ordre combinatoire sur CM,/(G (4, e, n)) en posant pour
B, B’ deux blocs de CM,/(G (4,1, n)) :

/_(B) g e /_(B/) — By B’

Ces ordres ainsi définis vérifient par construction un résultat similaire au théoreme
9.3.10 et a la proposition 9.4.7 :

Théoréme 11.1.2. Soient ['(B), [(B’) deux blocs de CM,;(G (¥, e, n)) alors

, ag(F(B)) < ao(r(B))
F(B) <o M(B) = { (F(B) > coll(B))
et pourd =2 :
/_(B) <0e /_(B/) — /_(B) <gr.e /_(B/).

11.2 Cas e | n : perspectives de recherche

Quand e | n, I'ensemble P (£, n) peut contenir des multipartitions e-bégayantes et
donc CM(G(¥, e,n)) a, en général, plus de blocs que CM/(G(¥, 1, n)), comme on le
voit sur I'exemple 10.2.2, puisque G(2,2,2) a quatre blocs alors que G(2,1,2) n'en a
que trois. On ne peut donc pas utiliser la variété Mg (e, n) pour décrire CMy/ (G (¥, e, n))
car elle n'a pas assez de points fixes. Il faut en fait rajouter |CA>\| points fixes a cette
variété pour chaque point fixe qui correspond a un bloc singleton {\} de G(¢,1, n), ou
A est une multipartition e-bégayante. L'idée est donc d'éclater ces points fixes.

De plus, G. Bellamy a montré dans [Bel09] que, si e # 1, lavariété (hxh*)/G (4, e, n)
n'admet pas de désingularisation. On ne peut donc pas espérer construire de variété
lisse au-dessus de (h x h*)/G (¥, e, n), mais, d'apres le paragraphe 3.3, I'hypothése de
normalité est suffisante pour pouvoir construire un ordre sur les C*-points fixes. On
peut donc se demander si la normalisation de Mg (e, n) ne serait pas un bon candidat
pour décrire géométriquement CM,/(G(4, e, n)).

Dans le paragraphe suivant, on va étayer cette hypothése en montrant que, pour le
groupe G(2,2,2) et sous une certaine hypotheése, la normalisation de Mg(2,2) permet
de décrire CM,/(G(2,2,2)).

11.3 Exemple de G(2,2,2)
Etudions I'exemple G(2,2,2) <t G(2,1,2). Pour & = (0,1), la variété Mg (2,2)
n'a que trois points fixes alors que G(2,2,2) a quatre blocs. On va donc chercher

a construire une variété M qui vit au-dessus de (h x h*)/G(2,2,2) et qui a quatre
C*-points fixes puis a la relier a Mg (2,2).

11.3.1 Variétés (h x §*)/G(2,2,2) et (h x h*)/G(2,1,2)
Ona G(2,2,2) =<s> x < s010p >~ (o x G, 00 s = <O 1>,01 _ <_1 0>'

10 0 1
(1 O ¢ (0 -1
0o = 0 —1 €l s0102 = 1 0/
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SiI'on note (y1, y2) la base canonique de h = C? et (x1, x2) la base duale associée,
on peut construire une autre base de h : (x,y), avec x =y; +y» et y = y3 — y» et on
note (X, Y) la base duale associée. On a alors

s(x) = x s(X) = X
s(y) = -y s(Y) = =Y
SO'10'2(X) = —X 50'10'2(X) = —X
so102(y) = y so02(Y) = Y.

Et donc

(C[h % h*]G(2,2,2) — (C[X2,y2,XX,yY,X2, y2]
C[A,B,C, A, B',C']/<A? — BC,A? — B'C’>,

12

en posant A=xX, B=x? C=X? A =yY, B'=y?et C' = Y? Donc
x §*)/G(2,2,2) ={(a,b,c, d, b, c)eAC), a°=bc, a°>="bc
(h < *)/G( ) =A{(
est un produit de deux cones.

Le groupe < 01 >~ G, agit sur (h x h*)/G(2,2,2) en permutant les deux cones,
en effet o1(x) = —y et 01(X) = =Y et

(hx57)/G(2,1,2) = ((h x §")/G(2,2,2))/ Co.

On trouvera au théoréme 15 de [AF09], une présentation de C[h x h*]¢(212) de
laquelle on peut déduire les équations suivantes pour (h x h*)/G(2,1,2) :

(hx5*)/G(2,1,2) = {(o,m X, N, eu,eu, eus,do) € A3(C), eugeu) = ol + Ly,
eupeuy = X + 0y, Ogeuy = Meuy, doeu] = meuy,
62 = 7N, eup? =MN(40p + oL — eud),
ey = (460 + 0¥ — eud),
eubeul = 4N + 0¥y — doeud,
eug (460 + 0¥ — eud) = ceuly + Teul },

ol o=x>+y? m1=x%2 L =X2+Y2 N=X2Y? euy = xX +yY, eu) = (xY +
yX)XY, euf = xy(xY +yX) et §p = xyXY. Le morphisme p : (hxbh*)/G(2,2,2) —
(h xH*)/G(2,1,2) est donc décrit par

p((a, b, c),(a,b,c)=(b+ b ,bb,c+c,cc’,a+a ac’ +3d'c,ab’ + a'b, ad’).

11.3.2 Reésolution crépante

Afin de décrire géométriquement CM,,(G(2,2,2)), il nous faut construire une va-
riété qui vit au-dessus du produit de deux cdnes et qui a quatre C*-points fixes. Mais
si I'on regarde I'exemple 8.2.22, on a construit la variété Mg 1)(1) qui vit au-dessus
du cdne et qui a deux C*-points fixes d'aprés I'exemple 9.1.6. Le produit

M = Mg,1)(1) x M(g1)(1)

est donc la variété que I'on cherche. C'est la résolution crépante du produit des deux
cbnes.
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P X

M a 4 points fixes et se projette sur (h x h*)/G(2,2,2)

On a le diagramme suivant :

P1

M@/(2, 2) Me/(Q)

?7_-7
// P2 7r9/,0
~
~

M= (h xH")/G(2,2,2) —= (h xh*)/G(2,1,2)

ol Mg(2,2) = Mg (2) X(hxp)/6(21,2) (b X b*)/G(2,2,2). Et on voudrait montrer
que M correspond a un éclatement de My/(2,2) selon certains points. Commengons
par construire le morphisme en pointillé.

11.3.3 Différents éclatements de (h x h*)/G(2, 2, 2) selon son lieu singu-
lier

Le lieu singulier de (h x §*)/G(2,2,2) est L = {(a,b,c,a,b',c’) € (h x b*)/
G(2,2,2) tels que (a, b,c) =0 ou (', b, c") = 0}.

Lemme 11.3.1. Le morphisme p envoie un point singulier sur un point singulier.

Preuve. La différentielle des équations de (h x h*)/G(2,1,2) en un point p((a, b, ¢),
(a', b, ")) est de la forme

—cc’ 0 —aad’ —b—b  adtac a+a 0 —c—c
—aa —c—-c —bb¥ 0 abl+a'b 0 a+a —b-V
0 0 0 —ab' — a'b 0 aad —cc’ ac+a'c
0 —ac'—a'c 0 0 0 —bb' aa ab'+a'b
0 —cc’ 0 —bb 0 0 0 2ad
—ec (et 0 —ed (btb) 6] 2 (atd)  2(ac’+dc) 0 —4cc!
—bb/ (c+c') 6} —bb! (b+b) 0 2bb/ (a+a') 0 2(ab/+a'b) —4pb’
—aal (c+c’) —4cc’ —ad (b+b) —4pb’ 2ad (a+4d') ab'+a'b ac’+a'c Y
ac+a'c 0 ab+a'b 0 [0 —b—b —c-C 4(8 + a’)

ol o = —2ad + bc' + bc —2(a® + %), B = —2aa — bc' — bc, v = 2aa’ — bc’ — be.
Le point p((a, b, c), (&', b/, ")) est lisse si et seulement si le noyau de cette matrice
est de la méme dimension que la variété (h x h*)/G(2,1,2), c'est a dire 4. La matrice
étant symétrique en (a, b, ¢), (&', b, ¢’), on peut supposer que (a’, b, c’) = 0. Alors la
matrice est de la forme :
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0O 0 0 —-b 0 a 0 —c
0 —c 0 O 0 0 a —b
0O 0 0 O 0 0 0 0
O 0 0 O 0 0 0 0
O 0 0 O 0 0 0 0
O 0 0 O 0 0 0 0
O 0 0 O 0 0 0 0
0O 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 —2a%2 —b —c 4a

et son noyau est de dimension au moins 5 donc le point p((a, b,c), (0,0,0)) est
singulier.
U

Remarque 11.3.2. Les groupes G(2,1,2) et G(2,2,2) agissent sur b x h* sans aucune
réflexion. Les points lisses des variétés (h x b*)/G(2,2,2) et (h x h*)/G(2,1,2) cor-
respondent donc aux images des points de b x b* qui ont un stabilisateur trivial. Or un
point de b x b* qui a un stabilisateur trivial sous G(2,1,2) a forcément un stabilisateur
trivial sous G(2,2,2). On retrouve donc qu’un point lisse de (h x h*)/G(2,1,2) est
I'image par p d'un point lisse de (h x h*)/G(2,2,2).

L'idéal le plus gros qui décrit ce lieu singulier est | =< A, B,C > - < A, B', C’ >.
Comme le point fixe de (h x h*)/G(2,2,2) se trouve dans son lieu singulier, on va
chercher a éclater cette variété selon ce lieu.

Définition 11.3.3 ([Har77], p. 163). Soit X une variété, Y une sous-variété de X
décrite par un idéal | de Ox. Soit S = ®d>old, ou 19 est la puissance d®m¢ de
l'idéal I et 1° = Ox. On peut alors définir X = Projo, S et cette variété est appelée
I'éclatement de X selon Y (ou selon I).

Proposition 11.3.4. La variété M est isomorphe a I'éclatement de la variété (b x
h*)/G(2,2,2) selon I'idéal | =< A,B,C >-< A, B, C" >.

Démonstration. D'aprés |'exemple 8.2.22, la variété M est décrite par

M = {((ab,c) (a b, ") [a:B:v:08]) €(hxh*)/G(2,2,2) x P3C),
ay=ca, ad = c0, aoo = by, aB=bd, a0 =y, B = Ca,
doa =B, avy="b6 ad=p07}

Calculons I'éclatement M de (hxb*)/G(2, 2~,2) selon I'idéal | =< AA', AB', AC', A’'B,
BB',BC',A'C, B'C, CC’' >. Par définition, M = Proj@®4x0/9. Notons A = C[A, B, C,
Al B’ C'|/<A? — BC, A”?> — B'C">. Alors on définit un morphisme

¢ 1 AEi,...,E] = S=&gs0l?
E; — BB
E, — BC
Es — BA
E, — B'C
Es — CC
Es — CA
E; — BA
Es — C'A
Es — AA,
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on calcule son noyau et on obtient

o (AN . . 3
M = {((abc),(d,b,c)[e1: - :e])e (hxbh*)/G(2,2,2) x P(C),

bes = ae; = ce;, aeg = ces = beg, a'e3 = c'e; = b'ey,

aeg = bleg = c'e;, aeg = cey = bes, a'eg = c'ey = b'es, b'es = d'ey,

bes = cey, be; = ae;, c'e3 = a'ey, beg = aey, beg = ce3, bey = aes,

bleg = a'es, ce; = aes, c'eg = a'es, ceg = aes, ceg = aeg, b'eg = c'ey,
/ / / /

b'eg = a'er, c'eg = a'eg, e1eg = e3e7, eseg = €€y, €165 = €769 = €3€4,

_ _ _ _ _ _ 2 _

€163 = €369 = €2€7, €265 = €369 = €365, €463 = €569 = E€5€7, €3 = €162
2 _ _ _ _ 2 _ 2 _ 2 _

€y = €165 = €264 = €763 = €365, €3 = €265, €5 = €465, €7 = €1&4, }-

On peut donc construire un isomorphisme :

M = M
Vo ((a,b,c),(a, b, [a:B:v:68]) — ((abc)(d b, d)[a®:B%: ab:
¥2 1620 s ary B0 ad)]).

O

Ainsi, si I'on montre que Mg (2,2) est aussi un éclatement de (h x h*)/G(2,2,2)
selon un idéal qui décrit le lieu singulier £, alors comme M est |'éclatée selon le plus
gros idéal qui décrit ce lieu, on aura construit un morphisme de M vers Mg (2, 2). Pour
cela, il nous faut une hypothése que malheureusement, nous n'avons pas pu vérifier,
malgré plusieurs tentatives de décrire la variété Mg (2) grace a des logiciels comme
Magma. On sait déja que Ty ¢ est un isomorphisme au dessus de |'ouvert lisse de
(h x b*)/G(2,1,2) qui est contenu dans p(Lc) d'apres le lemme 11.3.1, mais par la
suite, on supposera que :

Hypothése (H). Le morphisme mg g @ Mg(2) — (h x b*)/G(2,1,2) est un
isomorphisme au-dessus de p(L£€).

A priori, cette hypothése peut paraitre fantaisiste car on ne voit pas de lien entre my g,
p et L. Mais ce lien existe car le paramétre 0 est fixé par le groupe G(2,2,2).

Sous I'hypothese (H), le morphisme po : Mg (2,2) — (hx bh*)/G(2,2,2) est
aussi un isomorphisme au dessus de I'ouvert lisse car si x € L€, alors il existe un unique
m € Mg(n) tel que mg o(m) = p(x) et donc pa(m, x) = x. De plus, il est projectif car
p (qui est fini) et Ty o sont projectifs. Donc d'aprées [Har77, 7.17],

Proposition 11.3.5. Sous I'hypothése (H), Mg (2,2) peut étre vue comme un écla-
tement de (h x b*)/G(2,2,2) selon un idéal J.

Corollaire 11.3.6. Sous I'hypothése (H), il existe un morphisme de variétés® : M —
Mg (2,2), qui est surjectif, projectif et C*-équivariant.

Démonstration du corollaire. L'existence de ® vient du fait que I'on peut faire le choix
J C I car les variétés sont isomorphes au-dessus de I'ouvert lisse. De plus, ® est tel
que le diagramme

M @ M (2,2)

(bx5*)/G(2,2,2)
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commute. Et donc, comme 7 et ps sont projectifs, ® |'est aussi. Il est donc fermé et
comme son image contient un ouvert et que Mg (2,2) est irréductible, il est surjectif.
Enfin, la variété M est munie de I'action de C* issue du produit des deux actions et le
morphisme 7 est C*-équivariant et donc ® I'est aussi par commutativité du diagramme
et parce que I'on quotiente par un idéal homogéne.

O

11.3.4 Isomorphisme entre M /C, et My (2)

Les variétés M/ C, et Mg (2) vivent toutes les deux au-dessus de (hxh*)/G(2,1,2)
et ont chacune trois points fixes sous I'action de C*. En effet, la variété M a quatre
points fixes my = ((0,0,0),(0,0,0,0),[1:0:0:0]), m=((0,0,0),(0,0,0,0),[0 :
1:0:0]), ms =((0,0,0),(0,0,0,0),[0:0:1:0]) et my =((0,0,0),(0,0,0,0),[0 :
0 : 0: 1]) et I'action de G, qui consiste a permuter G et -y sur la partie projective,
échange les points my et mz. On va donc chercher & montrer que ces deux variétés
sont isomorphes.

Proposition 11.3.7. Sous I'hypothése (H), il existe un isomorphisme ¢ M/C —
Mg (2,2)/Co ~ Mg(2) qui est C*-équivariant et projectif.

Démonstration. On vient de construire un morphisme ¢ : M — Mg(2,2) qui est
C*-équivariant et projectif. Le morphisme

&3 : M/C2 — M@/(Q,Q)/CQ ~ M@/(2)

a donc les mémes propriétés. De plus, par construction @ est un isomorphisme au
dessus de L€ et donc

Lemme 11.3.8. & est un isomorphisme au-dessus de p(L€).

Preuve. On a le diagramme commutatif suivant :

M@/ 2 2)

\/

(h x 5*)/G(2,2,2) p1

M/ G F Mg (2)

Or & est un isomorphisme entre m~(L€) et p; *(£€), on a donc le diagramme :

Wllw) Py H(L°)
B(mL(LE)) : p1(p3 (L))

x 779/,0

p(LE)

©

Montrons que CT>|,—3(W71(U)), que I'on note encore ®, est un isomorphisme sur pl(pgl
(£€)). Soient m € p1(p5 1 (LE)) et x € L€ tel que Ty o(m) = p(x). Alors m = p1(m, x)
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et il existe un unique z € m1(L) tel que ®(z) = (m, x). Alors ®(p(z)) = o d(z) =
m. Ici z n’est pas uniquement déterminé par m car il dépend de x. Mais si I'on prend un
autre x’ tel que Ty o(m) = p(x) = p(x’), alors le z’ correspondant au couple (m, x)
vérifiera p(z’) = p(z) car les morphismes commutent avec les actions de C,. Ainsi
B(z) est déterminé de maniére unique par m et ® est un isomorphisme au dessus de
p(L). O

Donc, comme I'ouvert lisse de (h x h*)/G(2,1,2), que I'on note V, est inclus dans
p(L£€), ® est un isomorphisme au-dessus de V. Mais 7r9_,ylo(V) est dense dans la variété
irreductible Mg (2) donc ® est surjectif. Il reste donc & montrer que ® est injectif
au dessus de p(L£) qui est inclus dans (h x {0})/G(2,1,2) U ({0} x b*)/G(2,1,2).
Commencons d'abord par regarder les C*-points fixes.

Lemme 11.3.9. & met en bijection les points fixes de ces deux variétés.

Preuve. Soient x € (Mg (2))C et z € ®~1(x). Sachant que ® est un morphisme
projectif, cette variété est projective et donc limy,_,o n-z existe et appartient a CT)_l(x).
Donc ®~1(x) contient un point fixe et comme les deux variétés ont le méme nombre
de points fixes, elle n'en contient qu'un.

Supposons maintenant que ®~1(x) contienne un point z qui n’est pas fixe, alors d~1(x)
va contenir toute la droite {n-z,n € C*} et donc les deux limites limy_om -z et
limyp— 400 M- z. Mais si z n'est pas fixe alors ces deux limites sont différentes. On peut
le voir en plongeant la variété projective dans PV(C) et I'action de C* sera alors de la

formen-(xo: -+ xy) = (N"xp - :M"Nxp), avec wy < --- < wy car c'est la seule
facon de plonger C* dans PGLy(C). Et on peut montrer, en étudiant les points fixes
sous cette action (cf. exemple 3.2.2), que si z = (xp : --- : xy) n'est pas fixe alors il
existe i < j tels que x;x; # 0 et limyom-z=(0:--- 101X @ yjiy1 @ -0 ¥j—1:
0---:0) #limpsyoom-z=(0:---:0:2z41:--:z—1:% :0:---:0). Mais alors

®~1(x) contiendrait deux points fixes distincts, ce qui n’est pas possible. Donc ®~1(x)
est réduit a un seul point qui est fixe et & met en bijection les trois points fixes. [

Soit maintenant x € 7r9’,‘10(p(£)) qui est non fixe, on va montrer que la fibre ®~1(x) est
finie et on pourra conclure par normalité des deux variétés. Supposons que dim é_l(x) >
1 alors, comme x € 7r9’,’10 ((h x{0})/G(2,1,2) U ({0} x b*)/G(2,1,2)), par les mémes
arguments que pour la variété Zg(n) au paragraphe 9.2.3, une des deux limites limy,_,o n-
x et limy_s o0 M- X Va exister et va appartenir au fermé F = {z € Mg (n), dimd~1(z) >
1} (cf. corollaire 10.3 du chapitre AG de [Bor91]). Or cette limite est un point fixe
donc ceci contredit le lemme 11.3.9. O

11.3.5 M est la normalisation de My (2,2)

Définition 11.3.10. Soit X une variété. Pour un ouvert affine U = Spec(A) de X, on
note A la cloture intégrale de A dans son corps des fractions et U = Spec(A). Alors
on peut recoller tous les ouverts U (cf. [Har77, p. 91]) pour obtenir une variété X qui
est normale. Elle est appelée la normalisation de X.

Théoréme 11.3.11. Sous I'hypothése (H), la variété M est la normalisation de la
variété Mg (2, 2).
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Démonstration. D'aprés la proposition 11.3.7 et la définition de Mg (2,2), il suffit de
montrer que M est la normalisation de (M/C2) X (yxp)/G(2,1,2) (B x §*)/G(2,2,2).
On a le diagramme suivant :

/ X
(M/C) X(hxp+)/6(21,2) (B X 5*)/G(2,2,2)] 5 M/Co
P_zl lﬁ
(h x b*)/G(2,2,2) > (hxb*)/G(2,1,2)

Le morphisme p étant de degré 2, p1 I'est aussi. Et donc, si, localement, on note A
I"anneau correspondant a M/ C,, B celui correspondant a (M/G) X yxp+)/G(2,1,2) (B %
h*)/G(2,2,2) et C celui de M, alors Frac B et Frac C sont des extensions de degré 2 de
Frac(A). Mais comme ¢ est surjectif, ona B C C et donc Frac(B) = Frac(C). Sachant
que M est normale, C est intégralement clos, on a donc B C C C Frac(B) = Frac(C),
qui implique B C C. Montrons I'autre inclusion : si x € C, alors x € Frac(B), or
P=Tlpec,(X —0-x) € C[X] = A[X] C B[X] et p(x) = 0 donc x est entier sur B
et B=C. 0
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ANNEXE A

Description des bébés modules de Verma pour G(2,1,2)

A.1 Algebre de Cherednik associée a G(2,1,2)
Le groupe W = G(2, 1, 2) agit naturellement sur |'espace vectoriel h = C? et il est

10 -1 0
W est partitionné en deux classes de conjugaison Sy = {s, st} U {st, st>}.
On considére (x1, x2) la base canonique de h* et (y1, y») sa base antéduale.
L'algébre de Cherednik associée a W et aux paramétres t = 0 et h = (h, Hy) € Q2 est
I'espace Hy := Hh(W) = C[h] @c CW ®¢ C[h*] quotienté par les relations :

. 1 1 .
engendré par les matrices s = (O > et t= ( 0 > L'ensemble des réflexions de

X1X2 = XoX1
yiya = yan
xiy1 —y1x1 = h(s+ st?) — 2Hst
2 3 (A1)
Xo¥> — YoXo = h(s+st”) —2H;st
x1ys — yox1 = h(st?> —s)
X0yl — y1xo = h(st?> —s)
et les relations { wx = w(x) Vwe W, xeh*etyeh
wy = w(y) ’ '

A.2 Algebre des invariants

L'algebre C[h] est constituée de polyndmes en les élements de h*, on a donc C[h] =
Clx1, x2]. De plus, le groupe W agit sur C[h] par les formules

s(x1) = x
s(xx) = x1
t(x1) = —x
t(XQ) = X1

on a donc C[H]W = C[x? + x2, x2x3).
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De plus on sait par le théoreme de Chevalley-Shephard-Todd (théoréme 4.1.5) que
C[h]°™ est une algébre de dimension |W| = 8. C'est une algébre Z-graduée donc elle
a un nombre fini de composantes homogeénes et d'aprés [Che55], le polynéme :

> (dimcClh]EW)t

i=0

est de degré |Sy/| = 4 donc il n'y a pas d’'éléments de degré supérieur ou égal a 5 dans
cette algebre.

Les éléments de degré O constituent le CW-module C.

Comme s et t échangent Cx; et Cxo, les éléments de degré 1 constituent le CW-
module Cxy & Cxs.

Concernant les éléments de degré 2 dans C[h]®" on a les classes de xZ, de x5 et de
x1xp mais Cxyx et C(xZ — x3) sont stables par I'action de W et comme x2 + x5 =
0, on obtient deux CW-modules correspondant aux éléments de degré 2 : Cxixp et
C(xZ — x3).

Les éléments de degré 3 dans C[h]<°" sont les combinaisons linéaires de x3, x2xo, x1x3
et x5. Mais x2xa + 3 = xo(x2 + x3) = 0 et x1x3 +x7 = 0 et comme s et t échangent
Cx3 et Cx3, on a un CW-module Cx3 & Cx3.

x2x3 = 0
4 .4 2 2V(y2 1 52
) X7 — X5 = (X{ —x5)(xX{ +x =0
Dans la composante de degré 4 on a L2 ; L 22)5 1 22)2
x$xo +x158 = xpxo(xE +x3) =0

donc les éléments de degré 4 constituent le CW-module C(x1x3 — xix2).

On a donc, par filtration des degrés :

C[h]°" = C [Cx1 ® Cxo] ® Cx1x0) B C(xF — x3) ® [Cx5 & Cx3] @ C(x155 — x4 x0).
(A.2)

A.3 Caractéres irréductibles de G(2,1,2)

Les CW-modules simples sont paramétrés par les 2-partitions de 2. Or |P(2,2)| =
5, le groupe W a donc 5 caractéres irréductibles : X (2.0), X(0:2), X(11:0), X(0;11) €t X(1;1)-
De plus, W est le groupe diédral D4 a 8 éléments et il a 4 caracteres irréductibles qui
correspondent a des représentations de dimension 1 et un caractére correspondant 3
une représentation V de dimension 2 :

1| —1]| st S t
1 |1] 1 1 1 1
e |11 |—-1]|-1|1
vy |1 1 |-1]1]-1
ey |1 1 1 | -1|-1
Xv | 2] -2 0 0 0

Avec les notations de I'exemple 7.1.9, on voit que 1 = €1 = X(2,9), € = €2 = X(p:11)
Y =€ = X(@2), €Y = €1 = X(11:0) €t donc xv = X(1:1)-

On sait d'aprés le théoréeme de Chevalley que C[h]°" est isomorphe a la représen-
tation réguliere donc sa décomposition en somme directe de CW-modules simples
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voit apparaitre tous les modules simples correspondant a ces caractéres. On peut
donc identifier les représentations irréductibles dans I'égalité (A.2) : le CW-module
C correspond bien entendu au caractére 1 (on le notera maintenant C;). Le carac-
tere € envoie s sur —1 et t sur 1, de plus on a s(x1x3 — xx2) = —(x153 — xPx2) et
t(x1x3 — x¥x2) = (x1x3 — xixp) donc Ce = C(x1x5 — xix2). On a de la méme fagon
Cy=C(x1x2), Cey = C(x? — x3) et V = Cx; & Cxp ~ Cx3 @& Cx3. La décomposition
de la représentation réguliére est donc :

CHI®Y =C1® VB Cy®Cey ® V @ Ce.

Cette écriture de I'algébre des invariants va nous aider a calculer les bébés modules de
Verma.

A.4 Description des bébés modules de Verma
Chaque CW-module irréductible S permet de définir un H,-module :

ol H,, est la sous algebre de Hy, isomorphe & CW @¢ C[h*]«°W. Le C-espace vectoriel
Mn(S) est isomorphe a C[h]©°Y ®@¢ S et il est de dimension 8dimcS.

On va maintenant décrire les 5 bébés modules de Verma correspondant aux carac-
téres irréductibles de W ainsi que leur unique quotient simple L,(S) et déterminer la
matrice de décomposition de W.

Commencgons par décrire My(y), on a :
Ma(Y) = ClpI®Y @cC,y
= (CioV[l]leC,@Cxa V[1]®C) @ Cy
= (Ci®Cy)d(V[1]®Cy) @ (Cy®C,)) @ (CHeCy) @ (VRC,)
®(C.®C,)
Or le caractere associé a la représentation C; ®Cy est 1-y = v donc C; ®C, = C,, on
aaussixy-y=xy donc Ve®Cy=V,v-v=1doncC,®C, =C; et C,, ®C, = Cq
et enfin C ® Cy = C,,. Ainsi, en tenant compte des degrés, on obtient :

M(y) = Cy@® V[1]® (Cc®Cy)[2] @ V[3] @ Ceyl4].

Par les mémes considérations, on a :

Mn(ey) = Cey® V[1]® (C; @ Ce)[2] @ V[3] ® C,[4]
Mn(e) = Ce® V[1]® (Cy® Cey)[2] @ V[3] @ Cy[4]
Mn(1) = C1@ V[1]® (Cey ® Cy)[2] @ V[3] @ Cc[4]
Ma(V) = Ve (C1®CcaCeqyaCy[l]a (Ve V)2

D(C1 @ C. @ Cey ® Cy)[3] @ V[4]

Les facteurs qui apparaissent dans ces sommes ne sont pas des sous modules, pour
étudier les sous modules des bébés modules de Verma, et donc leur unique quotient
simple, on a besoin de déterminer des bases adéquates de ces espaces vectoriels.
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A.5 Bases des bébés modules de Verma

A5.1 My (1)

Par définition, on a My (1) = C[h]®°" ®¢ C; ot C; est un H—h’—module engendré
par un élément vy, I'action de H,  étant définie par :

Ss-viT = vV
t-vi = v
yi-rvi = 0

Ainsi, d'apres I'égalité (A.2) I'espace vectoriel Mp(1) a pour base sur C :
ell = 1®FV1, 621 = X1®FV1, 631 = X2®FV1, ei = (X12_X22)®FV1’ e51 = X1X2®FV1,
h h h h h
1_ .3 1_ .3 1_ 2 2
& = Xi ®HT: Vi, €3 = X5 ®HT: vi, g = x1x2(X{ — x5) ®HT: vi.
On cherche a déterminer I'unique quotient simple de My (1), on va donc chercher le plus
grand sous-espace stable par |'action de H,, en déterminant les matrices correspondant

a l'action de s, t, x1, x2, y1 et y» sur la base (e}, ..., e}). Aprés calculs on obtient :

100 0 000 O
001 0 000 O
010 0 000 O
000 1000 0

Mata(s)=19 9 0 0 1 0 0 o
000 0 001 0
000 0 010 0
000 0 000 —1
1 0 00 0 0 00
00 1 0 0 0 00
0-10 0 0 0 00
00 0-1 0 0 00

Mata() =15 o 0 0 -1 0 0 0
00 0 0 0O 0 10
00 00 0 —-100
00 0 0 0 0 01
0000 0 0 0 O
1000 0 0 0 0
0000 0 0 0 O
o000 0 0 0 O

Mate()=19 5 10 0 0 0 o0
0002 0 0 0 0
000010 0 0
0000 0 0 -3 0
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O O O

Matai(x2) =

OO O O O o
O O O O o

-2 0
0 O

OO O OO+ OO
OO O+ OO0OOoOo
|
N[
NFO O O O O O O
O OO OO ooOo
O OO OO o oo

O O O O

Remarque A.5.1. Les éléments x; et xo agissent par multiplication a gauche sur la
partie C[h] des éléments, les matrices correspondant a leur action sur la base eX seront
donc égales quelque soit x caractére irréductible de dimension 1.

Pour ce qui est de I'action de s et t, les matrices seront aussi égales a un facteur
+1 pres, suivant ['action de ces éléments sur vy. Tandis que les actions de y; et y»
varieront selon x.

0 2(h—H) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 —4h 0 0 O 0

0 0 0 0 2H, 0 0 0

o 0 00 0 H 0 0

Matei(y1) = | 4 0 O 0 0 0 2h 0

0 0 0O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4h-H)

0 0 0O 0 0 0 0 0

00 —2h—H) 0O 0 0 0 0

00 0 0 2H, 0 O 0

00 0 4h 0 0 O 0

00 0 0O 0 0 —-H 0

Mata(y2) = | g 0 0 0 2h o1 0
00 0 0 0 0 0 —4(h—H)

00 0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 0 0

A.5.2 Mh(E)

Par définition, on a M(¢) = C[h]®°"V ®¢ Ce otr C, est un H—h’—module engendré par

un élément v, I'action de H,~ étant définie par :

S Ve = —V
t-ve = Ve
yi-ve = 0
Mn(e) a pour base sur C : ef = 1 Q= Ve, e = x1 &= Ve, e = x Q= Ve,
h h h
(W2 2 _ _ .3 _ 3
e = (xf —x3) ®HT; Ve, € = X1X2 ®HT; Ve, € = X{ ®HT: Ve, €5 = X3 ®HT; Ve,

_ 2_ 2
e§ = x1x0(x7 — x5) ®HT; Ve.

Pour le caracteére irréductible €, on a Matee(s) = —Mat 1 (s) et Matee(t) =Mat1(t).
Concernant I'action de C[h*] on a les matrices suivantes :
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0 20h=H) 0 0 0 0 0 0
0 0 04h 0 0 0O 0
0 0 0 0 —2H 0 0 0
o 0 00 0 —H 0 0
Matee(y1) = | 0 00 0 0 —2h 0
0 0 00 0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 —4h-H)
0 0 00 0 0 0 0
00 2h-H) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —2H 0 0 0
00 0 4h 0 0 0 0
oo 0 o 0 0 M 0
Matee(y2) = | 5 ¢ 0 0O 0 -2n 0 0
00 0 o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4h-H)
0 0 0 O 0 0 o0 0
A5.3  Ma(7y)

En utilisant les mémes notations que pour les deux cas précédents on définit

y
une base (e/, ...,

eg) du C-espace vectoriel My(7y) et on a Mater(s) =Mati(s) et

Mater(t) = —Mat.1(t). En ce qui concerne I'action des éléments y; et y», on obtient :
0 —2(h+H,) 0 0 0 0 o 0
0 0 0 —4h 0 0 0 0
0 0 0o 0 -—-2H 0 0 0
|0 0 0 O 0 —H; O 0
Mater(v1) = | o 0 0 0 0 0 2n 0
0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4(h+H)
0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 —2(h+H;) O 0 0 0 0
00 0 0 —2H; 0 O 0
00 0 4h 0 0 O 0
10 0 0 0 0 0 H; 0
Mater(v2) = [ g 0 0 0 2h 0 0
00 0 0 0 0 0 —4h+H)
00 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
A5.4 Mg(ey)

On définit toujours de la méme maniére la base (ef’, e e?) et apres calculs on
obtient Mateer(s) = —Mat 1 (s) et Mateer (t) = —Mati(t) et
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0 2ch+H) 0 0 0 0 0 0
0 0 04h 0 0 O 0
0 0 0 0 2H, 0 0 0
o 0 00 0 H 0 0
Mateer(y1) = | 0 00 0 0 —2h 0
0 0 00 0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 —4h+H)
0 0 00 0 0 0 0
00 2h+H) 0O 0 0 0 0
00 0 0 2H 0 0 0
00 0 —4h 0 0 0 0
00 0 0O 0 0 -H 0
Matesr(y2) = | g ¢ 0 0 0 —2h o1 0
00 0 0 0 0 0 4h+H)
00 0 O 0 0 0 0
00 0 0O 0 0 0 0
A55 My (V)

Dans ce cas plus compliqué que les autres, on va construire une base pour la
filtration par le degré pour simplifier I'écriture des matrices. Comme V est de dimension
2, il est engendré par deux éléments vy et wy qui vérifient :

S-VvVy = Wy S-Wy = Vy
t-vy = —wy et t-wy = —vy
yi-vww = 0 yi-wy = 0

Le C-espace vectoriel Mp(V) est donc de dimension 16 et a pour base :
A=1Qvy, h =1 wy,

B=x10wW+xQ@wy, 1 =xQvw —x1Qwy, f5 = x vy +x @ wy,
fo =x1 @ vy — X2 @ wy,

_ 1702 > _ 17,2 2 _
fr = 5(x{ —x5) @ vw +x1x0Q@wy, i = 5(x{ —x5) @ wy — x1x0 @ vy, fo =
%(Xl2 —X3) @ vy — x1x0 @ wy, fig = %(Xl2 —X3) @ wy + x1x0 @ vy,

fi1=XQ@w+x3 0wy, lia =X dwy — X3 vy, iz = x5 @ wy + x5 ® vy,
f14:xf’®vv—X5’®Wv,

1 2 2 _1 2 2
fis = §x1x2(x1 —Xx5)® vy et fig = §x1x2(x1 —X5) ® wy.

On a alors :
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l\/latf(s) =

I\/Iatf(t) =
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Matr(x1) =
0 0
0 0
1
2
_1
2
1
2
1
2
1
—1
1
1
1
1
1
1
1 -1 0 0
-1 1 0 0
Matr(x2) =
0 0
0 0
T
2
1
2
1
2
_1
2
—1
—1
-1
1
—1
1
—1
1
1 1 00
1 1 00

L'action de y; est donnée par: y1f1 = y1fo =0, y1f3 = 2(h—Hy)f1, y1fa = 2(h—Hy)f,
vifs = 2(h+ Hi)f, yifs = =2(h+ H)f, y1fy = (h— Hi)(fs — ), yafs = —(h —
Hi)(fa + 65), yifo = —(h+ H1)(fE — f5), yifio = —(h+ H)(fa + f5), y1fi1 = y1fia =
—Hl(X12 — X22) R vy — 2hx1xo ® wy, y1f12 = y1f13 = Hl(X12 —X22) & wy — 2hx1xo ® Vv,
y1f15 = 2th’ & wy + 2H1X§’ X vy et y1f16 = 2th’ & vy — 2H1X§ & wy .

Et celle de y» par : yofi = yofb = 0, yofs = 2(h — Hy)f, yofy = —2(h — Hi)fy,
yofs = =2(h+ Hi)fi, yofs = 2(h + Hi)f, yofr = (h— Hi)(fs — fa), yofg = (h —
Hi)(fs + fs), yofg = (h+ Hi)(fs — f2), yofio = (h+ Hy)(fs + ), yofi1 = —yofia =
Hl(X12 —X22) R wy — 2hx1x0 @ vy, Yofip = —yofi3 = Hl(X12 —X22) ® vy + 2hx1x0 @ wy,
yofis = —2hX§’ X wy + 2H1Xf’ ® vy et yohg = —2hX§’ R vy — 2H1Xf’ & wy .
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A6 Surlesmurs h=H; #0et h=—H; #0

Si I'on suppose plus généralement h et H; # 0, on voit, d'aprés le paragraphe
A.5, que les modules My, (1) et My (€) ont des sous-espaces stables si et seulement si
h = H;. Dans ce cas, M,(1) admet un sous-espace stable de dimension 1 engendré
par e81 et un sous-espace stable de dimension 7 engendré par e21, ...,eé. On le note
Nn(1), c'est I'unique sous-module maximal de My(1) et on a Lp(1) = Myu(1)/N(1). Et
Mh(€) a un sous-espace stable de dimension 1 engendré par e§ et un sous-espace stable
de dimension 7 engendré par €5, ..., e5. On le note Ny(€), c'est I'unique sous-module
maximal de My(€) et on a Lp(€) = Mp(€)/Ni(€).

De méme My(vy) et My(ey) ont des sous-espaces stables si et seulement si h =
—Hy. Dans ce cas, My (7y) a deux sous-espaces stables < eg > et Np(7) =< €], ..., eJ >
qui est de dimension 7 donc maximal, ce qui donne Ly(7y) = Mn(v)/Na(y). Et My(ey)
a deux sous-espaces stables < eg? > et Ny(e7y) =< €57, ..., 5" > qui est de dimension
7 donc maximal, ce qui donne Ly(ey) = Mn(€v)/Nn(ey).

On voit qu'on a deux cas symétriques h = H; et h = —H4y, pour faciliter les calculs,
on va maintenant supposer h = —H; # 0, on comprend facilement que les résultats
seront semblables dans le cas symétrique.

D’apres ce que |'on vient de voir, les modules M, (1) et My (€) sont simples donc
Lp(1) = Mn(1) et Lh(e) = Mp(e) sont de dimension 8. Le module My(y) (respec-
tivement My(€7y)) a un unique sous module simple Sy(7y) (respectivement Sp(e7y))
de dimension 1 qui est inclus dans un unique sous module maximal Ny(7y) (respec-
tivement Np(e7y)) de dimension 7 tel que Lp(y) = Mn(7v)/Nn(7y) (respectivement
Ln(ey) = Mn(€v)/Nn(€7y)) est de dimension 1. On a décrit les générateurs de ces mo-
dules et en comparant leur structure on voit que Sp(7y) =~ Lu(ey) et Sh(ey) =~ Ln(7y).
On a donc

Lh('Y) = (Ce'y et Lh(E'Y) = (Ce-

Afin d'étudier les sous-modules de M,(V), on va réécrire les matrices des actions
de y1 et de y» sur la base f.
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Mats(y1) =
0 0 4h 0 O
0 0 4h 0 0
_oh
_oh
2h
2h
00
00
2h 2h
_oh  —2h
2h
2h
Mats(y2) =
0 O —4h 0 0
0 0 4h 0 O
2h
—oh
2h
2h
00
00
—oh  2h
—oh 2h
—oh
2h

Etudions maintenant les sous-espaces stables par les six actions, Mu(V) a :

un sous-module Sp(V) =< fy, fio, 11, f12, fi5, f16 > de dimension 6

quatre sous-modules de dimension 7

quatre sous-modules de dimension 8

quatre sous-modules de dimension 9

et un sous-module Nh(\/) =< f5, f6, fg, flo, f11, f12, f13, f14, f15, f16 > de dimension
10.

Nn (V) est donc I'unique sous-module maximal de My(V) et Lh(V) = Mn(V)/Nu(V)
est donc de dimension 6. Tous les sous-modules de My(V) contiennent Sp(V), c'est
donc le seul sous module simple de M, (V). Donc, sachant que IrrH, = {Ln(S), S €
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IrrW}, et que Ly (V) est le seul de dimension 6, Sp(V) est isomorphe a Ly(V) et
Lh(V)~Va(CiaCa V.

Déterminons maintenant les suites de composition des bébés modules de Verma en
fonction des Ly(S).

Le module M (1) (resp My(€)) étant simple, sa suite de composition n’est consti-
tuée que d'un élement Ly (1) (resp Lu(€)).

Nn(7v)/Sn(7y) est un module de dimension 6 et on peut montrer qu'il est isomorphe
a Lh(V), de méme pour €.

La suite de composition de My (7y) est donc Sp(7y) C Nn(y) C My(y) et ses facteurs
de composition sont Lp(€7y), Ln(V) et Ln(7y).

De méme, la suite de composition de My (e7y) est Sp(ey) C Nn(ey) € Mp(ey) et
ses facteurs de composition sont Ly (y), Ln(V) et Lu(e7y).

Concernant My, (V), on peut montrer que sa suite de composition est
0C Sh(V) T NA(V)CT Ng(V) C No(V) T Nu(V) C My(V)

ot N7(V) est un des sous modules de dimension 7 qui vérifie Nz(V)/Sn(V) =~ Ln(7y),
Ng(V) est un des sous modules de dimension 8 qui vérifie Ng(V)/N7(V) ~ Lu(e7y),
No(V) est un des sous modules de dimension 9 qui vérifie No(V)/Ng(V) ~ Lu(7y) et
Na(V) vérifie Np(V)/No(V) == Ln(v) et Ma(V)/Np(V) = La(V).
Les facteurs de composition de My(V') sont donc L,(V), Ln(€7y) et Ln(7y) et ils appa-
raissent chacun deux fois dans la suite de composition de My(V).

On obtient donc la matrice de décomposition suivante :

Ma(1) | Miy(ey) | Ma(Y) | Ma(V) | Mn(e)
L) | 1 0 0 0 0
Ln(ey) 0 1 1 2 0
La(y) | 0 1 1 2 0
(V) | 0 1 1 2 0
Lu(e) | 0O 0 0 0 1

et les blocs de Hy, pour la partition de Calogero-Moser sont :

Irr Hi = {Ln(1)} L{La(ev), La(7), La(V)} LI{Ln(e)}.

A7 Surlemur HH=0et h#0

D'aprés les calculs faits au paragraphe A.5.5, on montre que, pour H; = 0 et h # 0,
les matrices des actions de y; et y» sur la base f de M, (V) sont de la forme :
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Mats(y1) =
0 O 2h —2h
‘ 0 O ‘ 2h 2h
—h —h
—h —h
—h —h
h h
Mats(y2) =
O O —2h —2h
‘ O O ‘ 2h 2h
h h
—h —h
h h
h h

On montre alors que, dans ce cas, les modules My(7y), Mn(1), My(ey) et My(€)
ont chacun un unique sous module qui est de dimension 4 noté respectivement Ny (7y),
Nn(1), Np(ey) et Nu(e). On peut montrer aussi que Ny (7y) =~ Ln(1), Nn(1) = Ln(7y),

Nn(ev) > Ln(€) et Nn(e) = Ln(e7).

Quant au module M,(V), il n'a aussi qu'un seul sous module qui est de dimension
8, il est donc isomorphe a L,(V) pour des raisons de dimension.

L’algébre Hy, a donc trois blocs :

It Hp = {La(7), La(1)} U {Ln(e), Ln(€)} U {La(V)}

et la partition de Calogero-Moser de P(2,2) associée est :

{(2;0), (0;2)} L {(11;0), (%; 1)} u{(1;1)}.
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ANNEXE B

Application moment Lu¢

Dans cette annexe, on va démontrer le deuxieme point de la proposition 8.1.3.
Remarque B.0.1. POLZII’ 1bien compr[enldre [X,Y], il faut voir X et' Y comme des ap-
plications linéaires de G_B(Cd" dans G_B(Cd" et [X,Y] comme I'application XY — YX.
Donc [X,Y] = (Xj_1 Y,Ij) — Y,-X,-)ngg,l en considérant les indices modulo .

Démonstration. Commengons par remarquer que wg est fixe sous I'action de U(d) et
wc est fixe sous celle de G(d) puis notons mg I'application me(X,Y; v, w) = [X, Y]+
vw. Pour montrer que uc = me, on doit montrer que mc est G(d)-invariante et que
pour tout z dans R(d’), u dans Lie(G(d)) et h dans I'espace tangent de R(d’) en z,

d < me(z),u> -h=wc(ui, h) =wc(z, up)

ol up = %It:o(exp(tu) - h).
Montrons que mc est G(d)-invariante i.e. que mc(g - z) = g - mc(z). Soit g =
(g0, g—1) et z= (X, Y; v, w),

me(g-z) = (giXi—ighgi-1Yi—18 ' — & Yig,-jrllgiJrlxigfl)ogige—l + govwgy !
= (gXi-1Yim1g ' — & ViXig ) + govwey !
= g ((Xi—1Yiz1 — YiXi)o<i<e—1 + vw)
= g me(z2)

De plus,
d m(c(z) -h= (X,'_l\U,'_l -V X;+d;_1Yi—1— Y,~<D,-)0<,<¢,1—|—vﬁ—|—aw € (Lie(G(d))*

Donc, en identifiant Lie(G(d)) avec son dual par la forme bilinéaire, symétrique, non
dégénérée (A, B) — Tr(AB), on obtient :

-1
dme(z)-h)-u = ) Tr(XemaWr1 — VX + Ot Yy — Y )uy)
r=0
+ Tr((vB + aw)ug)

Calculons maintenant wc(z, up) :
soit u= (ug, -+ ,up—1) et h=(d,V,a,B),
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d d
comme g exp(tuy)Pg exp(—tug) = u1dg — Poup et que F|t=0 exp(tup)a = upcx,

up = (n®Po— doug, -+, ugPp—1 — Pg_qup_1, ugVo — Vouy, -+,
up—1 Vg1 — Vy_qup; upar, —Bup)

we(z,up) = wi(z, up) + V—=1wi(z, up)
= g( -z up) +V—1g(ij - z, up)
= g((YN =XTwh, —vT), up) + V=1g(i - (YT, =XT; wl, vT), up)

mais comme

-1
g((YT, =Xt wl —vi), uy) = Re (Z(Tr(v,f(u,+1¢,—¢,u,)f)
r=0

+ Tr(—X,T(urlUr - \Ururﬂ))T)

+ Tr(w'(wa)) + Tr(—vT(—ﬁuo)T)>

-1
Re <Z Tr(((ur-i-l(br - (Drur) Yr)Jr
r=0
—Tr((u, VY, — Vou ) X))

+ Tr(upaw)’ — Tr(—ﬁuov)T>

et que
-1
gli- (Y, —Xf;wh,—v),h) = Re <¢—1<Z<Tr<vi<ur+l¢r—cbrur)*)
r=0

—Tr(XI (up ¥, — V1))

+ Tr(w' (uoa)t) — TV(VT(—ﬁuo)T))>

-1

Re <\/__1(Z(Tr((ur+l¢r - ®,uy) Yr)T_
r=0

TI’((U,\U, - \Urur+1)Xr)T) + TF(UOOCW)Jr

— Tr(—ﬁuov)T)>

fy

/—
= —Im ( (Tr((ups 1P, — ®,u,) YT
r=0

—Tr((u,V, — Woupg1) X))

+ Tr(upaw)’ — Tr(—ﬁuov)T>
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Donc

we(z, up)

Donc on a bien

-1
Z(Tr((ur-i-l(br - (Drur) Yr)Jr - TI’((U,\U, - \Urur—l—l)Xr)T)
r=0

+Tr(ugaw)t + Tr(Bugv)T

-1
Z(Tr((ur-i-l(br - (Drur) Yr) - TI’((U,\U, - wrur—l—l)Xr))
r=0

+ Tr(ugaw) + Tr(Bugv)

-1
Z (Tr(ur+1<brYr) + Tr(errJrer) - TI’((Drur Yr) - Tr(urerr))
r=0

_|_

Tr(ugaw) + Tr(Bupv)

T
L

(]

(Tr(urcbr,l erl) + Tr(Wr,lurX,,l))

o

-1
- Z (Tr(®,u, Y,) + Tr(u,V, X)) + Tr(ugaw) + Tr(Bugv)
r=0
-1
Z Tr ((q)r—l Yr—l + Xr—lwr—l - Yr(Dr - err)ur) + Tr((OLW + VIB)UO)
r=0
(dm(z)-h)-u

uc(X,Y; v, w) = (X, Y) + vw.
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ANNEXE C

Etude de la variété My(n) dans le cas d’un groupe cyclique

C.1 Equation des variétés quotients

On se place ici dans le cas cyclique, c'est a dire G(£,1,1). Le vecteur dimension
de la variété de carquois est doncd = (1,...,1) € Z¢ et R(d') = C* o C* o C @ C.
Pour (go, ..., &-1) € G(d) = (C*)¢, on pose n = (no, ..., Me—2) € (C*)*~* défini par
ni = g ‘gi+1. L'action de G(d) sur R(d') est alors de la forme :

(n,&) - (X,Y;v,w) = (noxo, - , Me—2Xg—2, (Mo - "772—2)_1)(2—1-"751)/0- s
Mp_oYe—2, (Mo Me—2)Ye—1; 8oV, Wgo).

C.1.1 Quotient symplectique
Soit 8 = (8o, ..., 0,_1) € QF, déterminons la variété Xy(1) = M(El(e)//G(d). On a

pet(8) = {xe—1¥e-1=xo¥0 — vw + 6o; xoyo = xiy1 +61,...,
Xg_oYe-2 = Xg—1Ye—1 +0g-1}.
De plus, on voit que d'un coté gy agit sur X1 = {vw =09+ --- +0p_1} et d’un autre
n agit sur X> = {xoy0 = x1y1 + 01, ..., X¢e_2Ye—> = Xg_1Ys—1 + 0p_1} et ce de maniére
indépendante. Donc (C[/JJ(El(G](C*)e =C[X]% ® (C[X2](<C*)H ot

Xo(1) = X1//C* x Xp//(C*)* 1

Etudions d'abord le quotient de Xy par C*.

e Sifp+---+6;,_1 =0, alors X; est représentée par deux droites D; : {v =0} et
D, : {w = 0} sécantes en 0 et I'action de C* a trois orbites D; — {0}, D> — {0}
et {0}. Donc les fonctions dans C[X;] constantes sur les trois orbites sont les
constantes. Par conséquent C[X;]C = C et &;//C* est réduite a un point.

e Sinon, X1 est une hyperbole isomorphe a C* par la projection (v, w) € X1 — v
donc I'action de C*, qui correspond a la translation sur C*, n’a qu'une orbite.
Donc dans ce cas aussi la variété quotient est réduite a un point.

Ainsi, quelle que soit la valeur de 6g, la variété Xp(1) est isomorphe a la variété
X,/ /(C*)¥~1, qui ne dépend que de (81, ...,60p_1).

Etudions maintenant le quotient de &5 par (C*)¢~1. L'action de (C*)¢~! sur cette

variété est de la forme

M- (X0, s Xg—1, Y0, - Ye—1) = (Mox0, .., Ne—2Xg—2, (Mo - - - 7]@—2)71Xe—1v 7761)/0v ceey
77[,12)/2—2. (Mo~ Me—2)ye-1)
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On trouve tout de suite £ + 2 invariants évidents : Eg = Xo Yo, ..., Es—1 = Xo_1Yo—_1,
F=Xo---Xp—1, G =Yy Yy_1 quivérifient E; = Ej;1+0;+1 pourtout 0 <7 <£—-2

-1
et FG = H E,'.
i=0

Proposition C.1.1. Les seuls invariants sont des combinaisons linéaires de puissances
des E;, F et G.

Démonstration. On va présenter la démonstration dans le casou £ =2 et (61, ...,0p-1) =
0, la démonstration générale étant la méme, en plus fastidieuse! Dans ce cas, on a
trois invariants évidents E = XgYy = X1Y1, F = XpgXi1 et G = YuYi, qui vérifient
E’=FG.

Etudions I'action de C* sur une composante homogeéne :

A (XX Yo yPry = yao—an—Bothi x 0 x a1 yBoyOr,

Donc pour que cette composante homogeéne soit invariante, il faut que ag — a1 — B +
B1 = 0 soit ag — a1 = By — B1. Quitte a échanger Xy et Xi, on peut supposer que
cette valeur commune est positive et la noter v. Donc aqg = a1 + v et Bo =061 + 7.
On a donc

X(‘)loxf!l yoﬁo YFI _ thlJr’Y y§1+’YXfL1 Yfl
(XoX1)* (Yo Y1)P (X0 Vo)
EYFo Gﬁl

De plus, I'action de C* sur les fonctions de X5 transforme une composante homogéne
en une composante homogeéne de méme degré. Donc par unicité de la décomposition
d'un polyndme en ses composantes homogénes, un polynéme en Xy, X1, Yy et Y7 est
invariant si et seulement si toutes ses composantes homogénes sont invariantes si et
seulement si c'est un polyndme en E, F, et G d’aprés ce que I'on vient de voir. ]

Par conséquent,

-1
=ClEo, ..., Ep-1, F, Gl/(E; — By — 6141, 0<i<£—2, FG—]] E)
i=0

et XQ//(C* = {(eo,...,eg_l, f,g) € A(C)“z,e,- =641 +0iy1, 0K<i<L-2 fg=
-1

)2—1

Clao])©

H ei}. Dans le cas particulier ot (61, ...,0,_1) = 0, X»//C* a pour équation e = fg,
i=0
on retrouve |I'équation d'un cone pour £ =2 et dans le cas £ = 2 et 61 # 0, I'équation

de X»//C* est fg = > —61e = (e — %1)2 — ?} et en posant le changement de variable
x=32e—1z—y=32fetz+y=5g, on retrouve I'équation x> + y? — z2 = 1 d'un
hyperboloide a une face. Donc, pour £ = 2, X4, ¢,)(1) est un cone si 6; = 0 et un
hyperboloide sinon.

C.1.2 Quotient GIT

Calculons maintenant Mgy(1) = M(El(O)//gG(d). Cette variété est définie par

Mg (n) := Proj EB Clugt (o),

i=0
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oll xg est le caractére de G(d) défini par xg(g) = [[(det g% et
f € Clug" ()% & Vg e G(d), g-f = xjg)f.

On pose de plus (C[p,(El(O)]Xé =0siio g7t
Comme précédemment, p,(El(O) = X x X, ot X1 = {(v,w) € A?(C), vw = 0} et
Xo = {(x0, - X1, Y0, ye-1) € A**(C), xoy0 = x1y1 = -+~ = Xg_1yp-1} et

Mop(1) = X1//6C* x Xa//e(C*)*,

-2
de plus, si g = (go, ). alors xs(g) = ggo+---+9e71 Hn?,—+1+---+92,1_
i=0

On supposera par la suite que, pourtout 0 < /i< —1,6;+---+6,_1 > 0.

Etude de Xl//e(c*

Soit C[X1]%¢ = {f € C[A1], V go € C*, g0~ f = g2°" " 1F}. On voit facilement
que VOt 91 c ClAx1]X¢, on a méme :

Proposition C.1.2. C[X}]X¢ est un C[X1]% -module engendré par Vot +0e-1.

Démonstration. Comme gy - (VAWP) = gg‘fﬁ VEWA, pour que la composante ho-
mogéne VAWH soit B—semi-invariante, il faut que « — 8 = 6y + - - - + 6,1 soit a =
0o+ - +6;,_1 +B mais on a alors VWP = VBWBVOot+01 ¢ C[x ] Voot-+oe1
Ce qui prouve la proposition car I'inclusion inverse est immédiate. ]

Remarque C.1.3. Sifp+---+6,_1 <0, on a C[X;]Xe = C[x;]C W (ot +6-1)
Corollaire C.1.4. (-, C[X1]X¢ est une algebre sur C[X;]C engendrée par Vot +0e1.

Démonstration. C[Xy]% = C[Xy]X* = C[A}]C VK Got+8:-1) d'apres la proposition
précédente. Donc

Pl = @Cia]c vkortoy)

k>0 k>0
= L] Ve

en tant qu'algébres. ]

On voit donc que X7 //¢C* est réduite a un point.

Etude de XQ//@((C*)Z_:L

Soit C[Az]Xe = {f € C[A,], Vn € C*, n-f = n81+---+9271 e n?e_’; f}. Un rapide cal-
-1

cul nous donne les composantes B-semi-invariantes suivantes : Uy = l_IX,.Q"“Jr"'jLeZ’1
i=0

et,pour 1< k<<l—1etOpp1+--+0,1+1<i<O0+60kp1+---+0,_1,

k—1 _ -1
U: — H Ot A=) H yi Ot =0
e J Jj
j=0 j=k
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Proposition C.1.5. Soit A I'algebre C[X5](€)" ~ CI[E, F, G]/(E* — FG) des inva-
riants. Alors C[X5]X¢ est un A-module engendré par U;, pour 0 < i <01+ -+ 60, 1.

Démonstration. On va de nouveau présenter la démonstration dans le cas £ = 2, les
générateurs seront alors de la forme Xoelf’Yl’, avec 0 </ < 0.

Pour que la composante homogéne Z = X3*° Y(‘)BOXIO‘1 Yfl soit B-semi-invariante il faut
que

n-Z = (noXo)™(ny*Yo)Bo(ng *X1)* (mo Y1)
ngo—ﬁo—al-f-ﬁlxoa ygoxftl y151
- XX Y
soit (075} —,50 — 1 +ﬁ1 = 91.
Si ag = 6 alors Z = (XOO‘O*ele‘1 Ygo YFl)XOQ1 et dans ce cas, comme g — 01 — g —
Bo+B1=0 X2 xxyPoyPrc pet 7z e AXE
SIo< ag < 91 soit / —91—0(0 a|OI’Sﬁ1 —91-0(0-{—[30-{—0[1 01 — ag = i donc
Z = (XpryPoyProiyxO-iyie AxO7Tyi car —ay — By + B — 601 + ag = 0.
De plus, une fonctlon f = Zk Zi sur Xo est 9—semi—invariante si et seulement si ses
composantes homogénes Zi le sont toutes. Mais ceci équivaut au fait que pour tous
les k, il existe a, € A et 0 < iy < 07 tels que Z, = anglf’k Y{¥. Ce qui revient a
f=3aXd vk e S, AX0 Y] Donc

C[Ax]%e = ZAX91 yi,

O

Remarque C.1.6. Comme pour la remarque C.1.3, si I'une des sommes 6;+---+0;_1
était négative, on pourrait conclure grace au cas ou tout est positif. Par exemple, pour

£=2,s16; <0,o0na
-6,

ClRPe =AYy % 77X].

Corollaire C.1.7. @k>OC[X2]X’5 est une A-algebre engendrée par U;, pour 0 < i <
014 - +0p_1..

Démonstration. (dans le cas £ = 2) .

(C[XQ]XS = C[X,]*<? est un A-module engendré par les éléments Xé‘el_’ Y{ pour 0 </ <
k0; d’apreés la précédente proposition. Donc @k>0 (C[XQ]XS est un A-module engendré
par les éléments Xé‘el*"Yl" pour k > 0et 0 <7< k0.

Raisonnons par récurrence pour montrer que pour tout k 2> 0 et pour tout 0 < 7 < kb,
XY S ATY

pour k = 0 c'est reglé car C[X]Xe = A

supposons que pour un k—1 > 0 donné, on ait montré que pour tout 0 < 7 < (k—1)64,
Xék_l)el_'Yli € Z AXQ1 ’Y1 alors soit 0 < 7 < k61, i = 161 + r avec 0 <r <.
On a nécessairement O < I k.Si k=1 alors r=0et

Xé(91*iyjf — Y1k91

Yl(k—1)91 Y191

61 o
Z AX Y]
=0
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d'aprés I'hypothese de récurrence. Donc on peut supposer 0 < / < k et on a

kb1—iNsi (k=1)01—r\, 01 1+r
Xyl = X %

_ (k—l)91—91/ 91/ 91*r r
= X} yolIxi-ry;

91 . .
Z AXD Ty
i=0

m

d’apres I'hypothese de récurrence. Par le principe de récurrence, on a donc, pour tout
0<i<(k—1)8y, XUyl e 520 AXE Y] et donc on a montré le corollaire.

O
Donc B = P> C[X5]%é est une A-algébre graduée et engendrée par C[X]Xe qui est
un A-module de type fini. Si on note A = <(C§j__g)] alors
(p A[T01 T T91+"'+9371] - B
Al i A

est surjective et

kerp = < E*—FG, pour 1< k<€—1,0k41+ - +60p_1+1<i<O+0k41
+ o4+ 0p1, EkU,'— GU;_1, FU,'—Ee_kU,;l, et U,'Uj: U,'JrsUJ;s,
pour9k+1+---+9g_1+1éi,j,i+s,j—s<9k+9k+1+---
+0p-1 > .

Donc Mg(1) = X»//eC*
= {((e,f, &), [uo - tg1.yg, ,]) € A*(C) x PO F%1(C),
et =1fg pour 1< k<L—1,0p 1+ 461 +1<i<O+
Okpr + -+ 01, e uj = guj_1, fuj ="
Opkr1+ - +0p 1 +1<i,j,i+5j—s<O+0kp1+---+

€p—1, Ujuj = UjysUj_s}

uj—1 et pour

est projective sur Xp(1).
En effet

T9,0 - Me(l) Xo(l)

((e.f.g) [uo - ugyoqg,  ])— (e, f.g)

vérifie : si x = (e, f,g) # (0,0,0) alors la fibre W;é(x) est réduite a un point car

dans ce cas, les éqgalités eku; = gu;_q, fu; = etk
8

d’écrire tous les u; a partir de up ou ug, 1.4, ;-

ui—1 et ujuj = uj4suj—s permettent
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De plus, wgé(O) est projective. Dans le cas £ = 2 par exemple, wgé(O) est isomorphe
a P1(C) par I'application :

P(C)

waé(O)

[up - u1] ——((0,0,0,0), [ug1 : ugl_lul D uoufl_l : ufl]).

En effet, montrons que ¢ est injective : si ¢([ug : u1]) = ¢([vo : v1]) alors en particulier,
ugl = gl et uglflul = vglflvl. Siug=0alors vg =0et[up: 1] =[vw: v =
[0 : 1]. Si up # 0, alors A = 2 est une racine 6i¢me de I'unité et alors I'égalité
uglflul = vglflvl implique uglflul = (Aug)®~1v; et donc vy = % = Aup donc
[up : 1] = [vo : va] et @ est injective.

Montrons la surjectivité : soit [xg : -+« : xg,] € P?(C) tel que xix; = Xi4+kXj—k pour
tous i, j, k tels que ces égalités soient bien définies. Alors si xg = 0, comme xgxo = xf,
x; = 0 et comme x1x3 = x22, x> = 0 et on montre ainsi que pour 0 < /7 < 61 — 1,
xi = 0. Mais alors [xg : - 1 xp,] = [0:---:0: 1] = ¢([0: 1]). Supposons maintenant
que xg # 0 alors ug # 0 et soit u; = % alors x; = uglflul et comme xgxo = X12

0

012
0

on obtient x» = u u% et par réitération, en utilisant les formules x;xj;2 = Xi2+1 on

démontre que pour tout 0 <7 < 61, x; = uglf"u{ et donc [xp : -+ 1 xg, ] = d([uo : v1)]).

M g,,6,)(1) qui se projette sur Xo(1) ~ C?/up, pour 61 # 0

C.2 C*-points fixes pour £ =2

Dans ce paragraphe, on va décrire les points fixes de Xp(1) et My(1) sous I'action
de C* afin d'illustrer le corollaire 8.3.2 et la construction de I'ordre géométrique du
paragraphe 9.2.3.

Il'y a deux 2-multipartitions de 1 : ((1); ) et (; (1)) donc on doit trouver deux
points fixes de My(n) sous C*. Cette action est induite par celle sur R(d") donnée par,
pour A € C*,

A-(X Y v, w) = (AX AN v w)

grace aux I"'homéomorphismes entre My(1) et p,(El(O) N u@l(@)/U(l, 1) et entre
pet () Nt (0)/U(L,1) et Xo(1).
C.2.1 Points fixes de Xj(1)

Pourlecas n=1et£ =2 ona Xs(1) = {(e, f,g) € A3(C), fg = €> — O1e} et
I'action de C* est définie par

X-(e, f,g) = (e, N°F,\"?g).
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Donc x = (e, f, g) est fixe si et seulement si f = g = 0. La variété Xp(1) a donc deux
points fixes : x; = (0,0,0) et x, = (61,0,0).

C.2.2 Points fixes de My(1)

Pourlecasn=1et¢=2,0na

Mo(1) = {(eF.8).[uo - ua,]) € A%(C) x P(C), fg = &2, ujuy = wisstys,
eu; = gu;_1 et fu; = eu,-,l}

et I'action de C* est définie par
A ((e, fvg)v [UO e u91]) = ((e'>\2fv >\72g)v [UO : )\72U1 e )\7291U91]).

Ainsi, pour que x = ((e, f, g, h), [uo : - -+ : up,]) soit un point fixe, il faut nécessairement
que f = g = 0 mais alors e = h = 0 d'aprés les relations liant ces coordonnées. Alors
[uo -+ = ug,] € T, 5(0) mais on a vu que la fibre 7, §(0) était isomorphe a P*(C) par
I'application [ug, ui] — [ug1 : uglflul HERR ufl]. Et I'action de C* est ainsi transportée
sur PY(C) en X\ [ug : u1] = [uo : A%u1] = [Mup : u1]. Donc les deux points fixes de
W;é(@) pour cette action sont [0 : 1] et [1 : 0]. On a donc bien deux points fixes :
x; =((0,0,0,0),[0:---:0:1]) et x2 =((0,0,0,0),[1:0:---:0]).

Recherchons maintenant les ensembles attractifs correspondant a ces deux points.
Soit x = ((e,f, g, h), [up: -+ : ug]), ona

Aox o= ((eX2F, A 2g, h), Juo : X2y - - A% ])
(e N2F, A 2g, h), [N ug - N2 Dy o)),

Ainsi, pour que limy_0 A - x = xq, il faut que g =0, h =0, e = 0 et up, # 0. Mais
ceci implique aussi f = 0 et donc Mg x,(n) correspond au cercle privé du point xz.
De méme, limy_0A-x = xo si et seulementsig=e=h=0¢etu; =---=uy =0
et donc My x,(1) est la droite {((0,f,0,0),[1:0:---:0]), f € C}.

Sy
Lol

Ensembles attractifs des deux points fixes de My(1), pour 61 # 0
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ANNEXE D

Calcul des blocs de B,

Dans cette annexe, on étudie le cas du groupe By = G(2,1,4). On va commencer
par ordonner les multipartitions de P(2,4) dans les 4 alcbves par I'ordre combinatoire
puis on va calculer les classes d'équivalence pour I'ordre engendré sur chaque mur
et vérifier avec la description combinatoire des blocs par les résidus que ces classes
décrivent bien les blocs pour n = 4.

1. Pour 0 < g < 1 : on se trouve dans l'alcéve a((0,0),id,+), et les partitions
Ts(\) € Py(8), on obtient :
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(4:0)
(@;lél)
(3:l1)

/ \(1:3)
(31;@)/(2;2)
(0;31) \ (22,0)

(21;1)
(2;11)/(11;2)

\(1;21)
(211;0) (0;22)
(0;211) ><(11; 11)

\ (111;1)

(1; 111)/
(111l1;(2))
(0; 1l111)

2. Pour 1< g < 2 :on se trouve dans I'alcéve a((1, —1),0,+), et les partitions
7s(*(0 - X)) € P(1)(9), on obtient :

192
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(4,0)

1l;

(3

=

)

(0;4) (22,0)

(2:2)

7
\21;1>

(1;3) (211;0)
(11;2) (2;11)
(111;1) (0;31)

—~~

(1;21)
/
(11;11)
/
(1111;0) (0; 22)
(1;%11)
\
(0;211)
l
(0;1111)

3. Pour 2 < g < 3 : on se trouve dans I'alcove a((—1,1), id, +), et les partitions
Te(A) € P(2,1)(11), on obtient :
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(4 0)

(31; @
22 Q‘K/////// \\\\\\\\\\\“
(211 @) (3 1)

211

(0:4)
1;3)
(2;11)

11;2)

(111;1)

(1111; 0)

—

(11;11)

|

(1,21)

PN

(0;31) (1;111)

(0;22)

™

(0;211)

(0;1111)
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4. Enfin pour 3 < g < 4 : on se trouve dans l'alcove a((2,—2),0,+), et les

partitions 75(*(0 - X)) € P(32,1)(14), on obtient :

(4:0)

(31 0)
/ (22; 0)
21£;®

(21 1

(2:2)

—~~
N
—
—

A\,
VAVAV
AVA

(11;2

—~~
—
w

~—

\\\\\\\\(@:4)
~

(1,21
k//////
(1;111) (0;31)
(®:£2)
%//////
(0: 211)
|

(0; 1111)

5. Sur le mur g = 1, en calculant les classes d’'équivalence de I'ordre engendré par
les deux ordres combinatoires des chambres avoisinnantes, on obtient :
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(4,0)

[(0:4) (3:1) (3L:0)]

[(2:2) (22;0) (1;3)]

211

(211;0) (2:11) (9;31)]

121

((111;1) (11:1

\112
/

1) (0:22)]

[(1111;0) (1;111) (9;211)]

(0;1111)

Et avec les notations du théoreme 9.1.9, on obtient h = (—1,—-1), d = 1 et
dh = (0, —1), ce qui nous donne les résidus suivants :

Bloc Résidu
(4;0) L+x+x2+x°
{(0;4) (3;1) (31;0)} x P41+ x4 x2
{(2;2) (22;0) (1;3)} x 142+ x
(21;1) 2x 1+ 1+x
{(211;0) (2;11) (0;31)} x 24+ x4+ 14x
(11;2) 2x7 142
(1;21) X2 x142
{(111;1) (11;11) (0;22)} x24+2xt+1
{(1111;0) (1;111) (;211)} | x 3+ x2+x1+1
(0;1111) x4 x4 x4 x7t

Dans ce cas, les classes d'équivalence correspondent donc aux blocs.

6. Sur le mur g = 2, les classes d'équivalence sont :
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(Z)

l
\
/

[(0:4) (2:2) (21;1) (211;0)]

(31;

(3;1) (22; @

/\

\

(2;11)

/

111 1)

l

\(@;31)(1 21) (11;11) (1111;0)

(0;22) 1 111)

T
/

/\

Et pour h=(—1,-2), d = 1 et dh = (0, —2), on a les résidus suivants :
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Bloc Résidu
(4;0) 1+ x+x2+x3
(31;0) x T+ 14+x+x°
(3;:1) X2+ 1+x+x°
(22: 0) 2x7 142
{(0:4) (2;2) (21;1) (211;0)} x4 x 1+ 14+x
(2;11) x 34+ x2+14x
(11;2) x24+2x 41
(111;1) 2x 24+ x 141
{(0;31) (1;21) (11;11) (111L;0)} | x 3+ x2+x1+1
(0;22) x 34 2x 24 x71
(1;111) x xS Ex2 41
(0;211) x A xS x4 Xt
(0;1111) X O x4 x4 x?

On retrouve encore les classes d'équivalence.

7. Sur le mur g = 3, les classes d'équivalence de I'ordre combinatoire sont :
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(4,0)

H%

(31; (Z)

211

\
/
\

(1111;0) (111;1) (11;2) (1;3) (0;4)]

11 11)

1 111)
(@,1111)

Sur ce mur, onah = (—1,-3), d = 1 et dh = (0, —3), ce qui nous donne les
résidus suivants :

199



ANNEXE D. CALCUL DES BLOCS DE B,

Bloc Résidu

(4;0) L+x+x2+x°
(31;0) x P41+ x4 x2
(22;0) x 142+ x
(3;:1) x 34+ 1+x+x°
(211;0) x?42x 141
(21;1) x 34 xt+14x
(2;2) x 34+ x2+14x
(2;11) XA+ x3+14x

{(1111;0) (111;1) (11;2) (1;3) (1;4)} | x 3+ x2+x1+1

(11;11) x A x x4l
(1;21) XA x4 x4l
(0;31) x4 x4 x2 4 x7t
(1;111) X P+ xTr x4 1
(0;22) x4+ 2x73 4+ x72
(0;211) x4 x x4 x7?
(0;1111) X O x4 x4 x3

Et les blocs sont exactement les classes d'équivalence données plus haut.

Remarque D.0.1. En général, pour B,, on ne s'intéresse qu’aux murs d'équations
g =r,avecl < r < n—1 car on décrit ce qu'il se passe pour les r < Q grace a
I'involution © — B et pour r > n, l'ordre est constant car on peut montrer que le
2-coeur associé a l'alcove A_, est 6, = (r,r —1,...,1) (cf. par exemple [BGIL10]).
Donc pour r > n, le 2-coeur est tellement gros qu’on n’ a pas le choix pour placer les
2-crochets.
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cn(M), 101

Cm,r(A), 99
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Contenu d’une partition, 16
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