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Résumé

Les variétés de Deligne-Lusztig associées a un élément de Coxeter, dites va-
riétés de Coxeter et notées Y(¢), sont des variétés candidates a réaliser I'équiva-
lence dérivée demandée dans la conjecture de Broué. Cette conjecture implique
qu'une telle variété doit avoir une cohomologie disjointe et donne également la
description de I'algebre d’endomorphismes associée.

Dans le cas des groupes linéaires, nous décrivons la cohomologie des variétés
de Coxeter et en déduisons que celles-ci vérifient bien les propriétés impliquées
par la conjecture de Broué. Pour ce faire, nous montrons qu'’il est possible d’ap-
pliquer un résultat de « transitivité » permettant de se ramener a des variétés de
Coxeter « plus petites » et nous utilisons ensuite un résultat établi par Lusztig
sur des variétés notées X(c), obtenues comme des quotients des variétés Y(¢) par
des groupes finis.

Enfin, dans une derniére partie, la description de la cohomologie des variétés
de Coxeter nous permet d’obtenir un lien entre la cohomologie de la compactifi-
cation Y(¢) et celle de la compactification X(c).

Abstract

Deligne-Lusztig varieties associated to Coxeter elements, or more simply
Coxeter Varieties denoted by Y(¢), are good candidates to realize the derived
equivalence needed for the Broué’s conjecture. The conjecture implies that the
varieties should have disjoint cohomology as well as gives a description of the
endomorphisms algebra.

For linear groups, we describe the cohomology of the Coxeter varieties and
hence show that it agrees with the conditions implied by Broué’s conjecture.
To do so, we prove it is possible to apply a «transitivity » result allowing us
to restrict to « smaller » Coxeter varieties. Then, we apply a result obtained by
Lusztig on varieties X(c), which are quotient varieties of Y(¢) by some finite
groups.

In the last part of the thesis, we use the description of the cohomology of
Coxeter varieties to connect the cohomology of the compactification Y(¢) and the
cohomology of the compactification X(c).
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Notations

Les notations utilisées dans ce manuscrit suivent principalement celles in-
troduites par Bonnafé et Rouquier dans [7] et [5].

Tout au long de ce manuscrit, G est un groupe réductif connexe défini sur
une cloture algébrique F d'un corps fini & q éléments F, (¢ = p”, p premier) et
F : G — G est un endomorphisme de Frobenius de G. Pour cet endomorphisme,
notons & I'entier minimal tel que F° soit un endomorphisme déployé sur G.

On fixe également un sous-groupe de Borel F-stable B de G, T < B un tore
maximal F'-stable de B et U le radical unipotent de B. Notons W := Ng(T)/T le
groupe de Weyl de G relativement au choix du tore T, X(T) (resp. Y (T)) le réseau
des caractéres (resp. des cocaractéres) associé a T, ® (resp. ®V) le systéme de
racines (resp. le systéme des coracines) de G relativement a T, A (resp. AY) la
base de @ (resp. @) relativement au choix de B et enfin @, (resp. ®Y) 'unique
systéme de racines (resp. coracines) contenant A (resp. AY). Le morphisme F
agit sur le groupe de Weyl et stabilise 'ensemble des réflexions de W, on note ¢ :
® — @ la bijection telle que F(a) est un multiple positif de ¢(a) (pour tout a € D).
On notera [A/¢] un systeme de représentants des orbites de A sous l’action de ¢.

Si a € ®, on note a" la coracine associée, s, € W la réflexion par rapport a «
et U, le sous-groupe unipotent a 1-parametre normalisé par T associé a a, T,v
le sous-tore de T image de a" et G, := (U,,U_,) le sous-groupe engendré.

Si on note S := {s,,a € A} I'ensemble des racines simples, on définit /: W —
N =1{0,1,2,...} la fonction de longueur relativement a S ; B le groupe de tresses
associé au couple (W,S) dont les générateurs sont {s,, @ € A}. Enfin, considérons
f : B — W le morphisme canonique : 'unique morphisme tel que f(s,) = s, pour
toutes les réflexions associées a des racines simples, et o0 : W — B l'unique ap-
plication vérifiant o(sy) =s, (a € A) et o(vw) = o(v)o(w) si L(vw) = £(v) + {(w). 11
s’agit d'une section de f, a savoir : f oo = idw.

Soit 7 un multiple de ¢ satisfaisant (wF)" = F"! pour tout w € W. On fixe (;

9
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une racine primitive (¢" — 1)-iéme de I'unité, et pour w € W, on définit :

N, :Y(T) — T%F
A — Npnpr(MCn)),

OﬁNF"/wF:T—’T, th.WFt... (WF)U_lt.

Remarque 1.1.1. A priori, 'entier n est trés grand, et rend donc difficile des
calculs explicites. En revanche, remarquons la chose suivante lorsque 'on fixe
un élément w € W d’ordre d et que F est déployé. Comme d|n, notons e =1n/d, et
alors pour 1€ Y(T) :

NF’?/wF(A({n)) = NFde/wF(/l((Tl)) = die/pd ONFd/FwF(/l(Cn))

= (NpaypurAGy)) 4+
= NFd/FwF(/l((/)),

(e-1)d

R ;L 1+qd+...+q(e_1)d . d 5 . . .
ou ¢ = est une racine g% — 1 de l'unité. Ainsi, pour les calculs

ultérieurs de N, (w € W fixé d’ordre d), on retiendra qu’il n’est pas nécessaire de
faire n multiplications, mais qu’il suffit de faire d multiplications en choisissant
une racine (g% — 1)-ieme de 'unité plutdt que { » précédemment choisi. A chaque
utilisation, nous préciserons la racine de I'unité choisie.

Six,w € W, on note < l'ordre de Bruhat : x < w si x est obtenu a partir d’'une
écriture réduite de w a laquelle on a enlevé certaines réflexions simples.

Les notations propres au cas G = GL,, sont détaillées en 3.1.

Enfin, si X est une variété algébrique quasi-projective définie sur [, on consi-
dérera le complexe de cohomologie a coefficient dans @[, RFC(X,@Z), que 'on
écrira plus simplement RI'.(X). De méme, les groupes de cohomologie Hé(X,@g)
seront parfois écrits Hi(X) ou encore H si la variété est sans ambiguité. Ce der-
nier abus de notation sera utilisé avec parcimonie. Enfin, on désigne par H;(X)
la somme directe des groupes de cohomologie : H:(X) = @; H.(X).

Si I est un monoide, notons R(I') le groupe de Grothendieck des @gl“ -modules
de dimension finie et D®(Q,I-mod) la catégorie dérivée bornée des complexes
de Q,I-modules. Si le monoide I' agit sur la variété X, alors HZ(X) désigne la
somme alternée des images dans le groupe de Grothendieck R(I') : H¥(X) =
Zi(—l)i[Hé(X)]r ou [—]r désigne la classe dans R(I').

1.2 Conjectures locales-globales
Dans cette partie, nous introduisons des conjectures dites locales-globales

concernant les groupes finis. Et nous finissons par faire le lien avec la théorie de
Deligne-Lusztig et le cadre dans lequel les travaux de these s’inscrivent.
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Dans ce qui suit, G est un groupe fini, Irr(G) est 'ensemble des caracteres ir-
réductibles de G (sur un certain corps). Si y € Irr(G), les relations « numériques »
suivantes sont classiques :

x(1) divise |G, Y x(WE=IGI.
xelrr(G)

Les premiéres conjectures qui suivent énoncent d’autres résultats « numé-
riques ».
Soit ¢ un nombre premier, et notons

Irrp(G) ={y € Irr(G) | ¥(1) £ 0 (mod ¢)}.

Conjecture de McKay ([43] [44] [1]). Soit P un ¢-sous-groupe de Sylow de G.
Alors :
\Irr,(G)| = |Irr (N g(P))|.

Cette conjecture peut étre raffinée au niveau des blocs : soit &6 un ¢-bloc, D
son groupe de défaut, notons

Irrp(b) ={xy € Irr(b) | x(1), =[G : D1,}.
Il est clair que si D est un ¢-sous-groupe de Sylow, [G : D], =1 et alors
Irrp(b) = {y € Irr(d) | x(1)¢ = 1} = Irrp(G) N Irr(d).

Conjecture d’Alperin-McKay ([1]). Soit b un ¢-bloc de G, D son groupe de
défaut, et Br(b) son correspondant de Brauer (dans Ng(D)). Alors :

[Irr,(b)| = |Irrp(Br(b))|.

Une autre conjecture s’intéresse a la question de savoir si Irr,(b) = Irr(d), il
s’agit de la conjecture de hauteur 0 due a Brauer :

Conjecture de Brauer ([9]). Soit b un ¢-bloc de G, D son groupe de défaut.
Alors :
Irr,(b) = Irr(b) < D est abélien.

Remarque 1.2.1. Dans l'article récent [35], le sens de droite a gauche de la
conjecture a été démontré par Kessar et Malle. Leur preuve repose sur la réduc-
tion de la conjecture aux groupes quasi-simples due a Berger et Knorr [3].

Enfin, la conjecture suivante est due a Alperin et concerne les caracteres de
Brauer d’'un ¢-bloc dont le groupe défaut est abélien. On note IBr(b) les carac-
teres de Brauer irréductibles d’'un bloc b de G.

Conjecture d’Alperin ([2]). Soit b un ¢-bloc de G dont le groupe de défaut D
est abélien, on note Br(b) son correspondant de Brauer (dans Ng(D)). Alors :

[IBr(d)| = [IBr(Br(b))|.
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Les conjectures précédemment énoncées ont toutes en commun de mettre
en évidence un contréle d'une information « globale » sur un bloc de G par une
information «locale » sur un bloc de Ng(D), ou D est le groupe de défaut du bloc
initial.

Finissons cette partie en énoncant la conjecture de Broué du défaut abélien,
dans son énoncé originel, la conjecture porte sur le rapport entre la catégorie
des modules sur un bloc (d'un groupe fini) et la catégorie des modules sur le
correspondant de Brauer du bloc, des que le défaut du bloc est abélien. Plus
précisément : soit G un groupe fini, b un bloc de Z,G, de défaut D, Br(b) le
correspondant de Brauer de b (il s’agit d’'un bloc de Z,Ng(D)).

Conjecture de Broué ([10]). Si le défaut D est abélien, alors il existe une équi-
valence dérivée

DYbZ,G-mod) = D*(Br(b)Z;Ng(D)-mod).

Une telle conjecture aurait de nombreuses conséquences, par exemple, que
les blocs ont le méme nombre de caracteres irréductibles ordinaires, le méme
nombre de caracteres de Brauer irréductibles, des centres isomorphes... Cela
permettrait notamment de donner une explication structurelle aux conjectures
«locales/globales » de type numérique précédemment énoncées (McKay, Alperin,
Brauer).

La conjecture de Broué a été prouvée dans de nombreux cas, les résultats les
plus importants étant pour :

— les blocs de défaut cyclique (et G quelconque) [46] [36] [47],

— les /-groupes G résolubles [19] [31],

— les groupes symétriques [16],

— les groupes réductifs finis (sous certaines conditions, voir ci-apres)

— les blocs principaux de groupes sporadiques.

Outre la question de I'existence d’'une équivalence dérivée, I'un des points
critiques est I'obtention du complexe de bZ,G-modules-Br(b)Z;Ng(D) réalisant
I’équivalence dérivée par tensorisation. Une facon « systématique » d’obtenir ce
complexe n’a été effectuée que dans la preuve de Chuang et Rouquier pour les
groupes symétriques.

1.3 Le cas des groupes réductifs finis

Dans le cas particulier des groupes réductifs finis, la conjecture de Broué
admet une formulation dite « géométrique » énoncée par Broué, Malle et Michel
dans [11] et [12].

Fixons ¢ un nombre premier. Soit G un groupe réductif connexe sur Fp (p #
?), F : G — G un endomorphisme de Frobenius et W le groupe de Weyl associé.
Dans le reste de cette section, on ajoute I’hypothese :

¢ ne divise pas |W]|.
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On consideére alors le groupe réductif fini G = G¥. Pour b un bloc de G, le
groupe de défaut D du bloc est alors abélien, ceci découle de 'hypothése précé-
dente.

Dans un premier temps, au lieu d’étudier le normalisateur du défaut, consi-
dérons le centralisateur Cg(D) < Ng(D) obtenu comme suit. Par 'hypotheése
¢1|W|, Cg(D) =: L est un sous-groupe de Levi F-stable et alors Cg(D) := LF.

Une fois choisi un sous-groupe parabolique P contenant L, la théorie de
Deligne-Lusztig fournit des G-variétés-Cq(D) : Yicp, et donc des complexes de
Z,G-modules-Z,Cg(D) via le complexe de cohomologie RT'.(Yr.cp,Z¢).

Conjecture de Broué (version géométrique) ([12]). Il existe un sous-groupe
parabolique P dont L est un sous-groupe de Leuvi tel que :

1. Le complexe bRT .(Yrcp,Z¢)Br(b) est la restriction d’un complexe de G-
modules-Ng(D).

2. bRT(Yrcp,Z¢)Br(b) réalise I'équivalence dérivée par tensorisation.

La version géométrique de la conjecture de Broué a été démontrée pour le
bloc principal dans les cas :

— G quelconque et ¢|q — 1 par Puig [45],

— GF = GL,(Fg),SL,(F4),PGL,(F4) lorsque #|q™ —1 par Bonnafé et Rouquier
[61,

— G de type B,,,C,, et ¢|g*" — 1 par Dudas [26].

— (G, F) un groupe quasi-simple, avec certaines hypotheses sur p et ¢. C’est
une extension du point précédent par Dudas dans [27], [29].

Reprenons la conjecture énoncée au-dessus, si I'on passe au corps des frac-
tions en étendant les scalaires a @g, dans [11] sont données les conséquences
suivantes :

— Les groupes de cohomologie bH:(Yrcp,Q,) sont deux & deux disjoints : ils

n’ont pas de GF-modules irréductibles en commun.

— LDalgebre d’endomorphismes Endgr (b @iHé(YLCP,@[)) est isomorphe a
I'algébre de bloc Q,Ngr(D)Br(b).

Les deux résultats ne sont pas disjoints. En effet, la disjonction de la coho-
mologie est un ingrédient important intervenant dans la description de I’algebre
d’endomorphismes. On le verra par la suite au chapitre 4.

Pour le moment, la disjonction de la cohomologie pour une telle variété de
Deligne-Lusztig associée a un sous-groupe de Levi, sur un corps de caractéris-
tique positive, semble encore hors de portée (dans les cas généraux), certaines
simplifications ont donc été apportées en combinant les points suivants :

— Passer au corps des fractions @g par extension des scalaires.
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— Travailler avec un tore au lieu d’'un sous-groupe de Levi (et un sous-
groupe de Borel au lieu d’'un sous-groupe parabolique).

— Se restreindre aux caractéres unipotents, ce qui revient a travailler avec

une variété X qui serait un quotient de la variété Y précédemment men-
tionnée.

Ces différentes approches qui visent a obtenir des résultats de disjonction
sont synthétisées dans le diagramme suivant :

YLcP sur Zg

YLCp sur @g

T

YTcB sur @( XLcP sur @g

\/

XTCB sur @g

Dans le cas le plus en bas de ce diagramme, le résultat de disjonction a été
obtenu pour les variétés suivantes (ce sont des variétés candidates a la réalisa-
tion de I’équivalence dérivée). Dans ce qui suit, & = w%, ou wy est I'image dans

le groupe de tresses B de I’élément de plus grande longueur wge W.

— les variétés associées aux éléments de Coxeter pour un groupe réductif
connexe quelconque (Lusztig [39]),

— les variétés associées aux racines n-ieme de s dans le type A, (Digne et
Michel [23]),

— les variétés associées aux racines 4-ieme de & dans le type D4 (Digne et
Michel [23]),

— les groupes de rang 2 (Digne, Michel et Rouquier [25]).

Dans les cas Xp.cp sur Q, et Yrp sur Q,, le contexte et les conjectures concer-
nant les variétés de Deligne-Lusztig paraboliques ont été récemment formulées
par Digne et Michel dans [24]. Dans ce méme cadre, d’autres travaux récents
ont également été menés par Dudas [28] concernant le cas GL,,.

Les travaux dans ce manuscrit ont pour but d’avancer quelques résultats
dans la partie la plus a gauche, dans le cas particulier du groupe linéaire.
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1.4 Résultats obtenus dans la these

Les résultats de cette these portent sur le calcul de la cohomologie des varié-
tés de Deligne-Lusztig associées a un élément de Coxeter, dans le cas des groupes
linéaires ; ainsi que sur les conséquences qui en découlent : pour I'étude de I'al-
gebre d’endomorphismes de la cohomologie, et pour le calcul de la cohomologie
de la compactification de cette variété de Deligne-Lusztig.

Dans ce qui suit, on utilisera les variétés de Deligne-Lusztig X et Y men-
tionnées dans la section précédente. Lorsque I'on souhaite préciser qu’il s’agit de

variétés associées a des éléments de Coxeter, on notera respectivement X(c) et
Y(¢6).

Cohomologie des variétés de Coxeter pour le groupe linéaire

Comme précisé a la section précédente, le calcul de la cohomologie des varié-
tés de Coxeter s’inscrit dans le cadre de la vérification de certaines conséquences
des conjectures de Broué (dans sa version géométrique). Notamment le résultat
primordial est 'obtention de la disjonction des groupes de cohomologies.

Dans le cadre des variétés de Coxeter X(c), le résultat avait déja été obtenu
par Lusztig dans [37]. En ce qui concerne les variétés de Coxeter Y(¢) dont X(c)
est un quotient par un groupe fini (noté ultérieurement T<F), 'idée est de consi-
dérer les parties isotypiques pour Paction de TF et de montrer la disjonction des
groupes de cohomologies lorsque l'on fixe la partie isotypique. Ceci est précisé-
ment formulé dans le théoreme 3.4.3.

La démonstration de ce théoréme repose bien entendu sur I'utilisation du ré-
sultat de disjonction obtenu par Lusztig pour les variétés de Coxeter X(c) ainsi
que sur 'utilisation d’'un isomorphisme de « transitivité » permettant de se rame-
ner a I’étude de la cohomologie d’'une variété de Coxeter pour un groupe linéaire
plus petit.

Etude de I’algebre d’endomorphismes associée

Comme précisé dans la section 1.3, la disjonction de la cohomologie est un
ingrédient majeur pour la mise en place d'un isomorphisme entre I’algebre d’en-
domorphismes et ’algébre de groupe d’un certain normalisateur, via la formule
de Mackey.

Lutilisation de cette formule permet de montrer que les dimensions des deux
algebres coincident. Pour montrer que les algebres sont isomorphes, il est néces-
saire de comparer le paramétrage ainsi que les dimensions des représentations
irréductibles des deux algebres. Pour I'algebre d’endomorphismes, cela repose
sur le théoreme 3.4.3, alors que pour l'algébre de groupe du normalisateur, il
s’agit essentiellement de I'étude du produit semi-direct sous-jacent. Lisomor-
phisme ainsi obtenu est énoncé au théoreme 4.3.3.
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Dans la section 4.4, I'utilisation du théoréme de déformation de Tits permet
une description plus précise de cet isomorphisme.

Cohomologie des compactifications des variétés de Coxeter
pour le groupe linéaire

Dans [25], Digne, Michel et Rouquier ont étudié en profondeur la cohomolo-
gie des compactifications des variétés de Deligne-Lusztig X. Ensuite, dans [7],
Bonnafé et Rouquier ont introduit une construction explicite des compactifica-
tions des variétés de Deligne-Lusztig Y.

La derniére partie de cette thése concerne ’étude de la cohomologie des com-
pactifications des variétés de Coxeter Y(¢) (pour le groupe linéaire).

Lidée sous-jacente est que I'on dispose d’'une partition de la compactifica-
tion a l'aide de sous-variétés s’apparentant a des variétés de Coxeter pour des
groupes linéaires plus petits. L'application du théoréme 3.4.3 permet alors d’ob-
tenir une comparaison entre la cohomologie des compactifications des variétés
de Coxeter Y(¢), et celle des compactifications des variétés de Coxeter X(c) pour
des groupes linéaires plus petits.

Le résultat principal est formulé dans le théoreme 5.2.15.



Chapitre 2

Variétés de Deligne-Lusztig

Dans ce chapitre nous donnons des résultats concernant les variétés de Deligne-
Lusztig dans un contexte général. On se référe aux notations énoncées en 1.1.

2.1 Variétés de Deligne-Lusztig

2.1.1 Définitions

On rappelle les définitions des variétés de Deligne-Lusztig ainsi que les pre-
mieres propriétés classiques qui leur sont associées. Ces résultats et énoncés
se trouvent, par exemple, principalement dans [25] ou [8]. Ce sont pour la plu-
part des constructions visant a généraliser les variétés de Deligne-Lusztig « clas-
siques » introduites par Deligne et Lusztig dans [20].

Pour w € W et gB,AB € G/B, on écrit gB — hB si g~'h € BwB. Dans ce
cas, on dit que gB et AB sont en position relative w. De facon similaire, pour
n € Ng(T) et gU,AU € G/U, on écrit gU — AU si g~ 1h € UnU.

Sin=(ni,...,n,) est une suite d’éléments de Ng(T) et si w = (wq,...,w,) est
la suite des images dans W, on définit les variétés de Deligne-Lusztig X&F (w)
et Y&F (n) par :

Yo ) ={(21U.,....2/U,g,10) € (GO |

g1UL U2 ... g U g, Uet g,.1U=F(g,U)}
et

X®F(w)={(g1B,....g-B,g-+1B) € (G/B) |
g1B goB 2 ... g B g Bet g,,1B=F(g:B)}.

Remarque 2.1.1. On notera parfois X(w) (resp. Y(n)) ou X%(w) (resp. Y%(n))
g’ll n’est pas nécessaire de préciser le groupe ou I’endomorphisme de Frobenius.

17
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Notons encore w : T — T la conjugaison par wi---w, et remarquons
quil existe alors une action de T"F sur Y®F(n). En effet, si ¢ € TVF et
(g1U,...,g/U,g,+10) e Y& (n), on définit

(g1U,...,8,U,g,41U0)-t =(g1tU,g2 "'tU,...,g, " 1""1tU, g 11 ""1tU).

II vient immédiatement que si (g.U,...,g,U,g,+1U) € YSF(m), alors
(g10,...,g,/U,g,+1U)-t e Y&F (n). De plus, le morphisme canonique G/U — G/B
induit un isomorphisme

YG,F(n)/TWF N XG’F(W).

Ce qui précede permet de définir les variétés de Deligne-Lusztig X et Y asso-
ciées a des suites d’éléments du groupe de Weyl, ou du normalisateur du tore, et
ce sera la facon la plus aisée de manipuler ces variétés. Comme remarque préli-
minaire, notons que cette définition ne fournit pas une bijection entre les suites
d’éléments et les variétés (que ce soit X ou Y). Cela est notamment illustré par
le lemme classique suivant (voir par exemple [20, 1.2]).

Lemme 2.1.2. Supposons que w = wiws avec (w) = ¢(w1) + [(w2).
1. Si gB,hB € G/B sont tels que gB — hB, il existe un unique élément iB €
G/B tel que B iB et iB —2 hB.
2. Réciproquement, si gB,hB iB € G/B sont tels que gB X, iBet iB-2%hB
alors gB = hB.

Ainsi, si wi,we € W sont tels que ¢(w1) + ¢(ws) = ¢(wiws), on dispose d'une
identification naturelle
X(w1,w2) = X(wiws).

Dans le terme de gauche, on trouve une variété associée a une suite de deux
éléments, tandis qu’a droite, on a une variété associée a une suite d’'un élément.

Pour s’affranchir de ce type de difficulté, la bonne facon est alors d’utiliser le
groupe de tresses associé a W. Lapplication o : W — B peut étre étendue en une
application o : WN — B grace a 'égalité

o(w)=0(wy)---o(w,),

siw=(wi,...,Ww).

Ainsi, si n’ est une autre suite d’éléments de Ng(T) telle que les images
définissent une suite w’ vérifiant o(w) = o(w’), alors il y a égalité TV = TV'F et
des isomorphismes de GF x T%F variétés (resp. GF -variétés) :

YO )~ Y% () et X&' (w)=XEF(w).

Enfin, tout comme I'on a étendu la définition de o aux suites d’éléments, nous
faisons de méme pour la longueur ¢. Si w = (w1,...,w,), on définit

{(w)=l(w1)+---+l(wy),

et pour une suite d’éléments du normalisateur n, la longueur est définie comme
la longueur de la suite des images dans W.
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Remarque 2.1.3. Sans rentrer dans les détails précédents, retenons qu’il est
possible de se contenter des définitions utilisant les suites d’éléments, en pre-
nant garde de ne «concaténer » deux éléments successifs que si la longueur (dans
W) du produit est égal a la somme des longueurs.

Aussi, la définition classique, par exemple pour Y& (i) (w € W), s’identifie
a la définition généralisée pour une suite & un élément, ou encore a la définition
généralisée pour la suite w = (s1,...,5,) ou w = s1---S, est une écriture réduite
dans W.

Remarque 2.1.4. Dans ce manuscrit, les variétés de Deligne-Lusztig associées
a une suite d’éléments du normalisateur n ont été définies comme des GF-
variétés-T"F . Ceci peut différer de certaines définitions ol 'on ne se réfere plus
a un tore T fixé : il est possible de définir des variétés de Deligne-Lusztig asso-
ciées a tout couple F-stable (T',B’) ou T' est un tore inclus dans le sous-groupe
de Borel B’. On se rameéne alors a la définition précédente en fixant un couple
(T,B), puis en utilisant que les tores rationnels maximaux sont paramétrés par
les éléments du groupe de Weyl associé au couple (T, B) fixé.

Dans certaines situations, le plus souvent liées aux caracteres (et non pas
aux variétés) de Deligne-Lusztig, l'utilisation de cette définition alternative
s’avere légérement plus aisée (par exemple dans la définition des séries de Lusz-
tig).

2.1.2 Propriétés générales des variétés de Deligne-Lusztig

Nous rappelons briévement quelques énoncés liés aux variétés de Deligne-
Lusztig.

Comme Y®F(n) est une G x T%F.-variété, on peut définir I'induction de
Deligne-Lusztig par :

Rn: D®Q,T%F-mod) — D®(@Q,GF-mod)
C — R (Y®" () &g qwr C.

Ce foncteur induit_ une application lirléaire entre les groupes de Grothendieck
des catégories Db(@[TWF -mod) et Db(@gGF -mod) :

R, : K(Q,T%" -mod) — K(Q,GF-mod),

et si Pon se donne 6 € Irr(TYF), R,(0) est tout simplement le caractere de
Deligne-Lusztig « classique » RgiF(B) (tel qu’il a été introduit initialement par
Deligne et Lusztig dans [20]).

Proposition 2.1.5. Les variétés X&F (w) et YOF (n) sont quasi-affines, lisses et
purement de dimension ¢(n) = {(w).

Remarque 2.1.6. Il a été montré dans [20] que lorsque ¢ est suffisamment
grand, ces variétés sont affines.
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2.1.3 Conjugaison géométrique et séries de Lusztig

Dans la partie précédente, il a été introduit une application linéaire R,, entre
les groupes de Grothendieck des catégories D?(Q,T"F-mod) et D®(Q,GF-mod),
reflet d’'un foncteur au niveau des catégories dérivées.

Pour 0 € T"F donné, R, (0) est appelé caractére de Deligne-Lusztig. Ces ca-
racteres ont été étudiés de facon extensive au cours des années, bien plus que
les variétés sous-jacentes. Les principaux résultats se trouvent dans [20], dans
[23] ou encore [14]. Dans cette partie, nous omettons les propriétés les plus clas-
siques pour nous concentrer sur les notions de conjugaison géométrique et les
séries de Lusztig associées.

On se contente également d’utiliser des suites réduites a un seul élément, et
donc les définitions « classiques » de la théorie de Deligne-Lusztig.

Rappelons auparavant une proposition justifiant 'intérét des caracteres de
Deligne-Lusztig :

Proposition 2.1.7. Pour tout y € Irr(GF), il existe un élément w e W et 0 €
Irr(TF) tel que (y,R.,;(0)) #0.

Les notions de conjugaison géométrique et de série de Lusztig permettent de
répondre a la question réciproque : a quelle condition des caracteres R, (0) et
R,;/(0") ont-ils un composant irréductible commun ?

Définition 2.1.8. Les couples (w,0) et (w',0) ot w et w' sont des suites finies
d’éléments de W et 0 (resp. 0') un caractére linéaire de TVF (resp. de T*F) sont
géométriquement conjugués si les caracteres linéaires 0 o Ngn/,r et 0' o Ngns, 5 de
T sont conjugués sous W.

Le principal intérét des classes de conjugaison géométrique est alors le sui-
vant :

Théoréme 2.1.9 (Deligne-Lusztig). Si (w,0) et (w,0') sont dans deux séries géo-
métriques différentes, alors Ry (0) et R,(0") n'ont aucun composant irréductible
commun.

Introduisons désormais des structures duales. Elles nous permettent de pa-
ramétrer les classes de conjugaison géométrique d’'une autre facon.

Proposition 2.1.10. Considérons (G*,T*,F*) les structures duales de (G, T,F).
Alors les classes de conjugaison géométrique de (G, T, F') sont en bijection avec les
classes de conjugaison F*-stables d’éléments semi-simples de G*.

Remarque 2.1.11. En appliquant le théoréme de Lang-Steinberg, on peut re-
marquer qu’il est suffisant de se contenter des classes de conjugaison F'*-stables
d’éléments semi-simples rationnels s € G*F .

.
Ainsi, pour un élément semi-simple s € G*¥, on peut alors définir la série de
Lusztig associée, notée E(GF,s), comme 'ensemble des caracteéres irréductibles
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de GF apparaissant dans un certain R, (0), ot (w,0) est dans la série géomé-
trique associée a s. On dispose alors d’une partition de Irr(GF) :

Irr(GF) = | |&(GF,s),

ou s parcourt les représentants des classes de conjugaison F'*-stables d’éléments
semi-simples dans G*.

On en vient alors au théoreme principal de Lusztig, réduisant ’étude des
séries géométriques a celle du caractere trivial. Dans ce qui suit, le théoreme
est formulé dans le cas ou Cg+(s) est un sous-groupe de Levi L* de G*. On note
L le sous-groupe de Levi de G, dual de L*. C’est le cas qui nous intéressera en
particulier pour G = GL,,.

Théoréeme 2.1.12. Soit s € G*F~ semi-simple. L'induction RE’ réalise une bijec-
tion

EGF,5)=E(Cg (), 1).

Si on suit le développement fait dans [21] pour montrer le théoréme précé-
dent, remarquons l'utilisation de la proposition suivante. Cette proposition aura
son utilité propre comme on I’explique dessous.

Proposition 2.1.13. Soit s un élément central de G*¥ " Alors :

1. Il existe un caractére linéaire § € Irr(GF') tel que, pour tout élément w e W,
le couple (w, $uwr) est dans la série géométrique définie par s.

2. Le produit tensoriel avec S définit une bijection
EGF,1) = &(GF ).

Remarque 2.1.14. Dans 'assertion 1. de la proposition ci-dessus, remarquons
que la restriction de § 2 TF a bien un sens. En effet, comme s € Z(G*F *), on
aseTF pour tout w € W (avec T* tore dual de T). Le point crucial est de
démontrer que le caractere § de dépend pas du tore utilisé pour sa construction.
Ceci est détaillé dans la preuve de la proposition [21, 13.30].

De la proposition 2.1.13, remarquons que lorsque I'on regarde un caractere
R, (0) (ou alors de facon équivalente la partie 0-isotypique de la cohomologie de
la variété Y(w)) ou 0 est dans une série géométrique associée a un élément semi-
simple s € G* central (via la proposition 2.1.10), on pourra alors se ramener a
I’étude de R, (1) (ou de la cohomologie de la variété X(w)). Par exemple, le calcul
des caracteres de Deligne-Lusztig de GLqo(F,) fait dans [21, §15] utilise cette
bijection.
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2.1.4 Foncteur de Lusztig et transitivité

Nous introduisons maintenant une variante du foncteur d’induction de
Deligne-Lusztig qui nous permettra d’établir un résultat de transitivité hau-
tement important pour le reste du manuscrit.

On se référera a [5] pour les différentes constructions et le lien entre les
deux points de vue exposés. La plupart du temps, nous privilégierons le premier
point de vue qui utilise des structures standards. Cependant, certains résultats,
comme le théoréeme B’ de [5], s’énoncent de facon plus agréable avec le second
point de vue.

Premier point de vue avec les structures standards

Soit I une partie de A. On note W; le sous-groupe de W engendré par les
réflexions simples s, (a € I), P; le sous-groupe parabolique BW;B de G, V; le
radical unipotent de Py et L; le complément de Levi de V; contenant T. On note
également By = BNLj, c’est un sous-groupe de Borel de L;, et U; son radical
unipotent. Avec ces notations, on a :

F®r)=Py1), F(V1)=Vyu), F(L) =Lyw), FB) =Byu), F(U) =Uy).

Choisissons un élément v € W tel que v¢p(I) =1, avec un tel choix, 0F norma-
lise L; et on définit :

Y7, :={gV; € G/V1, g7 F(g) e VIoF (V).

Cest une GF x L’;F -variété de dimension ¢(v) sur laquelle G agit par multi-
plication a gauche, et L?F agit par multiplication a droite. On peut alors définir
un foncteur d’induction :

Rip: D°(Q,LY-mod) —  Db(@Q,GF-mod)
C ~— RI(Y1,) 85,1 C.

On vient ensuite au résultat essentiel de transitivité. Soit v = s1---s, (s; €
S, ¢(v) =r) une écriture réduite et v=_(s1,...,s,) le r-uplet associé.

Soit w = (w1,...,w,) une suite d’éléments de W;. Il existe un isomorphisme
de GF x T"VF variétés

Yr, xpor YU OF (vp) S YOF (wy). (2.1.15)

G,F

. . . . L;oF
Ce qui fournit un isomorphisme de foncteurs : Ry, o RW’ O R

Second point de vue

Dans cette sous-partie, soit P un sous-groupe parabolique de G de radical
unipotent V, avec un complément de Levi F-stable L. On définit :

Yy :={gVeG/V, g 'F(g)e V-F(V)}.
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Il s’agit d’'une GF-variété-L¥ pour les actions de multiplication a gauche et a
droite. De méme que ci-dessus, on définit un foncteur d’induction :

Ricp: D°(Q,LF-mod) — D®@Q,GF-mod)
C — RI(Yy) ®g,.r C.

Faisons maintenant le lien avec le premier point de vue et rappelons la
construction permettant de ramener tout sous-groupe de Levi F-stable, L,
contenu dans un sous-groupe parabolique P, a des structures « standards ».

Dans ce qui suit, nous suivons [5, 11.2]. Il existe un élément x; € G tel
que *1(L;,P;) = (L,P). Posons alors vy = x;lF(xl). Puisque L est F-stable, on
a Y"WL; = Ly, il existe donc a € L; tel que ¥ (T,B;) = (T,B;). Notons alors
v 'image de av; € Ng(T) dans le groupe de Weyl W. Quitte a modifier a, on
peut supposer avy = v. Il reste encore maintenant a modifier x; en un élément
x satisfaisant x"'F(x) = v. Pour ce faire, par le théoreme de Lang-Steinberg,
choisissons b € L; tel que b~ 1V1F(b) = a, et alors, en posant x = x;b on trouve
x 1F(x)=avy=0.

En résumé, les éléments v € W (avec un relevement v fixé) et x € Ng(T) ainsi
construits satisfont :

— x"1F(x) =0 et "F(T,By) = (T,B)),

— (L, Pp =(L,P),

— Tlapplication x : Ly — L, g — *g induit un isomorphisme L?F _—

Cette construction permet alors de relier les deux points de vue car ’'applica-
tion :

G
YV _— YI,U
gV — gxV,
est un isomorphisme de GF -variétés-LF (la variété Y;, étant vue comme une

variété-L¥ par 'isomorphisme x~1). Cela donne lieu au diagramme commutatif
suivant permettant de jongler entre les différents foncteurs d’induction :

X s

D*@Q,L"-mod) ~ Db@,LSF-mod)

m %

D®(Q,GF-mod)

Dans ce diagramme, x, désigne I'équivalence de catégorie induite par I'isomor-
phisme x entre les groupes finis.

2.1.5 Caracteres fantomes et paramétrages des représen-
tations unipotentes

Dans cette sous-partie, nous introduisons les caracteres fantomes. Ceux-ci
nous sont utiles pour paramétrer les caracteres unipotents en type A. Ce pa-
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ramétrage sera utilisé pour caractériser les caracteres unipotents apparaissant
dans la cohomologie des variétés de Coxeter X pour GL,. Cette caractérisation
est donnée a la fin de la partie 2.3.2.

Rappelons que les tores maximaux F'-stables sont paramétrés par les classes
de conjugaison de W. On renvoie le lecteur a [22] ou [14] pour les propriétés
essentielles des tores de type w e W.

Pour tout w € W, notons R, = R,(lz’w(lTw) ou T, est un tore maximal F-stable
de type w relativement a T (déja fixé auparavant). Nous introduisons main-
tenant des fonctions appelées caracteéres fantémes. On rappelle que I'endomor-
phisme de Frobenius agit sur W et donc sur les caracteres irréductibles de W.
Considérons un caractere irréductible F-stable de W, y € Irr(W)F, alors, il existe
une extension de y, notée y au produit semi-direct W x (F'). En effet, cela résulte
de la théorie de Clifford, voir par exemple la proposition [32, 19.13], le quotient
de W x (F') par W étant cyclique.

On définit alors la fonction :

- Y FwF)R,. (2.1.16)

Ry=—
* |W| weWw

Remarquons que la définition précédente dépend du choix de 'extention ¥. Le
théoreme ci-dessous justifie I'intérét des caracteres fantémes et utilise le choix
d’'une extension appelée « extension préférée » par Lusztig dans [40, 17.2].

Théoreme 2.1.17 (Lusztig-Srinivasan [42]). Soit G un groupe réductif connexe
dont le graphe de Coxeter est une union disjointe I =T'1U...Ul'5 ot chaque graphe
I'; est de type A, pour un certain entier m (dépendant de i). Alors les caractéres
fantomes Ry (x € Irr(W)F) sont des caractéres irréductibles de GF et Uapplication
X — R, est une bijection entre Irr(W)F et les classes d’isomorphismes des repré-
sentations unipotentes de GF.

Remarque 2.1.18. Le résultat précédent n’est valable que pour des groupes
dont les composantes quasi-simples sont de type A. En général, les caracteres
fantomes ne sont pas irréductibles et le paramétrage des caracteres irréduc-
tibles apparaissant dans un caractere fantome donné, fait appel a la théorie de
Kazhdan-Lusztig, et a I'introduction de cellules bilatéres dans le groupe de Weyl.

2.2 Quelques outils concernant la cohomologie
des variétés de Deligne-Lusztig

Dans cette partie, nous rappelons certaines propriétés utiles pour déterminer
les groupes de cohomologie d’'une variété de Deligne-Lusztig.
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2.2.1 Cohomologie et longueurs

Dans les premiers résultats, la motivation est de pouvoir se ramener au cal-
cul de la cohomologie pour des variétés associées a des éléments de plus courte
longueur.

Les deux premieres propositions sont classiques (déja obtenues dans [20]) et
fournissent le lien entre deux variétés associées a des éléments conjugués par
une réflexion simple.

Proposition 2.2.1. Supposons que F agisse trivialement sur W. Si ¢(sws) = ¢(w)
(weW,se8S), alors il existe une équivalence de sites étales :
Y(sws™) = Y(w).
étale
Démonstration. Supposons sw > w.
— Si ws > s, comme ¢(sws) = £(w), du [20, Lemme 1.6.4], il vient sws = w,
d’ou le résultat.
— Si ws < s, alors on peut écrire w = wis avec f(w1s) = f(w1) + 1. Alors,
sws = swy et comme ¢(wis) =¥¢(wi)+1=¥¢(swy), de la méme facon qu’en
[20, 1.6], Y(sw1) = Y(w1$). Le lemme est ainsi prouvé.
Le cas sw < w se traite de facon semblable. O

Pour la seconde proposition, nous utilisons la forme énoncée dans [8, Lemme
2.5].

Proposition 2.2.2. Considérons les suites déléments de Ng(T), n :=
(n1,ne...,ny)etn’ :=(no,...,n,,F(n1)); Vapplication

Y(ni,ng9...,n,) — Y(no,...,n,,F(ni))
g1l,...,g,1U) — (g2U,...,F(g1)U)

induit une équivalence de sites étales. De plus, il s’agit d’un morphisme de GF -

variétés-TF, ot Y(ns,...,ny,F(n1)) est une variété-TF via l’isomorphisme n1 :
-1 ~ ) . . .

T wFGDF 2, qwF - Ceci donne lieu au diagramme commutatif suivant :

(nl)*

DY@, T wFIF ) D®(©Q,T*F-mod)

7?fn’ Rn
D®@Q,GF-mod)

Dans le cas particulier ou F' agit trivialement sur les éléments du groupe de
Weyl, on en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 2.2.3. Supposons que F agisse trivialement sur W. Si ¢(sws) =
l(w)+2(weW,seS), alors

YGEws H=YE,w,s ) = YL 8, w).
étale
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Il S'agit d’un morphisme de GF -variétés-TS“SF en voyant Y(s71,$,1) comme une
variété-TVF via Uisomorphisme s, : TWF = TswsF,

Par la suite, on utilisera souvent ce dernier résultat en combinaison avec le
résultat qui suit. Ce dernier est introduit par Bonnafé, Rouquier et Dat dans [8].

Un point de notation : pour 6 un caracteére de T%F, on note @[,9 le TVF.
module de dimension 1 sur lequel T?¥ agit par 6.

Proposition 2.2.4. Notons s =s, (a € A) et supposons que 0 est un caractere de
TF tel que O(N,,(a")) # 1. Notons également dg le plus entier tel que F%(0) =0,
Alors, dans la catégorie dérivée D°(Q,GF -mod-Q,T¥F x (Fd0)) :

RT(Y(s7,8,w)) ® Q9 = RIe (YW))[-21(-1) ® Q5.

2.2.2 Une équivalence de Morita

Rappelons maintenant le théoréme suivant qui établit une équivalence de
Morita. Le résultat a été énoncé originellement par Lusztig (voir [38, Proposi-
tion 10]). En revanche, la présentation et les notations utilisées ci-dessous sont
celles de Bonnafé et Rouquier ([6, Théoréme B’]). Lapport de ces derniers a été
d’obtenir cette équivalence de Morita sur Z, alors que le résultat de Lusztig se
place sur Q,. Bien que le résultat ne soit utilisé que sur Q, dans ce manuscrit,
nous conservons la présentation de Bonnafé et Rouquier.

Pour le contexte et les notations utiles a ce théoréme, on se référera a [5,
9.2, 9.3 et §10]. Soit L. un sous-groupe de Levi F-stable de G, inclus dans un
sous-groupe parabolique P. On considére L* un sous-groupe de Levi F'*-stable
d’'un sous-groupe parabolique de G*, dual de L. A tout élément semi-simple
se L c g correspond bijectivement une série géométrique de (G,T,F),
mais également de (L, T,F) (voir 2.1.10). Pour 0 un caractére de G, notons ey
lidempotent de Q,GY associé. Définissons alors les éléments suivants comme
les sommes des idempotents associés aux séries géométriques précédentes :

F F
e = ) e et e = )Y e
0eE(GF ) 0eEWLF 5)

Théoréme B’. Soit s un élément semi-simple de L*F" tel que Cg-(s) c L*. Alors
le foncteur RE’CP induit une équivalence de Morita entre les algébres Q,LF eg*F et
Q,GF ef’F.

Plus précisément, le complexe RECP@gLF eg‘F n’a de cohomologie qu’en degré
r=dimV-dimVnfV et son r-ieme bimodule de cohomologie induit I’équivalence
de Morita décrite.

Remarque 2.2.5. Par la suite, nous travaillerons en nous ramenant a des struc-
tures standards. A travers I'isomorphisme x introduit a la fin de 2.1.4, la conclu-
sion du théoreme B’ devient alors que le foncteur R, induit une équivalence de
Morita entre la partie de @[L?F associée a une série géométrique de (L, T,0F) et
la partie de @;GF associée a la série géométrique correspondante dans (G, T, F).
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2.2.3 Cohomologie et valeurs propres du Frobenius

Dans cette sous-partie, rappelons une partie de la proposition [39, 2.20] énon-
cée par Lusztig, nous en aurons besoin pour la seconde partie du théoréme 3.4.3.

Auparavant, fixons une fois pour toutes une racine carrée de ¢ dans Q,, notée
v/q. Et pour tout entier i, g2 désigne (\/ﬁ)i.

Dans la proposition [39, 2.20] énoncée par Lusztig, il est montré qu’a toute
représentation irréductible p est associée une valeur propre d'une puissance du
Frobenius stabilisant la partie p-isotypique d’'un groupe de cohomologie dans
lequel p apparait; et que de plus, cette valeur propre s’écrit comme le produit
d’une racine de I'unité et d’'une puissance de q.

Introduisons quelques notations pour étre plus précis. Soit n € Ng(T) un re-
levé cohérent de w € W, 0 € Irr(T*F) et d le plus petit multiple de & tel que F¢
stabilise 6.

Le choix d’'un reléevement particulier de W via un relevement cohérent a été
formulé par Lusztig dans [39, 1.23]. On reviendra sur ce point dans la section
3.7.

Considérons les ensembles :

Enp = {p irréductible, (o, H.(Y® (n))g) # 0 (pour un certain i)},

gw,@ = U 5n1,9a
ni, ﬁle wW ()
cette union n’étant pas nécessairement disjointe, et les n étant des relevements
cohérents également.

Proposition 2.2.6 (Lusztig, [39]). 1] existe une injection

Ew,o — {racines de l'unité de Q,},

p—Ap

telle que, si (p,Hi(YG’F(n))g) # 0 (pour un certain entier i), alors :
— Hi,(YG’F(n))e,p est Fe-stable,
— les valeurs propres de F% sur Hé(YG’F(n))g,p sont de la forme qud%, pour
un certain entier naturel m.

Pour ce qui suit, fixons w € W et un représentant w € Ng(T). D’apres le résul-
tat précédent, pour caractériser la cohomologie de Y(w), il est utile de calculer
les valeurs propres du Frobenius (ou plutét d’'une puissance du Frobenius) sur
les parties isotypiques (pour 'action du tore). Ce qui suit a pour but d’expliquer
le rapport entre le choix du représentant w et les valeurs propres du Frobenius.

Il est bien connu que le choix du représentant de w ne modifie pas la variété
de Deligne-Lusztig, ou plus précisément (voir [5, 5.5]) : pour deux représentants
w et wt (£ €T), il existe un isomorphisme canonique de G -variétés-T*F donné
par:
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Yw) — YWt
gU — g1,

ou 7 €T est tel que T 1“F(7) = “¢; un tel 7 existe par le théoréeme de Lang-
Steinberg.

En revanche, I'action du Frobenius et donc les valeurs propres du Frobenius
vont étre modifiées.

Plus précisément, supposons qu’il existe un entier % tel que F*(w) = v et
F*Git) = wt (Cest-a-dire F*(¢) = t). Si F* est 'endomorphisme de Frobenius sur
la variété de gauche, F* agit sur la variété de droite en étant tordu par liso-
morphisme précédent. Ceci est formulé plus explicitement dans la proposition
suivante pour chaque composante isotypique.

Proposition 2.2.7. Soit 0 € T*F. Avec les notations qui précedent, F* agit sur la
partie 0-isotypique de la cohomologie de Y(wt) par multiplication par 0(F*(t)r~1)
de Uaction de F* sur la cohomologie de Y(i).

Plus précisément, si l’'on note g :Hé(Y(u')))g = Hi(Y(wt))g l’isomorphisme in-
duit par I'isomorphisme entre les variétés, alors pgoF* o (p(;l =0(F*(r)yr o F*.

Démonstration. Remarquons déja que l'on a bien F*(1)r~! € T%F car t~1%F¢ =
ws ¢ TF* | Notons f l'isomorphisme de variétés précédemment introduit, f :
Y(w) — Y(@t). Alors 'endomorphisme de Frobenius agit sur Y(wt) par foF*o
f~1, on obtient alors pour gU € Y(iot), f o F* o F~1(gU) = F*¥(g)F*(z)r~'U. On en
déduit le résultat lorsque I'on considére une composante 8-isotypique. O

Des exemples seront ensuite traités dans le cas des groupes linéaires au
lemme 3.7.5.

2.3 Variétés de Deligne-Lusztig associées a un
élément de Coxeter

Les variétés associées a un élément de Coxeter sont les objets d’étude prin-
cipaux de cette these. Nous rappellerons la définition ainsi que des propriétés
importantes, notamment cohomologiques, propres aux variétés de Coxeter.

2.3.1 Eléments de Coxeter

On rappelle avant de commencer que I’endomorphisme de Frobenius agit via
¢ sur ’ensemble des racines simples A.

Définition 2.3.1. Pour tous systemes de représentants [A/p] ={a,...,a,} des or-
bites de racines simples sous laction de ¢, le produit ¢ = sq,---Sq, est appelé
élément de Coxeter de la paire (W,F).

r
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Les caractérisations suivantes des éléments de Coxeter sont dues a Springer
dans [48].

Considérons le groupe de Weyl en terme de groupe de réflexion, introduisons
alors 'automorphisme g 'F € GLc(V), avec V = C ®7 X(T) le C-espace vectoriel
sur lequel W agit naturellement (cet automorphisme est noté o dans [48, §7]).
Cet automorphisme est d’ordre 6 et normalise W (6 étant la plus petite puissance
telle que G admette une structure déployée pour F?). En utilisant cet automor-
phisme et plus précisément ’'automorphisme linéaire ¢-q 'F = ¢ 'cF de V, on
peut formuler plus facilement certaines propriétés des éléments de Coxeter. Le
théoreme suivant est d a Springer [48, §7]. La valeur h utilisée ci-dessous est
définie par A := hod, ou hg est le nombre de Coxeter de G relativement a F,
suivant les notations de Lusztig [39, 1.13].

Théoreme 2.3.2 (Springer). Supposons W irréductible et ¢ un élément de Coxe-
ter de la paire (W,F). Alors :

1. Lélément q 'cF est h-régulier (admet un vecteur propre régulier dont la
valeur propre associée est une racine primitive h-iéme de l'unité).

2. Les éléments de la forme q~¢'F sont tous conjugués, ce qui implique que
les ¢’ tels que q~1c'F admette une valeur propre d’ordre h sont, eux, tous
F-conjugués.

3. Lélément q~1cF est d’ordre h, il permute les racines en '%' orbites de lon-
gueur h.

4. Le centralisateur de co dans W est donné par :
Cw(g 'cF)= (g 'cF)),
o 'on rappelle que (¢ 'cF)? = c¢F(c)---FO1(c).

Le tableau suivant récapitule les valeurs du nombre de Coxeter hgy pour
chaque type de groupe, on rappelle que 'égalité ho = |W<F| est vérifiée pour le
nombre de Coxeter. On s’intéressera tout particulierement aux groupes de type
A, (ou plutét A,_1) par la suite.

type | An |Bn| Cn | Dy |Ee¢|E7|Es|Gs
ho |n+1[2n|2n-2]|12 |18 |30 |12 6

2.3.2 Cohomologie des variétés de Coxeter X

Dans cette partie, nous donnons les résultats obtenus concernant la cohomo-
logie des variétés de Coxeter.

D’une facon générale, le cas de la variété X a souvent été bien mieux compris
que celui de la variété Y. Dans le cadre ordinaire, il s’agit avant tout de 'article
[37] de Lusztig. Dans celui-ci, le calcul de la cohomologie est effectué pour des
groupes de tous types.
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Théoréme 2.3.3 (Lusztig). F® est un automorphisme semi-simple de
b; Hé(X(c)); il admet ho valeurs propres distinctes (hg étant le nombre de Coxeter
associé au groupe) et les sous-espaces propres sont des GF -modules irréductibles,
deux a deux non isomorphes.

De plus, on dispose de tableaux donnant la répartition des valeurs propres,
ainsi que leur valeur, dans les groupes de cohomologie. Voici par exemple ceux
des groupes de Coxeter de type A,, B, et D,,.

Hr | g2 | ... | H2»
AT T g

[ [ |2
B,: 1 q qn—2 qn_1 ‘ 7"

2 n-1

—q —q _q

Hy |Hgt |- | HPY | HEMTO HP? | HE | HE
D 1T g e g™ [

—q2 —q3 _qn—2

Soulignons que le résultat précédent est tout a fait remarquable. En effet
d’'une facon générale, la cohomologie alternée d’'une variété de Deligne-Lusztig
est plus facilement accessible : c’est toute la théorie dite des caracteres de
Deligne-Lusztig. En revanche, obtenir des informations sur les groupes de coho-
mologie individuels ainsi que sur 'endomorphisme de Frobenius agissant des-
sus est une question nettement plus difficile. En dehors du résultat précédent
de Lusztig sur les variétés de Coxeter, et de I’étude de certains petits cas, peu
de faits généraux ont été établis. L'article de Digne, Michel et Rouquier [25] a
ouvert la voie a un certain nombres d’articles de Digne et Michel calculant com-
pletement la cohomologie de certaines variétés X, [23].

Le théoreme précédent admet comme corollaire le résultat ci-dessous qui
prendra son importance par la suite, notamment dans le chapitre 4.

Proposition 2.3.4. Lalgébre d’endomorphismes Endgr (H.(X(c))) s’identifie a
Palgébre de groupe Q,(F0).

En effet, tout GF-module simple de H;(X(c)) est un espace propre de FO et
ceux-ci sont tous distincts. Donc tout GF-endomorphisme de H:(X(c)) est bien
un polynome en F? : il suffit d’utiliser une interpolation polynomiale associant
la valeur de ’'endomorphisme sur un GF-module simple a la valeur propre de F?
correspondant a ce GF-module simple. Remarquons que cela utilise tres forte-
ment le résultat de disjonction de la cohomologie, comme précisé dans [23, §4].

Pour finir cette section, mettons en avant la proposition suivante intervenant
dans la preuve du théoreme 2.3.3 de Lusztig. Si J est une partie ¢-stable des
racines simples, alors le sous-groupe parabolique standard P et le complément
de Levi Ly associés sont tous les deux F'-stables. Rappelons que I'on obtient un
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élément de Coxeter ¢y du couple (W, F') en enlevant de c les réflexions associées
aux racines simples n’appartenant pas a J. Enfin, on note n :=|J/¢| le nombre
de ¢-orbites dans </, en particulier, si J = A alors na = r (voir la définition 2.3.1).

Proposition 2.3.5. Soit J une partie ¢-stable de A. et My un Lf;-module ir-

réductible cuspidal de chJl(XLJ (c)). Notons Hé(XG(C))[Mo] la somme des sous-

GF-modules de Hé(XG(C)) apparaissant dans l'induction parabolique Indg;Mo,
J

alors :

(H; X(e)IMo], IndSy (HEY (XM (e)Mol)) = (r - nJ).

Remarque 2.3.6. — Cette proposition se simplifie nettement si ¢ agit tri-
vialement sur les racines simples. Ce sera le cas dans le groupe linéaire
pour 'endomorphisme de Frobenius standard. En particulier, dans ce cas,
ng est alors le cardinal |J| de la partie.

— Cette proposition est I'ingrédient principal permettant de paramétrer
les représentations unipotentes apparaissant dans la cohomologie de
XGLn(c). Ceci est fait a la sous-section 3.2.1.

2.4 Variétés de Deligne-Lusztig et compactifica-
tions

2.4.1 Compactification de X et cohomologie

Comme pour les autres aspects portant sur les variétés de Deligne-Lusztig, la
détermination de la cohomologie des compactifications des variétés de Deligne-
Lusztig a été étudiée plus en profondeur pour les variétés X : il s’agit essentiel-
lement de I’article de Digne, Michel et Rouquier [25].

Dans cet article, outre la compactification « classique » selon Bott-Samelson-
Demazure-Hansen, la théorie des variétés de Deligne-Lusztig X associées a des
éléments w d’un groupe de tresses complété B* a été développée. Liutilisation
de ce groupe de tresses complété est le reflet de compactifications partielles.

2.4.2 Compactification de Y

La construction suivante est faite pour un groupe réductif connexe G quel-
conque. Nous reprenons également le formalisme des suites d’éléments de Ng(T)
ou W, ces suites sont désignées par des lettres grasses.

Notation 2.4.1. Dans toute la sous-section, nous fixons une suite (aq,...,a,) de
racines simples de A et pour 1 <i <r on écrit pour simplifier s; = s, et $; = $q;.
On considére alors les suites d’éléments :

w=(81,...,8,) et w=(s1,...,8).
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Enfin, si x = (x1,...,x,) et y = (y1,...,y,) sont deux suites d’éléments de SuU{1}
de méme longueur, nous écrirons X <y si pour tout 1 <i<r, x; =1 ou y;. Dans
ce cas, on introduit I'ensemble d’entiers Ixy :={1 <i <r, x; = 1}. On en profite
également pour rappeler la définition du sous-réseau Yy x :

Ywx:= ), Zsi-si-i(a)).

i€ly w

Dans [20, 9.11] Deligne et Lusztig ont construit une compactification lisse
X(w) de X(w) a la Bott-Demazure-Samelson-Hansen ; puis dans [5], Bonnafé et
Rouquier ont construit explicitement la normalisation de Y(w) de X(w) dans
Y(w) : c’est 'unique variété normale Z contenant Y(Ww) comme sous-variété ou-
verte dense et munie d’'un morphisme fini 7y : Z — X(w) prolongeant le mor-
phisme quotient par TV, 1y : Y(Ww) — X(w); la situation est résumée dans le
diagramme suivant, qui est un carré cartésien :

Y(w) ——— Y(w)
/TWF l l /TwF

X(w) —— X(w)

Le principal théoréme démontré dans [5] est le suivant :

Théoreme 2.4.2. 1. La variété Y(w) est une variété projective, normale, ra-
tionnellement lisse, de lieu singulier contenu dans

Tw (U X).

XW
[ x,wl=2

2. La variété Y(w) est munie d’une action de TV prolongeant Uaction sur
Y(W) et telle que Ty, induit un isomorphisme

Y(w)/TV = X(w).

3. Si x < w, le stabilisateur dans TVF d’un élément de T, (X(x)) est égal &
Nw(Ywx)

4. Si x X w, alors il existe un morphisme canonique ix : Y(X) — ﬁ;vl (X(x))
rendant le diagramme suivant commutatif :

Y(x) T (X(x))

/Tﬁk h”w

X(x)
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et induisant un isomorphisme
Y(X)/Nx (Yo .x) — T (X(x)).

Au cours de la description explicite de la compactification, Bonnafé et Rou-
quier ont introduit des sous-variétés lisses Y;(w) (I < {1,...,¢(w)}) satisfaisant
aux conditions suivantes :

1. Sixxw, Ty, Xx) =Y/, (W).

2. On dispose d’'une partition de la compactification :

Yw)= || Yiw).
Ic{1,...,.0(w)}

Aussi, en utilisant le dernier isomorphisme mentionné au théoréeme précé-
dent, on déduit une nouvelle écriture de cette partition sous la forme :

Y(W) = | | Y&/ Nx(Yeyx)- (2.4.3)

XXW

Remarque 2.4.4. Tout comme dans le cas des variétés X, il est possible de défi-
nir des compactifications partielles en adaptant trés légerement la construction
faite par Bonnafé et Rouquier. Cet aspect n’est pas détaillé dans ce qui suit, nous
ne nous intéresserons qu’a la compactification globale de Y(¢).

2.4.3 Sous-groupes de tores

Dans cette sous-section, nous étudierons plus en détails les sous-groupes de
la forme Ny (Ywx). Les résultats sont énoncés pour G réductif connexe quel-
conque. L'application des résultats de cette sous-section aux groupes linéaires,
et pour w correspondant a un élément de Coxeter, est notre objectif. Cela sera
effectué a la section 5.1.

Pour motiver I'étude des sous-groupes Nw(Yy x), commencons par réécrire la
partition 2.4.3 avec des notations légerement plus agréables pour la suite. Toute
sous-suites X < w est obtenue a partir de w en remplacant un certain nombre
de réflexions simples par 1. Si I désigne I'ensemble des indices des réflexions
simples enlevées, c’est-a-dire I = Ix y, on écrit x = wy . La partition 2.4.3 se
réécrit alors :

Yw) = ||  Y(W1)/New,(Yww)
Ic{l,...,0(w)}

Si 'on suppose que F agit trivialement sur les s; (ce sera effectivement le cas
dans la section 5.1), sur la variété Y(w), on dispose d’une action de G¥ x (T%F x
(F)), il en va de méme sur chacun des morceaux de la partition de droite. En
effet, d’apres la proposition [7, 4.4], pour tout sous-suite w; de w, il existe un
isomorphisme

rr :TWF/NW(YW,WI) — TWIF/NwI(Yw,wl)-
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Si l'on note kv 1 :TWEF . mwF /INw(Yw w,;) le morphisme de passage au quotient,
alors Y(W;)/Nw,(Yw,w,;) est vu comme une TVF _variété via ryo Kw,I-

De cette derniere partition, on obtient finalement une formule donnant la
cohomologie alternée de la compactification. Par la remarque que l'on vient de
faire, cette formule est & valeurs dans le groupe de Grothendieck R(GF x (T™F x
(F))) :

HE(Yw)= Y HE(Y(wy) @), (2.4.5)
Ic{1,...0(w)}

Puisque nous souhaitons prendre les parties 6O-isotypiques (pour 6 €
Irr(T%F)) de ces cohomologies alternées, il faut étre précis concernant ce qu’il
se passe dans le membre de droite et cela requiert a nouveau l'utilisation de
lisomorphisme 77 : T /Ny (Yw.w;) — TV F /Ny, (Vg wy)-

Notation 2.4.6. L'isomorphisme r; induit clairement une bijection entre les ca-

racteres de TVF triviaux sur Nw(Yw,w;) et les caracteres de TVF triviaux sur

Nyw,;(Yw w;). Par la suite, on utilisera cette bijection avec la notation 6 — 0;.
Remarquons, de plus, que : dg, = dp.

On en déduit la proposition suivante permettant de déterminer la partie 6-
isotypique du membre de droite dans I’équation 2.4.5.

Proposition 2.4.7. Pour 0 € Irr(T%F) :

HZ (Y(WI))QI si 0 est trivial sur Nw(Yw.w,),

+ - Nw (Yw,w N _
(He (YGwp) )y = { 0 sinon.

(2.4.8)



Chapitre 3

Cohomologie des variétés de
Coxeter Y(¢) pour GL,

3.1 Notations pour le cas GL,

Notations générales

Dans cette partie, nous reprenons les notations précédentes en nous rédui-
sant au cas G = GL, et pour ’endomorphisme de Frobenius F' standard (élé-
vation a la puissance g des entrées de la matrice). On prend les conventions
suivantes :

— B le sous-groupe de Borel constitué des matrices triangulaires supé-

rieures,

— T le tore des matrices diagonales,

— U le radical unipotent de B constitué des matrices triangulaires supé-

rieures avec des 1 sur la diagonale,
— Pour 1 <i # j < n, a;; les racines relatives a T définies par
diag(t1,...,t,) — t;t71. Les racines duales associées sont notées an’ et
Sa;; désigne la réflexion relativement a la racine a; ;.

— Lendomorphisme de Frobenius F est déployé (6 = 1). L'action est donc
triviale sur le groupe de Weyl (relativement a T < B), lui-méme identifié
au groupe des permutations &,, via 'application (i,j) — Sa; - On note s;
les transpositions (i,i +1) i =1,...,n—1) et ¢, :=51...84,-1 (ou ¢ s’il n’y
a pas d’ambiguité) un élément de Coxeter associé au couple (W,F) (voir
2.3.1).

— Sauf mention contraire, 8 désignera toujours un élément de Irr(T<F) et on
note dy, ey les entiers définis par :

dg est le plus petit entier tel que Fa(g) = 99% = ¢ ;eg =nldy.

— s € G** un élément semi-simple associé a la classe de conjugaison
géométrique de 0. Cet élément s est choisi & GF -conjugaison pres,
comme GL,, est a centre connexe.

35
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Considérons le morphisme p1 : T — Q, défini par :

T L@[

diag(tq,...,t,) — t1.

Celui-ci induit un isomorphisme p; : T = [F;n dont I'inverse est donné par
le - ¢ — diag(¢,¢9,...,t9" ~1). Cet isomorphisme de groupe permet de construire
des caracteres de la facon suivante :
— Si 0 est un caractere de TF, alors (p;).(0) =00 le est un caractere de
[F:;n,

— Si 0’ est un caractere de [F;n, alors (p1)*(0') = 0’ o p1 est un caractere de
T<F.

Les deux applications sont clairement inverses 'une de l'autre et définissent

donc une bijection :
(p1) : Irr(T°F) = Irr(F ;).

On fixe également une fois pour toute un générateur { de [F;n , Cest-a-dire une

racine (¢" — 1)-eme de 'unité dans @[.

Lien entre le centralisateur Cg(0) et les structures « standards »

D’une facon générale, lorsque toutes les racines de G ont la méme longueur,
on peut définir le centralisateur Cg(0) de la facon suivante (voir [20, 5.19]). C’est
bien entendu le cas des groupes linéaires et nous utilisons donc la définition qui
suit.

Définition 3.1.1. Soit 0 € Irr(T°F). On définit le centralisateur Cg(0) comme le
groupe réductif cF-stable engendré par T et les sous-groupes a 1-parameétre Uy,
(relatifs a T) tels que 0 (vu comme un caractére Y (T)) soit trivial sur a".

Cette derniére condition s’exprime plus simplement par (N (a")) = 1.

Dans cette définition, un caractere de Irr(TF) est vu comme un caracteére de
Y (T) via la suite exacte (voir par exemple [20, 5.2.3] ou [13, 8.11]) :

cF-1

1—Y(T) Yy (T) Yo meF 1.

Cela nous permet de préciser le centralisateur de 0 par la proposition :

Proposition 3.1.2. Le centralisateur Cg(0) est le groupe réductif cF-stable en-
gendré par T et les sous-groupes a 1-parametre Uy, ; (relatifs a T) ou |i — j| est
divisible par dg.

Démonstration. Au vu de la définition précédente, il suffit de déterminer les
entiers i, j tels que 8 o N, est trivial sur a;’j, la racine duale de a; ;.

Notons D; ; = a}’j(( ) (¢ la racine (q" — lj-iéme de I'unité précédemment fixée).
Les seuls coefficients diagonaux non égaux a 1 sont { et (™! en position i et J.
Alors :

n—i+1 n—j+1

n—-1 _
p1D; ;- Dy ;- Dy =g
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En factorisant ¢ 1 — ¢ 7*1 par ¢""/1 — 1, on en déduit que (p1).(0) est trivial

sur cet élément si et seulement si dg divise |i — j|. O

Corollaire 3.1.3. Le sous-groupe de Levi cF-stable Cg(0) est conjugué au sous-
groupe de Levi standard Lj = (GL,, )do.

Dans la suite, on notera x € G un élément réalisant cette conjugaison.

Nous souhaitons déterminer 1’élément v, introduit a la fin de la section 2.1.4,
qui fait le lien entre les structures « non-standards » et « standards ». Cet élément
sera notamment nécessaire pour utiliser la formule de transitivité 2.1.15.

Au vu de la « méthode » pour déterminer v expliquée a la fin de la section
2.1.4, le contexte est celui d’'un groupe de Levi F-stable (noté L en 2.1.4). Remar-
quons que puisque nous avons fait le choix de fixer un tore F-stable, T, quitte
a modifier 'endomorphisme de Frobenius, cela contrevient quelque peu a notre
choix : nous ne pouvons pas travailler directement avec Cg(6) (comme introduit
ci-dessus), mais il est nécessaire d’utiliser une version F-stable de ce sous-groupe
de Levi (ce dernier étant, pour sa part, cF-stable).

Nous utilisons donc le vocabulaire des tores F'-stables de type w € W relative-
ment a un tore T fixé (voir [22] ou [14]), appliqué a w = ¢ (I’élément de Coxeter).
Rappelons qu'un tel tore de type c, noté T,, vérifie qu’il existe g € G tel que
T. = 8T et g 1F(g) € cT. En particulier, la conjugaison par g (notée encore g)
réalise un isomorphisme de groupes finis : T/ = Tf . De la méme facon que
pour pi1 précédemment, on peut construire un caractére O, induit par 0 via g
par :

Or,:=0og!

et considérer son centralisateur Cg(T,,0t,) :=£Cq(60). Puis via le corollaire 3.1.3,
on obtient Cg(T,,01,) =5"Ly.
Cela nous permet d’énoncer la proposition suivante.

Proposition 3.1.4. Soit 6 € Irr(TF). Alors I’élément v décrit a la fin de 2.1.4,
relativement au sous-groupe de Levi Cg(0), est précisément la permutation :

Vg 1= (1,€9+1,269+ 1,...,(d9—1)€9+1)(2,eg +2,2eg +2,...,(d9— Deg +2)---
--'(69,269,369,...,d9e3).

Démonstration. La preuve se calque sur la présentation faite a la fin de la sec-
tion 2.1.4. Avec les notations précédant la proposition, le sous-groupe de Levi
F-stable Cg(T,,0t,) satisfait a : Cq(T,,0t,) = 4*L;. On peut donc définir un élé-
ment v € G par v;lF(vl) =(gx) 1F(gx). Et alors :

U1 =xTex

dans le groupe de Weyl. Les deux lemmes suivants viennent alors conclure la
preuve de cette proposition.
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Lemme 3.1.5. Par le corollaire 3.1.3, on peut choisir pour élément x la permuta-
tion

B (r—1dg+(g+1) siegfketk=qeg+rla division euclidienne,
* n—dg+k' sik=Fk'eg (pour k' =1,...,dp).
La permutation inverse, x~ 1, est alors définie par :

1. (r'=1eg+(q'+1) sidg fletl=q'dg+r'ladivision euclidienne,
ro n—eg+l1' sil=1'dg (pourl =1,..., ep).

Démonstration. Le corollaire 3.1.3 nous donne les sous-groupes Uy, ; interve-
nant dans Cg(0) : ce sont ceux tels que dg divise |i — j|. En conjuguant par la per-
mutation x ci-dessus, on a bien regroupé, a i fixé (i = 1,...,dy), les sous-groupes
Uayiyriza,+ avec k # 1 dans {1,...,eg — 1} en un bloc GLe,. On vérifie ensuite, que
Pexpression de x~! donnée est bien I'inverse de la permutation x. O

On déduit du lemme précédant 'expression

x lex= (1,69 +1,2e9+1,...,(dg—1)eg+1,
2,e9+2,299+2,...,(d9—1)€9+2,...
...,eg,2e9,3eg,...,dge9). (3.1.6)

Lemme 3.1.7. Un élément a (voir 2.1.4) corrigeant vy en vg = avi tel que vgF
stabilise (T,By) est a =(1,2,...,e9)" L.

Démonstration. La preuve de ce lemme sera faite dans la proposition 3.2.14. [
En admettant temporairement ce résultat, on trouve alors :
vp=avi=(l,ep+1,2ep+1,...,(dg—Deg+1)(2,e9+2,2ep+2,...,(dg — 1)eg +2) -
‘-'(69,269,369,...,d989).
O

Retenons que cet élément vy permet de ramener notre étude, quitte a modi-
fier le morphisme F', a celle de structures dites « standards ».

Remarque 3.1.8. Remarquons les faits suivants, qui auront une importance
dans la suite.

1. Donnons des notations plus précises pour I’élément x 'cx considéré en
3.1.6 : on notera cj ., € W :

Cniep :=CepUo = (Leg+1,2e9+1,...,(dg — Deg +1,
2,eg+2,269+2,...,(d9 —1)e9+2,

eg,2eg,3e9,...,dgeg).

2. La longueur de vg vaut : £(v) = eg(n —ey) (voir 3.2.2).
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3.2 Quelques généralités dans les groupes li-
néaires

3.2.1 Paramétrage des séries de Lusztig
Caracteres fantomes et représentations unipotentes

Puisque F est déployé, la formule 2.1.16 définissant les caractéres fantomes
se simplifie et s’applique a tout caractere irréductible de W par

1
=— (w) Ry,.
P e

Remarquons que Ry, = 1gr et Rsgn = St ; ceci provenant de formules clas-
siques pour les caracteres de Deligne-Lusztig (voir par exemple [14]). De plus,
il est possible de définir les R, pour une fonction centrale quelconque. On aura
besoin de ce dernier point dans le point 2. de la proposition 3.2.1.

De Torthogonalité des caracteres de Deligne-Lusztig, on obtient (R,,,Ry) =
x(w) et de Porthogonalité des caracteres de W, il vient la formule d’inversion

R,= Y xw)R,
xelrr(W)

Pour les résultats suivants, on renvoie au livre de Digne et Michel [22].

Proposition 3.2.1. 1. L'ensemble des fonctions {R, y € Irr(W)} est orthonor-
mal.

2. Soit L un sous-groupe de Levi de GL,, diagonal par blocs, pour toute fonc-
. G —
tion de classes f sur Wi, on a RL(Rf) = RIndVWVE(f)'

Ce dernier résultat sera notamment utile pour calculer des induits de
Deligne-Lusztig en se ramenant a 'étude d’un induit au niveau des groupes de
Weyl.

Remarquons désormais que le théoreme 2.1.17 énoncé par Lusztig et Sriniva-
san s’applique et nous fournit une parameétrisation des classes d’isomorphisme
des représentations unipotentes de G par les caractéres irréductibles du groupe
de Weyl. Ceci est réalisé grace a 'application :

Irr(W) — &(GF,1)
X — R,.

Utilisons maintenant 'isomorphisme W = G,, obtenu via 'application (i, j) —
Sa;,;- 11 est classique que les caracteres irréductibles de G,, soient en bijection
avec les partitions de n (voir par exemple [34]). Notons Part(n) '’ensemble des
partitions de n, on peut donc compléter la bijection précédente par :



40 Chapitre 3. Cohomologie des variétés de Coxeter Y(¢) pour GL,,

Part(n) — Irr(W) — &(GF,1)

On peut résumer cela dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Pour G = GL,, les classes d’isomorphisme des représenta-
tions unipotentes de GF sont paramétrées par les partitions de n via les bijections
ci-dessus. Pour A+ n, on note A — p) ce paramétrage.

Si nécessaire, on écrira pf{" pour spécifier le groupe.

Paramétrage des représentations unipotentes associées a X(c)

Le théoréeme 2.3.3 énoncé par Lusztig fournit une description de la cohomo-
logie de la variété XG(¢) en terme de GF-modules-(F). De plus, on sait que les
représentations irréductibles de GF apparaissant dans cette cohomologie sont
des représentations unipotentes de GF : elles correspondent donc a certaines
partitions de n via le paramétrage donné a la proposition 3.2.2.

Le théoreme 3.2.7 caractérise les partitions en question.

Le lemme ci-dessous montre que les seules représentations unipotentes de
GP intervenant dans la cohomologie sont celles associées a des partitions en
crochet.

Lemme 3.2.3. Les représentations unipotentes intervenant dans la cohomologie
de X(c) sont les ppg,1n—p) pour 0<k <n.

Démonstration. Par le résultat de disjonction da a Lusztig, dire qu'une repré-
sentation de G apparait dans la cohomologie de X(c) est équivalent a dire que
celle-ci apparait dans R..

Reprenons alors la formule d’inversion exprimant I'induit R,, en fonction des
caractéres fantomes R, pour w = c, I'élément de Coxeter de GL, (pour I'endo-
morphisme de Frobenius standard) : R; =} yc1re(w) X(c)Ry, aussi les seuls carac-
teres R, apparaissant sont ceux tels que y(c) # 0. Or, en utilisant la formule de
Murnaghan-Nakayama (voir [34]) appliquée au cycle ¢ =(1,...,n), on trouve que
x(c) # 0 si et seulement si la partition associée a y est un crochet, et dans ce cas,
1(c) = (=1)* our £ est 1a hauteur de ce crochet. O

Il reste encore a placer les différentes représentations paramétrées par les
crochets [k,1" %] (pour k£ = 0,...,n) dans les différents groupes de cohomologie.
Etant donné que chacun de ces groupes correspond a une représentation irréduc-
tible de GF, on place une seule représentation unipotente Pik,1n-+) Par groupe de
cohomologie. Les résultats qui suivent reposent principalement sur la proposi-
tion [37, 6.13.1] que I'on a énoncé en 2.3.5. On en rappelle une version adaptée
a GL,, ci-dessous :
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Proposition 3.2.4. Soit J une partie des racines simples A. Py =L Uy les sous-
groupes standards associés. Alors :

(H.(X%(c)), Indgg HY(XM (c;))) = (”i _1n +'°1]').
Démonstration. Les adaptations de 1’égalité issue de la proposition 2.3.5 au cas
du groupe linéaire sont les suivantes :

— Lerang de GL,, est r=n—1.

— Puisque F est déployé, il n’y a plus de limitation sur la partie J des ra-
cines simples et ny = |J| comme déja souligné dans la remarque succé-
dant a la proposition 2.3.5.

— Les termes [My], ou M est un Lg-module cuspidal de H'c‘]l(XLJ (cj),
ont disparu. En effet, Hé(XG(c)) étant un Gf-module simple, on a soit
HL(X%(c)[Mo] = {0}, soit HL(X%(c))[Mo] = HL.(XG(c)) (ceci étant réalisé
pour un unique M).

0

Commencons par quelques résultats qui aideront a comprendre le raisonne-
ment par récurrence a venir.

Supposons le résultat vrai pour le groupe Ly = GL, -1 x(GL;) (on a |J| = n—-2),
c’est licite car F' est déployé : dans H'ch(XLJ (cj) = HZ‘Q(XGLnfl(cn_l)), on trouve
par hypothése la représentation unipotente pf;»-1;. Or, 'induit parabolique cor-
respond a I'induit Indg” au niveau des groupes de Weyl et I'on a :

n-1
IndS" Xr1n-11 = X[1] + X9 1n-2
&, A1 [17] [2,172]>

on en déduit que les partitions paramétrant les représentations unipotentes
apparaissant dans H?_l(XGL”(C)) et HZ(XGLn(c)) ne peuvent étre que [1"] et
[2,1772] (mais on ne sait pas encore dans quel ordre) :

P[], Plo,1n-2] apparaissent dans H 1 (X (¢)), HE (X ().

Procédons au méme raisonnement en supposant le résultat vrai pour Ly =
GL,,_9 x (GL1)? (et donc |J| = n —3) : les valeurs du coefficient binomial précé-
dent sont alors respectivement 1,2 et 1 pouri=n—-1,netn+1. Or:

Sn
Indg"  Xpin-2) = X11m1 +2X12,10-21 + X13,10-81 + X[2,2,1n-4)-

Le dernier terme n’étant pas associé a un crochet, on sait déja qu’il n’appa-
rait pas dans un groupe de cohomologie de XG(c), on ne le prend donc pas
en compte. Grace a la multiplicité 2 qui apparait, on en déduit la répartition
suivante des représentations unipotentes dans les premiers groupes de cohomo-
logie :

(HET X (), prrop) = 1,

(HZ X (c)), pro,1n-2p) = 1,

(HE X (0)), prg gn-sp) = 1.
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Comme on le voit sur ces premiers raisonnements, pour obtenir un résultat
général il est nécessaire de connaitre 'induit Indg” xr1n-m1 (pour un entier 0 <
m < n) et plus précisément, la multiplicité des caracteres 11 dans cet induit, ou
A est un crochet [k, 1" %1 (k=1,...,m +1).

Lemme 3.2.5. Pour k =1,...,m+1 la multiplicité de Xk, 1n#] dans Indg”_ X1n-m]
est :

&, [ m
K, inrpp Indg” xpan-mp) = (k N 1)-

Démonstration. En travaillant avec les tableaux de Young, le résultat est aisé.
On souhaite ajouter m cases a [1”7"] et obtenir un crochet : on peut donc ajou-
ter soit des cases en bas de la premiére colonne, soit des cases a droite sur la
premiére ligne. Pour obtenir un crochet [%,1%7*], il faut ajouter m —k + 1 cases a
la premiere colonne et £ — 1 cases sur la premiere ligne. On en déduit le résultat
attendu. O

Pour étre cohérent avec les notations dans la proposition 2.3.5, faisons le
changement de variable m =n—1—-u, alorspour k2 =1,...,n—u

n—-1-u
<X[k,1n-k]’1nngX[1u1>=( b1 ) (3.2.6)

En particulier, pour £ = n —u, )[4 1] apparait avec une multiplicité 1 dans
I'induit.

On dispose désormais de tous les résultats nécessaires a la démonstration du
théoréeme suivant.

Théoreme 3.2.7. Les groupes de cohomologie de la variété de Coxeter pour GL,,
sont non triviaux pour les degrés :

i=n-1,...,2(n-1).

Un paramétrage des représentations unipotentes apparaissant dans la cohomo-
logie est donné par les partitions en crochet de n. Pour i=n-1,...,2(n—-1) :

(Hi(X(C)),P[i_(n-1)+1,12(”—1>‘i]> =1

Le tableau suivant récapitule la situation en donnant la cohomologie, le pa-
ramétrage du caractére, ainsi que la valeur propre du Frobenius.

H?_l HIC‘L . Hg(n—l)
paramétrage n n—2
de la rep. irr. unip. [1"] [2’ 1 I [n]
valeur propre . n—-1
de F 1 q q
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial et le
cas n = 2 est explicité dans [4, 4.1.4].
Montrons alors par récurrence sur j=0,...,n—1 que :

<Hgn_1)+j(XGLn(C))’ p[j+1,1n—j—1]> = 1

Le résultat a déja été prouvé pour j =0,1,2. Supposons le résultat vrai jusqu’au
rang j et reprenons la formule 3.2.6 pour u =n—j—2. Lorsque k. =1,...,j+2:

S, N\ ] +1
(X[k,ln*kpInden,jl[ln—fﬂ = (k B 1)’
en utilisant la proposition 3.2.4 :

_ _ F
<X[k,1n—k]’Indgz,jﬂcuwﬂ=<H£:n Dk “<XG<C>>,Ind§’§ (H (XM (),

ouL;=GL,_j_1x (GL1)*! et donc |J| =n—j—2. Pour les entiers £ = 1,...,j +
1 cela ne nous apprend rien de nouveau, mais pour 2 = j +2, on trouve que
Pj+2,1n-i-2) apparait dans H DU D(XGLn () (avee multiplicité 1). Cela conclut
donc cette récurrence.

Ce qui précede établit que le paramétrage est bien celui souhaité pour la
cohomologie de la variété de Coxeter pour GL,, et le théoréme est ainsi démontré
par récurrence.

0

Paramétrage pour les autres séries

On établit maintenant un cadre pour paramétrer les autres familles de repré-
sentations irréductibles. On rappelle que 'on dispose d’une partition de Irr(GF)
en séries de Lusztig E(GF,s) ou s € G*F" est un représentant des classes de
conjugaison F*-stables d’éléments semi-simples du groupe dual.

Le théoréme 2.1.12 permet de ramener ’étude d’une telle série a celle des
représentations unipotentes du centralisateur E(Cq(s)F *, 1). Le centralisateur
Cg+(s) est lui-méme un groupe réductif dont le groupe de Weyl est W(s) = {w €
W, Ys =s}. Dans le cas ou G est le groupe linéaire, le centralisateur de s s’iden-
tifie au centralisateur du caractere 0 € Irr(T°F) de la série géométrique associée,
le groupe de Weyl relatif s’identifiant alors a W(0) = {w € W, “6 = 6}. Le centra-
lisateur de 6 étant isomorphe a (GLee)d*", le théoréme de Lusztig et Srinivasan
(rappelé en 2.1.17) s’applique et on dispose alors d’'un paramétrage des repré-
sentations unipotentes :

Ir(WE)" — ECa®F,1) —  EGF,0)
X — Ry — R Ry ®0

Il faut souligner que l'on n’est plus dans le cas ou F est déployé : le groupe

de Weyl W(0) est isomorphe a (&,, )% et F agit en permutant les composantes
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de ce produit. Les représentations irréductibles de ce produit sont de la forme
a1X---Mag, avec a; des représentations irréductibles de S,,. En effet, le résultat
suivant (voir par exemple [17, 10.33]) s’applique car Q, est algébriquement clos
de caractéristique 0.

Lemme 3.2.8. Soient G et H des groupes finis et K un corps tel que les K-algébres
KG@G et KH sont déployées semi-simples. Notons X le produit externe de représen-
tations. Alors :

1. Pour pg (resp. pg) une représentation irréductible de G (resp. H) sur K,
pg X pgr est une représentation irréductible de G x H sur K

2. Toute représentation irréductible de G x H sur K est de la forme précédente.
De plus, les facteurs pg et pg sont alors uniques a isomorphisme pres.

Maintenant, sur ((‘See)df’, comme F' agit en permutant les dy composantes,
un caractere irréductible F'-stable de W(0) est donc de la forme y = aX---Na
avec a un caractere irréductible de G.,. Comme les caracteres irréductibles de
S,, sont en bijection avec les partitions de eg, on obtient un paramétrage des
représentations de la série £(GF,0) a 'aide des partitions de eg.

Proposition 3.2.9. Les représentations de la série E(GF ,0) sont paramétrées par
les partitions de ey. Cela est réalisé via les bijections suivantes :

Part(eg) — Irr(S,,) — Irr(WO)F — &Ca®F,1) =  &GF,0)
X — R, — RS R,®0
a — alX---Na
A — a)

G
Cg(0)

Ce paramétrage sera noté A — pg ).
Si nécessaire, on écrira pg' , bour spécifier le groupe.

Remarque 3.2.10. Le précédent raisonnement, permettant le paramétrage
d’une série de Lusztig par les représentations irréductibles F'-stables du groupe
de Weyl relatif, suit la preuve du théoreme [42, 3.2] de Lusztig et Srinivasan.

Ainsi, d’apres la proposition précédente, les représentations de GF apparais-
sant dans la partie 0-isotypique de cohomologie de la variété de Coxeter Y pour
GL,, sont nécessairement paramétrées par certaines partitions de ey. Nous sou-
haitons préciser cela et donner une caractérisation semblable a celle obtenue
dans le théoréme 3.2.7, le résultat sera énoncé dans le théoreme 3.4.3.

3.2.2 Résultats dans le groupe symétrique

Dans cette sous-section, nous faisons I'’étude combinatoire de certaines per-
mutations. Les propriétés ci-dessous interviendront dans la section 3.6.
Dans cette sous-section, on suppose n =de.
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Définition 3.2.11. Considérons la permutation v définie par :

vi=(l,e+1,2e+1,....,(d—De+1)(2,e+2,2e+2,...,(d — e +2)--
---(e,2e,3e,...,de).

Proposition 3.2.12. La longueur de v est ¢(v) = e(n —e).

Démonstration. Comptons les inversions de couples d’entiers. On remarque déja
quesib=(d-1)e+1,(d-1)e+2,...,de (cest-a-dire que b est a 'extrémité d’'un des
cycles) alors il y a n — e couples d’entiers (a,b) (avec a < b) s’inversant. En effet,
pour b =(d —1)e +k (pour un certain 1<k <e),parmilesb-1=(d-1)e+k—-1
couples (a,b) a considérer, seuls ceux pour a =(d —1)e+javec1<j<k—-1ne
s'inversent pas : il y a donc (b —1)—(k —1) = n — e inversions. Et donc e(n —e)
inversions.

Ensuite, on peut montrer que si b n’est pas a 'extrémité d’'un des cycles, il
n’y a pas d’inversion. Réécrivons ci-dessous le cycle v avec, dans la partie enca-
drée, les nombres inférieurs strictement a b (par exemple b est dans le deuxiéme

cycle).
(1 e+1 - b-1 b—1+e .- (d-1e+1)
b

(2 e+2 b+e - (d-1e+2)

(e 2 - |b+(e-2) de)
Or, appliquer v a un entier (qui n’est pas a 'extrémité de droite) revient a le
décaler vers la droite, notamment v-b = b + e et tous les entiers dans la partie

encadrée sont décalés vers des entiers inférieurs a v-b. Il n’y a donc aucune
inversion. O

Définition 3.2.13. Définissons une permutation c,e par cpe = (1,2,...,e)v et
plus explicitement :

Cne= (1,e+1,2e+1,...,(d—1)e+1,
2,e+2,2e+2,...,(d-1)e+2,

e,2e,3e,...,de).

Nous prouvons désormais le lemme 3.1.7. Il suffit de connaitre 'image de cer-
taines racines simples positives sous 'action de (1,2,...,e)_1cn,e, ceci est 'objet
du lemme suivant.

Lemme 3.2.14. L'action de ce_lcn,e = (1,2,...e)_1cn’e sur les racines simples po-
sitives satisfait aux propriétés suivantes :
— Pour k fixé (k = 1,...,d —2), les racines simples positives «a;; ou
ke+1=<i<j=<(k+1)e sont envoyées sur les racines simples positives a;
ou(k+e+1=<i'<j <(k+2e.
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— Les racines simples positives a; ; ou (d —1)e+1<i < j <n sont envoyées
sur les racines simples positives a; you 1<i’' <j <e.

Démonstration. Pour la premiere partie du lemme, c’est le méme raisonnement
que dans la proposition 3.2.12 : on exprime explicitement ¢, ., comme un tableau
(ou une matrice) de taille e x d et appliquer c, . a un entier revient a le décaler
vers la droite (voir la preuve de 3.2.12). Il n’y a donc pas d’inversion de couple
d’entiers, 'image des racines positives reste des racines positives. Ensuite, ap-
pliquer c,! ne modifie pas la racine positive.

Pour la seconde partie du lemme, c’est véritablement 14 ou intervient ¢, . Il
y a deux cas :

— Si(d-De+l<i<jsn-1l,alors:cpe-a;;=a; ;avec2<i'<j' <e. Et

ensuite, cgl @ = ajy_1 ;-1 qui est toujours une racine simple positive.

— Si(d-1e+1l<isn-letj=n.Alors:cpe-aj,=a;1avec2<i'<eet
cgl @1 = ;1. qui est & nouveau une racine simple positive.

Dans tous les cas, la permutation ce_lcn,e stabilise les racines simples positives

utilisées dans la définition de Lj (voir les notations de 3.1.3) et on peut choisir

a=c; O

La permutation c, . est un cycle de taille n, il est donc conjugué au cycle
cn =(1,2,...,n). Dans la proposition suivante, nous construisons par récurrence
une transposition conjuguant c, . a cj.

On donne auparavant quelques notations. Pour i < j, on note cf; jj =s;--*s;-1
le cycle (i,i +1...,7—1,j), et cj;; = sj-1---s; le cycle (j,j—1,...,i +1,i). Plus
simplement, on retiendra que c(; ;) désigne le cycle de i & j, la suite des nombres
entre i et j pouvant étre croissante ou décroissante. Il sera parfois plus judicieux
de laisser visible les réflexions simples utilisées et nous conserverons donc plutot
dans ces cas écriture s;---sj_1 ou sj_1---s;.

Sic=0(31,...,is),c =(n1,...,n,) sont des cycles a supports disjoints, alors
I’écriture c o ¢’ désigne le cycle formé par la concaténation des deux supports
(dans un groupe de permutation adéquat) : cec’:=(i1,...,is,n1,...,0p).

Proposition 3.2.15. On peut choisir une permutation x, . conjuguant c, . et c,
peut étre définie par récurrence de la facon suivante :
Xn,e =Xn—-de-1" (Sp—d-""Se) - (sn—(k+1) “+Sp—ke) *(Sp—2-Sp—e)
=Xn-d,e-1"Cln-d+1lel " "Cln—(k+1)+1,n—kel " Cln-1,n—el-
OU Xp—de-1 €St la permutation telle que *»~4e-1(cp_ge-1) = Cp—d; Cn-de-1 €tant
défini en 3.2.13. Autrement dit,

cr er 1 _
[n=d+1,el™Cln-1,n e]cn,e =Cn-d,e-1°Cln-d+1,nl>

et

Fn-de-1 (cn—d,e—l M c[n—d+1,n]) = (xn_d’e_lcn—d,e—l) ®Cln-d+1,n]-
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Démonstration. On montre la proposition par récurrence.

Notons X, le produit des £ premiers termes les plus a droite définissant
Xnes 2k = Cln—(k+1)+1,n—kel" " Cln-1,n-e]- On prouve d’abord par récurrence sur
k=1,...,d-1que:

kcn,e =
(. - n—(k+2e+1, n—(k+De+1, n—ke, .. n—e—(k-1),
2, ... n—(k+2)e+2, n—(k+1)e+2, n—ke+1, ... n—e—(k-2),
e—1, ... n—(k+2)e+(e—1), n—(k+1)e+(e—1), n—ke+(e—2), ... n—-k-1,
e, ... n—(k+2)e, n—(k+1e, n—=~k, n—k+1, n)
colonnes inchangées al;‘);és conjugaison par X, k colonnes modifiées
sauf sur la derniére ligne aprés conjugaison par Xp

Alors, par un simple calcul, en conjuguant [I'égalité précédente par
Cln-k+1n—k+1el = (n =k —1,...,n —(k + 1)e) on obtient le résultat souhaité.
O

En utilisant la décomposition précédente de x, ., nous calculons de quelle
facon la conjugaison par x, . modifie les longueurs entre c, . et ¢, : cela signifie
qu’a chaque conjugaison par une réflexion simple de x, ., nous souhaitons savoir
si la longueur reste stationnaire, augmente ou alors diminue (de 2).

Proposition 3.2.16. Considérons la décomposition précédemment établie
Xn,e = Xn—d,e-1 “(Sp—d " 8e)(Sp—d+1-""52¢) " (Sp—2°"*Sn_e),

on dispose des assertions suivantes :

1. La conjugaison de cp . par 2q_9:=(Sp—d+1--52¢) " (Sp—2°*-Sp—¢) ne modi-
fie pas la longueur.

2. Puis, la conjugaison de Z‘ch,e par (S,_q -+ S.) fait diminuer la longueur
de 2(n —d — e + 1). Plus précisément, les conjugaisons successives par Se,
PUis Sq+1, et jusqu’a s,_q, diminuent la longueur par 2 a chaque fois.

Démonstration. Pour la premiére assertion, montrons que pour 2 =1,...,d -3 et
Jj=0,...,(k+1)e—(k+2):

O(Sn-tressSn-trve The ) ) = ey ,).

Pour cette égalité, on utilise la forme explicite de zkcn,e dans la preuve de la

proposition précédente, et on remarque que :

S g 5> _ N
— (SntrDers T Sn-GerDe ke ) - @y (ki 1)et jr1n-(k+De+j+2 = On—km, OU m est

un certain entier strictement plus petit que n — k. En effet, comme
J=0,...,(k+1)e—(k+2),alorsn—(k+1)e+j+2#n—-k+1,...,n. Ainsi,
An—k,m € (Ol
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— (s”“k+1)e+f"'s”‘(k+“e'z"’Cn,e)_l CAp—(k+Detjtln—(k+De+j+2 = Cn—(k+2)e,m’s OU M’
est un certain entier strictement plus grand que n —(k + 2)e. En effet,
remarquons que la position de l'entier n —(k + 1)e + j + 2 dans le cycle
Sn—(k+De+j " Sn—(k+De T Cn,e est la méme que la position de 'entier n— (& +1)e +
j+2 dans le cycle ** Cn,e- Aussi, comme j =0,...,(k + 1)e — (k + 2) entier
n—(k+1)e+j+2 se trouve quelque part parmi les entrées encadrées du
cycle suivant. Ainsi, 'entier m’ est bien strictement plus grand que n —
(k+2)e+1etdonc On—(k+2)e,m’ € (R

chn,e:
(1. .- n—(k+2e+1, n—(k+De+1, n—ke, .. n—e—(k—1),
2, ... n—(k+2)e+2, n—(k+1)e+2, n—ke+1, ... n—-e—(k-2),
e—1, ... n—(k+2)e+(e—1), | n—(k+1)e+(e—1), n—ke+(e—-2), ... n-k-1,
e, ... n—(k+2)e, n—(k+1e, n—=~k, n—-k+1, n)

Pour la seconde partie de la proposition, écrivons explicitement la permuta-
tion Z‘ch,e :

(1 e+, 2e, Se-1, ... n—e—d+3,
2, e+2, 2e+1 3e, ... n—e—d+4,
e—1, e+(e—1), 2¢+(e—-2) 3e+(e—3), ... n-d+1,
e, n-d+2, n-d+3, n-d+4, ... n)

Alors, pour j=0,...,n—d—-e—-1:
[(se+j+13e+j"'3e'zd72Cn,e) — [(3e+j"'se'zd—20n,e) -2

En effet, il suffit de reprendre les mémes raisonnements que précédemment et
on trouve pour j=0,...,n—d—e—1:
— (SeriSed2¢, ) - ptjilerjr2 = An-d+2,m, OU m est un certain entier
strictement plus petit que n —d + 2 ; cette racine est donc dans @,

- -1 . . .
— (erimseZd-2e, )T Qoyjilerjr2 = An-d+1m’, 00 m' est un certain entier
strictement plus petit que n—(k +2)e ; cette racine est également dans ®~.

O]

Remarque 3.2.17. Pour retrouver, d'une autre maniere, le fait que la longueur
ne change que lorsque I'on conjugue par s,_q---Se, il suffit de calculer les lon-
gueurs des éléments c,, et z‘ch,e = Cn-de-1°Cln-d+1,n] (en regardant par
exemple le nombre d’inversions de couples d’entiers) et on trouve :

Ucne)—0(%2cp ) = 2(d —1)e —1).
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Or, I’'entier (d —1)(e —1) est précisément le nombre de transpositions dans le pro-
duit s;,_g - S.. On en déduit que la longueur diminue de 2 a chaque conjugaison
par une transposition du produit s,,_4 - se.

Corollaire 3.2.18. En suivant toutes les étapes de conjugaison, de c, =*"c, . @

Cn,e, la longueur a augmenté de 2 exactement (”_9)2& fois. Autrement dit :

l(cpe) =¥(cp)—(n—e)e—-1).

Démonstration. On utilise la proposition précédente. Etant donné une décompo-
sition x,, ¢ = Xp—d,e-1"(Sn—d " *Se)(Sn—-d+1°"-52¢) - (Sp—2--*Sp—¢), la longueur n’aug-
mente que lorsqu’on conjugue par se,...,S,_q (i.e. (d —1)(e —1) fois). Alors, par
récurrence, le nombre total de fois ot la longueur augmentera est :

(d—1e(e—1) (n—e)e—1)

d-De-D+d-De-D+---+(d-1)= 2 2

3.3 Premiers résultats sur la cohomologie de la
variété de Coxeter Y(¢) pour GL,

Dans cette partie, nous rappelons les résultats déja connus portant sur la
cohomologie de la variété de Coxeter Y pour GL,. Ces résultats sont principa-
lement dus a Lusztig, Digne, Michel et enfin Bonnafé, Rouquier et Dat dans un
contexte modulaire.

Si la cohomologie des variétés de Coxeter X(c) a été entierement décrite par
Lusztig (et donc plus particulierement pour G = GL,,), de nombreuses questions
restent encore en suspens concernant les variétés de Coxeter Y(¢) (pour GL,, et
donc a fortiori pour G quelconque). En effet, sur cette derniere variété, I'ajout de
Iaction du tore T°F complique les choses. Si'on suit la définition des caractéres
de Deligne-Lusztig, pour un choix d’un caractére 0 € Irr(T<F), il est essentiel
d’étudier les parties 0-isotypiques des groupes de cohomologie.

Dans I’étude précédente des variétés X(c), un role central a été occupé par
I’étude de 'action de 'endomorphisme de Frobenius F' (on rappelle que 'on tra-
vaille dans le cas déployé, sinon il faudrait considérer F?) sur la cohomologie.
Pour les parties 0-isotypiques, la tache semble déja plus ardue : les caracteres 6
n’étant pas nécessairement F'-stables, les parties isotypiques Hé(Y(C‘))g ne sont
pas F'-stables. En revanche, pour un caractere 0 du tore, la partie 0-isotypique
est munie d’une action du morphisme F% (dy étant l'entier défini en 3.1).

Selon le choix du caractére 0 et donc de I’entier dg associé, les résultats sui-
vants ont été obtenus.
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Casdg=1

C’est un cas particulier du théoréme énoncé par Lusztig portant sur la coho-
mologie de variété XS(c), voir 2.3.2. En effet, comme signalé en 2.1.13, ’'étude de
la cohomologie H;(Y(¢))g se rameéne a '’étude de la cohomologie H?(X(c)).

Faisons figurer a nouveau le tableau résumant le calcul de la cohomologie
dans le cas G = GL,, et pour 'endomorphisme de Frobenius usuel qui est alors
déployé.

Hg—l ‘ HZ ‘ ‘Hg(n—l)
1 ‘ q “ qn—l

Casdg=n

Ce cas a été traité par Deligne et Lusztig dans [20] puis par Digne et Mi-
chel dans [21]. Deligne et Lusztig on montré que la cohomologie de la variété
de Coxeter est concentrée en degré n —1 et Hg_l(Y(c')) o est une représentation
irréductible. Puisngjlgne et Michel ont montré que la valeur propre de F” asso-

ciée est (-1)""1q 2 : pour le choix d’'un représentant de ¢ par une matrice de
permutation ¢* (voir 2.2.3).

D’une certaine facon, seuls les « cas extrémes » des diviseurs de n ont été
traités pour le moment : le cas dg = n uniquement pour GL,, et le cas dg = 1 pour
un groupe quelconque. L'objectif principal de cette thése porte sur I'étude des
cas intermédiaires pour G = GL, et d un diviseur de n associé a un caractere
0 € Trr(T<F).

Cette étude portera sur la description de la partie 8-isotypique de la cohomo-
logie en terme de G -modules-TF x (F).

3.4 Résultats principaux

Les résultats principaux de ce chapitre permettent le calcul explicite de la
cohomologie de la variété de Coxeter YOIn(¢) (pour n quelconque). Ces résul-
tats reposent sur les résultats obtenus auparavant par Lusztig [37] et Digne et
Michel [21] que l'on vient d’expliciter.

On retrouve notamment les résultats importants que sont la disjonction de
la cohomologie et le calcul des valeurs propres du Frobenius. Cela nous meénera,
dans les chapitres qui suivent, a une description de I'algébre d’endomorphismes
ainsi qu'une description de la cohomologie de la compactification.

Rappel des notations

Dans tout ce qui suit, G = GL,, muni d’'un endomorphisme de Frobenius dé-
ployé (élévation a la puissance q). S’il n’y a pas d’ambiguité, les variétés de
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Deligne-Lusztig seront notées X et Y a la place de XCnF et de Y&F' .| Enfin,
cn =(1,2,...,n) est '’élément de Coxeter associé au couple (W,F). S’il n’y a pas
d’ambiguité sur le groupe de base, cet élément sera noté c.

Rappelons que des permutations vg, cp ¢, = Ce,Vg €t x5, ¢, Ont été définies dans
la section 3.2.2 et satisfont la relation de conjugaison *"<0¢, ., = c¢,. Comme F
agit trivialement sur W, 'application de conjugaison par x, .,, notée également
Xn,e, - T — T, induit un isomorphisme de groupes finis :

Xy : ) voF TC”F,

cela fournit alors des équivalences de catégories :
(Xn,e0) :@IT%H voF mod — @éTCﬂF'mOd

et
(Xn,ep)s : (Q,GF,Q,T%6F)-bimod — (Q,GF,Q,T*F')-bimod.

Le premier théoreme donne un isomorphisme entre les parties 0-isotypiques
de deux variétés de Deligne-Lusztig. Il aura pour finalité d’étre appliqué en as-
sociation avec le résultat de transitivité (voir 2.1.4).

Théoreme 3.4.1. Lapplication successive des propositions 2.2.1, 2.2.3 et 2.2.4
fournit un isomorphisme de GF -modules-(F%) entre les parties 0-isotypiques des
groupes de cohomologie :

HL(Y(¢n))o = HI2™(Y(Eo,00))p (m) (i €2),

avec m = o=1Xn=co)
Remarque 3.4.2. Au vu des équivalences de catégories précédant le théoreme
3.4.1, on voit le groupe de cohomologie H.(Y(¢,,06)) comme un GF-module-T¢"F
via (% ¢,)+« et prendre sa partie 0-isotypique, avec 0 un caractere de T F  a bien
un sens.

Ce résultat préparatoire permet de montrer le théoreme suivant, théoreme
donnant exactement les groupes de cohomologie de la variété de Coxeter Y. On
y fournit une description en GF-modules-TF x (F) de la cohomologie.

Pour ¢ € @4, on notera [{] le (F)-module de dimension 1 sur lequel F' agit
multiplicativement par £.

Théoréme 3.4.3. Soit 0 € Irr(TF). La description en GF-modules-TF x (F) de
la partie 0-isotypique de la cohomologie de Y(¢) est décrite par le tableau suivant,
ot l'on a fait figurer :
— les seuls groupes de cohomologie non triviaux,
— la valeur propre de Uendomorphisme de Frobenius F% sur chaque groupe
de cohomologie,
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— le paramétrage a Uaide des partitions de eg des représentations irréduc-
tibles intervenant dans chaque groupe de cohomologie.

(Hg_l)e (H?)H . (H(cn—1)+(e()—l))9 . (H?(nfl))g
F(0)=6 — —
A [11+ pg 117 ‘ [9]*pa 2,121 ‘ ‘ (g™ 1 P fep, 1701 ‘ ‘ [q""1* pom1
i — dw-o — dw-o — dn-o _
e =0 DT Te popiey | (D077 e py o ey | oo ‘ (D" g™ 5 " De ppeg ‘
F0)=0 — a1
dazz,()zg:l ‘ (=" lq 7 lepou ‘

De plus, F envoie la composante 0-isotypique de la cohomologie sur la compo-
sante 09 -isotypique : F(HL(Y(¢))p) = HE(Y()), a1

Remarque 3.4.4. 1. La notation e est utilisée pour ne pas avoir de confu-
sion avec une éventuelle multiplicité d'une représentation donnée.

2. Les cas «extrémes » dg =n,eg=1et dg =1,eg9 = n ont été obtenus respec-
tivement par Digne-Michel [21] (avec une légere reformulation de Wang
[49, 4.2.8]) et par Lusztig [37].

3.5 Stratégie générale de démonstration

Dans cette partie, nous décrivons les arguments et les raisonnements per-
mettant de prouver les théorémes précédents. Pour les résultats élémentaires,
des preuves sont données dans cette méme partie ; les preuves des résultats plus
techniques seront faites dans les parties suivantes du manuscrit.

Soit 6 € Irr(T¢"F). Considérons désormais les éléments Cey =81°"*Sey—1, Vg, €t
la partie I c A (I dépendant de 6) préalablement définis en 3.1.4. L'isomorphisme
de GF -variétés-T¢o"F de 1a formule de transitivité 2.1.15 devient :

Yo, xpor YErooF (¢, ) = YOF (¢, 09). (3.5.1)

U
Par la remarque 3.4.2, il est licite de prendre les parties O-isotypiques des
groupes de cohomologie associés, et comme la partie 6-isotypique de la coho-

mologie de Y7 ,, est concentrée en degré ¢(vg) (voir le théoréme B’ en 2.2.2), on
obtient :

HLU(YH (€0, 0000 = He " (Y10 @ppr HE VX0 (6 ). (3.5.2)

Désormais, afin de prouver le théoréeme 3.4.1, nous utilisons les propositions
de la sous-section 3.2.2.

Dans la proposition 3.2.15, nous explicitons une permutation x,., conju-
guant ce,vg =: Cpe, en c,. Notons x,., = s;,---s;, une expression réduite. Un

r
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point crucial consiste en la comparaison des longueurs des éléments de la suite
ci-dessous :

s Sio8s s;
Cp ="y o0y P27re, 0 it PiTChep,  Crieg- (3.5.3)
La proposition suivante résulte de la proposition 3.2.16.

Proposition 3.5.4. En lisant les éléments de gauche & droite, entre deux éléments
successifs, la suite des longueurs reste stationnaire ou augmente de 2. Autrement
dit, pour k=1,...,r:

O(% 1 Sir ey o) = (k%1 Fire, o) ou £(TiRaVire, o ) -2,

Ce résultat étant démontré, nous utilisons les résultats 2.2.1 et 2.2.3 reliant
la différence de longueur d’'une étape a la suivante aux variétés de Deligne-
Lusztig associées.
— Lorsque la longueur reste la méme d’'un élément a 'autre de notre suite
3.5.3, on applique la proposition 2.2.1.

— Lorsque la longueur augmente de 2 entre deux éléments de la suite, nous
utilisons la proposition 2.2.3 et la remarque succédant a la proposition
2.2.4. Les arguments justifiant 'application de la proposition 2.2.3 et
2.2.4 se trouvent a la section 3.6.

L'application répétee de ce raisonnement fournit alors le théoréme suivant,
dont le théoréme 3.4.1 découle, en considérant les groupes de cohomologie des
complexes.

On rappelle que 64’9 désigne le T°*-module de dimension 1 sur lequel T
agit par 6.

Théoréme 3.5.5. I existe un isomorphisme dans la catégorie dérivée des bimo-
dules D®(Q,GF-mod-Q,TF x (Fdoy) :

RTo(Y(¢,))® Q9 = RTe(Y(én e, )2m1(m) © Qp g,

avec m = —(e”_l)z(n_e").
Remarque 3.5.6. — A premiere vue, la formule semble inversée par rap-
port a la proposition 2.2.4, concernant le décalage et le twist. Il faut en
fait se rappeler que le raisonnement itéré utilise I'équivalence de site
étale Y(s71,w,$) = Y(s,$,w), valable lorsque ¢(sws) = ¢(w) + 2. Ainsi, a
chaque fois que l'on itérera la proposition 2.2.4, le décalage et le twist
[—2](—1) se trouvent du coté de I’élément de plus petite longueur ; dans le
théoreme ci-dessus, ¢, est de plus petite longueur que ¢, ,, tout est donc
finalement cohérent.
— Il est important de se souvenir que I’élément ¢, ., dépend du caractére
0 : l'isomorphisme précédent n’est pas vrai en dehors de la partie 6-
isotypique.
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— Prendre la partie 0-isotypique du membre de droite a bien un sens, on I'a
déja remarqué a plusieurs reprises, via la remarque 3.4.2.

Il vient alors le corollaire suivant en combinant 'isomorphisme 3.5.2 et le
théoreme 3.5.5. Les notations utilisées sont toujours celles précédant la formule
de transitivité 3.5.1. En particulier, la partie I dépend du caractere 6.

Corollaire 3.5.7. La tensorisation par le GF -module-L’I’F s Hg(ve)(YI,ve), réalise
un isomorphisme de GF -modules-(F) entre les parties 0-isotypiques :

HAYH (6n))o = He " (Y100 @ sgr HL 2O (¢, (m).
I

De ce corollaire, en utilisant ’équivalence de Morita donnée par le théo-
reme B’ (voir 2.2.2), on déduit par récurrence que les parties O-isotypiques
Hi(YG’F (¢n))p sont des GF-modules irréductibles : c’est ce que 'on souhaitait
dans la premieére partie du théoreme 3.4.3. En effet, comme L; = Cg(0), le ca-
ractere 0 satisfait alors (vgF')(@) = 0, et I'on se rameéne au cas des caracteres
unipotents déja traité par Lusztig!, cest-a-dire aux groupes de cohomologie
Hi2m- ) (XL, oF (cep))- Lirréductibilité ainsi que le paramétrage découle alors
des théoremes rappelés en 2.3.3 et 3.2.7.

Enfin, il est possible de calculer la valeur de la puissance de ¢ en utilisant les
résultats [41, 6.6] et [37, 6.1, 7.3] de Lusztig. Le calcul précis sera réalisé dans
la section 3.6.

Concernant la racine de I'unité, nous allons suivre une stratégie différente
pour la déterminer, en suivant les résultats [39, 11.3, 6.4] de Lusztig rappelés a
la proposition 2.2.6. Ces résultats établissent que la racine de 'unité ne change
pas a lintérieur d'une série de Harish-Chandra. Cependant, cette invariance
dépend étroitement du choix du relevement ¢ utilisé pour définir les différentes
variétés de Deligne-Lusztig : il est nécessaire d’utiliser tout du long un « reléeve-
ment cohérent » comme défini par Lusztig en [39, 1.23].

Tout d’abord, définissons une nouvelle permutation ¢ par le calcul suivant :

co:=cn-(n,n—dp,...,2dg,dg)
=(1,2,...,dg)dg+1,dg+2,...,2dg)---(n—dg+1,n—dg+2,...,n).

Comme w := (n,n —dy,...,2dg,dg) € W(0), en utilisant ce qui a été dit dans
la proposition 2.2.6, au lieu de considérer l'action du morphisme F% sur
Hé(YGL”’F (¢,))p, 1l suffit de calculer son action sur Hé(YGL"’F (c'{)"‘))g, ol 0'15” est
un relevement défini par Lusztig en utilisant le relevement cohérent précédem-
ment mentionné. Ce relévement sera construit en section 3.7.

Le principal intérét a introduire I'élément ééu réside dans le fait que ce der-
nier est contenu dans un sous-groupe de Levi standard F-stable, Ly = (GLg,)*.

1. La série géométrique de 6 correspond a un élément central de L.
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Ainsi, I'induction de Harish-Chandra donne :
HL (Y F (6§“))p = RE HLOYF (¢5)g,

et sur Hi(YLO’F (éé”))g, les résultats de Digne-Michel [21] permettent de calculer
la valeur propre du morphisme F% et plus particuliérement de calculer la ra-
cine de I'unité qui nous intéresse. En effet, cela résulte du fait que le caractere 6
est maintenant en position générale pour le couple (Lo, F).

Enfin, remarquons qu’en tant qu’endomorphismes de Y(¢), F et t € T°F sa-
tisfont la relation de commutation Fot =t?0F et donc F envoie la partie 6-
isotypique de la cohomologie sur la partie Bqn_l-isotypique de la cohomologie. En
effet, si u € H.(Y(¢))g, pour ¢ € T°¥ quelconque :

t-Fw)=0" Y oFw) =Fot? (u)=07"" O)F ().

3.6 Eléments de preuve du théoreme 3.5.5

Rappelons que les permutations ¢, et c.,vg =: ¢y ¢, sont conjuguées. Une
permutation x, ., réalisant la conjugaison a été construite par récurrence a la
proposition 3.2.15. La formule de récurrence est rappelée ci-dessous :

Xn,eg = Xn—dg,eg—1 '(sn—dg " 'seg)' (Sp—(k+1)"" 'Sn—keg)" “(Sp—2- "sn—eg)-

Pour montrer le théoréme 3.4.3, il reste a prouver que pour chaque étape ou
la longueur augmente dans la suite 3.5.3, il est possible d’appliquer la propo-
sition 2.2.4. Rappelons que la proposition 3.2.16 montre que la longueur n’aug-
mente que lorsque 'on conjugue par les réflexions de la parenthese la plus a
gauche : (s,_q, - S¢,). Cela signifie que 'on souhaite comparer les cohomologies
des variétés Y(*e+/w;) et Y(w;), ot w; := se@”‘l"'se'zdrzcn,ee O=j=n-dg—ey),
en appliquant la proposition 2.2.4.

Retenons que

0Co w;)+2=lw;),

et qu’il existe donc une identification puis une équivalence de site étale :
— s S - . ~ . . S y
Y((,l)]) - Y(seg+j’ 60+ijyseg+j) ’t_l) Y(839+j’899+.j’ €g+1wj)'
etale

Aussi, pour appliquer le résultat 2.2.4, nous avons besoin de la proposition sui-
vante. Utilisons la remarque 1.1.1, et remarquons que c, ¢, ainsi que tous ses
conjugués sont d’ordre n (car il s’agit de n-cycles).

Pour j=0,...,n—dg—eg notons w; := s‘f@ﬂ*l"'Se'sz—ch,eQ, alors par définition :

Nse9+jwj (Y *seHJrja)j,seB*jwj) = <NFn/s99+jij(a;/9+j,eg+j+1(())>'

Seg+j

La proposition suivante explicite le terme de droite.
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Proposition 3.6.1. Limage par la projection sur la premiére composante est :

\Vi pl _qd9+qd0u—v
NFn/sngrjij(aeg+j,eg+j+1(c)) - <C >

b

ouueNetvel0,...,dg—1}.
Et alors, pour j=0,...,n—dg—ep:

9(NF”/se(J*jij(a;/g+j,eg+j+1(())) 7 1.

Démonstration. Liélément aZH riegti 1@ est la matrice diagonale
diag(1,...,{,{71,...,1) ot les seuls termes non égaux 4 1 sont { et (™! en

position eg + j et eg +j+ 1. Dans le cycle Se9+,-_1...se~2do—2cn,eg, le terme ey +j+1
est en bas a gauche (dans une écriture explicite du cycle comme dans la preuve
de la proposition 3.2.16) et par un simple calcul :

p1(Npn;r(diag(l,...,¢ 4 1,...,1)) =797,

Notons ensuite (a,b) la position du terme ey + j lorsque 1'on regarde le cycle
zdﬂ‘zcn,eg comme une matrice de taille eg x dy (cf la forme explicite du cycle
dans la preuve de la proposition 3.2.16). Comme ey + j ne se trouve pas dans la
premieére colonne, b = 2. Mais alors :

dgla—1)+(dg-b+1)

p1(Npww,r(diag(l,...,1,¢,...,1))) =7 ,

et comme b =2, onadg—b+%<a(ljg.
Tl vient alors, (p1).(0)(¢"9+1" ") = (p1)«(O)((? ) #1 car v < d. O

On en déduit alors I'isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RT, (Y(@,)) = RTe (Y(Seqjs$ege . 707 0))) = RTe (Y0 w)) [-2)-D.

Si 'on répete cela a chaque modification de la longueur, on obtient le corol-
laire suivant (en appliquant le corollaire 3.2.18).

Corollaire 3.6.2. Lorsque l’'on parcourt de gauche a droite la suite, a chaque fois
que la longueur augmente :

o 8.8 Si S S:
Cn = " ern,eay 2 lrcn,697 lrcn,ega Cn,eg (363)

il est possible d’appliquer la proposition 2.2.3 suivie de la proposition 2.2.4. Ceci
Neg—1)

est fait exactement (n_e"T fois. On notera m cet entier.

Le corollaire 3.5.7 ayant été démontré, nous I'utilisons maintenant pour cal-
culer la puissance de ¢% dans la valeur propre de 'endomorphisme de Frobe-
nius. Rappelons I'isomorphisme de GF x (F%¢)-modules :
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Hé(YG’F(cn))H ~ Hg(ve)(YI,ve) ®L;'9F Hé+2m_[(v6)(YLI’vHF(C.eg ))9 (m)

En utilisant le résultat [41, 6.6], la puissance de ¢% dans la valeur propre
£(vg)
sur HSY (Y, ) est q% 2 .
La puissance de ¢% dans la valeur propre sur H. 2"~ ¢Wo)yLz.ooF (Gep))o €St

la méme que celle sur Hi+2m_é(v9)(XL1”"9F(cee)) car Ly =~ Cg(0) et v9F(0) = 6. Or,

d’apres [37, 6.1, 7.3] cette puissance est g% (”2’"_[(”9)_(‘39_1)), car L; =~ (GLeg)df’
et c., est bien 'élément de Coxeter associé a (L, 0pF).

En prenant en compte le twist de Tate, et aussi que £(vg) = eg(n —eg) et
m = ("_e")zﬂ, on en déduit que la puissance de g% dans la valeur propre de

F% gur Hé(YG’F(én))g (pouri=n-1,...,(n—1)+(eg—1)) est :

qd@@ 9 ng(i+2m—€(vg)—(eg—1)) x q~dom — ng(i—(n—1)+ o)
Remarque 3.6.4. — La puissance de g se réécrit également
dg(dg-1)

do(i-(n—1)) +e 2%

q , c’est donc une puissance entiere de q.
— Le cas particulier ou dg = n,ep =1 a déja été traité par Digne et Michel
dans [21]; la cohomologie de la variété est concentrée en degré n —1 et la

puissance de q" dans la valeur propre de 'endomorphisme de Frobenius
n(n-1)
estq 2

— Le cas particulier dg = 1,e9 = n a été traité par Lusztig dans [37]; la
cohomologie de la variété se trouve dans les degrés n—1,...,2n —2 et sur

le i-iéme groupe de cohomologie, la puissance de g dans la valeur propre

de 'endomorphisme de Frobenius est ¢i~"~D.

3.7 Calcul des racines de l'unité des valeurs
propres

3.7.1 Relevements de Lusztig et séries de Harish-Chandra
On rappelle la définition de la permutation cg = c,w avec
w:=mn,n—dg,...,2dg,dg) € W(O)

qui a été introduite dans la section 3.5. Par ce qui a été expliqué a la fin de cette
méme section, on est ramené a déterminer la racine de l'unité dans la valeur
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propre de 'endomorphisme de Frobenius (d’'une puissance de celui-ci) agissant

sur
HL(YF (¢§*))p = RE HLOYF (¢5)g,

et méme plus particulierement sur
HE(YXF (¢5%))g,

en raison de l'invariance de cette racine de I'unité a l'intérieur d’'une série de
Harish-Chandra ; a la condition de travailler avec des reléevements bien choisis
(voir 2.2.6).

Un reléevement dans Ng(T) satisfaisant aux bonnes conditions définies par
Lusztig est obtenu en prenant

Lu _ .u _.coh
Co = Cp W,

ou:
— ¢¥ est le relevement usuel de ¢, a 'aide d'une matrice de permutation
(avec seulement des 1 comme coefficients non nuls de la matrice),

— 1°°" est un relevement cohérent (« coherent lift » en anglais dans [39]) de
w. Cest-a-dire qu’il s’agit d'un produit de relévements s; (s; :=sq; @; € A),
avec la condition s; € (Ug,;,U_g,).

Proposition 3.7.1. Le relevement de Lusztig, él(;”, est donné par la matrice n xn
constituée de ey blocs diagonaux ci-dessous :

a, ]

Lu _ Cd

n .
ou édg est le relevement de cq, :=(1,...,dg) par la matrice

0 (_l)n—dg
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Démonstration. Par définition, w = (n,n —dg,n —2dy,...,dg). Remarquons tout
d’abord que 'on dispose d’'une décomposition en produit de transpositions :

W=(Sp—dy"*"Sn-25n-1Sn-2"""Sn—d,)
(Sn—2d9 *Sn—-dy-28n-dyp-18Sn-dy-2""" 3n—2dg) e (3.7.2)

~+(8q, " 82dp-252dy—-152dg—2 """ Sdy)-

Pour i =1,...,n—1, choisissons des relevements cohérents pour les transpo-
sitions s; par les matrices n xn :

i i+1
1
SL = _01 (]i € <Uai>U—ai>-
1

Par une récurrence immeédiate (sur k) on prouve les faits suivants pour & < j.
Notons M(k,j):=SpSp+1" ©+$j-1878j-1"""Sk+1Sk, alors :
- M(k)j)k,j+1 = ]-7

— Vi=k+1,...,j, M(k,j)1; =1,
— Mk, )jr1p =17,

— pour les autres colonnes, c’est-a-dire celles en dehors de k%,...,j+ 1, les
coefficients de la matrice sont ceux de I, (1 sur le terme diagonal, 0
ailleurs).

Ainsi, apres multiplication, le relevement de Lusztig c'{;“ =c¢%-M(n—-dgp,n—
DM(n—-2dg,n—dg—1)---M(dg,2dg — 1) a la forme attendue. O

Puisque Lo = (GLg4,)??, par la formule de Kiinneth, pour £ € Z :

"

kLo, F (L _ 11k (GLg, )0/ . N N
H (Y7, (¢5" g = Ho (Y0 (CayrCagr->CapDor, o

_ i1vGLg, (2" iowGLg, (2! leg GLg,( 2/
= @ HC (Y H(Cdg))HGLdB ®HC‘ (Y G(Cdg))eGLdg ®®Hc (Y e(cdg))gGLde’
i1+ +iey=k

ou Oqy, i est induit par 6 sur chacun des blocs GLg,. Or, 6g, dg est un caractere
en position générale (cf la définition de dg), et donc, pour chaque terme de la
somme directe dans le membre de droite, la cohomologie est concentrée en degré
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dg— 1. Il suit que la cohomologie du terme de gauche est uniquement concentrée
en degré n — ey et plus précisément :

n—e GLg, )0, ." .1 ./
HC B(Y( dg (Cde,cde,...,cde))e

= H(cie_l(YGLd@ (éi;e))eGLdg ® Hgg_l(YGLdg (é:ie))eGLdg ®e® Hgg_l(YGLdg (C.Zie ))GGLde '
(3.7.3)
Il reste désormais a déterminer les valeurs propres de I’endomorphisme de
Frobenius sur chacun des facteurs du produit tensoriel a droite. Pour cela nous
utilisons la proposition 2.2.7.
Nous nous reposons sur le résultat suivant de Digne et Michel, énoncé sur
GL,,, ou 'on choisit comme relévement de ¢, 1a matrice n xn :

0 (_l)n—l

1 0
Proposition 3.7.4 (Digne et Michel, [21]). Soit 6 € T°F telle que dg = n. La partie

-isotypique de la cohomologie de la variété YO n(¢PM) est concentrée en degré

n—1et HZ_l(Y(c'D M ) o est une représentation irréductible. La valeur propre de
1 n(n—-1)

F"est (-1)" 10(-1)"1qg~ 2
En appliquant ce résultat, nous calculons les valeurs propres de F”" sur

H'1(Y(¢,)), et H71(Y(¢),)), avec les éléments c, et ¢/, définis comme suit :
pour % un entier naturel quelconque,

0 (-1)kn 0 (-1

1 0 -1 0
Lemme 3.7.5. Avec les notations de la proposition précédente,

1. La racine de lunité de F" agissant sur HZ‘I(YGL"(C’;;))Q est
(_1)n—16(_1)k—n.

2. La racine de [l'unité de F" agissant sur H’cl_l(YGL"(c"n))gGLn est
(-1)"16(-1).

Démonstration. Dans les raisonnements qui suivent, on suppose que g n’est pas
une puissance de 2, sinon le résultat est évident car —1 = 1 en caractéristique
égale a 2.

Selon la proposition 2.2.7, il suffit de calculer 7 € T tel que 1~ F(7) = °t,
ou t € T satisfait ¢ = ¢"¢ ou ¢®M = ¢/t. 11 nous suffira ensuite de calculer

O(F™(t)t~1) pour conclure.



Chapitre 3. Cohomologie des variétés de Coxeter Y(¢) pour GL,, 61

1. Notons ¢ := diag(l,...,l,(—l)k_l) satisfaisant ¢ = ¢"t". Alors par un
simple calcul, un élémént 7 tel que T 1°F(1) = ¢(t*) est de la forme 7 =
diag(ai,...,a,) ou

-1 i n n
a; :(_l)q (k—l)aq (l — 1’._.n), avec aq :(_l)q (k—l)a.

Et alors :
Fn(_[)_[—l ﬂ) (_1)(k—1)(qn+q”‘1+1) — (_1)k—1

ou p1 désigne la projection sur la premiére composante. Aussi, on en dé-
duit que la valeur propre de F”* sur HZ‘I(Y(C'”))Q est :

n(n—1) n(n—1)

6(—1)k_1 x (_1)n—19(_1)n—1q 5 — (_1)n—19(_1)k—n q 3

2. Notons ¢’ := diag(—1,...,—1) satisfaisant ¢®M = ¢/¢'. Alors par un simple

calcul, un élémént v tel que 7 1°F(r) = “(t') est de la forme 7 =
diag(ai,...,a,) ou

a; = (—1)iaqi (i=1,...n), avec af =(-1)a,
notamment en utilisant g impair. Et alors :
Fn(T)T_l p1 (_1)(n—1)(q"+qn+1) — (_1)n

ou p1 désigne la projection sur la premiére composante. Aussi, on en dé-
duit que la valeur propre de F™ sur H> 1(Y(¢'))g est :

n(n—1) n(n-1)

0(-1)" x (-1 to-1""1¢ 2z =(-1)"to(-1)q 2z .

Ces résultats conduisent finalement a la proposition suivante :

Proposition 3.7.6. La racine de 'unité dans la valeur propre du morphisme F%0
n—ey GLg,)%0 ,." .1 N
sur Hj (Y( dg (Cdg’cdg"”’cdg))g est

e=(-1)""°.

Démonstration. Utilisons le lemme précédent avec GLy, au lieu de GL, puis
en choisissant £ = n. Par multiplication des valeurs propres, la racine de 'unité
cherchée est (—1)@010(—1)"~% x [(—1)%0-10(~1)] " = (~1)r~e06(—1)do-Dleo=D) =
(-1)""° comme 01" = 9.

O

3.8 Les exemples de GL,4 et GLg

Dans cette section, nous illustrons la méthode employée pour démontrer le
théoreme 3.4.1 pour GL4 et GLg.
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3.8.1 GL4

Le plus petit exemple d’'un cas intermédiaire intervient pour GL4 et 6 un
caractere satisfaisant dg = 2.

En prenant en compte les résultats de Lusztig et de Digne-Michel, le seul cas
restant a traiter est celui d’'un caractere 6 satisfaisant dg = 2. Avec les notations
précédentes, on a :

— ¢4=(1,2,3,4) de longueur 3,

— v =(1,3)(2,4) de longueur 4 et c42 := cov = (1,2)v, de longueur 5, est tel

que c4 =(2,3)c42(2,3).
On souhaite relier la partie 0-isotypique de la cohomologie de Y(¢4) avec celle de
Y(¢é20).

Comme l(cy2) = l(sgcysg) = l(cq) +2, Y(¢q2) 1= Y(S2¢482) s'identifie a

Y(s9,¢20,52) et il existe une équivalence de site étale

Y(¢4,2) = Y(s2,¢4,$2) — Y($2,89,¢4).
étale

Pour continuer dans I’étude de la cohomologie de la variété de droite, rappe-
lons I'expression de la racine duale aJ.

ay :t— diag(1,¢,t71,1).

Cela nous permet de faire le calcul des sous-groupes N, (Zay). Soit { une racine
primitive 4-iéme de I'unité, alors :

Noy(Zay) 2 07,

et donc 6 n’est pas trivial sur ce sous-groupe (car dg = 2) : le résultat de Bonnafé
et Rouquier s’applique et 'on obtient I'isomorphisme suivant dans la catégorie
dérivée des G x T x (F2)-modules :

RT. (Y(¢4,2)) ®Qpp = R (Y(S2,64,52)) @ Qpg = RI (Y(e)) [-21(-1) @ Qy 4.

Cela se traduit en terme de groupes de cohomologie par I'isomorphisme de G x
T<F x (F2)-modules (en inversant le décalage et le twist) :

H. (Y(ca))p = HI2 (Y(cap)), (1), i€Z

Le terme de droite (sans le twist) correspond a un groupe de cohomologie obtenu
par transitivité a partir du sous-groupe de Levi L; = (GL2)? correspondant au
centralisateur de 6 :

H"(Y(ca2))o = Ha (Y1) Oper HL (Y (é2))p,

le second isomorphisme provenant de ’équivalence de Morita signalée a la sous-
section 2.2.2. Il vient alors Iisomorphisme suivant de G¥ x (F2)-modules sui-
vant :
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Hé(Y(é4))g = H?(Y],U) ®L’;F Hé_z(YLI’vF(éz))B(l)-

Connaissant la cohomologie du terme le plus a droite, on en déduit que les
groupes de cohomologie ne sont non nuls que pour i = 3,4, et que les puissances
de g dans les valeurs propres sont :

— pouri=3:¢*x1xqg2=¢g?

— pouri=4:qg*xqg?xq2=q%

Le premier facteur g* provient d’'un résultat de Lusztig sur la cohomologie des
variétés Y ,, le second facteur de la cohomologie pour un caractére en position
générale, et le troisieme du twist de Tate.

D’une facon générale, la cohomologie est alors résumée dans le tableau ci-
dessous :

(H3)g (HY (H)p (HS)g

dog=1,eg=4 | [1lepgp14y |[qlepgra12) | [g%1 pos11 | [g°]e poa

dg=2,e0=2| [q%]e Peo,[12] [q*]e Po,2]

do=4,e0=1 | [-q51%pg 1

Remarquons que l'on a en plus fait figurer les racines de I'unité des valeurs
propres du Frobenius, obtenues par la proposition 3.7.6.

3.8.2 GLg

Les cas intermédiaires sont ceux correspondant a dg =2, 3.

Le cas dg =2

On a v =(1,4)(2,5)(3,6) de longueur 9 et cg3 := c3v = (1,4,2,5,3,6) de lon-
gueur 11. Cette permutation est conjuguée a cg par la permutation (4,2,3,5) =
$95483. Soit { une racine primitive 6-iéme de I'unité. Nous disposons de la suite
suivante pour les longueurs successives :

5(06) = [(82843306,3) = 5, 5(843306,3) = 7, 5(8366’3) = 9, [(0673) =11.

1. Comme /¢(cg3) = ¢(s3®3ce3s3) = ((*3ce3) +2, on en déduit I'équiva-
lence de sites étales : Y(ég3) = Y($3,%3ce.3,53) i» Y($3,$3,%3¢g,3). Or,
etale

p1 5_g2 ..
N3 3(20@)’ ) — ({7 77), donc 6 n’est pas trivial sur ce sous-groupe, ce
qui permet alors d’obtenir I'isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RT (Y(¢6) ®Qy0 = RT. (Y(Feg)| [-2U-1 ® Qp g,
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ou encore :
R, (Y(s‘ 3(56,3‘)) ®Qy =R, (Y(¢62)[211) 0 Q.

2. Comme ¢(*3cg3) = €(s4°*°3ce354) = €(***3cg3) +2, on en déduit 'équiva-
lence de sites étales : Y(53cg 3) = Y($4,%453¢g 3,84) ﬁ’ Y($4,84,%4%3¢cg 3). De
etale

plus, Nsysg 66,3(Za4‘1’) 2, ¢ ‘13_‘12>, donc 6 n’est pas trivial dessus, ce qui per-
met d’obtenir 'isomorphisme dans la catégorie dérivée :

R, (Y(%ce3)) Qg = RT. (Y(Te6)) [-21-1 ® Ty,
ou encore :

R, (Y(Fcg3)| ® Qg = R, (Y(Fea ) (21D @ Qyp.

3. Comme 5(848306,3) = 6(8282848306’382) = 6(52348306,3)+2, on en dé-
duit Téquivalence de sites étales Y(5+53cg3) = Y(sg,525453¢4 3,$9) ﬁ»
etale

Y($2,$2,32343506,3). De plus, Ns2s4s306’3(Za§’) , ((qs_q4>, donc 6 n’est pas
trivial dessus, ce qui permet d’obtenir I'isomorphisme dans la catégorie
dérivée :
R, (Y(s‘4ss'c6,3’ )) ®Q,=~RT, (Y(s‘28485c6,3)) [-2)-D e Qyy,
ou encore :
RT (Y(¢e) 8 Qg = R (Y(F5cg3) | [21) 8 Qy .
On en déduit alors I'isomorphisme :
RT. (Y(¢6))® Qg ~RI (Y(¢6,3)) [61(3)@ Qy ,

puis au niveau des groupes de cohomologie :

HL(Y(¢6))® Qpp = HLPO(Y(c6,3))(3)® Qg
= H)(Y1,0) ®ppr H 2 (Y00 (6))p.

Le facteur le plus a droite est non trivial seulement pour i = 5,6,7 et les puis-
sances de g pour chacun des groupes de cohomologie sont :

— pouri=5:g2x1xq 8=¢3

— pouri=6:¢xg®xq % =¢"

— pouri=T:¢%xq*xq¥=4".
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Le cas dg=3

Onav =(1,3,5)2,4,6) de longueur 8 et cg 2 := cov =(1,3,5,2,4,6) de longueur
9. Cette permutation est conjuguée a cg par la permutation (3,2,4,5) = s3sgs4.
Nous disposons de la suite suivante pour les longueurs successives :

Ulce) = L(***cg0) =5, ((****ce2)=1T, ((**ce2)=9, {lce2)=9

1. Comme ¢(cg2) = €(s4°*ce254) = £(**c63), on en déduit I'équivalence de
sites étales : Y(¢g2) = Y(34,%4c6.2,54) ;1> Y(S4cg 2). et donc I'isomorphisme
étale

dans la catégorie dérivée :
RT (Y(¢62) @ Q0 = R, (Y(Teq2)| 80y .

2. Comme ¢(**cg2) = 8(32323406 282) = 5(323406 2)+2, on en déduit lequlva-
lence de sites étales : Y(54ce 2) = Y(32,$234062 $2) — Y(s2,82,5254cq, 254c6.9). De
étale

plus, sts4c6,2(Za2 n, ¢ ¢°~q° ), donc 0 n’est pas trivial sur ce sous-groupe,
ce qui permet d’obtenir I'isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RT (¥(icg2)) © Qpp = T, (Y(Ficgp)) =201 8 Ty,
ou encore :

R, (Y(Sm)) ®Qy 9 =RT, (Y(s’@;)) [21(1)® Qy .

3. Comme /(*?°4cgg) = ¥(s3°3%2%4cgas3) = C(°3%2%4cga) + 2, on en dé-
duit I'équivalence de sites étales Y(s23406 2) = Y(s3, 333234062 $3) —T
étale

Y(s3, 33,33323406 2). De plus, NS38284062(ZC¥§) = ((q -7’ ), donc 6 n’est pas
trivial dessus, ce qui permet d’obtenir I'isomorphisme dans la catégorie
dérivée :

RT, (Y(Ticg3)) Qg = RT, (Y(Tic62) | -2~ D8 @y,
ou encore :
RT, (Y(¢6)) ® Q7 = RI (Y(F5c53) | 21D © Q.
On en déduit alors I'isomorphisme :
RI. (Y(¢6))® Qpp = RI (Y(¢62))[41(2) @ Qyp,
puis au niveau des groupes de cohomologie :

HL(Y(¢6) @ Qpp = HM(Y(c62))(2)® Qg
= Ho(Yz,0) ®ppr H Y (60)p.

Le facteur le plus a droite est non trivial seulement pour i = 5,6,7 et les puis-
sances de g pour chacun des groupes de cohomologie sont :
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— pouri=5:q¢2x1xq b=

— pouri=6:q2x¢3xq

-6

=q

6
K
9

D’une facon générale, la cohomologie est alors résumée dans le tableau ci-

dessous :
(H)e (HDe HDs H)e H)e H"
‘Zgié [11e pg 167 [q]eporo1e) | [a®1epgrs 13y | [aP1e pgrarz) | [a*1e possa1 | [°]e poyel
fgi% [—q®]e Po,[13] [=q®1e pas211 | [=¢"1e paysi
B3| @0z | [g°1epoa
w2t | [=a"1 po

Remarquons que l'on a en plus fait figurer les racines de I'unité des valeurs
propres du Frobenius, obtenues par la proposition 3.7.6.




Chapitre 4

Description de ’algebre
d’endomorphismes

Endgr (; H.(Y(¢)))

Pour rappel, les résultats de ce chapitre sont pour G = GL,. On rappelle
également la notation H}(V) := @; H.(V) (pour une variété quasi-projective V).

Les résultats du théoréme 3.4.3 du chapitre précédent décrivent compléte-
ment la cohomologie H;(Y(¢)) en tant que GF-module-(TF x (F)). A l'aide de
cette description, il est alors possible d’expliciter la structure de 1'algebre d’en-
domorphismes, et plus précisément de décrire cette structure en relation avec
I'algébre de groupe du normalisateur Ngr(T.); T. étant un tore rationnel de
type ¢, ou c est I'’élément de Coxeter associé a (W, F).

Les résultats de ce chapitre sont attendus comme conséquences des conjec-
tures de Broué, comme formulées dans [10], [11] ou [12]. Plus précisément, 'une
des conséquences de ces conjectures porte sur la description de I'algebre d’en-
domorphismes des variétés de Deligne-Lusztig X associées a des éléments du
groupe de tresses B qui sont «racines » (au sens de [12]) de 7 := wo2 € B (wy
étant I'image dans le groupe de tresses de I'élément de plus grande longueur
dans W, usuellement noté wg) : pour un tel élément w € B de pré-image w € W,
il est conjecturé que

H,(w) = Endgr Hi(X(W)),

le terme de gauche étant le spécialisé en x — g d’une algébre de Hecke « d-
cyclotomique » pour le centralisateur Cw(wF') (et de parametre x). Une algebre
de Hecke est dite d-cyclotomique associée a Cw(wF') si la spécialisation x —
e2md donne ’algebre de groupe @gCW(LUF).

67
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4.1 Quelques résultats préliminaires pour la va-
riété de Coxeter

4.1.1 Le cas de la variété X(c)

Comme souvent, nous souhaitons étendre certains résultats tout d’abord ob-
tenus sur les variétés X. Le résultat essentiel est celui énoncé par Lusztig dans
[39], que 'on a rappelé dans la proposition 2.3.4. Appliqué au cas des groupes
linéaires, celui-ci fournit un isomorphisme d’algebres :

Endgr H,(X(c)) = Q/(F).

Le lien précis entre cet isomorphisme et les conséquences de la conjecture de
Broué, que I'on a précisé dans I'introduction de cette section, est décrit par Digne
et Michel dans [23, §4]. Remarquons qu’outre les groupes linéaires, le travail de
Digne et Michel s’applique aux variétés de Coxeter des groupes réductifs non
tordus, quasi-simples.

Revenons a notre étude dans le groupe linéaire. La variété Y(¢) disposant
en plus d’'une action de T¢F, il semble naturel d’espérer que Ialgébre d’endo-
morphismes fasse apparaitre a la fois 'endomorphisme de Frobenius F, mais
aussi une partie dépendant du tore T. Tout comme dans le cas de la variété X,
la disjonction de la cohomologie sera un ingrédient majeur pour la description.

4.1.2 Le cas de la variété Y(¢)

Comme signalé auparavant, nous souhaitons étendre certains résultats ob-
tenus d’abord sur les variétés X ; ici, cela concerne le résultat 2.3.4, corollaire du
résultat principal de Lusztig dans [39].

Comme premier pas vers notre objectif, remarquons I'égalité suivante sur
les dimensions. Dans cette partie, on appliquera les différents résultats obtenus
dans le théoreme 3.4.3. En particulier, ci-dessous, il est fait usage du résultat de
disjonction de la cohomologie.

Dans ce qui suit, nous utilisons un tore F-stable, maximal, de type c (rela-
tivement & T fixé auparavant). Un tore de type ¢ s’écrit T, = xTx ! ou x € G
satisfait x "1F(x) = ¢. A la section 4.3, nous ferons l'effort de revenir a des struc-
tures dépendantes de T, comme on I’a fait depuis le début du manuscrit.

Proposition 4.1.1. dimEndgr (H.(Y(¢))) = INgr(To)I.
Démonstration. Afin de prouver cette égalité, I'idée est de calculer le produit

scalaire <R$ (regTC),Rg (rech)> de deux manieres différentes. La premiere fa-
con repose sur la disjonction de la cohomologie obtenue précédemment (ceci est
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utilisé dans la seconde et la troisieme égalité ci-dessous) :

<R‘Ti<rech>,R%<rech>> = <Z(—1)iHi(Y(c‘)),Z(—l)iHi(Y(c’))>

= 3 (HL(Y(e), HU(Y (@)

- <Z Hi(Y(e»,ZHé(Y(c))>
i i
= dimEndgr (H,(Y(¢)))
D’une autre facon, un cas particulier de la formule de Mackey établit que
R (0),Rf (0) = IT" | |{n € Ngr(T,),"0 = 0},
alors :

(RS (regy,),Rf (regr))= Y Y ®RE©O,R§OY)
OeIrr(T<F) 0’ eIrr(T<F)

= Y ITF| T INGgr(To)|
Oelrr(TeF)

= |Ngr(Te)l.

4.2 Etude d’une sous-algebre
Remarquons que 'on dispose de morphismes naturels :
QT — Endgr (HA(Y(¢)))
et

Q/(F) — Endgr (HL(Y(¢)))
F—9

Cela nous permet de considérer la sous-algebre A := (Q,T°F, ) de ’algebre
d’endomorphismes.

Pour un caractere irréductible donné, y € Irr(GF), on rappelle que I'on note
ey € @[GF I’élément idempotent central associé dans I’algebre de groupe.

Notons yp ; le caractere de GF défini par la représentation Hé(Y(é))g. D’apres
le théoréme 3.4.3, yg; est irréductible et remarquons que yg; = yga ;.

Prenons alors la partie yg ;-isotypique de la cohomologie complete, on obtient
en terme de (TF % (F))-modules :
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ey, @H?(Y(c’)) = H(Y(¢))eg +er) ++ +epiy-1(9)
= H(Y(¢))eg & HL(Y(c)ep() @ - & HLY(C))epay-1)-

Sur cette somme directe, il est facile de suivre Paction de T<F sur les diffé-
rents caracteres 0, F(0),...,F%~1(0) mais également I'action de 'endomorphisme
de Frobenius F, via 'endomorphisme ¢. Ce dernier envoie chaque composante
sur la précédente, la premiére sur la derniere, et avec en plus une multiplication
par (—l)n_ef’qd"(i _(n_1)+%) (la valeur propre de F% calculée auparavant) lors
du passage entre la seconde et la premiére composante. Cela résulte du théo-
reme 3.4.3.

Des remarques du paragraphe précédent, nous en déduisons des actions sur
Hom@[(}p (Hé(Y(c'),yg,i) (qui est de dimension dg) ; celles-ci sont données explici-
tement par les matrices :

o(t)
teTF — FOXW _ € Mat, (Q,)
Fao=1(6)(t)
et
0 €p,;
0 1
p— 0 1 € Matg, (Q,)

1

1 0

do(i-(n-1)+252)

aveceg; =(=1)""%q , la valeur propre de F% déterminée au théo-

réme 3.4.3.

Proposition 4.2.1. Les applications précédentes définissent des morphismes
d’algebres surjectifs vg ;, pour i =0,...,eg—1let O € Irr(TF) |

vg,i : A— Matq,(Q)).

Démonstration. Afin de prouver la proposition, il suffit de montrer que les ma-
trices de la base usuelle ont des antécédents par vy ;, pour 0 et i fixés.
En utilisant les éléments de I’algebre du tore

t= €p,.. .,eng—l(g),
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on obtient des antécédents pour toutes les matrices diagonales de la forme
diag(0,...,0,1,0...,0). La multiplication par la matrice associée a ¢ permet alors
d’obtenir les autres matrices, a une puissance de g pres. Plus précisément, étant
donnée la matrice diagonale avec un 1 en i-iéme position et des 0 ailleurs, les
multiplications a droite par la matrice associée a ¢ permettent de récupérer les
matrices de base E; 7. Les multiplications a gauche permettent de récupérer les
matrices K- ;. O

Proposition 4.2.2. Soient 0,0 € Irr(TF) et i (resp. j) un entier de {0,1...,e—1}
(resp. {0,1...,eg —1}). Alors,

Vo =vy ;o i=jetIkel0,...,dg—1}, 8' =F*).

Démonstration. On considere des morphismes vq; et vy ; tels que vg; = vg ;,
c’est-a-dire que les représentations sont isomorphes. Il existe donc une matrice
M € GL4,(Q,) vérifiant pour tout ¢ € TF

0(t) 0'(2)

FO)@) F@)()

Fao=1(0)(t) Fao=1(9")(2)
(4.2.3)
Choisissons ¢¢ un générateur de T°F (qui est cylique). En comparant les valeurs
propres de I’égalité précédente évaluée en g, on en déduit qu’il existe un en-
tier kg € {0,...,dg — 1} tel que 0'(¢g) = F%0(0)(¢y). Montrons que cette égalité est
évidemment vérifiée pour tous les ¢ € T°F
Pour la seconde partie de la proposition, a savoir que i = j, il suffit d’appliquer
le déterminant de part et d’autre de ’égalité matricielle

M vy i(p)=vgilp)-M,
Et on obtient :

(_1)n—e9qd9 (i_(n_l)“L%) =(- 1)n—equg (j—(n—1)+ e )

J

et alorsi=.
La réciproque découle de la relation ygs ; = yp,; : il suffit alors de conjuguer
par une matrice de permutation pour obtenir 'isomorphisme de représentations.
O

Corollaire 4.2.4. On dispose de l'identification suivante de 'algébre d’endomor-
phismes :
Endgr (H.(Y(¢)) = A.
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Démonstration. On remarque que le membre de droite est a priori une sous-
algébre du membre de gauche. Par la proposition précédente, on a obtenu un
paramétrage de certaines représentations irréductibles de la sous-algebre du
membre de droite. Mais ce paramétrage est exactement celui de toutes les re-
présentations irréductibles du membre de gauche. En effet, les représentations
irréductibles de I'algebre d’endomorphismes sont en bijection avec les représen-
tations irréductibles apparaissant dans H}(Y(¢)); et le théoréme 3.4.3 établit
que ces derniéres sont paramétrées de cette facon. Ainsi, le membre de droite
a autant de représentations irréductibles que le membre de gauche. De plus,
comme les dimensions des irréductibles sont les mémes, on en déduit I’égalité
des algebres. O

De ce dernier résultat on en déduit alors un isomorphisme d’algebres :

Endgr(HL(Y(@))= [  Matg,(Q)),
Oe[Irr(TF)/~F]
O<i<eg-1
ot [Irr(T°F)/ ~] désigne un ensemble de réprésentants des orbites de Irr(T¢F)
sous l'action de F'.

4.3 DLalgebre de groupe du normalisateur
Ngr(T,)

Nous établissons des résultats concernant l’algebre @[NGF(TC); I'objectif
étant de démontrer qu’il existe un isomorphisme d’algéebres

@ZN GF (Tc) ~ A.
La premiere réduction a faire est de voir qu’il y a un isomorphisme d’algebres
de groupes B _
Q/Ngr(Te) = Qu(T x (e)).

Lisomorphisme est en fait au niveau des groupes et se construit de la fagon
suivante. Un tore de type ¢ s'écrit T, = xTx~! ou x € G satisfait x 1F(x) = ¢.
La conjugaison par x induit un isomorphisme T¢F = Tf , puis par transfert de
structure un isomorphisme Nger(T) — Ngr(T,). D’apres le théoréme de Lang-
Steinberg, comme T est connexe,

Nger (DT = (Ng(T)/T)F =W,

Remarquons alors que dans le cas G = GL,,, 'action de F' est triviale sur le
groupe de Weyl, donc W¢ = Cw(c). Or, d’apres les propriétés des éléments de
Coxeter (voir la sous-section 2.3.1), Cw(c) = {c). Qui plus est, choisissons pour
relevement de c la matrice de permutation usuelle. Alors, I'intersection TF (¢)
est réduite a 'élément neutre et on en déduit Nger(T) = TF % (e).

Pour rester cohérent avec I'idée de fixer une fois pour toute un tore maximal
F-stable T, nous continuons avec Nger(T) plutdt que Ngr(T,).
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4.3.1 Représentations des produits semi-directs

On rappelle quelques considérations classiques de la théorie des représen-
tations des produits semi-directs et de la théorie de Clifford. On trouvera ces
résultats dans [32], [33] ou encore [15].

Dans toute cette sous-section, on suppose que G est un groupe fini, N un
sous-groupe abélien distingué de G et H un sous-groupe de G tel que G =N x H.
Notons que l'action de H sur N induit une action de H sur IrrN par :

G ) =y n).

Proposition 4.3.1. Pour Uaction induite de H sur IrrN, notons {O;} les orbites et
xi € O; un représentant pour chaque orbite. Notons H; le groupe d’isotropie pour
Xi, C’est-a-dire,

Hi={heH, "y; =1}

Puisque N est abélien, remarquons que le caractére linéaire y; s’étend en un
caractere yi de N x H; par :

1i(nh):=x;(n) (neN,heH)).

Alors, il existe une bijection entre les représentations irréductibles de G et les
paires (O;,L € IrrH;) donnée par la construction :

Ut = Ind%igiiﬁ ®L.

En particulier, .
dimU* =dimL x |O;].

On applique alors ce résultat pour obtenir ce qui suit :

Proposition 4.3.2. Pour G = Nger(T), H ={c) = (¢™1y et N =T°F, la construction
précédente fournit un paramétrage des représentations irréductibles de Nger(T)

par les paires
{G,0), 0 € Trr(TF) ~p et 0<i<ep—1},

et pour le choix d’une telle paire, la dimension de la représentation irréduc-
tible associée est dg (initialement défini comme étant le plus petit entier tel que

Fao(9)=0).

Démonstration. Il s’agit simplement de la traduction du résultat précédent. L'ac-
tion considérée étant celle par conjugaison, la relation ~5 définie sur Irr(T<F)
décrit bien les orbites voulues, en effet action de ¢! sur Irr(T¢F) est précisé-
ment celle du Frobenius F. Et pour le choix d'un tel représentant 6, le groupe
d’isotropie associé est
(c)g:={c" €{c), c"-0 =0}
Or (¢ -0 =F"(0) dou
(o = (™).

Ensuite, pour ce qui est de la dimension, T¢F étant abélien, la dimension des
caracteéres est 1, et la taille des orbites O; est précisément IKc)/ (e = dj. O
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On en déduit alors une décomposition de I'algebre de groupe du normalisa-
teur en produit d’algebres de matrices :

QyNger(T) = [T Matg,(@Q)).

O€[Irr(TF)/~p]
0<i<eg-1

Puisque le terme de droite était déja isomorphe a I'algebre A, étant donné 'éga-
lité des dimensions des algébres de matrices, on en déduit donc un isomorphisme
d’algebres :

QNger(T) = Endgr (HL(Y(6))).
Théoreme 4.3.3. Il existe un isomorphisme d’algébres :
QNger(T) = Endgr (HL(Y(C))).

Remarque 4.3.4. La simple existence de cet isomorphisme n’est pas tout a
fait satisfaisante. Obtenir une description plus précise concernant Q,Ngr(T) =
Endgr (H:(Y(¢))) constituera l'objet de la section suivante.

4.4 Une application du théoreme de déformation
de Tits

Le point crucial pour établir I'isomorphisme @[NGCF(T) =~ A et donc le théo-
reme 4.3.3 consiste en I'égalité des dimensions des représentations irréductibles
de I'algebre d’endomorphismes et de 'algebre de groupe du normalisateur (ces
dimensions étant égales aux entiers dg). Cette égalité a été obtenue « a la main »
en utilisant la théorie de Clifford.

Une autre maniere d’obtenir cette égalité aurait été de voir les deux algebres
comme les déformations d’une troisieme algebre « générique » et d’utiliser en-
suite le théoreme de Tits; c’est ce qui se passe avec la variété X et comme al-
gebre générique, 'algebre de Hecke d-cyclotomique. Pour poursuivre dans cette
voie, nous introduisons une troisieme algebre, suivant le modele des algebres de
Yokonuma-Hecke, et dont les deux premiéres en sont des déformations.

4.4.1 Relations dans A

Avant de parler de déformation, examinons les relations que nous avons dans
Endgr (H;(Y(c'))) = (@[TCF ,). Pour cela, rappelons le résultat portant sur la co-
homologie de la variété de Coxeter (théoreme 3.4.3) : la cohomologie H.(Y(¢))g
est concentrée en les degrési =n—1,...,(n—1)+(eg—1) et chaque groupe de coho-
mologie correspond a4 un Gf-module simple distinct. De plus, 'endomorphisme
de Frobenius admet les valeurs propres suivantes sur chacune des parties 6-
isotypique de ces groupes de cohomologie :
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(HZ_I)B (H?)‘9 . (I_I(cn—l)+(eg—1))‘9

dp(n—ep) dp(n—ep) dg(n—ep)
Fl90)=0 | (_1\n—eg L0 _qyn—eg , L0 0 dg | | (_1yr—ep . L 1 dg(eg—1)
doog | D072 (-1)""%0q™ 2 (=1)""%0q™ 2

On peut alors en déduire les relations entre les éléments du tore T et ¢
(image de F' dans I'algébre d’endomorphismes) dans I’algebre d’endomorphismes.
Dans ce qui suit, on note ey € Q, T 'idempotent central associé a 6 € Irr(T<F)
(a ne pas confondre avec ’entier ey := n/dg), on rappelle que :

B 1
|TeF

Y o He.

teTer

€9

Les relations sont alors, pour tout diviseur d de n (et e = n/d) :

el o dn—o) , g
vdin, [Je®-(-D""*¢ z *¥)( Y egp=0.
i=0 Oelrr(T<F)
dg=d

Choisissons alors 7 une racine (¢g” — 1)-iéme de I'unité dans @4, et identifions
TF 3 [F;‘n ~ (1) (via la projection pi, voir 3.1). Les caractéres 0 € Irr(TF) sont
paramétrés par les racines (q" — 1)-iemes de I'unité qui sont en fait des racines
primitives (¢% — 1)-iemes de l'unité (il s’agit de la valeur de 6(r)). Notons l’en-
semble de ces racines de 'unité ugff_) 1> on en aura besoin pour la définition 4.4.5.

Maintenant, I'idempotent eg s’écrit dans I’algebre de groupe Q,(r) par :
1 92

€)= —— Y 0(r) """, (4.4.1)
" —1 =0

Pour tout diviseur d de n et e = n/d, remarquons que :

-1
d qd—l
g -1 d_
Z e = Z 7(@“-Dk
q"—1 /=
Oelrr(TeF) k=1
dgld
d_ .. d(e—1)
_ 1 1+q +-+q T(qd—l)k
1+qd+--+qdleD k=1

Cela permet de définir des élément E; (avec d|n) dans ’algebre de groupe de
TF par :
E, :(1+qd+---+qd(e_1))( Z ep).

O€elrr(T<F)
dgld

Il est clair que cet élément vérifie la relation quadratique :

E2=(1+q%+--+q¥DE,.
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On définit alors pour d divisant n, 'expression e(q,d), par ce qui suit. Souli-
gnons qu’il y a bien une dépendance en q, e(q,d) étant obtenue a partir des E ;/
(pour d’|d) a I'aide d’'une formule d’inversion de Mobius :

e(q,d):= Z €

O€elrr(T<F)
dy=d
1 L
= qn_l Zd Z vt
peps) | k=0

La seconde égalité provenant de I'écriture 4.4.1. Remarquons que dans I’algebre
A, ¢ et les termes e(g,d) commutent. En effet, pey = e/ »-19. On en déduit
également que ¢ commute avec les termes E .

Les termes e(q,d) permettent de réécrire les relations précédentes de 1’al-
geébre d’endomorphismes sous la forme :

d(n—e)

e—1 )
Vdin, [[@?-(-1"*°¢ = "¥)elq,d)=0. (4.4.2)
1=0

Comme dans le cas des algebres de Hecke, ou la spécialisation ¢ = 1 redonne
lalgebre de groupe de W, on souhaite spécialiser la valeur de g en une racine
n-iéeme de l'unité, cela présente un probléme relativement a tous nos facteurs
e(q,d) qui ne sont pas définis pour de telles valeurs de q.

Nous contournons ce probleme en introduisant une algébre « générique », no-
tée A, ,, construite dans le méme esprit que les algebres de Yokonuma-Hecke.
Avant cela, remarquons la chose suivante : dans les relations précédentes, si
I'on développe chacune des relations et qu'on les somme, comme } ¢, (pcr) €9 =
Ydne(g,d)=1et que ¢ commute avec les termes e(q,d), on trouve une relation

de la forme
n—-1

"= Y PrigelgD] ¢, (4.4.3)
k=0 \!|pgcd(k,n)

ou les Py ; sont des polynémes de Z[X]. Cette derniere relation permet alors de
définir la nouvelle algebre A, ,. Avant cela, considérons 'exemple de GLs.

Exemple 4.4.4. Reprenons les relations définissant I’algebre d’endomorphismes
pour G = GLy4.

(- D@-q)Np—q*)Np—q°) e(q,1) =0,

(> - ¢*)p* - q*) e(q,2) =0,

(¢*+q° e(q,4) =0,
ou encore, apres développement :
p*e(q,1) =[(g + 1)+ D9’ —q(q* + D(g* + ¢+ De? +¢°(¢ + (g + D9~ ¢°] e(q, 1),
¢9'e(q,2) = [g*(¢” + Do* ~ ¢°] e(q,2),
p*e(q,4) = —q° e(g,4).
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En sommant, on trouve :

¢ =[(g+1)g*+1) e(q,1)] ¢
+[-a(@®+1)g* +q+1) e(g, 1)+ ¢*(g® +1) e(q,2)] ¢”
+[g3(qg+D(g*+1) e(q, D] g
6
)

On en vient a la définition de la nouvelle algebre. On rappelle que la notation

p(rl,l)_l 'ensemble des racines (" — 1)-ieme de l'unité u dans Q, telles que [ est le

plus petit entier satisfaisant ,urZ = .

Définition 4.4.5. On note A, , l'algébre sur @[[u] engendrée par deux généra-
teurs t,o avec les relations :

n
-1
T =1,
n-1 -2 5
o= > Pk,z(u)~rn_ Y)Y Pt of,
k=0 \l|pgcd(k,n) ﬂeﬂ(,lri,l 1=0
ot =to.

Lemme 4.4.6. L'algébre A, ,, est libre sur @g[ll] avec pour base les éléments t'a/
pouri=1,....,r"=1et j=0,...,n—-1.

Démonstration. Vérifions qu'une relation de dépendance @g[u]-linéaire sur les
générateurs ne découle pas des relations imposées sur les générateurs de 1’al-
gebre. Pour ce faire, écrivons I'action par multiplication a gauche de I'algebre
sur elle-méme dans la base constituée des éléments t'o/ (1 <i <r*—1 et
0<j<n-1)'. Ennotant d := (+" —1)n, on définit ainsi une application ¢ : A —
Matd(@g[u]) par :

Pt o)) =t/ et @o)tio!)=otlo! =g

pour 1<i<r®-1let0<j<n-1. Comme ¢ est la multiplication a gauche, il
est clair que les images ¢(¢) et ¢(o) satisfont aux trois relations de 4.4.5 (ou
éventuellement, il suffit de le vérifier sur chaque t‘07), on en déduit que @ :
A, — Matg (Q,[u]) est un morphisme d’algébres. Vérifions alors que ¢(t) et ¢(o)
sont des matrices Q,[u]-linéairement indépendants.

Il est immédiat de calculer les images de certains éléments de la base :

o) :t'o =t (A=isrt-1),

@(0) :t'o’ — t7 ol A<i<r"-1).

1. On voit A, , comme une algebre libre sur la base t'o7 et on vérifie que ¢ et o sont indépen-
dants.
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Aussi, si I'on ordonne la base des #'¢/ en faisant croitre i = 1,...,r" — 1 avant de
faire croitre j =0,...,n—1, on constate que ¢(0) admet un bloc de taille (" —1) x
(r"—1) de 0 en haut a gauche alors que ¢(¢) admet a cet endroit 1a une matrice de
permutation. Cela garantit la Q,[u]-indépendance linéaire des générateurs. [

Notation 4.4.7. Pour z € Q,, on note ev, : Q,[u] — Q le morphisme de spéciali-
sation défini par u — z.

Enoncons le résultat de spécialisation suivant :

Proposition 4.4.8. Pour { une racine n-ieme de l'unité de @;, lg spécialisation
ev; :u— ( de lalgébre A, ,, est isomorphe a lalgébre de groupe Q,(Z/(r™* —1)Z x
Z/InZ).

Démonstration. Pour obtenir cette description de la spécialisation, définissons
des éléments é(r,l) € A, ,, (pour I|n) par :

r-2
14l
rn— Z Z l't t.
ueu(l) 1=0
rit-1

é(r,l)=

On voit ainsi que la deuxiéme relation de I'algebre A, , a été construite en
imitant la relation 4.4.3 avec :

— r ala place de g,

— é(r,l) ala place de e(q,1),

— o ala place de ¢,

— u ala place de ¢ comme variable du polynéme Py ;.
Or, la relation 4.4.3 a été obtenue en développant puis sommant les relations
4.4.2. Aussi, nous écrivons les versions dans A, , des équations 4.4.2 que nous
spécialiserons avant de les développer et de les sommer. Au final, nous obtien-
drons la version spécialisée de la seconde relation définissant A, .

En suivant les quatre points de modification ci-dessus, les équations 4.4.2
admettent les versions suivantes dans A, ,, :

d(n—e)

e-1 .
Vdin, [[@?-D"u"2z ") &@r,d)=0. (4.4.9)
1=0

Dans ces relations, si 'on spécialise u en (, il vient :
Ydln, (c"-1)ér,d)=0.

Et en sommant, on trouve bien ¢” = 1, car on remarquera que } 4, &(r,n) =1 au
vu de la définition des éléments &(r,d). O

Remarque 4.4.10. Remarquons que la spécialisation précédente est déployée
semi-simple car @, est algébriquement clos de caractéristique 0.

Continuons I'étude générale des algebres A, , par la proposition suivante.
Celle-ci permet de justifier ’'application du théoréme de Tits plus loin dans la
section.
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Proposition 4.4.11. Lalgeébre A, ,, est déployée sur @;[u].

Démonstration. Reprenons les représentations irréductibles vg; de A et adap-
tons les au contexte des algebres A, ,. Pour 9 € Irr(Z/(r" — 1)Z), on note dg le
plus petit entier tel que 9% =9 et eg=nldg?. Soit 1 <i <eg—1, on définit alors
des applications v:;t;" t A — Matdﬂ(@g[u]) par:

(t)
() —
£ _ € Matg, (@,[ul)
19rd19—1(t)
et
0 €up,i
0 1
o 0 1 € Matq,(Q,[u])

1

1 0

. _ n*e,ﬂ
avec eu,g,i:(—l)"_ef’ud“’(‘ (n=D+= )

Par de simples calculs, il est immédiat la premieére et la troisieme relation

définissant A, , en 4.4.5 sont satisfaites par les images de v:;;’”. Concernant
la seconde relation, tout comme dans la démonstration précédente, remarquons
que celle-ci découle des formules 4.4.9 que l'on développe puis somme. Ainsi,
pour vérifier que la seconde relation de 4.4.5 est satisfaite, il suffit de vérifier

que les relations 4.4.9 le sont. En regardant les polyndomes caractéristiques des
matrices vﬁ?’”(a), c’est clairement le cas.

On en déduit que les v:;l:" sont des représentations de A, ,. Elles sont irré-
ductibles et vérifient

Ar,n -Ar,n

=Vt ei=jet ke, .. dp—1), O/ =0,

v

par les mémes arguments que ceux donnés pour les vy ; dans la démonstration
de les propositions 4.2.1 et 4.2.2. On en déduit que A, , est déployée sur Q/ en
comparant les dimensions de A, , et du produit d’algebres de matrices sur Q,[u]

, . A
provenant des représentations v . O

Dans toute la suite de la section, nous choisissons r = ¢ et nous considé-
rons les algebres Ay ,,. La proposition suivante est immédiate. Elle découle de la
construction méme des algebres A, , (ou A, ,).

2. On a volontairement choisi la notation 9 plutét que 6 pour réserver cette dernieére a des
éléments de Irr(T<F).
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Proposition 4.4.12. Lalgebre spécialisée “’1.A, , est précisément l'algébre A =
Q)((TCF X (c)). Cette algebre est également déployée semi-simple.

Démonstration. Sil'on spécialise les relations définissant 4, , par ev,, on tombe
exactement sur les relations de A. Le lemme 4.4.6 permet de conclure. O

Dans ce qui suit, on met en place le contexte pour utiliser le théoréeme de
Tits (deux fois), on en déduira ensuite que les algebres *V7 A, ,, et ®"¢ A, ,, ont les
mémes invariants numériques ; c’est précisément ce que 'on souhaite.

Proposition 4.4.13. Comme A, , est déployée sur @g[u], sif :@g[u] — @g est
une spécialisation telle que ' Agn est déployée semi-simple, alors Ay, et f Agn
ont les mémes invariants numériques.

Ceci s’applique en particulier pour les spécialisations ev; :u— (et evy :u — q.

Remarque 4.4.14. La définition des « invariants numériques » utilisée est celle
de [18, 68.13], on peut reformuler cela en disant qu’il existe une « application de
décomposition » (voir [30, 7.4.3]) entre les groupes de Grothendieck :

dr:R(Agn) — RCE AL,

et sile théoreme de déformation de Tits s’applique, alors d s est un isomorphisme
préservant les classes d’isomorphisme des modules simples. Ce point de vue est
présenté dans [30, §7].

Démonstration. Lhypothése sur f garantit que 'on peut appliquer le théoréme
de déformation de Tits. On en déduit que A, , est semi-simple (en plus d’étre
déployée) et que I'application de déformation ds est un isomorphisme préservant
les classes des modules simples.

Puisque les spécialisations ev; : u — ( et ev, : u — g donnent lieu a des al-
gebres déployées semi-simples, on en déduit que *V¢ A, , = QyNger(T), ®a Agn =
Aet A, , ont les mémes invariants numériques. O

4.5 Formule explicite d’isomophisme dans le cas
de GL,, (n premier)

Dans cette partie, nous cherchons a expliciter I'isomorphisme reliant 1’al-
gebre d’endomorphismes a I'algebre de groupe du normalisateur Nger.

Bien que ce ne soit pas le cas dans ce manuscrit, si 'on souhaite obtenir des
résultats en travaillant sur Z, (lorsque n est I'ordre de ¢ modulo ¢) plutot que
@[, il serait intéressant d’avoir une formule explicite de I'isomorphisme. Ceci est
traité en détails pour SLo dans la section 8.3 du livre de Bonnafé [4].

Le normalisateur Nger est isomorphe au produit semi-direct TF % (c). Re-
marquons que ce produit semi-direct admet pour générateurs les éléments de
T<F et ’élément c. De plus, il est caractérisé par les relations :

c"=1, ct?=tc.
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A partir de la relation polynomiale 4.4.3 portant sur ¢, nous cherchons a ob-
tenir une formule polynomiale en ¢ et les {Es,};-1,. , (61,...,6, étant 'ensemble
des diviseurs stricts de n), notée Q(¢,Es;,,...,Es,) (avec @ un polynéme a plu-
sieurs variables), vérifiant

Q((PaE51,---,E5,)n =1.

Cette expression fait sens, puisque I'on a remarqué que ¢ et les termes E5, com-
mutent dans la sous-section 4.4.1. Si de plus, cet élément Q(¢,E;,,...,Es,.) sa-
tisfait a la relation :

Q,Es,,....Es )t =tQ(¢,Es,,...,E5) (teTY)

on peut définir un isomorphisme explicite Q,N qir(T) = A via :

Q/Nger (D) =Qu(TF x(c) —  A=(Q,TF,¢p)
c Q((p,E(sl,...,E(sr).

Dans le reste de cette section, nous travaillons avec n un nombre premier.
Grace a cette hypotheése, les formules précédentes, et plus particulierement la
relation 4.4.3, s’expriment avec un seul élément Es, (noté E1) :

n-1
¢" =Y [Pri(g) e(q,1)] ¢".
k=1

4.5.1 Le cas G=GLy

Le cas de GLg peut se traiter différemment des autres grace a une simple
mise sous forme canonique. En effet, la relation polynomiale satisfaite par ¢
est dans ce cas (en utilisant I'élément E1 = (1 + q)e(q,1) vérifiant la relation
E%=(1+Q)E1): \

¢"=¢E1—q.
Et alors :
(p-2EDP=—q-~(g+DE

en utilisant la relation E% =(1+q)E;. Par un simple calcul, une racine carrée de
I'inverse du membre de droite est :

el = )
=g\ (@-DG~g+1 )
Ainsi, 'expression polynomiale
1 v—q-—1 ) 1
,Eq) = 1- E -—E
B \/—_q( @-Dy=g+n" "

satisfait la relation voulue.
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Remarque 4.5.1. Avant de passer au cas général, remarquons que I'expression
précédente se développe puis se réécrit sous la forme :

v—q(qg+1) 1 Eq
(p,Eq1) = Eqi+ +
B [(q—l)q(q—2\/—_q—1) ' H](p q-1
CvEalg-2y=g+1) 2 Eq
_[ 1-9q(1+q) (B (1+q))+1—q](p+q—1'

Cette réécriture, a priori plus compliquée, prendra tout son intérét dans la sous-
section suivante.

4.5.2 Le cas général G =GL,

Pour traiter les autres cas, on note { une racine n-ieme de l'unité et introdui-
sons le polynéme interpolateur de Lagrange, noté @'%€ € Q[X], vérifiant :

1—1, ¢g—( ¢~ .., ¢ =L

lag lag
leg clog

Soit @ € Q,[X,Y] un polynéme satisfaisant a Q(¢,E1)" = 1 dans l’algebre
A= (@;TCF ,@). Dans le cas particulier ou l'on travaille avec la variété X(c) au
lieu de Y(¢), c’est-a-dire que I'on prend ¢ = ¢* (pour les i €{0,...,n—1}) et E1 =
1+qg+---+g¢" ! (car on applique I'idempotent e;). Alors, la relation précédente
devient, apres application de eq :

Ce polynome est de degré n —1 et on note C ses coefficients.

Qg 1+q+--+q¢" H*=1, i€{0,...,n—1}.

Autremellt dit, apres le choix de racine de l'unité, le polynér_ne QX,1+q+
g He@ ¢[ X1 correspond au polynéme interpolateur Qe cQ X1

Lemme 4.5.2. Dans lalgébre A, on dispose de la relation suivante :

E; n E;
g+-+qv1)  14g+-+gnl

lag .
@ 1+

Démonstration. Avec les notations précédant le lemme, soit @ € @[[X ,Y] satis-
faisant (¢, E1)" = 1. On écrit : Q(X,Y) =Y 420 Xis0ar Y * X!,
Alors, toujours grace aux considérations précédentes,

QX)) =QX,1+q+-+q" =Y Y apA+q+---+q" )X\
k=01=0
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Ainsi :
E
lag . 1
@ ((p)1+q+...+qn—1
E
=Y Y arul+g++g" N 19 +Q(0,0) -
kgll;) 1+q+...+qn 1
~ Y Y aniBhy! +Qp,0——2
k=1120 A & 1+g+---+qgn1
E,

= ’E + ,0 _]_
Qlp,E1)+Q(p )1+q+...+qn—1
=Qlp,En)+ R(p,0)(E1—(1+q+-+q" V).

1+q+...+qn—1

Maintenant, comme E1 - (E; —(1+q +---+¢"1)) =0, par la formule du binéme :

El )n
1+q+---+qg"1

(Qlag((p)_

=Qp.ED"+ R, 0" (E1—(1+q+---+¢" )"
n-1(,
+
s

=1+~ !

(1+q+---+qgn1)yn

Q.0 e Qe 0 (B - (g oot g h)" "

E,
+otgq

E,
1+q+---+q"1

_ _(_1\n-1
D+A- D" )

C1l4gHe+ gl

L’avant-derniére égalité provenant de (E1—(1+q+---+¢" )" =(-1)" " 1(1+q+
@Y HE -1+ g+ + 9" D) et Q(¢,0)" = 1. Pour cette derniére égalité,
il suffit de remarquer que l’algebre engendrée par ¢,E; s’identifie a 'anneau
de polynémes a deux variables @([X ,Y] quotienté par I'idéal engendré par les
relations X" = ZZ;%Xk-Pk’l(q) YetY2=(1+qg+:--+¢" 1)Y. Dans cet anneau, on
évalue Q(X,Y)"” =1 (relation définissant  dans les notations avant le lemme)
en Y =0 pour obtenir la relation voulue. O

Théoreme 4.5.3. Notons Q(¢,E 1) l’élément de A défini par :

n—-1

Q((p:El) = a(El —(1+q + ...+qn_1))+clag](pn—1

El lag -2 lag lag
+1+q+...+qn—1(cn—2(pn +'”C1 (p+CO )’
avec !
n ag
-1 Cn—l

T 12+ n-1°
(1+q+...+qn—1)q(n_2) 1+q+...+q

Alors Q(p,E1)" = 1. De plus, si t € T ona Q(p,E)t? =tQ(p,E1).
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Démonstration. Lexpression polynomiale se réécrit :

la
Cn—gl ] n—1+ Qlag((p)El

1+q+---+qgn1 1+q+--+q" 1V’

Q,ED=(E1~1+q+-+q")|a-

et alors :
cleg n
EV'=(E{-(Q+g+---+ n=1yyv | _ n— n(n—-1)
Qp,E1)"=(E1-(1+q "N |a ot s @

(poreny
1+q+--+q"1
= ()" A4+ g++ g ) T EL -+ g+ +g" )

lag
Cn—l

a—
1+g+---+q"?!
E.
+
1+q+-—-+q1
=" 'A+q+-+¢" VU EI-Q+qg+--+g¢" 1)
lag
x (—1)(’“1)2(1”01‘51)2 a- Cn
1+g+---+q"!
E.
+
1+q+---+q"1
=(1+g+-+q" )T E1 -1 +g+--+¢"h)

nn-1 1n-1 n
2

x |R(p)E1+(-1)""1q

n

n(n—1)>% Clag n
xq™ 7 |a- n-1
1+q+--+qn1
E,
+
1+q+...+qn—1
lag
11 ne=D? C_l n 1
:E1((1+q+...+qn ) s B [a_1+q+fl~+q”‘1 +1+q+---+q”‘1)
lag
n(n—l)2 C n
—(1+ag+-+ n—1\n T[a_ n-1 ]
( q q )q 1+q+...+qn—1
n-1yn (-1 _ sza—gl n__ ’ T
Poura telque (1+qg+---+q" " )"q" 2 |a o I| = 1, c’est-a-dire
n lag
-1 Cn—l

a= (n—1)2+1-|- +eeiq g1’
(1+q+...+qn—l)qT q q
par un simple calcul, le coefficient de £ s’annule et il ne reste que Q(¢,E1)" = 1.
Pour la derniére partie du théoréme, montrons que 'action de Q(¢,E1)t? est
la méme que celle de ¢Q(¢,E1) (pour t € T°F) sur toutes les sommes directes de
la forme H;(Y(¢))eg ® H (Y(¢))ep) @ - @ Hi(Y(¢))egday-14) (0 € Irr(T<F)).
Il se présente alors deux cas de figure :



Chapitre 4. Description de I'algébre d’endomorphismes Endgr (B; Hé(Y(c‘))) 85

1. Si‘ 09 # 0, sur la somme directe Hi(Y(c’))eg eBHé(Y(c'))eF(g) ® - @
H(Y(¢))epas-1(9), Vexpression Q(¢,E1) se simplifie nettement : tous les
termes avec E1 en facteur disparaissent et il ne reste qu’a montrer que

(pn—ltq — t(pn—l'
Or, d’apres les définitions précédant 4.2.1, pour l'action de conjugaison

sur les matrices diagonales, ¢ agit comme le cycle ¢™1. On en déduit que
"1 agit comme (c71)* ! = ¢. Ainsi : " 149 = ¢(t9)p" L = tp" L.

2. Si 07 =0, remarquons que les relations de commutations sont toutes sim-
plifiées :
— E; commute a ¢ et t (ceci est vrai méme sans ’hypothese sur 6).
— D’apres les formules précédant 4.2.1, on a t9 =t et alors gt 1 =17 =t
donc ¢ et ¢ commutent.

Au vu de T'expression définissant Q(¢,E1), on obtient Q(¢,E1)t? = tQ(¢p,E1)
sur chacune des composantes 0-isotypiques. O

Remarque 4.5.4. On retrouve bien I'expression de la remarque 4.5.1, car le

polynéme interpolateur satisfaisant 1 — 1 et ¢ — —1 est Q%8 = ﬁx + g—j et de
O v | 2 _ V=a(-9-2y~q+1)
ce fait, & = o5 7 + oo = G-gudrg

Le théoreme précédent admet le corollaire suivant.

Corollaire 4.5.5. Avec_ les notations du théoréeme 4.5.3, il existe un unique iso-
morphisme d’algebres Q,N ger(T) = Endgr (H;(Y(c'))) donné par :
Q/Nger(T) — Endgr(Hi(Y(E)))
¢ — ¢

c — Q((P,El)
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Chapitre 5

Cohomologie de la
compactification Y(¢)

Dans ce chapitre, nous décrirons la cohomologie de la compactification Y(¢).

Nous commencons par reprendre les objets et les résultats de la partie 2.4
afin de les appliquer au cas G = GL,, et pour un élément de Coxeter.

Plus précisément, I’élement de Coxeter ¢ associé a (G,F) admet une unique
écriture réduite ¢ = s1---s,_1. L'unicité de cette écriture, ainsi que le fait que
chaque réflexion simple apparait exactement une fois dedans, permet I'utilisa-
tion des résultats de la section 2.4 et notamment ceux de la sous-section 2.4.3 en
remplacant la suite d’élément w = ¢ :=(s1,...,5,-1) par 'élément c. En particu-
lier les objets suivants sont alors définis sans ambiguité (ce qui n’est pas vrai en
général) :

— pour I c{1,...,n—1}, les sous-mots c; et ¢7, a la place des sous-suites c;

et ey,

— pour x un sous-mot de ¢ (pour l'ordre de Bruhat) les ensembles I, . a la

place des ensembles I ¢.

5.1 Sous-groupes de tores dans le cas G = GL,, et
w=c

Pour poursuivre 'étude des parties isotypiques (pour Paction de T<F) débutée
dans la sous-section 2.4, notamment mieux comprendre la formule 2.4.8 dans
notre cas particulier, il est nécessaire de déterminer les sous-groupes N (Y, ;).
Les résultats ci-dessous ont pour but d’expliciter les restrictions mises sur les
caracteres 6 dans la proposition 2.4.7.

On rappelle que les réflexions simples s; désignent les transpositions élé-
mentaires (i,i + 1), aprés avoir identifié le groupe de Weyl a G,,. Egalement,
notons que lon avait introduit en 3.1 la premiére projection p; : T — Qy,
diag(ty,...,t,)— t1. Celle-ci réalise un isomorphisme T<F = [qun. Enfin, { désigne

87
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ici une racine (9" — 1)-ieme de I'unité dans F*.

Proposition 5.1.1. Soit I c{1,...,n—1}, et cy le sous-mot de c associé. Alors :
_ cd(n,I)
Ne(Yee;) 25 (7,

ot pged(n,I) désigne le pged pris sur n et tous les éléments de 1.

Démonstration. Ecrivons I :={iy,...,i,}, on rappelle que le sous-réseau Y, ., est
défini par :
.— \Y
Yoo, =) Zs1-+-si—1(a)).
iel

Alors le sous-groupe N (Y, ;) est engendré par les éléments
Npner(s1---si-1(@f)(Q)), i€l

Pour un i € I fixé, il est facile de voir que s1- -~si_1(0¢2’)(C ) est la matrice diago-
nale D :=diag({,1...,1,{71,1,...) ot le terme (! esten position i + 1. Alors, par
un simple calcul : Npnjep(D)=D -FD ... (fF)n_lD 2L, ¢1-¢"" On en déduit que
P1(Ne(Ye.,)) est engendré par (P&«dict1-a""") = ¢1-peedm.l) Cette derniere égalité
vient de la relation pged(q’ —1, ¢’ — 1) = qP8°d(-) —1 qu’on montre par exemple en
remarquant que si p (premier) divise g’ — 1 et ¢/ — 1 (en supposant i > j), alors
plgi™/ —1 et de proche en proche plg” —1 ou r est le reste de i modulo j. On ré-
itere le raisonnement avec les données plg’ — 1 et p|g” — 1 et on obtient & terme
plqPeed@:)) _ 1 En effet, on a suivi précisément ’algorithme d’Euclide donnant le
pged de i et j. O

Ce calcul permet de formuler de facon plus claire la condition pour un carac-
tere 0 € Irr(T°F) d’étre trivial sur un sous-groupe N (Y,,) (condition exprimée
dans la proposition 2.4.7). On rappelle que 'isomorphisme p1 : T = [F;n permet
de construire des caractéeres de la facon suivante :

— Si 0 est un caractere de TF, alors (p1).(0) =0 o p;l est un caracteére de

Fx,
q b
— Si 0’ est un caractere de [F;n, alors (p1)*(0') = 0’ o p1 est un caracteére de
T,
Les deux applications sont clairement inverses I'une de l'autre et définissent

donc une bijection :
(p1. : Irr(TF) = Trr(F ;).

Le corollaire suivant découle immédiatement de la proposition précédente.

Corollaire 5.1.2. Soit I c{1,...,n—1}, et ¢ le sous-mot de ¢ associé. 0 € Irr(TF)
est trivial sur le sous-groupe N (Y. .,) si, et seulement, si dg|pgcd(n,I).

Démonstration. Par la proposition 5.1.1, on sait que 6 € Irr(T°F) est trivial sur
le sous-groupe N (Y. ,) si, et seulement, si (p1).(0) est trivial sur le sous-groupe

pged(n,I) _ . . L9
9 1y Le corollaire est alors immédiat. O
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Faisons une étude similaire pour les sous-groupes N, (Y, ;) et les caractéres
07 définis en 2.4.6. Avant cela, nous introduisons une application p; qui jouera
le méme role que p; précédemment.

Soient I ={i1,...,i,} une partie de {1,...,n — 1}, ¢y le sous-mot de ¢ associé et
définissons A; = (A1,...,1,+1) une composition de n par :

AM=11, Ag=ig—1i1, ..., Ar=ip—ipr1, Apr1=n—1p.
Considérons le morphisme
I
T p (F*y+1

diag(tl""ytn) i (tl7ti1+1""7tir+1)7

alors p; réalise un isomorphisme T¢/F = [F; 2 X - xF*, . dont 'application in-
q

1

verse est :
-1
[FX x...xﬂ:X pI TCIF
q’ll q’1r+1
. 11 A2 _q Ari1-1
q q q
(t1,...,tr41) — dlag(tl,...,tl 82500500 seestbralyeeas b g ).

Tout comme avec p; auparavant (voir 3.1), p; permet de construire des ca-
racteres via :

— si a est un caractere de T¢F | alors (pr)«(a) = a Op;1 est un caractere de

X X

[Fqll x X [Fq/lr+1 ’

— si B est un caractére de [F;A1 X e X U:;A,+17 alors (p7)*(B) = Bops est un

caractere de T¢/F
et ces constructions sont inverses I'une de I'autre et définissent donc une bijec-
tion :
(pD)s  Ire(TET) = Trr(F ) ) x o x Ire(F), ).

La proposition suivante est a mettre en parallele avec la proposition 5.1.1.
¢ est une racine (q@" — 1)-iéme de 'unité, n étant la plus petite puissance de F
déployant tous les tores dans GL, : contrairement au calcul des sous-groupes
N.(Y.;), on ne peut pas se contenter de prendre une racine (¢" — 1)-iéme de
I'unité (voir la remarque 1.1.1).

Proposition 5.1.3. Soit I c{1,...,n—1}, et cj (resp. A1) le sous-mot de c (resp.
la composition de n) associé. Alors, le sous-groupe pr(N,(Y. ,)) est engendré par

les éléments
q"-1 q-1

ém’l’.”’l’éqlk‘*l*l’1“.,1 ’ k:l,...,r.

Démonstration. Rappelons que le sous-réseau Y, ., est défini par :

Yoo, := ) Zs1-+-si—1(a)).

el
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Alors le sous-groupe N, (Y, ;) est engendré par les éléments
Npnjep(s1--si—1(@))E), i=1i1,...,0p.

Pour un i € I fixé, il est facile de voir que s1-- -sik_l(a;’k)(f) est la matrice diago-
nale D;, :=diag({,1..., 1,671,1,...) ot le terme ¢! est en position iz + 1. Alors :

q"-1 q1-1
F Fyr1 PI |0t g p)
Npuep(Di) =Dy, - Dy, - Dy 2 6ot 1, Ledn 1,1,

d’ou la proposition en découle. O

Revenons désormais sur la correspondance de caracteres 8 — 05 introduite a
la proposition 2.4.6.

Pour 0 € Irr(TF), on peut lui associer bijectivement :

— Un caractere (p1).(0) € Irr([F;n).

— Un caractere 07 de Irr(T¢/F) si dglpged(n, I), par 2.4.6 et le corollaire 5.1.2.

Le lemme suivant relie (p1).(0) et 0;.

Lemme 5.1.4. Soit 0 € Irr(T°F) et I {1,...,n — 1} tel que dglpged(n,I). Avec les
notations ci-dessus, on a :

(PDwOD = (PD4(O),...,(PDL(O)) €Trr(F,, ) x -+ x Ire(F, ).

En particulier, chaque composante de (p1).(01) est d’ordre q%.

Démonstration. Identifions Irr([F;n) au groupe cyclique p,»_; des racines (¢" —1)-

iéme de I'unité dans @[, I'isomorphisme étant via I'image d’un générateur de [qun.
(dg)

a1 les racines primi-

On fait de méme pour Irr([F; 1) = M1y Désignons par p

tives (g% —1)-ieme de 'unité, alors (p1).(0) € pf;ff’_)l. Or, on dispose du diagramme
commutatif suivant :
gy e i el
p7t prt
P ) pfl(ﬂf;ﬁ”l)_l x "'l‘;dfll_l)

< .. (dp) (dg) (dp) (dg) -1 _
oui: que_l — Mq;’l_l X eee X qur+1_1, t—(t,...,t). On a donc sur pq,f_l, pi=

p;l oi et alors (le)* = (p;l)* oi, ouencore (pr)« =i.0(p1)«. O
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On peut désormais reprendre la décomposition 2.4.5 de la cohomologie alter-
née et en prendre la partie 0-isotypique (pour un certain 6 € Irr(TF)) en utili-
sant le résultat 2.4.8. Il vient la formule suivante a valeur dans le groupe de
Grothendieck R(GF x (Fdoy) -

HE(Y(@),= Y HE(Y(epNeeeD),
Ie€{1,...,n-1}
= Y. H; (YD), (5.1.5)

Iegd@\n

ou &g, désigne I'ensemble des parties I de {1,...,n — 1} telles que dg|pged(n,I).
Autrement dit, il s’agit des parties de {1,...,n — 1} constituées d’éléments divi-
sibles par dy.

5.2 Cohomologie

Quelques notations

Par le lemme 2.4.6 et le corollaire 5.1.2, on sait que pour toute partie I de
{1,...,n—1} telle que dy|pged(n,I), un caractere 6 de T°F correspond bijective-
ment & un caractere 07 € Irr(T¢F).

Pour la suite, nous introduisons des notations plus précises. Soit I :=
{i1,...,i,}, et définissons alors A! = ()LI,...,/l£+1) une composition de n par :

I . I - . I . . I .
AM=i1, Ay=ig—i1, ..., Ap=ip—i,_1, A, =n—i,

La donnée d’un caractére 6; de Irr(T<F), est équivalente a la donnée

D N CAIF CAIF
d’un (|| + 1)-uplet de caracteres (91{,0%,...,911 1)€Ir1r(T 1 )xIrr(T "2 ) x--- x

Irr(TcALlF) correspondant au produit GL AL X GL AL XX GL,: - Cela résulte du
lemme 5.1.4. Un tel produit provenant d'une composition Ay r(pour une certaine
partie I de {1,...,n —1}) sera noté GL, ; dans la suite. Enfin, rappelons que les
caracteéres 6 Al ainsi définis vérifient deal =dy.

Nous mettons maintenant en avant les notations utilisées par Digne, Michel
et Rouquier [25, 3.3.5] pour caractériser certains Q,(G¥ x (F))-modules gradués.
Soulignons que jusqu’a présent nous n’avions pas encore considéré de structures
graduées.

Notre contexte est légérement différent : pour 6 décrivant Irr(T<F), nous
considérons des @[(GF x (F90))-modules gradués et au final, nous voulons
prendre en compte tous les 6 € Irr(T<F).

Fixons un entier d. Soit L, le sous-groupe du groupe de Grothendieck des
@[(GF x (F%))-modules gradués de dimension finie, engendré par les classes des
représentations ou les valeurs propres de F¢ sont de la forme &g/ avec ¢ une
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racine de I'unité et j € N. On définit alors un morphisme L ; — @g[t,h] ® R(GF)
comme suit. Soit p une représentation irréductible de G et A une représentation
de (F?) donnée par M(F?) = &q’. Alors, on envoie la classe de la représentation
p® A, placée en degré i, sur 'élément At/ p.

D’apres les théoremes 2.3.3 et 3.4.3, les classes [H;(X(c))] et [HZ(Y(¢))g] (pour
0 € Irr(TF)) de H:(X(c)) et H:(Y(¢))p dans les groupes de Grothendieck corres-
pondants, sont respectivement dans L et Lg, L. 11 est donc possible d’associer a
[H:(X(c))] et [H:(Y(¢))g] des éléments de Q,[t,h]® R(GF), ceci est fait plus préci-
sément dans la proposition suivante. Remarquons enfin, qu’il est alors possible
de retrouver la classe de la somme alternée de la cohomologie (cette derniere
étant supposée concentrée en degré 0) en spécialisant A = —1 et par exemple :

[HE (Y(¢))g] = h° [H (Y(e))g] ,__; -
La proposition suivante est une reformulation du théoréme 3.4.3.

Proposition 5.2.1. Avec les notations précédentes, les classes [Hy(X(c))] et
[H;(Y(¢))] s’identifient aux éléments suivants de Q,[t,h]® R(GF) :

2(n-1)
[H; (X(C))] = Z hltl_(n_l)p[i_(n_1)+1,12(n—1)—i],
i=n—-1
et pour 0 € Irr(T<F) :
(n—-1+(eg—1) . n-eg
. . i doli—(n—-1)+
[HC (Y(C))Q] — Z hlt G(L n 2 )pg,[i_(n_1)+171(n—1)+(eg—1)—i].

i=n-1

Soit I une partie de {1,...,n — 1} telle que dylpged(n,I). Reprenons alors
I’équation 5.1.5 avec les derniéres notations introduites :

<GLn, . )
Hy (Y "@))p= 2 Hy(Yo(e,pNeeer),

I€{l,...,n-1}
= Y H(YM(nn),,

IESdH‘n

—_ GL + GL, 7( -

=Y RGL:JHC(Y n, (Cn,l))e,

IEgdg‘n

_ GL + GLAI . GLAI I GL)LI .

= Z RGLZ,IHC(Y 1(CA{)XY Z(CAZ)X"'XY r+1(cA£+1))91
IESdg\n

(5.2.2)

. Pour calculer le membre de droite, on explicite les cohomologies
Hé(YGLj(éj))Bj (pour j = AI,/lé,...,/1£+l) , grace aux résultats du théoréeme 3.4.3
et a la reformulation 5.2.1, puis on fait le calcul des différents produits tensoriels

1. Remarquons que l'on considere désormais H;(Y) comme un module gradué avec Hi(Y) en
degré i.
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intervenant dans la formule de Kiinneth pour obtenir la cohomologie du produit
des variétés et donc finalement la somme alternée des cohomologies.
Pour un entier &, la formule de Kiinneth donne :

YO (¢ )

GL,1 . k GL,; .
= @ [Hfjl(Y /11(0/1[))6 I] R--Q [Hcr+1(Y A"Jrl(c/ll ))9 ;
kitkrp1=k 1 rl A

(5.2.3)

Notons que pour j = AI,/lé, ... ,/1£+1 la classe [HIZI(YGLj(éj))Qj] est a valeurs dans

Q,lt,hl1® R(GL J-)F ). En regardant en quels degrés chacun des facteurs dans le
produit tensoriel a droite s’annulent (par les résultats du théoréme 3.4.3), on en
déduit que la cohomologie est non nulle seulement en les degrés

E=n—-(r+1),n—-(r+1)+1,...,n+ep.
On a donc obtenu la proposition suivante :

Proposition 5.2.4. Soit 0 € Irr(T<F) et I une partie de cardinal r de {1,...,n—1}
satisfaisant dg|pged(n,I). Autrement dit, I est une partie de {dg,2dy,...,(eg —
1)dp}, de cardinal r. Alors, la partie O1-isotypique de la cohomologie de YOt n1(¢1)
est non nulle seulement pour les degrés

n—-(r+l,n—(r+1)+1,...,n+eg.

Réécrivons désormais l'équation 5.2.3 explicitement dans Q,[¢,A] ®
RUGL M ® -+ @ RUGLy ) :

YO (¢ 1), |
— pk dom5+do(k—n+r+1)

r+l1 GLA{

D Qo

I_ I 7 _1yv_p.1"
kitekpoi=k i=1 9,11,[ki—(/l{—1)+1,1ui D+ddg-1) k,]
l

(5.2.5)

On a utilisé, ici, le paramétrage 3.2.9 et le théoreme 3.4.3. Faisons alors les
changements d’indices
AI

li::ki—/lf+d—i (i=1,..,r+1),
0

et 'on obtient alors :
HECYOL (¢, )
— plydo" 5 +dok—n+r+1)
r+1 GLA[
‘ (5.2.6)

oadidg-1-1;1"
Ii+lp1=k-n+eq i=1 BA{,[li—(A{/d9—1)+1,1(t o-D-i]
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Puis, en appliquant 'induction RgII:”I :

GL, [v1k -y
RGLnJ H (YOl ’I(Cn,I))BI]

_ plpdo 5" +do(k—n+r+1)

RGLn r+l1 GLA{

@ GL, 1 ® p I 2Midg-1-1;1"

l+-1p1=h—n-+e i=1 0,n.[li-(l/dg-1)+1,17 |
13

(5.2.7)

Pour calculer ce dernier induit, il suffit de le faire au niveau des représentations
des groupes symétriques correspondants, voir la proposition 3.2.9 (notamment
pour les notations a- utilisées ci-dessous). Cela signifie que si 'on note pour
Abeg:

S r+1
€0
aga:= <Ind a L cm>
GA{/dgx X6/1£+1/d6 g [li—(lf/d9—1)+1,12”z/d9 1) ll] s s

alors, dans Q,[¢,h]® R((GL,)") :

GL, . ] _
RO [HECYOLni (¢, )y, | = hEgdo ™" rdothonirsd

GL,
D arapy ;-
l1+l,r1=k—n+ey Aley

(5.2.8)

Ensuite, a partir de I'identification suivante (I étant comme précédemment) :

GL GL GL
GL 1 1 1
X0 llto (cop,iag) =X 190 (e 1q,) x X0y q,) %o x X 0 e gg,),

nous appliquons la formule de Kiinneth pour obtenir dans @([t,h] ®
RUGLy1q,)" ) @ @ RU(GLys )" -

[ng_n+eg(XGLe9,1/d9 (Ceg,l/de ))]

k. GL, s k! GL 1
= , I@ [HCI(X Ay (cl{/da))] Q- ® [HcHl(X AL, rdg (Cxlﬁﬂ/dg))
ki+k! =k-n+eg
1 r+1
— hk—n+egtk—n+r+1

r+l GL,;
. oM 1dg-1)-k" 1" (5.2.10)
Rkl <k-n+eq i=1 [&)~(AL/dg—1)+1,17%/%07D7; ]

On a utilisé le paramétrage donné en 3.2.2 et le théoréeme 3.2.7. Appliquons
GLe,

GLey,1/d
-9
ment, pour le terme de droite, il suffit de faire le calcul de I'induction au niveau
des groupes symétriques. On trouve dans Q,[¢,2]® R((GL,, DE

ensuite de part et d’autre le foncteur d’induction R et comme précédem-
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GLe k—n-+eq ;¢GLey 1/dy ( -
RGLea,I/de He (X0 (e iay))

_ _ GL
th n+e9tk n+r+1 @ @ ara 9/1 e97
l1i++l,y1=k—n+eg Aleg

(5.2.11)

ou les coefficients aj ) sont exactement les mémes qu’en 5.2.8.

Remarque 5.2.12. On fera attention au fait que les termes de droite des équa-
tions 5.2.8 et 5.2.11 ne sont pas de méme nature (d'un co6té des représentations
de GL,(F,) et de 'autre des représentations (unipotentes) de GL,,(F,)). En re-
vanche, ces deux membres sont paramétrés par les partitions de eg et surtout,
les multiplicités ay z sont les mémes.

Comme souligné dans la remarque ci-dessus, on dispose d’'un paramétrage
ainsi que de multiplicités identiques. Cela nous permet de formuler le corollaire
suivant reliant la cohomologie des compactifications de X et de Y.

Corollaire 5.2.18. Soit 0 € Irr(TF). Pour A+ ey, si, dans @[[t], ona:

< [H:f()_(GLeG(Ceg))] ’ p;}Le9> — Zbk £k
k

alors, dans @[[t], ona:

<

Démonstration. On reprend les équations 5.2.8 et 5.2.11 et ’on utilise 5.2.2 pour
les relier a la somme alternée de la cohomologie.

Remarquons déja que lorsque I décrit toutes les parties de {dg,2dy,...,(eg —
1)dg}, alors I/dg décrit toutes les parties de {1,...,eg —1}.

L'équation 5.2.2 se réécrit :

<GL, . B -
HEE ™" calo] ., p) = L1 7e0b, ¢lo
k

—GL
=+ .
HI(Y "(¢n)e
kodg 0 1 dp(k—n+r+1 GL
= ) Y nfeeratmh P D ari0p;
I€5d9|nk20 l1+~~lr+1=k—n+eg Aeqg

Comme on dispose également d’une partition :

<GLe
X G(Ceg) — I—l XGLeg(ceg,I’),
I'c{l,...,eg—1}

il vient grace 4 5.2.11 :

—GL _ _ 1 GL
Hci(X ee(cee))] — Z Z(_l)k n+e9tk n+r+ @ @ ara p/l eg.
I'c{l,...,ep—1} k=0 l1+-lr+1=k—n+eg Aleg

On en déduit le résultat immédiatement. O
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Ce dernier résultat permet de ramener I’étude la somme alternée de la co-

<GL, < c 2Lz <GLe ) . z
homologie de Y (¢,) a celle des variétés X (c.), I'entier e dépendant de la
partie O-isotypique (pour 0 € Irr(T°F)) sur laquelle on travaille.

Enfin, Y " (¢,) étant projective et rationnellement lisse, la connaissance de
la somme alternée de la cohomologie, et plus précisément la description en tant

=G n, . < oy
que GF-modules fournit la structure graduée de H.(Y "(¢,)), a condition de
connaitre les valeurs propres de F'. En effet, rappelons le résultat suivant, im-
portant dans la démonstration des conjectures de Weil par Deligne :

Proposition 5.2.14. Soit V une variété algébrique définie sur F, et F le mor-
phisme de Frobenius associé. Si V est projective, rationnellement lisse, alors les
valeurs propres de F sur H.(V) sont des entiers algébriques, dont tous les com-
plexes conjugués ont pour norme q*'2.

Ainsi, si I'on connait la valeur propre de F agissant sur un G¥-module irré-

_GLn . .
ductible apparaissant dans HE(Y ~"(¢,)), alors, en regardant la puissance de g,
il est possible de dire dans quel groupe de cohomologie ce GF-module apparait.
Nous formulons cela sous la forme du théoréeme :

Théoréme 5.2.15. Soit 0 € Irr(TF) et A+ ey. Avec les paramétrages des pro-
GL,

positions 3.2.2 et 3.2.9, considérons les représentations p 1 € E(GLe,(Fg),1) et

pgin € E(GLn(Fq), 0).

GL, R - —GL, ) ) R
Alors : py % apparait dans H.(X™ *%(c,,)) si, et seulement, si p(H}I/{” apparait

_ ; —=GL, .
dans HI e+ 2doi §=n o gy,
De plus, la multiplicité est conservée :

; =GL, GLe - | L,
(HLX " (co))spy )= (HE " 20U ¢, ))g, 0 )

Illustrons ce théoréme et le corollaire précédent pour GLgo, GL3 et GL4.

L’exemple de GLo
e Considérons le cas dg =2,egp = 1. Remarquons que n —eg =1 et :

n-—ep

dg +dgk=1+k.

Létude de H:f(?GLZ(ég))g se raméne a celle de H;—L(}_(GLl(cl)). Ona:
<GL
[HEX " (c)] = oy

et 'on en déduit alors par le corollaire 5.2.13 et le théoréeme 5.2.15 :

—GLg

[HE (Y “(¢2)e] = ~t'og 2
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e Considérons le cas dg = 1,ey = 2. Remarquons que n —eg =0 et :

n—eg

dg +dgk=k.

Létude de HX(Y "(¢9)) se ramene a celle de H:(X L2 0)) = HEKOLa(eg) +
H*X%2(1)). On a :
[HEX(cq))] = _p[CiI,le] + tlpg]LQ’
GL GL
[H;,_F(XGLz(]_))] = p[l,lz] + :0[2]27

la seconde équation provenant de Indgia[u = ay1,1] + a[2] avec les notations don-
nées dans la proposition 3.2.2. On en déduit alors :

[HEE ()] = A+ tHplle,

puis par le corollaire 5.2.13 et le théoréme 5.2.15 :

—GLgy

[HE(Y “(é2))o] =1+ tl)pgl[“zz].

Au final, la description des groupes de cohomologie de la compactification (en
tant que GF-modules) est résumée par :

<GL
HAY “(ca)) | pyrz (avec dg=1)
<GL
H2(Y (¢9)) pg%;] (avec dg = 1), —pg’,[Lf] (avec dg = 2)

L’exemple de GLs
e Considérons le cas dg = 3,ey9 = 1. Remarquons que n—eg =2 et :

n—egp

dg +dgk =3+ 3k.

Létude de Hci(?GL3(é3))g se raméne a celle de H;—L(}_(GLl(cl)). Ona:
<GL
[FEX ()] = iy
et I'on en déduit alors, par le corollaire 5.2.13 et le théoreme 5.2.15 :

<GL
[H: (Y (ea)] = oy

e Considérons le cas dg = 1,e9 = 3. Remarquons que n—eyp =0 et :

n—eg
dg

+dok =k.
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—GL
Létude de HE(Y 3(c'3))@ se ramene a celle de

HEX (cq)) = HE XL () + 2 x HEXOL2 (¢9)) + HEXCL3 (1)),

Ona:
+ GL _ GLs 1 GLg3 2 GLg
[Hc X 3(03))] = ,0[13] -t 9[2,1] +1 p[3] ’
+ ~GL _ GL3 GL3 1, GLg GL3
[HC (X 3(02))] - _(p[13] + p[2’1]) +t (p[z,l] + P[3] )7
+ ~GL _, GLs GLs3 GL3
[HX™2(1)] = (0p3s) T20p27)F P3p )
Ceci résulte des inductions suivantes : Indgi’a[l] = a3y + 2ap2,1] + 3],

Indgz ar1,1] = a3+ ap2,1] et Indgza[g] = ape,1] + 3] (toujours avec les notations
données dans la proposition 3.2.2). On en déduit alors :

=GL
R ] = 120

puis par le corollaire 5.2.13 et le théoreme 5.2.15 :

—GL
[HI(Y (¢3N] = tlp(g}fiﬂ +(1+2t+ t2)pg{§],

Au final, la description des groupes de cohomologie de la compactification (en
tant que GF-modules) est résumée par :

HS(?GL3(c'3)) pgf;] (avec dgy = 3)
HXY " (¢s)) | 20512, o812, (avec dg = 3)
Hf(?GLs(cé)) pg’fg’] (avec dgy = 3)
HSY es) | pS1 (avee dp=1)

L'exemple de GL4
e Considérons le cas dg =4,eyp = 1. Remarquons que n —eg =3 et :

n-—egp
dg

+dgk =6+4k.

Létude de H:,L(?GL4(é4))g se raméne a celle de H;—L()_(GLl(cl)). Ona:

+ <GL
[HEX ()] = iy

et I'on en déduit alors, par le corollaire 5.2.13 et le théoreme 5.2.15 :

<GL
[HEY ™ (cado] = —t%pg 13
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e Considérons le cas dg =2,ey = 2. Remarquons que n —eg =2 et :

n-—ep

dg +d9k=2+2k.

Létude de HE(Y'(¢4))y se ramene 4 celle de HEX' 2(cs)) déja réalisée aupa-

ravant. On a :
—GLgo

[H:R P (e2)] = 1+ £Hp52,

puis par le corollaire 5.2.13 et le théoreme 5.2.15 :

+, G .
[HET(ea)p] = A+ 9050

e Considérons le cas dg = 1,e9 =4. Remarquons que n—eg =0 et :

n—eg

dg

+dok =k.

Notons ¢4 = stu une écriture réduite en produit de réflexions simples. L'étude de

Hf(?GL4(é4))9 se ramene a celle de

HEX (ca))

= HEXM(stu)) + 2 x HEXOM4(s1)) + HE (X4 (su)) + 3 x HEXM4(s)) + HEXL4(1)).
Comme auparavant, en utilisant des formules d’induction sur les groupes

symétriques, on obtient apres calculs :

[H;:_F(XGLAl(StU))] — _pGL4 + tl GL4 _ tszL4 + t3 GLy4

(14 " ¥ Prs g 13,11 7% Prap >
+ ~GL. _ GL 1, GL 1\ GL. 1 2y GL 2 GL
[H; (X™(st))] = ppay +A -t )p[13f1]+(—t WPzt (-8 + )P+ o0

[HE X w)] = ppyay + (1= 26054 + L+ )ppp 5y + (<260 + 90y + 0y

[HEXE6] = =y} + (=24 Dy + 1+ 8Dppp 5+ (1200 + oy,

+ g GL GL GL GL GLs; , GL
[HE X)) = oy +30p35% )+ 20121+ 301311+ Ppa™

On en déduit alors :

<GL
[HEX " (ca))] = (¢! + 19)p 5 + 2 +)ppi + (1+ 381 + 88+ £2)pp

puis par le corollaire 5.2.13 et le théoréme 5.2.15 :

<GL
[HEY (o] = &' + )y ay) + 2" +2)py 1+ (14381 + 382 +%)py .

Au final, la description des groupes de cohomologie de la compactification (en
tant que G -modules) est résumée par :
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HOY " (¢q)) CLs (avec dy = 2) GLt (avec dy = 4)
¢ 4 ,09,[2] avec dg = , pg,[4] avec dg =

—GL

H2(Y (¢3) pgf;] (avec dg = 2), Pg{“;g], 2p§j[L§,1], 3Pgl[jf] (avec dg = 4)
—GLs .

HE(Y ")) | Pyisp 20151y 3P0 i) (avee do = 4)
—GL

HSY () pors (avec dy =4)
—GL;

HI2(Y (¢q)

—pg'}‘f] (avec dp =1)




Chapitre 6

Annexe : Variétés de
Deligne-Lusztig dans GL,, et
drapeaux

Dans cette annexe, nous obtenons une identification des variétés de Deligne-
Lusztig en terme de drapeaux d’espaces vectoriels. Les premieéres définitions et
propositions sont exactement telles qu’énoncées par Digne et Michel dans [21].
Remarquons qu’'une telle description avait été faite pour X(c) par Deligne et
Lusztig dans [20].

Soit V un espace vectoriel de dimension n sur F; et E =V ®f, Fq.

Définition 6.0.1. On appelle drapeau de E une suite de n sous-espaces, notée

D =(V1,..., V) vérifiant
{0}=VicVyc---cV,=E.

Pour mettre en évidence un premier lien avec les variétés de Deligne-Lusztig,
remarquons que G := GL(E) agit transitivement sur les drapeaux de E et que le
stabilisateur d'un drapeau donné est un sous-groupe de Borel. La variété consti-
tuée de I'ensemble des drapeaux de E est donc isomorphe a G/B, ou encore a la
variété des sous-groupes de Borel de G.

Définition 6.0.2. Une base d’un drapeau D = (Vi,...,V,) est la donnée d’une
famille (eq,...,ey,) telle que (eq,...e;) engendre V.

De part ce qui précede la définition ci-dessus, la notion de position relative de
sous-groupes de Borel peut étre traduite en terme de drapeaux. La proposition
suivante donne une facon aisée de manipuler cela.

Proposition 6.0.3. Deux drapeaux D' et D? sont en position relative w € W si et
seulement si il existe une base (e1,...,e,) de D! telle que (ew(1),---»>€wn)) est une
base de D2.

101
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On en déduit alors facilement que la variété XC (w) est isomorphe a I'en-

semble des drapeaux D tels que D et ¥D sont en position relative w. Il y a
également correspondance entre les actions de GF et F sur XCn(w) et I'action
naturelle de GF et F sur les drapeaux.

Pour faire le méme travail avec la variété Y, introduisons la donnée supplé-
mentaire suivante.

Définition 6.0.4. On appelle donnée affine sur un drapeau D = (V1,...,V,), un
élément a € @; V;+1/V; dont aucune composante n’est nulle.

De méme que G agit transitivement sur la variété des drapeaux, il est clair
que G agit également transitivement sur la variété des drapeaux munis d'une
donnée affine. De plus, pour cette action, le stabilisateur d’'un drapeau muni
d’une donnée affine (D°,a’) est le sous-groupe unipotent U. Nous pouvons donc
identifier la variété des drapeaux munis d’'une donnée affine au quotient G/U.
Contrairement a I'identification de la variété des drapeaux avec G/B, cette iden-
tification dépend du choix d’un couple (D°,a?) initial.

Définition 6.0.5. On dit que (eq,...,e,) est une base du drapeau avec données
affines (D,a) si :

— (e1,...,e,) est une base de D,

— limage de (eq,...,e,) dans @; V;+1/V; est égal a a.

Remarquons que deux bases d'un méme drapeau avec donnée affine ont tou-
jours un méme premier vecteur e;. Dans ce qui suit, on fixe une base (e({, ... ,eg)
de (D%,a9), dont chacun des vecteurs est F-stable.

Etendons alors la notion de position relative :

Définition 6.0.6. On appelle position relative de drapeaux munis de données
affines les orbites sous G de I'ensemble des couples de drapeaux munis de données

affines.

Et cela se traduit de fagon plus explicite en terme de bases :

Proposition 6.0.7. Deux drapeaux munis de données affines (D1,al) et (D?,a?)
sont dits en position relative w € Ng(T) si et seulement s’il existe une base
(e1,...,e,) de (D1,al) telle que (W(ey),...,w(e,)) soit une base de (D?,a?).

La variété YO (1) est isomorphe a la variété des drapeaux avec une don-
née affine (D,a) tels que (D,a) et F(D,a) sont en position relative 1. Comme
pour la variété XOn(w), les actions de GF et F identifient facilement ; action
supplémentaire de T*F est définie par : t-(D,a) := (D,t la) ot t la = (ti_lai)i
sia=(a;)e®;Vi:1/Vietsite T™wF g pour matrice diag(¢y,...,t,) dans la base
(e(l),...,e(,)L).

On se restreint ensuite au cas de I'élément de Coxeter de GL,,. Fixons ¢ 1’é1é-
ment dont I'action sur la base (e?, ... ,eg) est donnée par :

0
i+1

é(ed)=(-1""1el.

é(e?):e sit=1,...,n—-1
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On dispose alors des formes explicites suivantes pour les variétés de Deligne-
Lusztig. Ce résultat avait déja été obtenu par Deligne et Lusztig dans [20].

Proposition 6.0.8. Sous les hypothéses précédentes :

1. La variété XBIn(c) est isomorphe a Uensemble des droites de E qui ne sont
contenues dans aucun sous-espace strict défini sur Fy. Laction de GF sur
cette variété est la restriction de Uaction naturelle de GF sur les droites de

E.

2. La variété YO (¢) est isomorphe & :

{ecE, (detle,F(e),....F" )t =1].

Laction de GF est donnée par Uaction naturelle de GF sur E, un élément
t € TF agit par t-e = t e, si Uon identifie TF & [F;‘n par la premiere

projection.

Cette description conclut les rappels selon Digne et Michel [21], ou encore de
facon initiale Deligne et Lusztig [20], du lien entre les variétés de drapeaux et
les variétés de Deligne-Lusztig.

Le résultat suivant de la these est une généralisation de cette derniere des-

cription.

Notation. On définit la variété Y, par

Y, ={e€E, (det(e,F(e),....F" He))? ' = al.

On généralise ici une preuve de [21, 3.1]. Soit w la matrice de taille n

suivante :

conques.

w =

0
¢1

0
2

0

én—l

$n

0

, ou ¢éq,...,¢, sont des scalaires quel-

Proposition 6.0.9. I/ existe une identification naturelle entre les deux objets :

Démonstration. Soit (D,a) un drapeau affine de

YOl =Y

(G Nt RS R ST

n-1_,n-2

YOS (1)), Par définition, il existe

une base (f;)i=1,..» de (D,a) telle que ({1 f2,...,$n—1"fn,¢n - f1) est une base de
F(D,a). Mais (F f1,...,F f,) est également une autre base de (D, a).

On dispose alors des faits suivants :
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—Fa=t-fooffi-&-f2=0,
— Fo—&a-fae Ef1) =1 fo) = (fa).

Mais alors :

FPr 9. Fr
. Ffl fql f2 donne F2f1—5352'f3€(f2).
§1-" fa—¢1¢2-f3€(fa)

En suivant le méme type de raisonnement, on montre par récurrence que
pouri=0,...,n—1:

Fifl—f(lli_lﬁgi_z"'fi fir1 €<{f2,-., 1)

On en déduit que (ql+ F fl), o ) est une base du drapeau avec don-
&g 1=0,...,n—
née affine (D,a), et donc (ﬁ -FHlfl), . . est une base de F(D,a). Or
el 1=0,...,n—

(E1-foyenrsén1-fn,En - f1) est une autre base de F(D,a), d’otr en comparant les
derniers éléments des familles :

1

T'anl—fn'fl(i(f2,---,fn>-
&gy
1 n—1
Réciproquement, soit e € E tel que ﬁ-ﬁme—{n ‘e € (Fe,FZe,...,Fn_le).
El .“En—l
Il est facile de montrer que
1 1 1 n-
B::(e,—-Fe, 7 -er,...,H—-F 1e)
¢1 3P 5 T
est une base d’'un drapeau avec donnée affine de Yo (1i). En effet,
1 1 n- 1 1 n
FB:F(Q,—'FQ,...,H—'F le) = (Fe,—q~F2e,,...,T~F e)
é1 AT S & ¢
1 F 1 F2 F"
= 51(_ e))fZ(_' e)""’f : el,
( & 3 a

ainsi, B et B sont en position relative .
On a donc montré que YOI (1) est identifié avec I'ensemble des éléments
e € E tels que :

det(Fe,F2e,..., det [Fe] :det(Fe,FQe,...,Fn_le,e)

qn—l

&gty &g,
odet[Fe] =" &, (~1)" L detle]

o (detle])? ! = (1)1l g,
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Remarque 6.0.10. — Sid;=---=¢, =1, alors on obtient Y_;).-1. Cela cor-
respond au relevement naturel du cyle (1,...,n) par la matrice de permu-
tation. C’est le résultat exprimé par Deligne et Lusztig dans [20].

— Si&=--=¢&,_1=1et &, =(=1)""1, on obtient Y; et on retrouve le résul-
tat énoncé par Digne et Michel.

— Siéy=--=¢-1=-1et, =(-1)", on obtient Y(_jy.

— En utilisant un argument développé par Wang en [49, 4.2.8], on peut re-
trouver le calcul des valeurs propres de F" effectué a la fin de 2.2.3.
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W, 5

W), 39
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Y., 18
Yy, 18
(Xi’j, 31
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