Correction de la composition de
Mathématiques générales
Agrégation 1994

Partie 1. Préliminaires.

Question 1.1. Montrons par récurrence sur n la propriété suivante :

(Pn) Soit P € k[X1,...,X,] tel que la fonction associée soit identiquement
nulle sur Ay x --- x A,,. Alors P = 0.

La propriété (P1) découle du fait qu'un polynéme en une variable n’a qu’un nombre fini
de racines.

Soit maintenant n > 2 et supposons que la propriété (P,_1) est vraie. Ecrivons
d .
P=> PX},
i=0
ou les P; appartiennent a k[ X1, ..., X, _1]. Fixons (a1,...,an—1) € A1 X...A,_1 et posons
d
Q = Zpi(ala s 7an71)X77‘1~
i=0

Alors @ est un polynéme en une indéterminée (I'indéterminée X,,) et, si a € k, on a
Q(a) = P(ay,...,an—1,a). Par conséquent, Q(a) = 0 pour tout a € A,. Puisque A4, est

infinie, il résulte de (P1) que @ = 0. En d’autres termes, Pj(ai,...,a,—1) = 0 pour tout
i. Ceci étant vrai pour tout (ai,...,an—1) € Ay X -+ X A,_1, Phypotheése de récurrence
implique que Py = P, = --- = P; = 0. Donc P = 0, ce qui montre (P,,).

Question 1.2. Puisque U # &, choisissons (z1,...,z,) € U. Puisque U est ouvert,
et puisque la topologie de k™ est la topologie produit, il existe une famille (U;)1 <i<n
d’ouverts de k tels que z; € U; et Uy x --- x U, C U. Donc, par hypothese, P est
identiquement nul sur U; X --- x U, et les ensembles U; sont infinis (ouverts non vides).
Il résulte de la question 1.1 que P = 0.

Question 1.3. (1.3.1) Montrons d’abord que cela définit bien une action de groupes sur
un ensemble. Soient g, h € G et f € F(V) et soit v € V. Alors 1.f(v) = f(1l.v) = f(v)
donc 1.f = f. D’autre part,

(9-(h-f))(0) = (h.f)(g~ ) = fF(R (g~ ) = f((gh) " v) = ((gh)-f)(v),

ce qui montre que 1'on a bien défini une action de G sur l’ensemble F'(V).
Pour montrer que cela définit bien une action de G sur l’espace vectoriel F(V'), il suffit
de montrer que, sig € G, \, N € ket f, f' € F(V), alors g.(Af+ XN f") = Xg.f)+N(g.f),

ce qui se vérifie aisément en évaluant en v € V.
1
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(1.3.2) Soit h € F(V)Y et soit v € V. Soit alors w un élément de I'orbite de v. Par

1

définition, il existe g € G tel que w = g~ .v. Par suite,

h(w) = h(g™ ) = (g:h)(v) = v,
la derniere égalité découlant du fait que g.h = h car h € F(V)© est invariant. Donc h est
constante sur O,.

Réciproquement, soit f € F (V) constante sur toutes les G-orbites. On a alors, pour
tousge GetveV,
(g-N)(w) = flg~" ) = f(v),
la derniere égalité découlant du fait que f est constante sur les G-orbites. Donc g.f = f.
Ceci étant vrai pour tout g € G, f est G-invariante.

Question 1.4. (1.4.1) Tout d’abord, si g € G, on a p(g)(X™) = ¢g"X™. L’application
E[X] x k[X] — k[X], (P,Q) — p(9)(P.Q) — p(g)(P).p(9)(Q) étant k-bilinéaire, il suffit
de montrer qu’elle s’annule sur les couples (X", X™), m, n € N. C’est alors un calcul
élémentaire.

(1.4.2) Soit P = Z?:o a; X' Alors P € Kk[X]Y si et seulement si on a I'égalité
Z;‘i:o a; X' = Z?:o a;g' X" pour tout g € G, c’est-a-dire si et seulement si Zg:o a; Xt =
Z(ij:o a;w'X'. En d’autres termes, P € k[X]“ si et seulement si (w® — 1)a; = 0 pour
tout i, c’est-a-dire si et seulement si a; = 0 pour tout ¢ non divisible par r. Finalement
k[X]% C k[X"]. L'inclusion réciproque est immédiate. Donc k[X]¢ = k[X"].

Question 1.5. (1.5.1) Soit g € GL,, (k). Ecrivons g~! = (a;;)1 < < n- On a alors, pour
tout = (x1,...,2,) € k",

n n
P(g~taz) = P(Z aijTy,. .. ,Z AnjiT;),
j=1 j=1

ce qui montre que g.P est la fonction associée au polynome

n

n
P(Z alej, ey Z aanj).
j=1

j=1

(1.5.2) La GL, (k)-orbite d'un vecteur non nul de k" est k™ — {0} (en effet, GL,, (k) agit
transitivement sur les bases de k™ donc agit transitivement sur ’ensemble des premiers
vecteurs d’une base : tout vecteur non nul peut étre le premier vecteur d’une base).

(1.5.3) Soit P € Ek[X1,...,X,] tel que la fonction associée soit GLy,(k)-invariante.
Alors P est constante sur l'orbite d’un vecteur non nul (voir question 1.3.2) donc est
constante sur k"™ — {0} (voir question 1.5.2). Notons ¢ € k cette constante. Alors la
fonction associée au polyndéme P — ¢ est nulle sur (k*)" C k™ — {0}, donc P —¢c = 0
d’apres la question 1.1 (et car k est infini). Donc P est un polynéme constant.
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Partie II. Polynémes et actions sur des algebres.

Question 2.1. (2.1.1) Le dual V* de V est un sous-espace (et donc un sous-ensemble)
de F(V). La sous-algeébre S(V') étant engendrée par une base de V* elle est donc égale a
la sous-algebre de F'(V') engendrée par V*. Donc S(V') ne dépend pas du choix de la base
de V.

(2.1.2) Par la propriété universelle des algeébres de polynomes, il existe un unique
morphisme de k-algebres 7 : k[X1,...,X,] — F(V) tel que 7(X;) = X?. Son image est,
par définition, la sous-algebre S(V'). De plus, 7 est injectif d’apres la question 1.1. Donc
7 est un isomorphisme.

(2.1.3) On pourrait montrer ce résultat par des simples changements de variables
linéaires. On va en fait faire apparaitre une caractérisation intrinseque de S(V') 4 ne faisant
appel a aucun choix de base de V. Plus précisément, le résultat découle immédiatement

du lemme suivant :

LEMME A - S(V)g={f€S(V)|VveV,VAck fOw)=Af)}

Preuve - Posons Hy={f € S(V) |[Yv eV, VAek, f(h)=\f(v)}. Il
est tout d’abord clair que S(V')q C Hy. Le point délicat est de montrer la

réciproque. Soit donc P € k[X;,..., X,] tel que la fonction associée a P
appartienne a Hy. Notons @ le polynéme en n + 1 variables Xy,..., X,,
X égal a

Q(X1,...,Xn, X)=P(XX1,...,XX,) - XP(Xy,...,X,).

Par hypothese, la fonction sur k"*! associée & Q est identiquement nulle.
Donc, d’apres la question 1.1, on a () = 0, c’est-a-dire

P(XX1,...,XX,)=XP(X1,...,X,).

En identifiant les coefficients des mondémes de ces deux polynomes, on ob-
tient immédiatement que P(X1, ..., X,) ne fait intervenir que des monémes
de degré d. Donc Hy C S(V)4. m

Question 2.2. (2.2.1) D’apres la question 1.3.1, il suffit de montrer que, si f, f' € F(V)
et g € G, alors g.(ff") = (g9.f)-(g9-f). Soit donc v € V. On a

(9-(F1) () = (F)g ) = flg™"0).f (g7 ) = (9./)()-(g-F)(v) = ((9-£)-(g-1)) (v),
d’ou le résultat.

(2.2.2) Cela résulte du lemme A et du fait que G agit linéairement sur V.

(2.2.3) Puisque le morphisme d’algébres 7 est un isomorphisme, on a

SWV)= & S(V)a
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Soit f € S(V)¢ et écrivons f = Y1 fa, ot f4 € S(V)4 (cette décomposition est unique).
On a alors, pour tout g € G,

D fa=1=p@)) =D r(9)(fa)-
d=0 d=0

D’autre part, I'action de G sur S(V') stabilise chaque composante homogene S(V')4. Donc
p(9)(fa) € S(V)4. Par l'unicité de la décomposition de f en somme de composantes
homogenes, on obtient que p(g)(fy) = fq pour tout d > 0 et tout g € G. Donc

fe dego(S(V)G NS(V)a).

Cela montre I'inclusion
S(V)¥ c dego(S(V)G NS(V)4).
L’inclusion réciproque est évidente.
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Partie 1II. Exemples.
3. Groupe spécial linéaire.

Question 3.1. Tout d’abord, si r > n, alors U, est vide, donc ouvert. Supposons donc
maintenant dans cette question que r < n.

Par le choix d’une base de V', on peut identifier V" avec ’espace vectoriel des matrices
Maty, (k) & coefficients dans k (cette identification, linéaire, respecte la topologie). Il
suffit donc de montrer que ’ensemble U, des matrices M € Mat,, (k) de rang r est un

ouvert. Pour cela, posons m = (:) > 1 et notons I1,..., I, les parties de {1,2,...,n} a

r éléments. Si 1< i< metsi M € Mat,x,(k), on note f;(M) la matrice de taille r x r
extraite de M correspondant a la partie I; de {1,2,...,n}. Alors application
v: Mat,x, (k) — k™
M —  (det(f1(M)),...,det(fm(M)))
est continue (car polynomiale). D’autre part, M € U, si et seulement si p(M) # 0 (car
r < n). En d’autres termes,

Ur =~ (k™ —{0}),

donc U, est ouvert (car k™ — {0} est ouvert dans k™ et ¢ est continue).

Question 3.2. Tout d’abord, il est clair que G stabilise U,.. Pour montrer que U, est une
G-orbite, il suffit donc de montrer que G agit transitivement sur U,. Soient (vy,...,v,)
et (wi,...,w,) deux éléments de U,. Par le théoréme de la base incomplete, il existe des
vecteurs vy, .., Upy, Wpil,. .., Wy tels que (vi,...,v,) et (wr,...,w,) solent des bases
de V. Notons g : V — V l'unique application linéaire telle que g(v;) = w; pour tout i.
Alors g € GL(V). Notons A le déterminant de g et notons v : V' — V 'unique application
linéaire telle que u(wy) = wi,. .., u(wp_1) = Wp_1 et u(wy,) = A" w,. Alors det(u) = A~*
donc det(ug) = 1. En d’autres termes, ug € SL(V) et, puisque r < n, on a

ug(vi, ..., vp) = (wr, ..., W),
ce qui montre que U, est une SL(V')-orbite.

Montrons maintenant que S(V)¢ = k. 1l est tout d’abord clair que & C S(V)C.
Réciproquement, soit f € S(V)“. Alors f est constante sur les G-orbites (voir ques-
tion 1.3.1). Donc f est constante sur U, : notons c cette constante. Alors f — ¢ est
une fonction polynomiale qui est nulle sur U,., donc elle est identiquement nulle d’apres la
question 1.1. Donc S(V)¢ = k.

Question 3.3. (3.3.1) Remarquons tout d’abord que f € S(V"™) (c’est un polynéme en
les coordonnées de v; dans la base e). Soient (vy,...,v,) € V* et g € G = SL(V). Alors

(g.f)(w1,...,vn) = dete(g  (v1),...,9  (vn))
= det(g) tdete(v1,...,vp)
= f(vi,...,vp)
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car det(g) = 1. Donc g.f = f. Ceci étant vrai pour tout g € G, on a f € S(V")C.

(3.3.2) Soit (v1,...,v,) € Uy. Posons a = dete(v1,...,v,). Notons g : V' — V 'unique

application linéaire telle que g(e1) = v1,..., glen_1) = vn_1 et glen) = a~tv,. Alors
det(g) = 1, donc g € SL(V) et g(e1,...,en—1,a€,) = (v1,...,v,). Donc toute G-orbite
dans U, contient un élément de la forme (eq,...,e,—_1,aey).

Nous allons maintenant montrer que, si « et 8 sont deux éléments de k* tels que
(e1,...,en—1,ey,) et (e1,...,en_1,0€,) sont dans la méme G-orbite, alors « = . Notons
g € G un élément de G tel que g(e,...,en—1,0e,) = (€1,...,en_1,0e,). Alors 1 =
det(g) = Ba~!. Dot le résultat.

CONCLUSION - Si (v1,...,v,) € U,, alors il existe un unique élément
a € k* tel que (v1,...,v,) appartienne a la G-orbite de (e, ..., e,—1,aey).
On a alors o = f(vy,...,vy).

Montrons maintenant que S(V) = k[f]. Tout d’abord, d’apres la question 3.3.1, on
a k[f] € S(V)%. Réciproquement, soit ¢ € S(V). Notons P I'unique polynéme de k[X]
tel que ¢(eq,...,en—1,e,) = P(a) pour tout a € k*. Puisque ¢ est constante sur les
G-orbites (voir question 1.3.2), il découle de la conclusion ci-dessus que ¢ — P(f) est nulle
sur sur U,. C’est une fonction polynémiale et U, est ouvert (voir question 1.3.1) donc
¢ — P(f) = 0 d’apres la question 1.2. Donc ¢ = P(f) € k[f]. Donc S(V™)¢ = k[f].

4. Quelques groupes finis.

Question 4.1. Notons o; € k[X1,...,X,] le i-itme polynéme symétrique élémentaire :
o; = Z Xj e in .
1<i<<ji<n
Le théoreme des polynomes symétriques dit que 'application
E[X1,..., X, — k[X1,...,X,]%

P —  Ploy,...,00)
est un isomorphisme de k-algebres. En d’autres termes, k[X7,. .., X,]®" est une algebre
de polynomes engendrée par oy,..., o,.

Question 4.2. On vérifie facilement que 'action définie est bien une action du groupe G
sur Palgebre k[ X1, ..., X,].

(4.2.1) Si P € S(V)g, alors e.P = (—1)¢P. Donc P est invariant si et seulement si d
est pair. D’apres la question 2.2.3, on a

SV)= @ S(V)au.
d>0
Il est ensuite facile de vérifier par récurrence sur d que tout mondéme homogene de degré

2d est un produit de monoémes de degré 2. D’ou le résultat.

(4.2.2) Pour des raisons de degré, les éléments XZ, X3 et X;X» sont des éléments
irréductibles de k[X71,..., X,]¢ deux & deux non associés. Or, X?.X2 = (X;X2)?, donc
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E[Xq,... ,Xn]G n’est pas factoriel. En particulier, ce n’est pas une algebre de polyndémes
(car une algebre de polynomes est factorielle).

(4.2.3) Soit P € k[U,V, W] tel que P(X?, XY,Y?) = 0. Voyons P et V2—UW comme
des polynémes en la variable V & coefficients dans I’anneau integre k[U, W]. Alors V2—UW
est unitaire donc la division euclidienne de P par V2 — UW nous donne deux polynémes
A et B dans k[U, W][V] tels que B = 0 ou deg(B) < 1 (le degré de B en la variable V') et

P(U,V,W) = (V?~UW)A+ B.
Ecrivons B = a(U W)V +p(U,W) ou « et [ sont deux polynémes en U et W uniquement
déterminés. On a alors
0=P(X% XY, Y?) = B(X2, XY,Y?) = XYa(X? Y?) + 3(X2 Y?).
En effectuant le changement de variables X — —X et Y — Y, on obtient aussi que
—XYa(X% Y% +B(X%Y?) =0,
donc, en sommant ces deux égalités et en utilisant le fait que k n’est pas de caractéristique

2, on déduit que B(X?2,Y?) = 0, ce qui implique que 3 = 0. Par conséquent, a = 0 et
donc P est un multiple de V2 — UW.

(4.2.4) Soit 7 : k[U,V,W] — k[X?, XY, Y?], P — P(X? XY,Y?). Puisque 7(U) = X2,
(V) = XY et P(W) = Y2, 1 est surjectif. D’autre part, 7(V2 — UW) = 0, donc I'idéal
engendré par V2 — UW est contenu dans le noyau de 7. La question 4.2.3 montre en fait

que Kerm = (V2 — UW). Le théoréme de factorisation nous dit qu’il existe un unique
morphisme d’algebres 7 : k[U, V,W]/(V2 — UW) — k[X?, XY, Y?] rendant le diagramme

kU, V, W] u k(X2 XY,Y?

=T

KU, V,W]/(V2 = UW)

commutatif. Le morphisme 7 est alors un isomorphisme (car 7 est surjectif et Kern =

(V2= UW)).

5. Groupe orthogonal.

Question 5.1. Tout d’abord, deux éléments de V' qui sont dans la méme O(V')-orbite
ont la méme norme. Cela montre 'unicité du réel positif ou nul a.

Montrons ’existence. Soit v € V' et posons a = y/v.v. Si a = 0, alors v = 0 est dans
la méme O(V)-orbite que ae; = 0. Supposons a > 0. Il existe une base orthonormée de
V de la forme (v/a,vs,...,v,). Notons g : V' — V I'unique application linéaire telle que
gler) =v/aet gle;) =v;sii>2. Alors g € O(V) et g(v) = aeq, donc v est dans la méme
O(V)-orbite que ae;.
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CONCLUSION - Siw € V, alors il existe un unique élément a € R tel que v
appartienne a la O(V)-orbite de ae;. On a alors a = /v.v.

Question 5.2. Notons N le polynéme X7 + --- + X2. Comme l'action d’un élément
de O(V) conserve la norme, il est clair que N € S(V)OWV). Puisque S(V)P(V) est une
sous-algebre de S(V), on a R[N] c S(V)O(V),

Réciproquement, soit f € S(V)O) et notons P(X) le polynéme en une variable tel
que P(a) = f(ae1). Puisque ae; et —ae; ont la méme norme, ils sont dans la méme O(V)-
orbite (voir la question 5.1) et donc P(a) = P(—a) pour tout a € R (voir la question
1.3.2). Par suite, d’apres la question 1.4.2 (appliquée au cas ou r = 2), il existe un
polynéome Q(X) tel que P(X) = Q(X?).

Alors, si v € V, notons a = v/v.v. On a f(v) = f(ae;) = P(a) = Q(a?) = Q(N(v)).
Cela montre que f = Q o N, et donc que f € R[N].

6. Groupe orthogonal (suite).

Question 6.1. On peut identifier L avec la fonction Ex E — R, (x,y) — H(z.y,x.z,y.y).
Soit maintenant g € O(E) et (z,y) € V x V. On a

(9-L)(x,y) = L(g " a,97'y)
= H((g7"2).(97" ), (g7 2).(g7 ), (g )-(97 1 y)
= H(z.y,z.x,y.y)
= L(z,y),

la troisieme égalité découlant du fait que g respecte le produit scalaire. Donc g.L = L
pour tout g € G, c’est-a-dire L € S(V)C.

Question 6.2. Soit g : E — E, (x1,22) — (x1,—x2). Alors ¢ € O(F) et donc, si
(a,b,c) € R3, alors F(a,0,b,¢) = (9.F)(a,0,b,¢) = F(a,0,b, —c). Par conséquent,

(%) K(a,b,c) = K(a,b,—c).

Soit maintenant h : E x E, (x1,x3) — (—x1,22). Alors h € O(E) et donc, si (a,b,c) € R3,
alors F(a,0,b,¢) = (9.F)(a,0,b,¢) = F(—a,0,—b,c). Par conséquent,

(xx) K(a,b,c) = K(—a,—b,c).

D’autre part, K est une fonction associée & un polynome en trois indéterminées (A, B, C')
que nous noterons encore K € R[A, B, C]. Ecrivons
d
K =Y Ki(A,B)C".

i=0
L’égalité () montre que, par un raisonnement analogue a celui de la question 1.4.2,
que K; = 0 si i est impair. Quant a elle, I’égalité (x+) montre, en utilisant la ques-
tion 4.2.1, que, pour tout ¢, il existe un polynéme H; € R[U,V, W] tel que K;(A, B) =
H;(AB, A%, B%). Par suite, il existe un polynome K € R[U, V, W, T] tel que

(#) K(A,B,C) = K(AB, A, B*,C?).
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Question 6.3. Si (z,y) € E? =V, alors il existe g € O(E) tel que g(x) est proportionnel
a ey (voir question 5.1). Si on pose u = g(x) et v = g(y), alors (u,v) est dans l'orbite de
(z,y) et u est proportionnel a e;.

Notons Ko(U,V,W,T) = K(U,V,W,T — W) et notons « le degré en W du polynoéme
Ko. Alors la fraction rationnelle
M(U,V,T) = V*Ko(U,V,U*/V,T)
est en fait un polynéme en les indéterminées U, V', et T.
Fixons maintenant © € E'\ {0} et y € E. Soit a = \/z.x et soit v = (b,¢) € E tel que
(aeq,v) soit dans la G-orbite de (x,y) (voir au-dessus). On a alors
(x.x)*.F(z,y) = (x.z)*F(a,0,b,c)
= (x,2)"K(ab,a? b*, %)
= (z,2)%Ko(ab,a?,b*,b* + ¢?)
= M(ab,ad®, b* + ).
Or, ab = (ae1).v = z.y, a®> = 2.7 et b*> + ¢ = v.v = y.y (car (ae1,v) et (x,y) sont dans la
méme G-orbite). Donc,

M(x.y,z.z,9.y)

Flay) = (z.z)

Question 6.4. Puisque (E — {0}) x (E — {0}) est ouvert dans F x E =V, le résultat
découle de la question 1.2.

Question 6.5. La question 6.1 montre que

R[X1Y] + XoVo, X2 4+ X2, Y2 4+ Y2 € R[X}, X0, Y7, Y5]C.

Montrons I'inclusion réciproque. Soit F € R[X1, Xo,Y7,Y5]%. La question 6.3 (et par
symétrie) montre qu'il existe deux polynoémes P et @ dans R[U,V, W] et deux entiers
naturels p et ¢ tels que, si (z,y) € (E —{0}) x (E — {0}), alors

Plx.y,x.x,y. Qx.y, z.x,v.
Fla,y) = P@82299) _ Q@y,e.0,y.y)

(w.x)P (y-y)P
D’apres la question 6.4, les polynémes WIP(U,V, W) et VPQ(U,V, W) sont égaux. Mais,
Panneau R[U, V, W] étant factoriel et les polynémes V et W étant irréductibles et non
associés, on obtient que V? divise P(U,V,W). Posons alors P = P(U,V,W)/VP €
R[U, V,W]. On a alors, pour tout (z,y) € (E —{0}) x (E —{0}),
F(z,y) =Pz.y,v.2,y.y).

Encore une fois, (E — {0}) x (E — {0}) étant ouvert, il résulte de la question 1.2 que

F(X1, X9, Y1,Y2) = P(X1Y1 + XoYa, X7 + X3,V +Y5),
ce qui montre que

R[X1, X2, Y1, Y2]% C RIX1Y7 + XoYa, X7 + X3,V + Y7

D’ou I’égalité entre ces deux algebres.
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7. Conjugaison.

Question 7.1. Posons A,, = [[(X; — X;)?. 1l est clair que A, est un polynéme
symétrique (c’est-a-dire que A, € C[Xy,...,X,]®") donc, d’apres la question 4.1, il
existe un polynéme P, € C[T1,...,T,] tel que

(+) A, = P,(o1,...,00),
ou les o; sont les polynémes symétriques élémentaires (voir question 4.1).

Soit maintenant (ai,...,a,) € C" et notons (A1, ..., \,) les racines (avec multiplicités)
du polynoéme
T" — a1 T 4o (1) a1 T+ (—1)"ay.
Les relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme nous disent que
a; = Ji<)\1, ey /\n>
Il résulte de (+) que
(++) Ap(Aly ey An) = Pylar, ... ap).

Revenons maintenant a la question qui nous intéresse. Utilisons pour cela les notations
de la question suivante 7.2 (!). L’égalité (++) nous dit que

u € U si et seulement si Py (11(u), ..., m(u)) # 0.
Or, l'application
r.- v — C
u +— Pp(r(u),...,m(u))
est clairement polynémiale (composée d’applications polynémiales), donc continue. Par
suite, U = I'"1(C*) est ouvert.

Un élément u € U étant diagonalisable, son orbite sous G est ’ensemble des v € V' tels
que P, (T) = P,(T).

Question 7.2. Comme cela a déja été dit, 7; est une fonction associée a un polynome.
Le fait que 7; est invariant sous G' découle du fait que le polynome caractéristique d'un
endomorphisme est invariant par conjugaison, i.e. Ps(T) = P,4,~1(T) pour tous A € V

gAg~
et g € GL(E).

Question 7.3. Tout d’abord, il résulte de la question 7.2 que C[ry,...,7,] € S(V)C.

Réciproquement, soit f € S(V). Fixons une base (e1,...,e,) de 'espace vectoriel E.
Six=(x1,...,2,) € C" on note u, I'unique endomorphisme de E tel que u,(e;) = x;e;
pour tout i. On pose alors

P(2) = f(ua).

Alors P est une fonction polynomiale sur C". Elle est de plus symétrique car, si z’ est
obtenu & partir de = par permutations des coordonnées, alors les endomorphismes u, et
ug sont semblables. Donc il existe un polynéme @ € C[T1,...,T,] tel que

P(z) = Q(o1(x),...,on(x)).
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Or, il est facile de vérifier que o;(z) = 7;(u,). Par conséquent,

fuz) = Q11 (ug), . . . Tnl(ug)).
Soit maintenant u € U. Alors u est diagonalisable donc il existe z € C" tel que u soit
semblable & u,. Puisque f € S(V)%, on a f(u) = f(ug) et 7;(u) = 7i(uy) (voir question
7.2). Par suite,
Vuel, f(u)=Q((m(u),...,m(u)).

Puisque U est ouvert (voir question 7.1), il résulte de la question 1.2 que
VueV, flu) =Q(11(u),...,m(u)).

Donc f = Q(71,...,7) € C[r1,...,7n]. Donc S(V)¥ = C[r,...,Tn).



