Journal of Algebra 211, 57-98 (1999)
Article ID jabr.1998.7564, available online at http: //www.idealibrary.com on |DE§|.®

Produit en Couronne de Groupes Linéaires

Cédric Bonnafé

Department of Mathematics, University of Chicago, Chicago, lllinois 60637
Communicated by Michel Broué

Received January 8, 1998

We provide a description of unipotent characters of a wreath product of general
linear groups over a finite field as linear combination of generalized
Deligne~Lusztig characters.  ® 1999 Academic Press

Nous donnons une description des caractéres unipotents d’un produit en
couronne de groupes linéaires sur un corps fini comme combinaison linéaire de
caractéres de Deligne—Lusztig généralisés.  © 1999 Academic Press

INTRODUCTION

Soit G° = GL,(F)4, ot F est une cldture algébrique dun corps fini et n
et d sont deux entiers naturels non nuls. Le groupe symétrique &, agit
par permutation des composantes de G° et on note G le produit semi-di-
rect G° X & ,. Alors G est un groupe réductif non connexe. On le munit
d’'un endomorphisme de Frobenius F: G — G, dont la restriction & G° est
la composition d’un automorphisme induit par un élément de &, et de
I'endomorphisme de Frobenius déployé naturel. Le but de cet article est
de décrire les caractéres unipotents du groupe fini G*.

On obtient un paramétrage de ces caractéres unipotents par les
caractéres irréductibles de W¥, ot W est le groupe de Weyl de G (cf. Eq.
(7.4.3)). On établit aussi que tous les caractéres unipotents de G* sont des
combinaisons linéaires explicites de caractéres de Deligne-Lusztig
généralisés (cf. [DM2]): c’est le théoréme 7.3.2. Cette description permet
de calculer les foncteurs d’induction de Lusztig (cf. théoréme 7.6.1). Au
cours de la preuve du théoréme 7.3.2, on fait le lien entre ces résultats et
la descente de Shintani des caractéres du groupe général linéaire sur un
corps fini en adoptant le point de vue de Digne [D] (cf. théoréme 8.3.3).

Dans les sections 2 et 3, on rappellera les résultats classiques sur les
représentations de produits en couronne de groupes finis. Dans la section
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5, on géneralisera les résultats de [DM2] sur les groupes de points fixes
d’un automorphisme quasi-central dans un groupe réductif connexe quel-
conque. La section 6 est consacrée au rappel des résultats de [DM2],
énoncés toutefois dans un cadre un peu plus général, sur les foncteurs de
Lusztig dans les groupes réductifs non connexes. Dans la section 7, on
s'intéressera aux groupes G décrits ci-dessus: on y énoncera le théoréme
7.3.2 et on y établira quelques-unes de ses conséquences (paramétrage des
caractéres unipotents de G (cf. Eq. (7.4.3)) et le théoréme 7.6.1 qui décrit
l'induction de Lusztig des caractéres unipotents). La derniére section 8
sera consacrée a la preuve du théoréme 7.3.2. Cette preuve repose sur les
mémes arguments que ceux de Lusztig et Srinivasan dans [LS], ol sont
décrits les caractéres unipotents du groupe général linéaire sur un corps
fini. La généralisation s’obtient en utilisant constamment les résultats de
Digne et Michel sur les foncteurs de Lusztig dans les groupes non
connexes [DM2].

1. NOTATIONS

1.1. Corps. Soit p un nombre premier et soit F une cloture algébrique
du corps fini a p €léments [,. On se fixe une puissance g de p et on
notera [, le sous-corps de [ & g €éléments. Toutes les vari€tés et tous les
groupes algébriques seront considérés sur F.

On se fixe d’autre part un nombre premier / différent de p et on notera
Q, une cloture algébrique du corps l-adique @,. On choisit aussi une fois
pour toutes un automorphisme @, - @,, x =X, tel que (=1 pour
toute racine de l'unité ¢ dans @,. Si V est un Q,-espace vectoriel de
dimension finie, on notera V" son dual Hom(V, @,). Si X est une variété,
on notera, pour tout entier naturel i, H(X) le Qpespace vectoriel
HI(X, Q).

1.2. Groupes finis. Si G est un groupe fini, on notera Irr G I'ensemble
des caractéres irréductibles de G (sur @,) et #(G) le Q,-espace vectoriel
des fonctions centrales G — @,. On notera Z Irr G le sous-Z-module de
%(G) engendré par le caractéres irréductibles de G (on a #(G) = Q, ®,
7 Trr G).

On appellera G-module un @,G-module 4 gauche de dimension finie. Si
H est un autre groupe fini, on appellera G-module-H un Q,G-Q,H-bi-
module de dimension finie (sur lequel G agit a gauche et H a droite). On
notera ZG le groupe de Grothendieck de la catégorie des G-modules
(ZG est canoniquement isomorphe a Z Irr G).
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Si v et vy’ sont deux fonctions centrales sur G, on notera
1
|G|

Y v(8)Y'(g)-

geCG

(YayDe =Ly, =

Alors { , )¢ est un produit scalaire sur 2(G) pour lequel Irr G est une
base orthonormale.
Pour finir, on notera CI(G) ensemble des classes de conjugaison de G.

2. PRODUITS EN COURONNE

On va rappeler ici quelques résultats sur les représentations de produits
en couronne de groupes finis, ce qui permettra de fixer quelques notations.
Si E est un ensemble fini, on notera & le groupe des permutations de
I'ensemble E. Si H est un groupe, on notera H® le groupe des familles
(h,), e p d’éléments de H muni du produit naturel. Si d est un entier
naturel non nul, on notera &, le groupe des permutations de 'ensemble
I,=1{1,....d}.

2.1. Notations. Soit r un entier naturel non nul. On se fixe des entiers
naturels non nuls d,,...,d, ainsi que des groupes finis G,,...,G,.. On
notera G le groupe fini:

G=]£I(Gl><---><Gi)

i=1

d, fois

On se fixe aussi un groupe fini 4 ainsi qu'un morphisme de groupes ¢:
A->8, X XSy, a~(a...,a) Le groupe A agit sur le groupe
G de la manicre suivante: pour tout « € A4 et pour tout (g,5,-.., &4 )1 <, <
€ G, on pose

(23
(gilﬁ'":gid,)]SlS, = (giafl(l)"‘"gta,'l(l))lgisf
On notera G le produit semi-direct G X A.

2.2. Classes de a-comjugaison. On se fixe un élément o € 4. Deux
éléments g et g’ de G sont dits a-conjugés s’il existe x dans G tel que
g’ =x"'ga(x). On notera H'(«, G) I'ensemble des classes de a-conjugai-
son de G.

Pour tout 1 < i < r, on notera £, 'ensemble des orbites de «, dans I,.

Le groupe G* sera identifié¢ avec le groupe

G = [1G%.
=1
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Soit w € Qf, et soit j € w. On pose, pour tout g=(g,;,..., &)<z,
e G,

i — e
Ww,a(g) _gmfﬁl(]) glOIL(j)gl]’

ou / = |w|. On pose alors

7(8) = m(8) = (7, a(8))1<isr € G

13
we ),

L’application m,: G = G® n’est pas définic de maniére unique car elle
dépend du choix d’un représentant dans chaque orbite de «. Cependant,
on a le lemme suivant.

LemMme 2.2.1. L’application w,: G — G est surjective et a toutes ses
fibres de cardinal |G\/1G®|. De plus, elle induit une bijection, toujours notée
m,: H'(a,G) - CAG®). Cette bijection ne dépend pas du choix d’un

représentant dans chaque orbite de «.

Soit maintenant un caractére irréducible y de G, invariant sous «. Il
existe des caracteres irréductibles x;;,..., x,4 de G, (1 <i <) tels que

X = ® (xpn®® Xidl)'

i=1

Soient j et j' deux €léments de I,. Si j et j' sont dans la méme orbite
sous l'action de «;, alors y,; = x,,. On pose alors

Xo = X ( X lem) e Irr G,

=1 \ a0’

olt, pour tout w € QF, j_ est un élément de @ (1 <i <r). On a alors le
lemme suivant.

LemMmE 2.2.2.  L’application

(Irr G)* - Trr G,
X = Xa7
est bijective.

Soient @ et B deux éléments de 4 qui commutent. Alors 3 stabilise G
et, puisque S permute les orbites de a, B agit sur G* par permutations
des composantes. En particulier, on a une bijection (Irr G*)# —
Irr((G*) ). D’autre part, si y est un caractére irréductible de G invariant
sous « et B, alors B stabilise x, € Irr G*.

Si on note G*# le sous-groupe de G formé des éléments invariants a la
fois sous a et B et si on note (Irr G)*# Tensemble des caractéres
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irréductibles de G invariant a la fois sous « et B, on peut considérer le
diagramme

(Irr G)*P—— (Irr G*)*

| | (2.2.3)
(It G#) " ——Irr(G= 7).

LEMME 2.2.4. Le diagramme 2.2.3 est commutatif.

2.3. Extension canonique d’une représentation irréductible de G. On se
fixe une représentation irréductible p: G — GI(}), ot V" est un Q;-espace
vectoriel de dimension finie. On notera y son caractére. On notera G(x)
le stabilisateur, dans G, du caractére y. On notera aussi A( y) le stabilisa-
teur, dans A, du caractére y, de sorte que

G(x) = G X A(x).

PROPOSITION 2.3.1. Il existe une représentation et une seule p: G(x) -
GL(V) vérifiant les deux conditions suivantes (on note x le caractére de p):

(a) La restriction de p a G est p,
(b) Pour tout a € A(x), ¥(«) est un entier naturel non nul.

On a alors, pour tous g € G et o € A(y).

x(ga) = x,(7,(g))- (232)

Preuve. Si p et p’ sont deux représentations G( y) — GI(V) vérifiant
les conditions (a) et (b) de la proposition 2.3.1, alors d’apres (a), il existe un
caractere linéaire ¢ de A( x) tel que, pour tout a € 4, on ait

plla) =¢&(a)p(a).

La condition (b) implique que &(a) =1 pour tout a € A(y) et donc
p' = p. Cela montre I'unicité de p.

On va maintenant montrer 'existence. Pour cela, quitte a décomposer
en produits de groupes finis, on peut supposer que r = 1, que 4 = &, et
que x est invariant sous S, . Il existe donc un caractere irréductible y,
de G, tel que

X=X19 " ®x,.

—_——
d; fois

On note p;: G; — GL(V}) une représentation irréductible de G, ayant
pour caractére y;. On peut alors supposer que V' =1, ® --- ® }/| et que
p=p ® - ®p; (d, fois).
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On pose, pour tout & € &, et pour tous vy,...,v, dans V,
Pla)(U; ® " ® Uy} = Uiy ® " ® V14,

ce qui définit un automorphisme p(a) de V. On pose alors, pour tous
aeB, etged,

p(ga) = p(g)p(a).

I est facile de vérifier que p: G — GIL(V) est une représentation de G,
que sa restriction 2 G est égale & p et c’est un exercice facile d’algebre
linéaire de vérifier Eq. (2.3.2). On a alors, pour tout a € &, x(a) =
x.(1), ce qui montre que p vérifie aussi (b). |

DEFINITION 2.33. La représentation p de G(y) construite comme
précédemment sera appelée Uextension canonique de p. On dira aussi que
X est Vextension canonique de y a G( y).

Soit « € 4. Si y et v’ sont deux fonctions sur Ga invariantes par
conjugaison sous (5, on posera

1 -
<'y"y,>Ga = T Z ’}/(g[l\!)’y,(ga)
]Gl geG

2.4. Paramétrage des caractéres iréductibles de G. D’aprés la proposi-
tion 2.3.1, tout caractére irréductible de G admet une extension a son
groupe d’inertie. La théorie de Clifford dans ce cadre-la s’en trouve
considérablement simplifiée.

On notera AG, A) 'ensemble des couples ( y, £) oll y est un caractére
irréductible de G et & est un caractére irréductible de A( x). Si (x, &) €
AG,A) et si a€A, alors (%, %) € AG, A) car € est un caractére
irréductible de “A( x) = A(%). Cela définit une action du groupe A sur
I'ensemble A(G, A). On notera .#(G, A) 'ensemble des orbites de A dans
AG, A). Si(y, &) e AG, A), on notera x = ¢ lorbite de ( y, &) sous A.
On pose

Dooe= T = IndG (X ® £). (2.4.1)

Le caractere I, ., de G ne dépend effectivement que de P'orbite de (x, &)
sous A. De plus I, , est un caractere irréductible de G et

ndé x= Y &L, (2.4.2)
felmr ACy)
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D’autre part, Papplication

(G, A) > Irr G

(24.3)
/\/ * g — FX* §

est bijective.

2.5. Transformation de Mellin. On notera .#Y(G, A) I'ensemble des
couples ( x, @) ol x est un caractére irréductible de G et a appartient a
A(x). Si (x,a) €7V(G, A) et si B e A, alors B, %a) €7Y(G, A) car
fa appartient 3 #A( x) = A(%y). Cela définit une action de 4 sur .7 (G, A).
On notera .7 (G, A) ensemble des orbites de A dans .7V (G, A4). Si
(x,a) €7Y(G, A), on notera x * a 'orbite de ( x, @) sous A.

On posera alors, pour tout y * « dans .% Y(G, A),

FNO[:I‘XG*&= Y E(a)l, .. (25.1)
felr ACx)
On remarque encore que fxm ne dépend que de l'orbite sous A de

(x, @) dans .7 V(G, A).
LEMME 2.5.2. (a) Soit y * £ € AG, A). Alors

Y &a)f,. ..

r.,..=
x*€ |A( x)| wedly)

(b) (fxw)x*aeiv(c,m est une base orthogonale de %(G). On a,
pour tout y * a €7 (G, A),

<fx*a7fx¢a>é =fCA(X)(a)I’

(c) On suppose A abélien. Soit x * a €.7 V(G, A) et soient g € G et
B € A. Alors

[A(X)IT,.(gB), sia=8,

0, SINOR.

I ..(88)= {

Preuve. Le (a) est clair et le (b) résulte immédiatement du (a).

Montrons le (c). On suppose donc A abélien. Si B n’appartient pas a
A(x), alors T, ,(gB)=0. On peut donc supposer que B appartient
a A( x). Puisque A est abélien, on a, pour tout caractére irréductible ¢
de A( x),

erg(gﬁ) = &( B)Fxn(gﬁ)-
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Par conséquent,

f..(gB)= ¥ E@E(B),..(gB)
gelr ACy)
— {‘A( X)IFX*l(gB)’ Si o= B7
0, sinon.

3. INDUCTION TORDUE ET PRODUITS
EN COURONNES

3.1. Induction tordue. On se fixe un groupe fini H et un sous-groupe K
de H. Soit ¢ un automorphisme de H. Soit x un élément de H tel que
x¢ € H X {¢$) normalise K. Si y est une fonction sur Kx¢ invariante par
conjugaison sous K (a valeurs dans Q,), on notera Ind{¢, x la fonction
sur H¢ définie par

1 L
(Ind%, x)(h) = 0 Y x(* (re))
veH

" hé)eKed
1

=K Y x(ythe(y)e).

yEH
" hé(y)eKx

Soient E(K, x$) et E(H, ¢) deux Qqespaces vectoriels et soit RE:
E(K, x¢) —» E(H, ¢) une application linéaire. On suppose donnée deux
applications

H— E(H, $)
ho— py!
et
K - E(K,x¢)
k = pf,
telles que p/’ = p}! (respectivement p = pf) si hé et h'¢p (respective-

ment kx¢ et k'x¢) sont conjugués sous H (respectivement K) et telles
que, pour tout k € K, on ait

K H
Rgpk = Pkx-
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Si n (respectivement y) est une fonction sur H¢ (respectivement Kxe)
invariante par conjugaison sous H (respectivement K), on pose

RI = IHI hZ n(he)p,

(respectivement

X x(kxd)pf ).

Re |K| kek

LemMmE 3.1.1. Soit x une fonction sur Kx¢ invariante par conjugaison
sous K. Alors,

RE(RY) = Rinagt, »

Preyve. On a, par definition de I'induction Ind{?,,

1 1 -1
RH — y h H
Indf¥, x |H| <, K] ng X( ( d)))ph
Y hgreKed
1 1
= — h 4
mrm 5 0 () ofss0

Y hdreKnd

- g Z xR of)

- RY(RY).

3.2. Induction tordue et produits en couronne. On reprend les notations
de la section précédente 2 (G, G, 4,G, ...). Pour tout 1 < i < r, on note
G un sous-groupe de G,. On pose

IT (Gx--xaG).

l=<i<r

d, fois

Alors G’ est un sous-groupe de G stable sous A.

On suppose dans ce paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, que A est
cyclique engendré par un élément a. On reprend les notations du paragraphe
précédent avec H = G, K= G', et x = 1.
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Si x est un caractére irréductible de G°, on notera x le caractére
irréductible de G stable sous « associé a x par le lemme 2.2.2 (tel que
X, = Xx), et on notera X Iextension canonique de x a G. On identifiera ¥
avec sa restriction a Ga.

Si f est une fonction centrale sur G%, on étendra ces définitions par
linéarité en posant

f= X Hxox
x€htr G

f= X 0%
xelr G*

de sorte que, pour tout g € G, on ait f(ga) = f(a,(g)).
LEMME 3.2.1.  Soit f’ une fonction centrale sur G'*. On pose f = IndS. f'.
Alors
f=1dS, 1.

Preuve. En utilisant le lemme 2.2.1, il existe une application 7%

G
G' - G'* et il est facile de vérifier que m%" est la restriction de % 4 G'.

o

Quitte a décomposer le probleme en produits directs, on peut supposer
que r = 1. On pose alors d = d;. On peut aussi supposer que o« € &, et
méme que o = (1,2,...,4d).

Soient gi,..., 8, dans G,. Alors (g,,..., g, ) est conjugué a (g, ... gy,
1,....Da. Pour montrer le lemme 3.2.1, il suffit donc de montrer que,
pour tout g € Gy,

f(g.1,...,)a) = (IndZ, f)((g.1,....1)a).
Soient x,,...,x, dans G,. Alors
i (g1, ) @)
= (x7'gr, x3 7 xy, L x X, ) a.
Par conséquent, ** 'x")il((g, 1,...,Da) € G'« si et seulement si
xitgeg, x g, L xtx, € G,
c’est-a-dire si et seulement si

~1 ~1 -1 /
Xy 8Ky, Xy Xy, X Xy 4 € G
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On a alors

(IndZ, £)((g,1,....D)a)

= )y f’((x;lgxd,x;lxl,...,x[}lxd_l)a)
IG I (xge-ees x)EG
xj g€ G
[CT xg_ e, G
1 s -1 -1
=|.(_;,_| Y fxg'gxs, .. xg'gx,)
(x1....,x)EG
xjlg € Gl
(yaeen xgo D E(x,GL Y1
1
TG ZG (x5 8)%)
cce
x’l(g,?(..,g)xEG o
= (Indgf‘a f)7i(g,1,...,1))
:f(wf(g,l,...,l))

Il

f((g,l,...,l)a).

4. CENTRALISATEURS DE SOUS-TORES

Cette section est destinée a donner des résultats un peu plus généraux
que ceux dont on aura besoin dans la prochaine section 5. De plus, les
résultats de cette section restent vrais sur un corps algébriquement clos
quelconque.

4.1. Notations. Ces notations ne resteront en vigueur que dans cette
section. Soit G un groupe réductif connexe. Soit T un tore maximal de G,
et soit 4 un groupe fini d’automorphismes de T. Si o € A, on note encore
o Taction de o sur Y(T) et sur X(T) (si x € X(T), alors o(x) =x° ¢ ).
On pose L = C((T#)°). Alors T est contenu dans L et L est un sous-groupe
de Levi d’'un sous-groupe parabolique de G.

4.2. Résultats. On va donner une description du systéme de racines de
L relativement a T (proposition 4.2.1) ainsi quune condition suffisante
pour que L = T (corollaire 4.2.3).
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PROPOSITION 4.2.1. Avec les notations ci-dessus, soit o une racine de G
relativement a T. Alors « est une racine de L relativement a T si et seule-
ment si

Y. o(a)=0.

g€A

Preuve. Par définition de L, a est une racine de L relativement a T
si et seulement si la restriction de a & (T*) est le caractére trivial,
Cest-a-dire si et seulement si « est orthogonale 3 Y(T*)) < Y(T). Pour
la suite de cette preuve, on a besoin du lemma suivant.

LEMME 4.2.2. On a Y(TAY) = Y(D

Preuve du Lemme 4.2.2. Soit y € Y(T)“. Alors I'image de y est con-
tenue dans T, et, puisqu’elle est connexe, elle est contenue dans (T4).
Par suite, y € Y((T) ). La réciproque est immédiate. [

Supposons que a soit orthogonale a Y((T*)°). Soit y € Y(T). On pose
y =Y,cq0(), et a' =% ., 0(a) Alors y' € Y(T)4, donc, d’apres
le lemme 4.2.2, {a,y’> = 0. Or, (e, y') = {a’, y), ce qui montre que «’
est orthogonal a Y(T), c’est-a-dire est trivial.

Réciproquement, supposons que ¥ . 4 o(a) = 0. Soit alors y € Y(T)*.
On a

0= < )> C’(CV)J>= <a, by 0“(y)>

oA oc€A

=|AKa, y),

car y est stable sous A. Par suite, {(a,y) = 0, ce qui montre que « est
une racine de L relativement a T. |}

COROLLAIRE 4.2.3. Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T.
On suppose que A stabilise le systeme de racines positives de G relativement
au couple (T, B). Alors C(T4y) = T.

Preuve. On pose L = Cg((T)). Soit a une racine de L relativement
a T, positive relativement a 'ordre défini par B. Par hypothése, o(«) est
une racine positive pour tout o € A. Or, d’apres la proposition 4.2.1, on a

X o(a)=0,

oA

ce qui est impossible. On en déduit que le systtme de racines de L
relativement a T est vide, c’est-a-dire que L=T. |
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5. AUTOMORPHISMES QUASI-CENTRAUX

Cette section est consacrée a la généralisation des résultats de [DM?2]
sur I'étude du groupe des points fixes d’un groupe réductif sous un groupe
abélien d’automorphismes quasi-centraux (la définition 5.1.1 rappellera ce
quest un automorphisme quasi-central). La généralisation tient essen-
tiellement dans la proposition 5.2.1 qui permet de raisonner par récur-
rence sur le cardinal de ce groupe d’automorphismes pour se ramener aux
résultats de [DM2].

Les résultats des paragraphes 5.1 & 5.3 restent vrais lorsque les groupes
considérés sont définis sur un corps algébriquement clos quelconque.

5.1. Notations. Soit G un groupe réductif connexe. Soit B, un sous-
groupe de Borel de G et soit T, un tore maximal de B,. On note ® le
systéme de racines de G relativement a T,, et A la base de ® associée a
B,. Pour tout a € @, on notera U, le sous-groupe unipotent de G associé
a a.

Soit A un groupe fini abélien d’automorphismes de G stabilisant T, et
B,. Les éléments de A sont donc, par définition, des automorphismes
quasi-semi-simples de G (cf. [SD. Tout élément o € A induit un automor-
phisme de X(T,) que I'on notera toujours o: cet automorphisme permute
les racines de G relativement a T,.

DfrFmNiTION 5.1.1 ([DM2], définition-théoréme 1.15). Un automor-
phisme o de G sera dit quasi-central §’il est quasi-semi-simple et si, pour
tout g € G tel que l'automorphisme 7= o cad g de G soit quasi-semi-
simple, on a dimG” < dim G”.

On suppose que les éléments de A sont des automorphismes quasi-
centraux de G. Le but de cette section est de généraliser au cas olt A est
abélien les résultats de [DM2], section 1, sur Pétude du groupe des points
fixes de G sous A: dans [DM2], il n’est traité que le cas ou A4 est cyclique
(Cest cependant le cas le plus difficile, la généralisation ne se faisant que
par récurrence sur le cardinal de A).

Remarque. Le groupe cyclique engendré par un automorphisme quasi-
central n’est pas nécessairement un groupe d’automorphismes quasi-
centraux: il se peut qu'une puissance d’un automorphisme quasi-central ne
le soit pas (cf. [DM2], 1.20).

5.2. Récurrence. 1essentiel de la généralisation des résultats de [DM2]
tient dans la proposition 5.2.1 que 'on va énoncer dans ce paragraphe et
qui permet, en raisonnant par récurrence sur le cardinal de A, de se
ramener au cas ou A est cyclique.

PROPOSITION 5.2.1.  Soit A’ un sous-groupe maximal du groupe A et soit o
un élément de A n’appartenant pas a A'. On pose G' = (G”). Alors les
éléments de A’ induisent des automorphismes quasi-centraux de G’.
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Preuve. Puisque A est abélien, le groupe G’ est stable sous A'. D’apres
[DM2], théoréeme 1.8(1), le groupe G’ est un groupe réductif connexe (cela
n‘utilise que la quasi-semi-simplicité des éléments de A4). On pose Ty = T,
N G’ et B, = B, N G'. D’apres [DM2], théoreme 1.8(ii), B, est un sous-
groupe de Borel de G’ et T; est un tore maximal de Bj. Le groupe A étant
abélien, T et B sont A’-stables.

Soit (x,: F — U,), « ¢ une famille d’isomorphismes. Pour tous r € 4 et
a € ®, on notera ¢, , l'unique élément de F* tel que

er ﬂ:’ Txa(f) =xr(a)(c7,a§)'

On posera d’autre part C, , = c,. ,, oll i est le plus petit entier naturel
non nul tel que o(a) = a (Cest-a-dire le cardinal de l'orbite de «
sous o). Puisque o' est un automorphisme quasi-central, il résulte du
théoréme 1.8(v), de [DM2] que C, , =c¢,. , = C,. , =1 car 0'(a) = a.
Quitte & modifier les x_, (¢ € A) par un automorphisme de F (c’est-a-dire
par la multiplication par un élément de F*), on peut supposer que

¢, o = 1 pour tout @ € A, c’est-a-dire
VYo A, VéeF, X, (€) = Xyea)(€)-
SiteAetst o €A, alors on a, pour tout ¢ € F,

xLT’T(a)(C(TT,Otg) ___G—Txa(g) =er(a)(cr,a§) :xo"r(a)(cr,ag)ﬁ

et, puisque A est abélien,

O—Txa(‘f) :Tﬂ’xa(g) :Txrr(a)(g) ZXTU(Q)(CT,U(a)g)'

Par suite,

C =C =C

T, & oT, T,0{(w)"

(5.2.2)

On note @' le systeme de racines de G’ relativement a T, et A’ la base
de @’ associée a B)). Si « € ®, on notera a’ Vorbite de a sous o. D’aprés
[DM2], théoreme 1.8(v), A’ peut étre identifié avec I'ensemble des orbites
de o dans A. Soit (x: F = UL), e une famille d’isomorphismes
quelconque. Pour tous 7€ A’ et pour tout o’ € ®’, on notera ¢
I'unique €lément de F* tel que

Vé:e Bj’ Tx:x’(g) :xf(a')(c;.a'g)'

On se fixe 7€ 4’ et a € A. On note  le cardinal de l'orbite de o' sous
7. Compte tenu de [DM2], définition-théoréme 1.15(v), pour montrer que 7
induit un automorphisme quasi-central de G’, il suffit de montrer I’égalité

C;",a’ = 1. (#)

ne dépend pas du choix de la famille (x).), c ¢

'

On remarque que ¢

a
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Puisque 7(a’) = a’ et puisque 7(a’) = 7(a) (car A est abélien), il
existe j € Z tel que /(&) = o /(). Or, d’apres la formule (5.2.2), on a

CTl,a = C’Tl(]'i],ol'
On pose 7' = 70 /. On a 7'(a) = a et 7' est un automorphisme quasi-
central de G. Donc, d’apres [DM2], théoreme 1.15(v), on a ¢, , = 1. Par
suite,

o= 1. (5.2.3)

Premier cas: Supposons que, pour toutes racines 8 et y dans «’, B+ vy
ne soit pas une racine. On pose alors, pour tout £ € F,

X (€)= Bl;[,x;;(f)-

Puisque x,(£) et x,(&') commutent pour tous B et y dans a’ et £ et £’
dans [ (cela résulte des relations de Chevalley et du fait que B + y nest
pas une racine), I'application x/,. est bien définie, ne dépend pas de I'ordre
dans lequel on effectue le produit et est un morphisme de groupes. C'est
mcme un isomorphisme de groupes x/,.: F — U,.. Il est facile de vérifier
que

d’apres la formule (5.2.3), ce qui montre () dans ce cas-la.

Deuxieme cas: Suppons maintenant trouvée une racine 8 dans o' telle
que a + B soit une racine. On pose y = o + B. Alors « et 8 sont les
deux racines “du milieu” d’'une composante irréductible de type A,,
(n = 1) du graphe de Dynkin de (G, T,,B,). On peut donc supposer que,
pour tous & et 7 dans F, on a

[xa(§),xﬁ(n)] = x,(ém).

Par suite, ¢, , =¢, ,¢, g=c;, car ¢, , =c, , d’apres la formule (5.2.2).
On note & le plus petlt entler ‘naturel tel que B = o*“(a). Alors k est le
cardinal de l'orbite de y sous o; on remarque aussi que la somme de deux
racines de y’ n’est pas une racine. On peut aussi supposer alors que, pour
tous é€Fet0<j<k—1,

o €) =7x,(£).
On a alors, d’aprés [DM2], théoréme 1.8(v),

Uxo.k—l(y)( f) = xy( —f)
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e Si p = 2: Dans ce cas, il est facile de vérifier que, si on pose
xe(&) = T1 x:(8)
Sey’

pour tout ¢ € F, alors x|, est un isomorphisme F — U,.. Or, ¢, ,. =
= c¢Z , = 1 d'apres la formule (5.2.3). D’ol ().

e Si p # 2: Dans ce cas, un calcul fastidieux mais facile montre que,
si on pose

Criy

k-1 £?
xi)z'( f) = I—%xﬂj(a)( g)xcr’(ﬁ)( f)%;/(y)(?)
i=

pour tout § € [, alors x,, est un isomorphisme T — U, et ¢. ,. = c_.
= 1 d’apres la formule (5.2.3). Cela termine la démonstration de (). |

a

5.3. Etude du groupe (G*)°. On va étudier dans ce paragraphe les
rapports entre les sous-groupes de Borel, les sous-groupes paraboliques,
les tores maximaux, et les sous-groupes réguliers de G et ceux de (G4) .

PROPOSITION 5.3.1. (a) Le groupe G est réductif.

(b) L’application B — B N (G™Y induit une bijection entre I’ensemble
des sous-groupes de Borel A-stables de G et ’ensemble des sous-groupes de
Borel de (G*Y .

() L’application (T,B) — (T N (G*Y,B N (G*Y) induit une bijec-
tion entre I’ensemble des couples (T,B) ot B est un sous-groupe de Borel
A-stable de G et T est un tore maximal A-stable de B et Iensemble des
couples formés d’un tore maximal de (G*Y et d’un sous-groupe de Borel de
(G*Y le contenant.

(d) Soit T un tore maximal A-stable d"un sous-groupe de Borel A-stable
de G.Ona T = Cg(T N (G*Y).

Preuve. On va montrer (a), (b), et (c) par récurrence sur |A4|. Si [A4] = 1.
il n’y a rien & démontrer. On suppose donc | A| = 2 et les résultats (a), (b),
et (¢) vrais pour le couple (G', A”) construit dans la proposition 5.2.1 dont
on reprend les notations (A4', o, G', T, By, . . . ). On remarque que, puisque
A est engendré par A’ et o, on a (GAY = (G'4'Y.

Par hypothése de récurrence, le groupe G'*" est réductif, donc G* est
réductif.

Soit B un sous-groupe de Borel A-stable de G. Alors, d’apres [DMZ2],
théoreme 1.8(iii), B N G’ est un sous-groupe de Borel de G'. Puisque A4
est abélien, B N G’ est A’-stable, et donc, par hypothése de récurrence,
B N (G'*) est un sous-groupe de Borel de (G'4'Y = (G*) . L’application
du (b) de la proposition 5.3.1 est donc bien définie.
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Soient B, et B, deux sous-groupes de Borel A-stables de G tels que
B, N (G4Y =B, N (G4)Y. Alors, par hypothése de récurrence, B, N G’
= B, N G'. Par suite, d’apreés [DM2], définition-théoréme 1.15(ii), on a
B, = B,, ce qui montre l'injectivité de I'application B — B N (G4Y.

Soit B” un sous-groupe de Borel de (G“)°. Par hypothése de récurrence,
il existe un sous-groupe de Borel A’-stable B’ de G’ tel que B’ N (G#) =
B". D’apres [DM2], définition-théoréme 1.15(ii), il existe un unique sous-
groupe de Borel o-stable B de G tel que B N G’ = B'. Par unicité de B, ce
dernier est A’-stable car B’ I'est. Donc B est A-stable car il est aussi
o-stable. D’autre part, B N (G4Y =B N G) N (G*Y =B N (GH) =
B". L’application B — B N (G“)° est donc surjective, ce qui termine la
démonstration du (b).

Le (¢) se montre de la méme mani¢re que le (b) en utilisant le fait qu’il
est vrai lorsque 4 = {o ), ce qui est démontré dans [DM2], corollaire 1.25.

Le (d) résulte immédiatement du corollaire 4.2.3. |

Remarque. Le (a) et le (d) de la proposition 5.3.1 n’utilise que la
quasi-semi-simplicité des éléments de A.

COROLLAIRE 5.3.2. Soit (T, B) un couple formé d’un tore maximal A-sta-
ble T de G et d’un sous-groupe de Borel A-stable B de G le contenant. Alors
il existe g € (G*Y tel que

*(Ty.By) = (T,B).
Preuve. D’apres la proposition 5.3.1(c), il existe g € (G*)° tel que
5(Ty N (6N, By N (GH)) = (TN (G*),B N (G1)°).

L’injectivé de I'application (T, B) — (T N (G*Y,B N (G*) ) montre alors
que é(T,,B,) = (T,B). |

PROPOSITION 5.3.3. (a) L’application P — P N (G*Y induit une bijec-
tion croissante entre I’ensemble des sous-groupes paraboliques A-stables de G
et ensemble des sous-groupes paraboliques de (G*Y .

(b) L’application (L,P) —» (L N (GAY,P N (G*)) induit une bijec-
tion croissante entre I’ensemble des couples (L,P) o P est un sous-groupe
parabolique A-stable de G et L est un sous-groupe de Levi A-stable de P et
Pensemble des couples (L', P’) formés d’un sous-groupe parabolique P' de
(GAY et d’un sous-groupe de Levi L' de P'.

(c) Auvec les notations du (b), on a L = Cg(rad(L N (G*)°)).
Preuve. Cela se démontre de la méme maniére que le (b) et le (c) de la

proposition 5.3.1, en utilisant le fait que le résultat est vrai lorsque A est
cyclique (cf. [DM2], corollaire 1.25). |
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COROLLAIRE 5.3.4. Soit P un sous-groupe parabolique A-stable de G et
soit L un sous-groupe de Levi A-stable de P. Alors il existe un couple
(T, By) formé d’un tore maximal A-stable Ty de L et d’un sous-groupe de
Borel A-stable B, de L contenant T, . De plus, les éléments de A induisent
des automorphismes quasi-centraux de L.

Preuve. Soit (T',B’) un couple formé d’un tore maximal T’ de L N
(GAY et d’'un sous-groupe de Borel B’ de P N (G*)Y contenant T'. Par
suite, d’apres la proposition 5.3.1, il existe un unique couple (T, B) formé
d’un tore maximal A-stable T de G et d’un sous-groupe de Borel A-stable
B de G contenant T tel que T' =T N (G*Y et B =B N (G*Y. Alors
TCcLet BCP. On pose B, =B N L. Alors B, est un sous-groupe de
Borel A-stable de L contenant T = T.

Pour la derniére assertion, on peut supposer, quitte & conjuguer par un
élément de (G*Y, que T, C L et B, C P. 1 suffit alors d’appliquer par
exemple [DM2], définition-théoréme 1.15Gii). |

5.4. Cas des corps finis. On suppose dorénavant que G est défini sur [,
et on note F: G = G I'endomorphisme de Frobenius associé. On suppose
que tous les éléments de A sont rationnels, c’est-a-dire commutent avec F.

PROPOSITION 5.4.1. Il existe un couple (T,B) ou B est un sous-groupe de
Borel A-stable et F-stable de G et T est un tore maximal A-stable et F-stable
de B.

Preuve. Soit B’ un sous-groupe de Borel F-stable de (G*)° soit T’ un
tore maximal F-stable de (G?)° contenu dans B'. D’aprés la proposition
5.3.1(c), il existe un unique couple (T, B) ol1 B est un sous-groupe de Borel
A-stable de G et T est un tore maximal A-stable de B tel que T N (G*)
=T et BN (G*Y =B’ Par unicité du couple (T,B), ce couple est
F-stable.

COROLLAIRE 5.4.2. Soit P un sous-groupe paraboligue A-stable de G
(non nécessairement rationnel) ayant un sous-groupe de Levi L. qui est
A-stable et rationnel. Alors il existe un couple (Ty,B;) ot B, est un
sous-groupe de Borel A-stable et F-stable de L et T\ est un tore maximal
A-stable et F-stable de By .

Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition 5.4.1 et du coro-
Nlaire 5.34. |

PROPOSITION 5.4.3.  Soit P un sous-groupe parabolique de G (non néces-
sairement rationnel) qui posséde un sous-groupe de Levi rationnel L. Alors, si
la GF-orbite du couple (L, P) est A-stable, elle contient un couple A-stable.

Preuve. On va raisonner par récurrence sur |A| comme dans la propo-
sition 5.3.1. On reprend donc les notations du paragraph 5.2 (A’, o, et G').
On suppose donc le résultat vrai pour le couple (G', 4').
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Drapres [DM2], proposition 1.38, il existe un élément g € G* tel que
(L, P) soit o-stable. On peut donc supposer que le couple (L,P) est
o-stable, ce qui sera fait par la suite. Onpose P’ =P N G etL' =L N G'.
Alors, d’apres [DM2], proposition 1.11, P’ est un sous-groupe parabolique
de G’ et L’ est un sous-groupe de Levi de P'.

Soit T € A'. Par hypothese, il existe un élément g € G¥ tel que "(L,P)
=#(L,P). Puisque A est abélien, le couple "(L,P) est o-stable, donc
g 'o(g) appartient au normalisateur dans G du couple, (L, P), cest-a-dire
L. D’autre part, o commute avec F, donc g 'o(g) € LF. D’aprés [DM2],
proposition 1.39, on a g € G'.L¥. On peut donc supposer que g € G'%, ce
qui montre que la G'F-orbite de (I, P’) est A’-stable.

Par hypothése de récurrence, il existe g’ € G'F tel que ¢ (L', P') soit
A’-stable. D’apres [DM2], corollaire 1.25, puisque £'(L, P) est o-stable, il
est aussi A'-stable, donc A-stable. |}

6. GROUPES REDUCTIFS NON CONNEXES

Soit G un groupe réductif non nécessairement connexe défini sur F,,
d’endomorphisme de Frobenius F: G — G. On va rappeler ici quelques
résultats sur les groupes réductifs non connexes, et notamment, on va
construire l'induction et la restriction de Lusztig dans ce cadre-la: cette
construction a déja été faite dans [DM2], définition 2.2. La classe de
sous-groupes réguliers que 'on considere ici est 1égérement plus générale
que celle considérée dans [DM2]; les deux définitions sont reliées par la
proposition 6.3.2.

6.1. Généralités. Les notions de sous-groupes de Borel et de sous-
groupes paraboliques de G se définissent de la méme maniére que dans le
cas ou G est connexe, c'est-a-dire:

DEFINITION 6.1.1. On appellera sous-groupe parabolique de G tout
sous-groupe fermé de G contenant un sous-groupe de Borel de G°.

Remarque. Les “paraboliques” de G construits par [DM2] (cf. défini-
tion 1.4) sont les normalisateurs dans G des sous-groupes paraboliques de
G°. En particulier, ce sont des sous-groupes paraboliques de G au sens de
la définition précedente 6.1.1. Cependant, un sous-groupe parabolique
de G au sens de la définition 6.1.1 n’est pas forcément un “parabolique”
au sens de [DM2]. 11 est contenu (en général strictement) dans un “para-
bolique” ayant méme composante neutre.

Soit P un sous-groupe parabolique de G. On note U son radical
unipotent: U est le radical unipotent de P°. Soit L, un sous-groupe de Levi
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de P°. On pose L = Np(L,). Alors (cf. par exemple, [DM1], corollaire
1.18),onal’> =L NG =L, et

P=LXU.

DEFINITION 6.1.2.  Avec les notations ci-dessus, on dira que L est un
sous-groupe de Levi du sous-groupe parabolique P.

On appellera sous-groupe régulier de G tout sous-groupe de Levi d’un
sous-groupe parabolique de G.

DEFINITION 6.1.3. On apellera quasi-sous-groupe de Borel de G tout
normalisateur d'un sous-groupe de Borel de G°.

On appellera quasi-tore maximal de G tout sous-groupe de Levi d'un
quasi-sous-groupe de Borel de G (en effet, un quasi-sous-groupe de Borel
est un sous-groupe parabolique).

Remarque. Un quasi-sous groupe de Borel (respectivement un quasi-
tore maximal) de G au sens de la définition 6.1.3 est un “Borel” (respec-
tivement un “tore”) au sens de [DM2], définition 1.2.

DEFINITION 6.1.4. Si T° est un tore maximal de G°, on appellera
groupe de Weyl de G relativement & T° et on notera W(T°) le groupe
quotient Ng(T°)/T°.

Soit T° un tore maximal de G° et soit B° un sous-groupe de Borel de
G° contenant T°. On note T le normalisateur, dans G, du couple (T°,B°).
Alors T est un quasi-tore maximal de G, de composante neutre T°. D’autre
part,

Wg(T°) = T/T° X W (T°).

Soit o € G*. On notera G(o ) le sous-groupe de G engendré par G° et
o. Cest un sous-groupe régulier F-stable de G.

PROPOSITION 6.1.5. On suppose que o € G induit un automorphisme
quasi-central de G°. Soit T un quasi-tore maximal F-stable de G(o). Alors
il existe un G(a )F'-conjugué T, de T contenant o. De plus, (T) est un tore
maximal F-stable de (G” Y .

L’application qui, & la G(o)F-classe de T, associe la (G”Y F-classe de
(T7) est bijective. Par suite, Iensemble des G(o ) -classes de quasi-tores
maximaux F-stables de G( o) est en bijection avec H'(F,W° ), ou W° est le
groupe de Weyl de G° relativement a un tore maximal F-stable et o-stable
(il en existe toujours d’aprés [ DM 2], proposition 1.36(ii)).

Preuve. Cf. [DM2], proposition 1.40. |
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6.2. Groupes non connexes et automorphismes quasi-centraux. On va
commencer cc paragraphe en montrant que le groupe G est le produit de
sa composante neutre par un sous-groupe F-stable dont les éléments
induisent des automorphismes quasi-centraux de G°. Plus précisément, on
a le lemme suivant.

LEMME 6.2.1. Soit B° un sous-groupe de Borel F-stable de G° et soit T°
un tore maximal F-stable de B°. On pose T = Ng(T°,B°). Alors il existe un
sous-groupe fermé F-stable A de T vérifant les trois conditions suivantes:

(a) G =G".A,
(b) AN G° est contenu dans le centre de G°,

(¢) Les éléments de A induisent des automorphismes quasi-centravx
de G°.

Preuve. On note ® le systeme de racines de G° relativement a T° et A
la base de & relativement & B°. Pour tout « € ®, on note U, le
sous-groupe unipotent de G° associée & «. On note ¢ 'automorphisme de
X(T°) tel que, pour tout x € X(T°), on ait

F(x) = qé(x).
Alors ¢ permute les racines de G° relativement a T°. On choisit une
famille d’isomorphismes (x,: F — U,), . 4 telle que, pour tous a € ® et
¢ F, on ait

an( §) = X¢>(a)( £7).
On pose

A={oeT|Vae A VieF, %, (&) =X, &)}

Alors A est F-stable et A N G° = Z, ou Z désigne le centre de G°. D’autre
part, G = G°.A. En effet, il suffit de montrer que T = T°.A. Soit donc
o € T. Pour tout « € A, il existe ¢, € F* tel que x, (&) =x,,(c, &)
pour tout ¢ € F. Il existe alors un élément ¢ € T° tel que a(r) = ¢, pour
tout « € A. On a alors par construction o™’ € A,

Pour finir, d’aprés [DM2], définition-théoréme 1.15(v), les éléments de A
induisent des automorphismes quasi-centraux de G°. |

On reprend les notations du lemme 6.2.1 et on se fixe un sous-groupe A
de T satisfaisant les conditions (a), (b), et (¢) du lemme 6.2.1. On note A le
groupe quotient G/G”. On a un morphisme surjectif A — A.

Soit P un sous-groupe parabolique de G et soit L un sous-groupe de Levi
de P. On suppose que L est F-stable. On note A4, le sous-groupe de A
image de L par le morphisme composé

L->G/G —>A

et on note A; 'image réciproque de A; dans A.
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PROPOSITION 6.2.2.  On suppose que A est abélien et que G¥ = G°F AL
Alors il existe un élément g € G°F tel que ®L (et donc *P) contienne A¥ .

Preuve. Par définition de A;, et compte tenu du fait que GF = G° " A,
Porbite du couple (I°,P°) sous G°© est stable sous A7 D’apres la
proposition 5.4.3, il existe un élément g € G°” tel que 5(L°,P°) soit
Af-stable. Puisque Ng.(P°) = P° et Np.(’) = I, on en déduit que °L
(et donc éP) contient A. |

6.3. Foncteurs de Lusztig dans les groupes non connexes. Soit P un
sous-groupe parabolique de G, et soit U son radical unipotent. Soit L
un sous-groupe de Levi de P. On suppose L rationnel. On pose

Yy = {g € Glg"'F(g) € U}.

S’il y a ambiguité on notera YS ou encore Y5 ©' la variété Y. Le groupe
G’ agit par translation 2 gauche et le groupe L¥ agit par translation 2
droite sur Y. On note H*(Yy) le G”-module-L* virtuel

H} (YU) = ZN ( ~1)iHci(YU’@z)-

On construit a partir du bimodule virtuel H*(Yy) des foncteurs entre les
groupes de Grothendieck ZG* et ZLF notés:

RE p: #HLF > %G”
7= HX(Yy) @qur 7,
RS p: FGF >
77'—>H;“(YU)V®@IGF T,

ol H*(Yy)"Y désigne le dual de H*(Yy) (Cest un LF-module-G%). Les
deux foncteurs R¥ _p et *R¢_, induisent des foncteurs entre les espaces
de fonctions centrales #(LF) et #(G¥), toujours notés R¥ _, et *RE _,.
Les formules les décrivant sont les suivantes.

PROPOSITION 6.3.1.  Soient A et y deux fonctions centrales sur LF et G
respectivement. Alors,

1
RECP(/\)(g) = ﬁ Z Tr((g,x_l),HC*(YU)))\(x),
xelF

1
"REce(V)(D) = og 2 Tr((y™h10), HX (Yu))¥(¥),

67 5

pour tous g € G' et l € LF.
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Preuve. Cf. [DM1], proposition 4.5. |

Les foncteurs RY _p et *R; _pG sont appelés respectivement les fonc-
teurs d’induction et de restriction de Lusztig. Ils dépendent a priori du choix
du sous-groupe parabolique P dont L est un sous-groupe de Levi.

Remarque. Les foncteurs d’induction et de restriction de Lusztig ont
tout d’abord été construits par Lusztig (cf. [L1]) dans les groupes réductifs
connexes. IIs ont ensuite été généralisés au cas des groupes non connexes
par Digne et Michel (cf. [DM2]). La définition précédente généralise un
tout petit peu la définition de Digne et Michel (cf. remarque suivant la
définition 6.1.1). Le lien entre les deux définitions est donné par la
proposition suivante.

PROPOSITION 6.3.2.  Soit L un sous-groupe F-stable de G contenant G°.
Alors L est un sous-groupe parabolique de G et un sous-groupe de Levi de
lui-méme. De plus,

G _ GF
RS _, = Ind$r
et
*RG — R GF
LcL — €Sy F.

Preuve. En effet, dans ce cas-13, le radical unipotent de L est réduit a
Pélément neutre. Or, la variété Y, est égale a G”. Par suite, H(Y,;)) est
isomorphe, en tant que G’ -module-LF, a @,G” munie des actions na-
turelles de G* 2 gauche et L 2 droite (cf. par exemple, [DM1], proposition

10.8G)). 1

PROPOSITION 6.3.3. Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques de G
tels que P C Q. Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de P et soit M un
sous-groupe de Levi F-stable de Q contenant L.

Alors PN M est un sous-groupe parabolique de M dont L est un
sous-groupe de Levi. De plus,

RECP = RI(\;/ICQ °R¥anM7
et
*RECP :*chPnM °*R§4cq-
Preuve. On note U le radical unipotent de P et V celui de Q. 1l est
facile de voir que P N M est un sous-groupe parabolique de M (car il
contient P° N M° qui est un sous-groupe parabolique de M°), de radical

unipotent U N M = U N M°, et dont un sous-groupe de Levi est L.
Compte tenu des propriétés de la cohomologie l-adique (cf. par exemple,
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[DM1], proposition 10.10), il suffit de montrer que I'application
01 Y§ Xyr Yoy = Y¢

(8,x) = &
est un isomorphisme de variétés, ol Yy Xy r Yi o désigne le quotient de
la variété produit Y¢ X YL\ par MF, l'action du groupe M* étant
définie de la maniere suivante:

m.g,x) = (gm™ !, mx),

pour tous m € MF, g € Y, et x € Y\, . 11 suffit de montrer quelle est
bien définie, injective, et surjective.
Soient g € Y¢ et x € Yol . On a alors

(gv) 'F(gr) =x (g 'F(g))x.x"'F(x).

Or, x Yg 'F(g))x appartient 2 V (car x €M et g 'F(g) €V) et
x'F(x) € U N M. Par suite,

(gr) 'F(gr) eV(UNM) =U

(cf. [DM1], proposition 2.1(iii)). L’application ¢ est donc bien définie.
Soient (g, x) et (g’, x') dans Yy X YL,y tels que gr = g’x’. On a alors
g 'g=x'x"".Onposem=x'x.Onag=g'mx=m'x",etm M.

On a alors

g7IF(g) =m g "'F(g))m.m F(m),

ce qui implique que VN V.m 'F(m) est non vide, Cest-a-dire que,
F(m) = m. Par suite, ¢ est injective.

Soit y € Y§. Il existe u dans U N M et v dans V tels que y 'F(y) = vu.
Drautre part, d’aprés le théoréme de Lang, il existe un élément x de M tel
que x 'F(x) =u. Alors xix ' €V, donc il existe g dans G tel que
g 'F(g) = xux~!. Par suite, (gxr)"'F(gx) =y 'F(y), donc on trouve g’ €
G’ tel que y =g'gr. Or, g'g € Yy et x € Y3\, y, C€ qui montre que ¢
est surjective. |

Le dernier résultat de ce paragraphe concerne le cas ou le sous-groupe

parabolique P est lui aussi F-stable. On obtient alors une description plus

simple du foncteur de Lusztig RY_p, analogue au cas des groupes con-

nexes. D’ailleurs la preuve en est analogue et donc sera omise.

PROPOSITION 6.3.4. On suppose que le sous-groupe parabolique P est
F-stable. Alors le morphisme naturel 7w: P¥ — L est surjectif, et on a

RECP()\) = Indgi(/\o ’TT)

pour toute fonction centrale A sur LF.
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6.4. Caracteres unipotents de groupes non connexes. On peut définir
aussi pour les groupes non connexes la notion de caractére unipotent.

DEFINITION 6.4.1. On appelle caractére unipotent de G* toute com-
posante irréductible d’un caractére (virtuel) RS _ (1), ot T° est un tore
maximal F-stable de G (c’est-a-dire de G°) et B° est un sous-groupe de
Borel de G° contenant T°.

On notera &£(G’,1) I'ensemble des caractéres irréductibles unipotents
de G”.

LEMME 6.4.2. Soit y un caractére irréductible de G*. Alors y est unipo-
tent si et seulement si vy est une composante irréductible d’un

F
IndgoF '}/O B
ol y° est un caractére unipotent de G° .

Preuve. SiT° est un tore maximal F-stable de G (c’est-a-dire de G°) et
B° est un sous-groupe de Borel de G° contenant T°, on a

G
RT cp = IndGoF To B

Or, le foncteur de Lusztig RS _ 4 ne dépend pas du sous-groupe de Borel
B°, donc le foncteur de Lusztig RS- - g ne dépend pas non plus de B°. Par
conséquent, dans cette preuve, on notera R% le foncteur RS _ g

On se fixe un sous-groupe de Borel F-stable B] de G° ainsi qu'un tore
maximal F-stable T; de Bj. On note W° le groupe de Weyl de G°
relativement a T]. Pour tout w € W°, on notera T, un tore maximal
F-stable de G° de type w. Il résulte de [L2], proposition 3.12, que

Y dim(y°)y° =

v e&F(G°F 1)

a ¥y dim(R‘;;(n)Rg;u).
weW®
Par conséquent,

Y dim(y°)IndS.ry° =
ye&Ger

W Z dim( RE: (1) )RS (1).

Cela montre que si y est une composante irréductible d’un
Ind(éoF Fy°®,

ol y° est un caractére unipotent de G°*, alors y est unipotent.
Réciproquement, si y est unipotent, alors par définition, y est une
composante irréductible d’un caractére IndGop RTc(l) pour au moins un
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w e W° (cf. propositions 6.3.3 et 6.3.2). Par conséquent, il existe une
composante irréductible y° de R$.(1) telle que y soit une composante
irréductible de Indgfp v°. Par définition, v° est unipotent ce qui termine
la démonstration. |

La proposition 6.4.3 ci-dessous est bien connue lorsque G est connexe:
la généralisation au cas non connexe est immédiate,

PROPOSITION 6.4.3.  Soit Z un sous-groupe fermé connexe central F-stable
de G. Alors I'application naturelle

(G /2",1) - &(G",1)
est bijective.

Preuve. On note 7: G — G* /Z* T'application canonique. Si y est un

caractére unipotent de G¥/Z*, alors, d’apres le lemme 6.4.2, y est une
., . F g F o N N .
composante irréductible de Indg.#7,- y°, olt ¥° est un caractére unipo-
tent de G°*/Z". Or y o 7 est une composante irréductible de
GFf zf ) F o
(nd& 72 3 )om = Ind&r(y" o),

donc y o7 est un caractére unipotent de G¥ car y° o7 est un caractére

unipotent de G°’ (cf. par exemple, [DM1], proposition 13.20). Donc
I’application

g(G'/25,1) —» &(G",1)
'y —> ’y oqr

est bien définie. Elle est de plus injective. Il reste & montrer qu'elle est
surjective.

Soit vy un caractére unipotent de G*. Il suffit de montrer que y(z) = (1)
pour tout z € Z*, D’apres le lemme 6.4.2, il existe un caractére unipotent
y® de G°” tel que vy soit une composante irréducible de Indgf ry°.0r, la
proposition 6.4.3 est vraie si G est connexe (cf. par exemple, [DM1],
proposition 13.20). En particulier, elle est vraie pour G°. Par suite, on a,
pour tout z € ZF, y°(z) = y°(1). Puisque Z est central dans G, on a bien
v(z) = y(1) pour tout z € Z*. J

7. CARACTERES UNIPOTENTS DE PRODUITS EN
COURONNE DE GROUPES LINEAIRES

Cette section et la suivante 8 sont consacrées a I’étude des caractéres
unipotents d’'un groupe non connexe G produit semi-direct d’un sous-
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groupe régulier rationnel d’un groupe linéaire par un groupe permutant
ses composantes irréductibles.

Dans cette section est énoncé le théorcme 7.3.2. La preuve de ce
théoréme ne sera faite que dans la section suivante 8. Au cours de cette
preuve, on fera le lien entre I'étude des caractéres unipotents de G et la
descente de Shintani des caractéres unipotents du groupe linéaire (cf.
théoréme 8.3.3) en adoptant le méme point de vue que Digne (cf. [D].

Avant de prouver le théoréme 7.3.2, on en décrira d’abord dans cette
section quelques conséquences. En particulier, on établit que tous les
caractéres unipotents de G sont des combinaisons linéaires explicites de
caractéres de Deligne-TLusztig généralisés, ce qui permettra dans la
derni¢re partie de cette section de calculer Pinduction de Lusztig des
caractéres unipotents (cf. théoréme 7.6.1) en utilisant simplement la transi-
tivité de ces foncteurs d’induction (cf. proposition 6.3.3).

7.1. Notations. On note G° le groupe

r

G° = IT (GL,(F) X - X GL,(F)),

=1

d, fois

ou les n; et les d, sont des entiers naturels non nuls (1 < i < r), et on note
F,: G° — G° T'endomorphisme de Frobenius défini par

FO((g117 cets gldl)lgigr) ( (‘1),‘ e g(q))lsigr’

oll, pour tout g, € GL,I(H:) g\ désigne la matrice déduite de g; en
élevant chaque coefficient 2 la pulssance gU<i<r,1<j<d)

Le groupe ©, X - X &, opere sur G° par permutation des com-
posantes. On se fixe un élément o de © 4, X+ X ©,. On notera F
I'endomorphisme de Frobenius égal 2 oF,. On se fixe un sous-groupe
o-stable A de ©,; X -+ X &,. On note G le groupe

G=G XA.

Alors G est un groupe réductif, non connexe si A est non trivial, et sa
composante neutre est G°. On prolonge 'endomorphisme de Frobenius F;
de maniére triviale sur A. Alors A est le centralisateur de o dans 4.
On a

G'=6""xA"
Le but de cette section est de décrire les caractéres unipotents de G

LEmMME 7.1.1. Les éléments de A induisent des automorphismes quasi-
centraux de G°.
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Preuve. Soit a € 4. Pour montrer que a induit un automorphisme
quasi-central de G°, on peut se ramener, par produits directs, au cas ol
r=1etou a=(1,...,d;). On posera pour simplifier n = n, et d = d,.

Alors I'application GL,(F) - G°*, g = (g, ..., g) est un isomorphisme
de groupes algébriques. Donc dim(G°*) = dim GL,(F) (= »n?).

Soit g =(gy,...,8,) € G°. 1l suffit de montrer que dim(G®)*"*1% <
dim GL,(F). Pour cela, posons H = Cgy (8, --- &) Alors 'application

H - (G°) ¢
b (%78, )

est un isomorphisme de groupes algébriques, ce qui prouve le résultat. i

Compte tenu du lemme 7.1.1, on pourra appliquer tous les résultats de
la section 5.

Pour tout 1 <i <r, on notera T, (respectivement B, ) le tore maximal
(respectivement le sous-groupe de Borel) de GL, () formé des matrices
diagonales (respectivement triangulaires supérieures). On notera T; (re-
spectivement Bj ) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel)

T(I) = I—[ (Tn X X Tni)
(=i

d, fois

(respectivement

r
B[i = 1—[ (Bnl X X Bn,) )
=1

d, fois

de G°: ils sont tous deux F-stables.
On notera W° le groupe de Weyl de G° relativement a T;, et W le
groupe de Weyl de G relativement a T]. On a alors

W=Ww" XA.
On notera ¢ 'automorphisme induit par F sur W.

Remarque. Si B est un quasi-sous-groupe de Borel de G et si T est un
sous-groupe de Levi F-stable de B (c’est-a-dire un quasi-tore maximal de
G contenu dans B), il résulte de [DM2], proposition 2.3 et théoréme 4.5
(formule de Mackey pour un quasi-tore maximal et un sous-groupe de Levi
d’un sous-groupe parabolique de G) que le foncteur de Lusztig RS ne
dépend pas du quasi-sous-groupe de Borel B. On le notera donc par la
suite R§. De méme, on notera *R$ le foncteur *R$ _y.
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7.2. Caractéres unipotents de G°*. Pour tout w € W°, on notera TS un
tore maximal F-stable de G° de type w. Soit y un caractére irréductible
de W°F. On notera x le caractére irréductible de W° invariant sous F tel
que X, = x avec les notations du lemme 2.2.2. On notera X l'extension
canonique de x a W° X (@) (cf. définition 2.3.3). On pose

R !
X e

L x(w¢)RE (1).
wew?*
S’il y a ambiguité, on notera R)((;U ou encore RSGF la fonction centrale R,
définie ci-dessus.

THEOREME 7.2.1 (Lusztig—Srinivasan [LS], théoréme 2.2). Pour tout
caractére irvéductible y de W°*, RS, est un caractére irréductible (unipotent)
de G°F. De plus, I'application

It W " - &(6°7,1)
x— R,
est bijective.

7.3. Extension de caracteres unipotents de G°*.  Soit a € AF. On notera
G(a) le sous-groupe de G engendré par G° et a, et T,(a) le quasi-tore
maximal T} X {a) de G(a). Si w € W*°*, on notera T, («) un quasi-tore
maximal F-stable de G(«) dont la classe de G( «)f-conjugaison est associée
a la classe de F-conjugaison de w par la proposition 6.1.5 relativement au
tore maximal (T;*)° de G°.

Soit y un caractére irréductible de W°*. On notera A7( x) le stabilisa-
teur dans AF de y et W¥( x) le stabilisateur de y dans W¥. Si a € A7( y),
on notera, comme dans le lemme 2.2.2, y, le caractére irréductible de
(We )« associé a y. Puisque « et F commutent, x est un caractére
a-stable de W°, et donc il lui correspond, par le lemme 2.2.2, un caractére
irréductible x , de W*°* stable sous F. Toujours puisque F et o commu-
tent, le caractére x, est le caractére associé a x, par lapplication
(Irr W° )F = Irr(W° *)F définie dans le lemme 2.2.2 (remarquons que
(We Yy = (W° *)), Cest-a-dire (x,), = X, (cf. lemme 2.2.4).

Pour finir, on notera ¥, l'extension canonique de x, au produit
semi-direct W°* X ().

Le stabilisateur, dans A4, du caractére unipotent R, de G° Fest égal a
AT (x). On pose alors, pour tous g € G° " et a € A7 (y),

~ _ BGF
R,\/(ga) _RX (X)(ga)

|
= e & Xe(WHREL(D(ga). (730
S
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THEOREME 7.3.2. Soit x un caractere irréductible de W°*. Alors RX est
un caractére irréductible de GT( x) et sa restriction a G°F est égale a R;,.

DErINITION 7.3.3.  On dira que ﬁx est 'extension canonique de R, .

Comme annoncé, on prouvera le théoréme 7.3.2 dans la prochaine
section 8; on va d’abord en développer les conséquences (paramétrage des
caractéres unipotents de G et description du foncteur de Lusztig).

7.4. Paramétrage des caractéres unipotents de G*.  On notera AG° F AN
I'ensemble des couples (y°, £), ot y° est un caractére unipotent de G°*
et & est un caractére irréductible de A“(y°), le stabilisateur de y° dans
AP Le groupe A" agit sur #(G°", A"), et on notera #A(G° ", A”) 'ensem-
ble des orbites de A dans AGY, AT). Si (y°, &) € AG T, A7), on
notera y° * & lorbite de (v°, &).

Pour finir, si y° est un caractére unipotent de G°”, on notera % son
extension canonique 3 GF(y°) = G°F X A7 (y°).

On a une bijection

j(WoF’AF) _)j(GOF,AF)

) (7.4.1)
x*&— RX * &,

Drautre part, application

AGF, A7) - £(GF,1)
. (7.4.2)
y® * &= Ind@r o (7 ® )

est bijective.
Des bijections (2.4.3), (7.4.1), et (7.4.2), on déduit une bijection Irr W¥
— &(GF, 1) que I'on notera

Irr W8 — &(GF,1)
, (743)
I' > Rp =R§ =R .

Si x * ¢ €AW°", A7), on notera aussi R, , . = RY, , = R)(;’:g le caractére
fo— . c’est-a-dire,

PO
R,.,=Mnd$: (R, ® ). (7.4.4)

X

Remarquons pour terminer que

Indg-RS = Y £)RS,,. (7.4.5)
felrr AF(y)



PRODUIT EN COURONNE 87

7.5. Transformation de Mellin. On étend la bijection (7.4.3) en une
application linéaire

g(Wh) - Q,&(G*,1)
F
[~ R;=R{=R}.

_ i R . .
On notera, pour tout y * a €.7 *(W° ¥, A7), R, ., (ou RS, ,, ou RS,

s’il y a ambiguité) la fonction centrale R;  -En d’autres terms, on a

R,..,= Y E&)R,... (7.5.1)

fe I A% x)

Le lemme suivant est ’analogue, dans ce contexte, du lemme 2.5.2.

LEMME 7.52. (a) Soit x = & € AW°E, AT). Alors,

1 A
R,.,,=—+— Y &a)R .,
E AT ()l acAF(y) '
(b) (Iéx cady«aeivapeF, 4F, €St une base orthogonale de Q,£(G*,1).
On a, pour tout y * a €.7 Y (W°F, A7),

<éxya7éx*a>GF ZICAF(X)(a)l'

(c) On suppose A abélien. Soit y x a €.7 V(W AF) et soient g €
G et B e AF. Alors,

A" (X)IR, (gB), sia=B,

Rxw(g,G) B 0 Sinon

7.6. Induction de Lusztig. Compte tenu du fait que l'on a réussi a
écrire tous les caracteres irréductibles de G* comme combinaisons linéaires
de caractéres de Deligne—Lusztig, il va étre facile de calculer le foncteur
d’induction géneralisée de Lusztig RE_,: Q,&(LF, 1) - @,&(GF, 1), ou L
est un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique P de G.
11 va falloir cependant faire une hypothése, qui ne sera utilisée que dans ce
paragraphe.

Hypotheése. On supposera que A est abélien.

Remarque. Puisque toutes les fonctions appartenant a @,& (LY, 1) sont
uniformes, le foncteur de Lusztig RS .,: Q,&@1F,1) - Q,&(G, 1) ne
dépend en fait pas de P. On le notera RY.
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On note A, le sous-groupe de A image de L/’ par le morphisme
composé

L/L° - G/G — A.

D’apres la proposition 6.2.2, il existe un élément g € G°© tel que L (donc
£P) contienne Af. On supposera donc par la suite que L contient AZ.

D’autre part, d’apres le corollaire 5.4.2, il existe un tore maximal
F-stable et Af-stable T; de I’ ainsi qu’un sous-groupe de Borel F-stable
et Af-stable B} de I’ contenant T; (on utilise ici le fait que A4 est
abélien).

On note U le radical unipotent de P. Alors U est Af-stable. Par suite, le
sous-groupe de Borel B} X U de G° est Af-stable. Par conséquent, il
existe un élément g de (GAL)° tel que

H(T7,B7) = (T1,B.U)

(cf. corollaire 5.3.2). Alors g~'F(g) appartient & Ng-(T; ). On note w, sa
classe dans W°. Puisque g centralise A¥, 'élément w, de W° centralise
aussi Af.

On notera Wy (respectivement W, ) I'image via ad g~' du groupe de
Weyl de I (respectivement L) relativement a T7: c’est un sous-groupe de
W° (respectivement W). Via ad g”', le morphisme de Frobenius agit
comme w,¢. On remarquera que, puisque w, est centralisé par A%, on a
Aw] AF

THEOREME 7.6.1.  Soient x un caractére irréductible du groupe Wy ™" et
a un élément de AL x) = A{F( x). On écrit

we b o _
]ndWC’" Xa_ Z ngga’
(e wehe

ou les n, sont dans Q,. Alors,

RE(RE,) = L mRC,
relrr weh)e

Remarques. (1) Si y est un caractére irréductible de W*yif, alors
X1 = X et le résultat du théoréme 7.6.1 pour RC(RL ,) est bien connu. En
effet,

RL

xv1

LF r
= Indy:r R,

et le résultat découle alors de la transitivité des foncteurs d’induction de
Lusztig (cf. proposition 6.3.3), de la proposition 6.3.2, et du lemme 3.1.1.
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(2) Compte tenu du (b) du lemme 7.5.2, le théoréme 7.6.1 décrit bien
le foncteur induction

RE: Q,&(LF,1) » Q,&(G,1).

Preuve. On commence par rappeler le lemme suivant.

LEMME 7.6.2 (Digne—Michel). Soit f une fonction centrale sur LF. Alors,

£ B
Resg(a)p RE(f) = Z REI(J(QLX) ReS‘BL(a)F f
peAfaf

B
Z Rﬁl((aa)) ReSﬁL(a)F f.

F
|A |y

Preuve. C’est un cas particulier de la proposition 2.3() de [DM2]. I

Puisque RX”Y a son support dans I°”.a (cf. proposition 7.5.2(c)), la

fonction RG(R)I; ) a son support dans G°’.«. Par suite, pour montrer le
théoréme 7.6.1, il suffit de montrer que

Res§,r RE( R, )=Resl,r L nRE,. (763
ge(IrrW”)“

D’apres le lemme 7.6.2, on a

, .
Resg RE(RL* a)

!AF Z RBL(a)(ReSZhFa)(RBX*a))

ﬁeAF
— T RS (Resill,  Indlf( RVIP))
IA | pear
T L REE| z Resiffw(R‘é%;&ﬁ))
IA | pear 1450l ( X S
- G(a) BLF(x BLE(x)
iR R”“”( AL(x )iReS‘*”“)F(RB’*‘X“))
L' yedaf pea’
Y RS, Resit 0 RV} .
pedr IA( )]
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Or, pour tout B8 € A", on a
By F ABy F
RESBIQ&))(F)(RB;‘*(J))

:ZIA{(XH

- - BL(a
IWEal Z Xa(B 1(WW1)¢)RTES1()WW1)(Q)(104)’

o
we Wy

ou, pour tout w € W° %, 1 désigne la fonction sur T, ()" égale a 1 sur
T,(a) ‘.« et nulle en dehors. Finalement,

Res§, s RE(IQ" )

X*a

peAf

Y X ww) @) RS (1) (7:6.4)

Tg_
wewp® P

WLl

D’autre part, si { est un caractére irréductible de W°* invariant sous «,
on a, par un calcul analogue,

GF PG
RCSG(a)F R

ko

— G G AGF(L)
= Resg,yr Indéry R

1 ANFy o
Y Res% ) RETO
F Z G(a) N a
AT 2
1 z (B! G(a)
= Z |Wo al Z ca( wd))RTW(a)(la)'
BeAr wewe®

Compte tenu de la formule (7.6.4), il suffit, pour montrer la formule
(7.6.3), de prouver que, pour tout g € Af,

1 -1
IWE a| EZVVO ax a(B (WWI) d))R(’l%lEf‘l)(wwl)(a)(la)
w L
1 -1
— = (B a
- \Wo al Z n§ Z ga( W(b)R%:,(c)z)(la)'

redrrweFe  weW(a)

Pour cela, on peut supposer que 8 = 1, et le résultat découle du lemme
311, 1
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8. PREUVE DU THEOREME 7.3.2

8.1. Deux remarques. Les deux résultats suivants découlent de [DM?2].
LeMME 8.1.1 (Digne—Michel, [DM2), proposition 4.12). Ona R, = 1¢-.

Ce lemme montre que, lorsque y est le caractére trivial de W° ¥, alors le
théoreme 7.3.2 est vrai.

LEmMMAa 8.1.2. Soit x un caractere iméductible de W° £ Alors
<RX’ R)(>GF(X) = 1.

Preuve. On a

<Rx , RX>GF(X)

1 F = F =
= m ZF <R€S((:;o Fo RX,RCS(éo F RX>G°F01
ac€Af(x)

1
A, 5| X IRC)

w
wewe*

F F
X (Res&or, R%if‘j)(l),Resgnpa R%%L,(l))gofa

1
= 2 (XaXadwoo
IA ( X)’ aE/IF()()
=1,
la troisiéme égalité résultant de [DM2], proposition 4.8. |

Par ailleurs, on sait que la restriction de Iéx a G° " est égale a RS, donc
il suffit, pour montrer le théoréme 7.3.2, de montrer que R, est un
caractére virtuel de GF( y).

8.2. Réductions. Par produits directs, on peut supposer que r = 1. De
plus, on peut supposer que A est le centralisateur de o dans &, et donc,
toujours par produits directs, on peut se ramener au cas ou toutes les
orbites de o (dans I, ) ont méme longueurs.

Donc pour simplifier, on notera d = d,, n = n, et on notera e 'ordre
de o. Alors e divise d (on écrit d = ke) et on peut méme supposer que

o=(1,...;e)(e+1,....2¢)...((k—=1e+1,... ke).
Pour tout 1 <i < k — 1, on notera s; 'élément de A4 égal a

s;=((i—1De+1ie +1)((i — 1)e + 2,ie +2)...(ie, (i + 1)e).



92 CEDRIC BONNAFE

On notera C le sous-groupe de A engendré par s,...,s,_, et B le
sous-groupe de A formé des éiéments de A stabilisant toutes les orbites
de ¢. On a alors

C=5,,
B = (Z/e2)",
A=BxC.

Via ces isomorphismes, Y'action de C sur B se traduit par 'action de &,
sur (Z /eZ)* par permutation des coordonnées. D’autre part, on remarque
que A" =4, Bf =B, et C' =C.

8.3. Preuve du théoreme 7.3.2 lorsque ¢ = d. On suppose dans ce
paragraphe 8.3, et dans ce paragraphe seulement, que d = e. Dans ce cas,
ona A=B et C={1}. De plus, A est engendré par o et donc A4 agit
trivialement sur W°F = W°? Par conséquent, A stabilise tous les
caractires irréductibles de W°F et donc tous les caractéres unipotents
de G°".

Soit L, un sous-groupe de Levi standard de GL (I (standard relative-
ment a2 T, et B,). On note I’ =L, X .- XL, (d fois) et L =1 X A.
Alors L est un sous-groupe régulier F-stable de G. On notera W (respec-
tivement Wy ) le groupe de Weyl de L (respectivement L) relativement
aT,.

LEMME 8.3.1.  Soit x un caractére irréductible de W . On écrit

WoF
Indj.r x= X ng,
celr weor

ot les n sont des entiers naturels ({ € Irr W° . Alors

RE(E;) = Y 11515?.
relrr wof

Preuve. 1l suffit de le prouver pour les restrictions 3 G°F.o' (ol
i € 7). Cela résulte alors de la transitivité des foncteurs de Lusztig (cf.
proposition 6.3.3) et des lemmes 3.1.1 et 3.2.1. En effet, le lemme 3.2.1
montre que

ey - -
Indwﬁo;‘;’ Xo = ne Ly
celrwef

pour tout i € Z (remarquons que I'action de ¢ sur W° est égale a l'action
de o 1). |
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COROLLAIRE 8.3.2.  Pour tout caracteére irréductible x de W*°", L la fonction

centrale RX est un caractére irréductible (unipotent) de G* dont la restriction
a G F oest R.

Preuve. Compte tenu du lemme 8.1.2 on a vu qu’il suffisait de montrer
que RX est un caractére virtuel. En utilisant les lemmes 8.1.1 et 8.3.1, C’est
une conséquence du fait que tout caractére irréductible du groupe symétri-
que est combinaison linéaire, a coefficients dans Z, d’induits du caractere
trivial a partir de sous-groupes paraboliques (cf. [F]D. 1

Avant de continuer la preuve du théoréme 7.3.2, on va expliciter le lien
entre le résultat précédent et les résultats sur la descente de Shintani des
caractéres irréductibles du groupe général linéaire.

On notera G, le groupe linéaire GL,(F), et on notera F,: G, = G,,
g — g'9. Lapplication

T, Gfg - G°F
g (g’g(q)"“’g(q‘i’l))

est un isomorphisme de groupes. D’autre part, si g € G, 8 alors 7,(Fy(g))
=7 7,(g). Par suite, 7, se prolonge en un isomorphisme de groupes,
toujours noté

7 Git X () - GT
gbg = 1(g)o”"

ol ¢, désigne dl’automorphisme de G? induit par F,.
Soit g € GF D’aprés le théoréme de Lang, on trouve x € G, tel que
g =x 'Fy(x). Alors s = F¢(x)x ' € GI', et Tapplication qui, a la ¢,-

classe de g dans GF o, associe la classe de conjugaison de g’ dans G'v est
bien définie et est b1]ective. On la note

Npg g, Hl(FO,Gde) - CI(G}Y).

On identifie I'espace des fonctions sur H 1(FO,GFO) avec [l'espace
#(GF?.¢,) des fonctions centrales sur GZ7.¢p,. De méme, on identifie
I'espace des fonctions sur CI(Gf*) avec I'espace (G ) des fonctions
centrales sur GXv. La bijection Npg 5, induit alors un isomorphisme
d’espaces vectoriels noté:

Shrg,p,: E(GEY) — #(GLE.¢y),

appelée descente de Shintani de F{ a F,.
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D’autre part, llsomorphlsme 7, induit un isomorphisme 7;:
Z(G°T.o V) » 2(GF ¢y, f— for, On pose

Sh = 75" "oShye 1 F(G) - F(G°".07h)

de sorte que I'on a un diagramme commutatif:

g(GFo) %(GFO o)
& |
Z(G° .o

Soit y un caractére irréductible de W°”. Si on note W, le groupe de
Weyl de G, relativement a T,, alors on a un isomorphisme naturel
weF = W . De plus, F, agit trivialement sur W,, et donc le caractére y
définit un caractére irréductible de W[o = W, que l'on notera y,. Par

conséquent, on peut aussi définir un caractére irréductible unipotent RG
de Gi.

THEOREME 8.3.3.  Soit x un caractere irréductible de W°*. Alors,
Sh(RS") = Res&r -1 R,

Preuwve. D’apres [DM2], théoréme 5.6, il existe un racine d°™ de I'unité
¢ telle que

Sh(RS) = ¢ Res§er - RE.

D’autre part, on a, par définition, Sh(R{")(o™") = R(1), donc il suffit de
montrer que RY(1) = RS(o™1) ou encore que RS M = RS(o).
Or, dapres [DM2], théoréme 4. 13, on a, pour tout w € W° i

RED (1) (o) = Riay (1)(1),

ce qui montre le résultat. ||

8.4. Fin de la preuve du théoréme 7.3.2. On revient aux notations du
paragraphe 8.2. On notera H le sous-groupe de G égal a G° X B. Alors H
est un sous-groupe distingué F-stable de G, de méme composante neutre,
et G est le produit semi-direct H > C. D’autre part, H est un produit
direct de groupes isomorphes aux groupes considérés dans le paragraphe
précédent 8.3. Donc le théoreme 7.3.2 est valide pour H.
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On notera H, le groupe G du paragraphe précédent 8.3 (lorsque d = e).
Alors on a H=H, X --- X H, (k fois) et le groupe C = &, agit par
permutation des composantes.

Soit y un caractére irréductible de W°¥. Alors y est invariant par B,
Cest-a-dire B( y) = B, et donc A( y) = B X C( x). D’autre part, comme
on I’a fait remarquer, Ii;’ est un caractére irréductible de HY. Le théoréme
7.3.2 résulte alors du lemme suivant.

LEMME 8.4.1. R'SF(X ! est Pextension canonique a G*( x) (au sens de la
définition 2.3.3) du caractere irréductible R)I({ de HY.

Preuve. On note p Iextension canonique a G (x) du caractére
irréductible RY de H”. Il suffit de montrer que, pour tout y € C( x) et
pour tout # € Hf, on a

p(hy) = RYO(hy).

Encore en raisonnant par produits directs, on peut supposer que y est
invariant sous C et que y = s;...s,_, (cf. notations du paragraphe 8.2).

On écrit h = (hy,..., ) € (HI)® On note 7 élément de H, corre-
spondant & o dans le cas ou d = e, de sorte que I'on peut identifier o € H
avec (7,...,7) € H*. 1l existe aj,...,a, dans Z et A,...,H5 dans HS®
tels que

Vi<i<k, h ="
On posera B = (r9,...,7%) et h° = (K,..., H;) de sorte que h = I°B.
Quitte a remplacer By par
(L %, o, r @77 ) By (1, 7%, 7 %27 7T 7“")_1

=(r%1,..., 1)y

(ou @ = a; + - +a;), on peut supposer, et ce sera fait par la suite, que
a,= - =a;, =0.

On note m,: H"y — (H”)" I'application définie dans le lemme 2.2.1. Ici,
on a

m,(h) = (K',...,}h"),

k fois

! __ 1,0 0 70 _.a
h =h .. hhTe.

On posera /'° = hi ... h5h et m,(h) = (K'°,...,1"*). On a alors 7,(h)
= n(h)o".
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On notera aussi p, le caractére irréductible de (H?)" associé a p par la
proposition 2.2.2. On a alors

p(hY) = b, (7, ().

D’autre part, par définition,

Ri(hy) = Y X, (w)REED (D) (hy).

wewe b

[we#|

Le groupe W°” est stable par Paction de ¢ donc au caractére irréductible
X, de W°7 est associé un caractére (x,),. de (W°7)”". De plus, (X.,),e
est invariant sous F et on mnotera (X,),. son extension canonique a
(W) X (F).

On peut alors vérifier que

py(Wy(h)o o-”)

1
Y (X)), (W) RSV (m, (h) o),

(W) o

ou T, (o“) désigne un quasi-tore maximal F-stable de G(o ?)” associé a la
F-classe de w dans (W°")"",
On vérifie alors le lemme suivant.
LeMME 84.2. (a) Ona W°FP" = (Ww°")"",
(®) Ona Xz, = (X,)ye
(¢) Pourtoutw € W°P' T/ (c?) = T (By).
(Pour le (c), on vérifie que T, (By)* € G(c?) et que o € T, (By)”; en
effet, (By) = o et {By)Y = {a?))

Compte tenu de ce lemme, il suffit, pour montrer le lemme 8.4.1, de
prouver que, pour tout w € W°#? on a

REPD (D) (hy) = REGN(D) (7, (h)" o?). (8.4.3)

On note X la variété des sous-groupes de Borel de G°. Si w € W°, on
note X(w) la sous-variété de X formé des sous-groupes de Borel B° de G°
tels que F(B®) soit en position w par rapport a B°.

LEMMA 8.4.4 (Digne—Michel, [DM2], proposition 5.3).  Soit w € W°#7,
Alors,

RY IV (K By) = Tr(h By, HX (X(w))).
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On notera X7 la variété des sous-groupes de Borel de G°? (compte tenu
de [DM2], définition-théoréme 1.15, la variété XY est isomorphe a la
sous-variété de X formé des sous-groupes de Borel de G° stables sous v,
ce qui justifie la notation). Pour w € W*°7, on notera X”(w) la sous-variété
de X formé des sous-groupes de Borel B] de G°” tel que F(B]) soit en
position w par rapport 2 B]. Compte tenu du lemme précédent 8.4.4, il
suffit de montrer le lemme suivant.

LEMME 8.4.5. Soit W°# = (W°")?". Ona
Tr(h°By, HX (X(w))) = Tr(m (k)" o, HFX (X7 (w))).

Preuve du lemme 8.4.5. Soit B° € X(w). On écrit B° = (B],...,B}), ou
B est un sous-groupe de Borel de HS (on remarque que G° = (HS)¥).

t
Alors on considére I'application

0: X(w) — X7 (w)*
B ((B‘;x---xBj)V,...,(B‘;cx--~><B‘;)7).

—
k fois k fois

Alors 6 est un isomorphisme de variétés.
On a alors

o )= )
— 9(}1?7“]}(1){’1’1(}2 3’“.’}’7‘13‘;()

(R Ey, e o o
=T Y(BL,....BY),

ol ¢ désigne 'automorphisme X7(w)* - X"(w)*, (B,...,B;) » (B,,B,,
...,B;_ ). Par la formule de Kiinneth, on a

Tr((h5e B, B @, HE (X7 (w)))
= Tr(h% ... hiShe, HY (X7 (w)).

Cela termine a preuve du lemme 8.4.5 et donc la preuve du lemme 8.4.1. |
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