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0. INTRODUCTION

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur une clGture
algébrique F du corps fini a p élements F, (ou p désigne un nombre
premier). Soit F:G — G un endomorphisme de Frobenius relatif a une
F,-structure sur G (ol g est une puissance de p et F, désigne le sous-corps
de F a ¢ Eléments). On fixe un nombre premier [ différent de p et on note
@, une cldture algébrique du corps l-adique Q. Si P est un sous-groupe
parabolique de G et si L est un sous-groupe de Levi F-stable de P, G.
Lusztig a construit un foncteur RP_,: %LF — %G’ entre les
groupes de Grothendieck des catégories des @,L"-modules et des Q,G"-
modules respectivement, appelé foncteur d'induction de Lusztig. Ce fonc-
teur admet un adjoint *R® _: %G — 7 LF, appelé restriction de Lusztig.

La formule de Mackey pour I'induction de Lusztig décrit la composition
d’un foncteur d’induction avec un foncteur de restriction de Lusztig. Plus
précisément, si Q est un autre sous-groupe parabolique de G et si M est un
sous-groupe de Levi F-stable de Q, on appelle formule de Mackey I'égalité
suivante:

*PG G
RLCPORMCQ

= ) RtnXManXQ°*RLnXMcPNM°(adx)*v (#)

xe LN, MF /M F
ol #;(L, M) désigne I'ensemble des x dans G tels que L N*M contienne
un tore maximal de G, et ol (ad x) ;. #M¥ - Z*MT désigne le foncteur
naturel induit par la conjugaison par x. P. Deligne a montré que cette
formule a lieu lorsque P et Q sont F-stables (cf. [LS, théoréme 2.5)), et,
avec G. Lusztig, a montré qu’elle a lieu d’autre part lorsque L ou M est un
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tore maximal (cf. [DL2, théoréme 7]). Il est conjecturé qu’elle a lieu en
toute généralité.

Le but de cet article est de montrer que la formule de Mackey a lieu si
g est assez grand: on donne une borne explicite pour ¢, ne dépendant que
de la donnée radicielle associée a G (théoréme 5.1.1). Plus précisément, si
on note i(G) le plus grand des nombres |Z’' /Z" | ou Z’ parcourt I'ensemble
des centres des sous-groupes réductifs connexes de G de méme rang que G
(Z’° désigne la composante neutre de Z'), et si on note /(G) le maximum
des ordres (modulo le centre) des éléments semi-simples isolés des groupes
G'* (c’est-a-dire dont la composante neutre du centralisateur n’est con-
tenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique), ot
G'* parcourt “I’ensemble”” des groupes duaux de sous-groupes réductifs
connexes de G de méme rang que G, on a le

; THEOREME. Supposons q > 1 + i(G)*I(G). Alors la formule de Mackey
#) a lieu.

La preuve imite la démonstration initiale de I'orthogonalité des
caractéres de Deligne—Lusztig donnée dans [DL1]; cette méthode m’a été
suggérée par F. Digne et J. Michel qui pensent que le résultat quelle
donne a &té initialement obtenu par P. Deligne (1975, non publié). En
particulier, ils m’ont fourni la proposition 2.3.6.

Le derniére section de cet article est consacrée a une approche de la
formule de Mackey par la théorie des faisceaux-caractéres. Elle consiste a
se ramener a vérifier la formule de Mackey pour les fonctions absolument
cuspidales a support unipotent: une base de I’espace de ces fonctions est
donnée par les fonctions caractéristiques des faisceaux-caractéres cuspi-
daux rationnels, et on sait calculer, grace aux travaux de Lusztig, I'induit,
au sens de Lusztig, de ces fonctions caractéristiques, en terme d’induction
des faisceaux-caractéres. On obtient alors une preuve de la formule de
Mackey lorsque p est presque bon et g assez grand (théoréme 6.1.1)
totalement indépendante de la preuve précédente. L'intéret de cette
autre preuve est gu’elle est susceptible d'€tre améliorée si les résultats de
[L4] le sont.

Je tiens a remercier Frangois Digne pour les discussions que jai eues
avec lui sur ce sujet et Jean Michel qui m’a encouragé dans ce travail et a
relu avec beaucoup d’attention et de patience cet article permettant ainsi
d’en améliorer considérablement la rédaction.

1. GENERALITES

1.1. Si G est un groupe algébrique, on notera G° sa composante neutre,
G, (respectivement G,,;) I'ensemble des &léments semi-simples (respec-
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tivement unipotents) de G. Si x appartient a G, on notera x, (respective-
ment x,) sa partie semi-simple (respectivement unipotente); on notera
aussi Cg(x) le centralisateur de x dans G, et C3(x) la composante neutre
de Cg4(x). D'autre part, si G est un groupe algébrique défini sur le corps
fini F,, on notera o(G) le rang d’une tore déployé maximal de G. On
posera gg = (—-1)°®. Si F:G — G désigne I'endomorphisme de
Frobenius correspondant a la [ -structure de G, on notera HYF,G)
I’ensemble des classes de F-conjugaison d’&lements de G.

Si T est un tore, on notera X(T) (respectivement Y(T)) le groupe additif
des caractéres rationnels T — F* (respectivement des sous-groupes a un
paramétre F*— T). On notera ¢ , ) la dualité parfaite X(T) X Y(T) - Z.

1.2. Si H est un groupe fini, les représentations de H seront
considérées sur @,. On notera Irr(H) I'ensemble des caractéres irréduc-
tibles de H (sur @,). On notera H " le groupe des caractéres linéaires
H — Q. Si H est abélien, on a Irr(H) = H". En général, on a H"=
(H/H'")" ou H' designe le groupe dérive de H. On notera CI(H)
I'ensemble des classes de conjugaison de H, et par (H) le Q,-espace
vectoriel des fonctions centrales H — @,. On notera { , Yy (ou { , ) s'il
n'y a pas de confusion possible) le produit scalaire usuel sur (H):

1 ____
— hg(h),
i L fng(
ou x — X est un automorphisme de @, tel que = ¢~! pour toute racine
de l'unité ¢ de Q,.

On notera .ZH le groupe de Grothendieck de la catégorie des H-
modules (c’est-a-dire des , H-modules) de dimension finie.

Vf,g€&(H), (f. 8w =

1.3. On se fixe une fois pour toutes un groupe réductif connexe G sur
[, défini sur F,, et on notera F:G — G I'endomorphisme de Frobenius
correspondant. On se fixe aussi deux sous-groupes paraboliques P et Q de
G admettant des sous-groupes de Levi F-stables L et M respectivement (P
et Q ne sont pas nécessairement F-stables). On note U (respectivement V)
le radical unipotent de P (respectivement Q).

1.4. Foncteurs de Lusztig. On va rappeler ici la définition des foncteurs
d’induction et de restriction de Lusztig. On pose

YS=Y,={g<Glg'F(g) € U}.

Le groupe G’ (respectivement L7) agit par translation a gauche (respec-
tivement a droite) sur Y. On notera H*(Y,,) let G"-module-L” virtuel

HC*(YU) = Z (_1)iHci(YUv@1)-

i>0
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G. Lusztig (cf. [L1]) a construit & partir du bimodule virtuel H*(Y,)) des
foncteurs entre les groupes de Grothendieck #G* et %L notés:

RE o %LF > %GF
7= HE(Yy) &gur 7,
*RC L ZGF > 7LF
- HF(Yy)' gt T
ol HX(Y,)" deésigne le dual de H*(Y,) (c’est un LF-module-G”). Les
deux foncteurs R _, et *RC_, sont appelés respectivement les foncteurs
d’induction et de restriction de Lusztig. 1ls sont adjoints I'un de I'autre.
Les foncteurs RS _, et *R¢ _, induisent des applications linéaires entre

les espaces de fonctions centrales Z(L") et #(G*), toujours notés RS _,
et *RP_,. Les formules les décrivant sont les suivantes:

PROPOSITION 1.4.1. Soient A une fonction centrale sur L' et y une
fonction centrale sur G*. Alors:

1
REcp(M(8) = 1oy L Trl(g: 07 HE(Yu)AD),  (142)

leLf

*REp(y)(1) = Y Tr((g7h 1), HX (Yy))v(g), (1.4.3)

6" S

pour tous g € GF et € LT,
Preuve. Cf. [DML1, proposition 4.5]. |

Remarque. Les foncteurs d’induction et de restriction de Lusztig
dépendent a priori du choix du sous-groupe parabolique P dont L est un
sous-groupe de Levi. Cependant pour alléger les notations, on notera
souvent RY (respectivement *Rf) le foncteur RP_, (respectivement
*RECP)'

Il est bien connu que la formule de Mackey implique que les foncteurs
d’induction et de restriction de Lusztig sont indépendants du choix du
sous-groupe parabolique. Il peut donc sembler étrange d’employer ces
notations avant d’avoir demontré cette formule. Le lecteur pourra cepen-
dant vérifier que, par la suite, le choix du sous-groupe parabolique est soit
sans importance, soit fait de telle sorte que les énoncés soient valides.

1.5. Formule de Mackey. On notera .#;(L, M) I'ensemble des éléments
x € G tels que L N*M contienne un tore maximal de G. On appelle
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formule de Mackey pour le triplet (G,L, M), et on notera .Z(G,L, M),
I’Bgalité suivante:

*RP © Ry, = )y Rinom o*R Mo e(ad x) . (1.5.1)
xe LNF L, MF /M F

qui peut encore s’écrire

L M| o
7 Ri e o *Rinem e (ad x) . (1.5.2)

*RGORG —

xeF(L, MF

Remarque. Dans la formule de Mackey ci-dessus, le foncteur R}
doit etre compris comme le foncteur R~y ~xq-

La formule de Mackey a déja été demontrée dans quelque cas (voir
I'introduction). Voici ceux qui seront utilisés par la suite:

ProposiTION 1.5.3. .Z(G, L, M) a lieu dans les cas suivants:

(i) Si P et Q sont F-stables [LS, 2.5].
(i) Si L ou M est un tore maximal de G [DL2, 12.7].

Si A et u sont deux fonctions centrales sur L" et M respectivement, on
posera:

RE (A, 1) =(REX, RY g

L M
- Z <*RL(Y"MA1*RL(\XMXI‘L>LFQXMF'
xe LINF (L, MF /M F

~

La formule de Mackey .#(G, L, M) est équivalente a la nullité
de REM()\, w) pour toutes fonctions centrales A et w sur LF et MF
respectivement.

2. FORMULE DE MACKEY ET FONCTIONS DE GREEN

2.1 Fonctions de Green. On notera par la suite Q°_, I'application:
0P cp: Gl X Lini =~ Q
(u,0) = Tr((u,v), HX (Yy)).
La fonction QF _, est appelée la fonction de Green associée a L, P et G.

Remarque. Tout comme le foncteur d’induction de Lusztig, la fonction
de Green QF _, dépend a priori du choix du sous-groupe parabolique P de
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G dont L est un sous-groupe de Levi. Cependant, toujours pour alléger les
notations, on notera souvent QF la fonction de Green QF ;.

Soient g G et/ e LF. Onpose s =g,, u =g,, t =1, et v =1,. Soit
A (respectivement y) une fonction centrale sur LY (respectivement GT).
Les “formules du caractére” (cf., par exemple, [DM1, proposition 12.2])
sont les suivantes:

1 Ca(s) N
RE(A)(SM) = ||_F| 5 F Z Z QC; (S)(U,U l) )\(SU),
|CG(S) | heGF z;eCZL(s)ﬁni -
sehL
(2.1.1)
*RG _ 1 Ca() ~1
RE(() = Y 0w (). (212)

[OH we Ok,

2.2. Formule de Mackey pour les fonctions de Green. On reprend les
notations du paragraphe 1.5. Si u (respectivement v) est un élément
unipotent de G* (respectivement L), on notera Qf (u, - ) (respectivement
QOF(-,v)) la fonction sur L* (respectivement G*) valant 0 en dehors des
élements unipotents et valant QF(u, v) en v (respectivement u).

On appellera par la suite formule de Mackey pour les fonctions de Green
pour le triplet (G, L, M) I'égalité:

<QE(' ut), QE/I("U_l)>G”
- X <QII:NM(”v')vQXLMm*M(xU"»LFm*Mr,

xe LNF (L, M) /M ¥

pour tous u € Lf . et v € ME

uni uni*

On posera, pour tous u € L et v € M¥

uni uni?

08 w(u,v) =( 08 (-, u™), 08 (-, v ™)) gr
- Z <Q|[m)‘M(uv ')’QXLMNM(XU' ')>LFQ“MF'

xe L'NFL, MF /M F

La formule de Mackey pour les fonctions de Green est équivalente a la
nullité de QF \,(u, v) pour tous u € LY ; et v € M|

uni uni*

2.3. Un lemme de récurrence. Soit f une fonction centrale sur G* et
soit s un élément semi-simple de G*. On définit une fonction centrale d®f
sur Cg(s) de la maniére suivante:

dSf(uy = {(s0) st uestunipotent,
' 0 sinon.
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Si s et ¢ sont des éléments semi-simples de G et L respectivement, alors
les formules du caractére 2.1.1 et 2.1.2 s&crivent:

1 o s NF| nCo() AL
dsG"RE:m Y cus) [RES) o d o (ad g) . (23
‘Lo eGr
iegL
d-o*RE = *RGS) o dP. (2.3.2)

Remarque. Si z € ZF, la formule du caractére 2.3.1 s’écrit
d®oRE =RCod". (2.3.3)

Deux fonctions centrales A et A’ sur LT sont &gales si et seulement si les
fonctions d-A et d-\’ sont €gales pour tout €lément semi-simple s € L .
Pour vérifier la formule de Mackey, il est donc équivalent de vérifier les
egalités obtenues en composant a gauche chaque membre par I'application
d- (oU s parcourt I'ensemble des éléments semi-simples de L7).

On notera J(G, L, M) I'ensemble des triplets (G’,L’,M’) ou G’ est un
sous-groupe réductif connexe F-stable de G de méme rang, et ol L' et M’
sont des sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques de
G’ tels que L’ est contenu dans un conjugué de L sous G' et M’ est
contenu dans un conjugué de M sous G” et tels que (G', L', M’) ne soit pas
conjugué a (G,L,M) sous G” (on a alors dimG’ + dimL’ + dimM’ <
dimG + dimL + dimM). Cette notaton est introduite dans le but de
raisonner par récurrence sur I’entier naturel dimG + dimL + dim M.

LEMMA 2.3.4. On suppose #(G',L',M’) pour tout (G',L' M) e
T(G, L, M). Soit s un élement semi-simple de LY, n’appartenant pas au centre
de G. Alors

dy o*RE ° Ry = )y dy o RE pem o *RMyom o (ad X) 4
xe LNFL, M) /M F

Preuve. Cette preuve ne présente pas de difficultés: c’est simplement
une application systématique des formules 2.3.1 et 2.3.2. En voici le détail.
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Puisque s n’est pas central dans G, alors, pour tout g € G tel que

s €¥M, le triplet (Cg(s), C;(s), Csy(s)) appartient a I(G,L,M). On a
donc:

1

d“o*RC o RS = —
5 IM7L[cg(5)"]
C%(s) C (s) M
X Z |C§M() |*R (Ls(s) CEM(S)Ods O(adg)*
geGr
sefM

B 1
IMF|-|ca(s)"|

‘T > [Ct()" " ()]

46T KT (Ch(5), Co(s)” s ()"
sefM

C5(s) "Cem(s) M
X Res (5 nicss) ° Res sy nicsyis °(@d h) o d "o (ad g)
[CErem(s)"
= X X

§eGF ey (Coto, Cagtsnt IMF - [ce()" e ()]

s€5M

CL(s Ch K v
X R ox RO o ™Mo (ad hg)

CY nhgm(s) CT nhgm(s) s

ou la premiére égalité vient de 2.3.1 et 2.3.2 et la deuxiéme de
M(CL(s), C1 (s), Ci\y(s)) appliqué sous la forme 1.5.2. D’autre part, on a

) dy o RE o @ *R Mo o (ad x) 4
xe LNF (L, M /M F
Lt o
> de ° R oy o *R ey e (ad x) 4
reFeL, MF
-z - Y 1G]
- F LN"*M
x€F(L, MF ||— | |MF| |C ( ) | leLf
seLn*Mm
CS (s) CPepp () M
L AN AN CTON
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En prenant y = Ix comme nouvelle variable dans le dernier membre
obtenu, on obtient:
L L M
)» dy o RCnom o™ Ry oy ©(ad x)
xe LNF L, M /M F

F
_ Z |C°|_mM(S) | C3(s) wpCim(®) d”M (ad y)
o F o F COLMYM(S)O COLm,VM(S)O s ° *
vestmr [M -lci(s)"]
seLnN’M

Le lemme 2.3.4 résulte du fait que Iapplication (g, h) — hg
envoie les couples (g, h) € G X C2(s)" tels que s €M et h e
e (CL(s), Ciy(s)' surjectivement sur I'ensemble des y € (L, M)”
tels que s € L N’ M et a toutes ses fibres de cardinal [Cg(s)"|. 1

COROLLAIRE 2.3.5. On suppose .#(G',L',M") pour tout (G',L’,M’)
TG, L, M). Soient A et u deux fonctions centrales sur LF et M¥ respective-
ment. Alors:

Y X Ma)wm(zwHOE w(v.w).

F F
zEZ" vELyy
we Mﬂni

RE w(A p) = 7777
L,M( M) |LF|‘|MF|

Preuve. On pose
P(A, p) =(REA RS o,
Q(A!M) = Z <*Rtﬁ"MAi*RXLMﬁXMxM>|_FmXMF'
xe LN WL, MF /M ¥
Si f et g sont deux fonctions centrales sur L”, on a
1 F
(frgor = T Y lci(9) [(asf. dvg) e
sELf

Par conséquent, on a:

P(A, p) =(A*RE o RG () r

1
o7 T |C2(5)"[(d(A), db o*RE o RG (1)) co o
sELf

L (dE(A). db o*RE o RG (1))

zezF

1
tro I 1) [(ar), ab e < RG(w) croor
seLf

sezt
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De méme,
O(A, p) = ) <)\’ R o O*RKLMN‘MXM> LF
xe LNF L, M /M F
1 F
= |LF| Z |CL(S) |
sELf
X )y <d5'.‘/\, dg ° R o °*RXLMm-“MxM> Ol
xe LINF (L, MF /M T
= Z Z <dl_)\’ dlz_ ° Rtn*‘M °*RX|_MNMXM>|_F

zezf xe LN L, MF/MF

1
T Y [ )y
seLl xe LN WL, MF /M F
sezf

X< diA,d; © RE oy °*RXLMm~*MxM> O
Par conséquent, compte tenu du lemme 2.3.4 et de la formula 2.3.3, on a

R(LB,M(/\!M) = Z RE'M(dL‘(/\),dD"(,u)),

zezf

ce qui est une autre écriture du résultat annoncé. |
PrRoOPOSITION 2.3.6.  Les proprietes suivantes sont equivalentes:

(i) La formule de Mackey a lieu pour tout triplet (G, L, M).

(i) La formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu pour tout
triplet (G, L, M).

Preuve. On raisonne par récurrence sur dimG + dimL + dimM. Il
résulte du corollaire 2.3.5 que (ii) implique ().

Supposons maintenant (i). Soient v et w deux léments unipotents de L”
et M¥. On note A, (respectivement u,,-1) la fonction caractéristique de la
classe de conjugaison de v (respectivement w~!) dans L (respectivement
MT). On a alors, toujours d’aprés le corollaire 2.3.5,

0=RE,M(AI,"MW71) | QE,M(U’W)

el e "

ce qui montre (ii). 1
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3. FONCTIONS ABSOLUMENT CUSPIDALES

3.1 DEFINITION. On a défini les caractéres irréductibles cuspidaux d’un
groupe réductif comme étant ceux dont les restrictions de Harish-Chandra
sont nulles. La notion de fonction absolument cuspidale est I'analogue
lorsque I'on considére les restrictions de Lusztig:

DErFINITION 3.1.1.  Une fonction centrale y sur G* est dite absolument
cuspidale si, pour tout sous-groupe parabolique propre P de G et pour tout
sous-groupe de Levi F-stable L de P, on a:

*RP _o(y) = 0.

Comme conséquence immédiate de la formule 2.3.2, on obtient la

ProPosITION 3.1.2. (a) Une fonction centrale f sur G* est absolument
cuspidale si et seulement si d®f est une fonction absolument cuspidale sur
C2 ()" pour tout élement semi-simple s de G*.

(b)  Soit f une fonction centrale absolument cuspidale sur G* et soit s
un élement semi-simple de G* tel que d°f + 0. Alors s est isole dans G
(c’est-a-dire que Cg(s) n'est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d'un
sous-groupe parabolique propre de G).

On notera Ng(L, M) I'ensemble des éléments n de G tels que "M = L.
Soient A et u deux fonctions absolument cuspidales sur LF et MF
respectivement. On a alors

RE m(A, 1) =(RE(X), RG( )6 — ) (A
neL™\Ng(L, MF/MF

Cette égalité sera notée (G, L, A, M, p).

3.2. Un autre lemme de récurrence. Ce lemme va nous permettre, en
raisonnant par récurrence, de n’avoir a verifier la formule de Mackey que
pour les fonctions absolument cuspidales.

LEMME 3.2.1. Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe
parabolique de L. On suppose que la formule de Mackey .#(G, K, M) a lieu et
que, pour tout x €.75(L, M), la formule de Mackey .#(L,L N*"M,K) a
aussi lieu. Alors, pour toutes fonctions centrales x et p sur KF et MF
respectivement, on a

RE,M(RIR X M) = 0.
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Preuve. Puisqu’on suppose .Z(G, K, M), on a:

(RE(RR( X)), RG( 1)) or
[KF A*MF| z
L et CRE w0 R () ko
€K, M)

Utilisons maintenant .Z(L,L N*M,K) pour tout x €. (L,M)". On
obtient:

[LF n*MF| . . o
Z i |LF|-|MF| < RLN‘M(RK( X))v RLN‘M(M»LFN(MF
xeFe (L, M)F
[LF n*M7F| [LF n*MF AV KF|

- X

x€%(L, MF

)»

yes (LN M, K)F
><<R'EQZEM nYK O*R;_KQXM myK(yX) ’ *RXLMFW'“M(JCM» L n*m¥
FMF Y KF|
X X TOTIMITIRT]
xeF (L, MF yeA(Ln*™M, KF
X<*Rm NK(yX)’*Rim n—VK(xM»*'MFn’KF
|kF A M|
= Z F F F
Gopee I TIMPL KT

[LF[-IMF] ILF n*MF] K

y "l -1
% <*R§N71XM( X)) Ry m}"“M(y X’u’)>

KFAY amF

ol .# I'ensemble des couples (x,y) € (GF)? tels que x €. (L, M) et
y €L N*M,K)F. Le lemme 3.2.1 résulte alors du fait que I'application

M — F (K, M)
(x,y) »y~'x
est surjective et a toutes ses fibres de cardinal |L7|. |

On retrouve, grace au lemme 3.2.1, le résultat suivant bien connu (cf.,
par exemple, [DM2, proposition 2.1, (d)]):

COROLLAIRE 3.2.2. Si toutes les fonctions centrales sur LF (ou sur M¥)
sont uniformes, alors la formule de Mackey .#(G, L, M) est vraie.

Preuve. Cf. (ii) de la proposition 1.5.3. |



FORMULE DE MACKEY 219

Le lemme 3.2.1 sera utilisé par la suite sous la forme suivante:

COROLLAIRE 3.2.3. On suppose #(G',L', M') pour tout triplet
(G',L',M") € (G, L,M). Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d'un
sous-groupe parabolique propre de L. Alors, pour toutes fonctions centrales x
et w sur KE et M respectivement, on a

R(IEM(RIIZ)(! /*L) = 0.

3.3. Reduction de la formule de Mackey aux fonctions absolument cuspi-
dales. Comme annoncé, le lemme 3.2.1 permet de se ramener a la
véerification de la formule de Mackey pour les fonctions absolument
cuspidales seulement:

ProposITION 3.3.1.  La formule de Mackey a lieu pour tout triplet (G, L, M)
si et seulement si pour tout triplet (G, L, M) et pour toutes fonctions absolu-
ment cuspidales A et p sur L" et M* respectivement, on a RY \,(A, ) = 0.

Preuve. La deuxiéme assertion est un cas particulier de la formule de
Mackey. On suppose donc la deuxiéme assertion vraie. Pour montrer
qu’elle implique la formule de Mackey, on raisonne par récurrence sur
dimG + dimL + dimM, de sorte que I'on peut supposer .Z(G’,L',M’)
pour tout (G',L’,M’) € (G, L,M). On notera . I'ensemble des sous-
groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques propres de L.
Soient A et u deux fonctions centrales sur LY et M¥ respectivement. On
écrit A = A" + X" ol X’ est une fonction absolument cuspidale de L et

A= Z aKRIP_((XK)
Kez

ol les a, sont des éléments de @, et les yx, sont des fonctions centrales
sur KF (K €2).
On a alors

RE,M()" w) = RE,M(/\/’ w) + RE,M()‘" )
= RE,M()‘” M)
d’aprés le corollaire 3.2.3 en utilisant I'hypothése de récurrence. On peut

donc supposer que A est absolument cuspidale. De m&me, on peut sup-
poser que w est absolument cuspidale, et donc, par hypothése, on a

RE,M(/\’ M) =0,

ce qui montre la proposition. ||
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4. SERIES DE LUSZTIG

4.1. Dual de G. On notera B, un sous-groupe de Borel de G et T, un
tore maximal F-stable de B,. On note (G*, T&, F*) un triplet dual de
(G, T,, F), au sens de Deligne—Lusztig. On notera Z* le centre de G*.

On notera L* (respectivement M*) un sous-groupe de Levi F*-stable
d’un sous-groupe parabolique P* (respectivement Q*) de G* qui soit un
dual de L (respectivement M).

Ayant choisi un morphisme injectif «: F*— @/, il existe une bijection
entre I'ensemble des classes de G*-conjugaison de couples (T, 6) (ol T est
un tore maximal F-stable de G et # est un caractére lingaire de T7) et
I’ensemble des classes de G***-conjugaison de couples (T*, s) (ol s est un
élement semi-simple de G** et T* est un tore maximal F*-stable de G*
contenant s). Si deux tels couples (T, 6) et (T*, s) se correspondent via
cette bijection, on posera:

RS.(s) = RS(0).

4.2. Séries de Lusztig. Si s est un élément semi-simple de G*I*, on
notera (s) (ou (s)g« S'il y a confusion possible) la classe de conjugaison de
s sous G*, appelée classe de conjugaison geometrique de s et [s] (ou [s]g#+)
la classe de G*f“-conjugaison de s, appelée classe de conjugaison
rationnelle de s.

On appelle série de Lusztig geometrique (respectivement série de Lusztig
rationnelle) de G associée a s, et on note &(GF,(s)) (respectivement
Z(GF,[s]) I'ensemble des caractéres irréductibles de G contenus dans les
RS.(s") ou s’ est un élément semi-simple géométriquement (respective-
ment rationnellement) conjugué a s et T* est un tore maximal F*-stable
de G* contenant s'.

On a alors, d’aprés [DL1, corollaire 6.3],

I(G") = U #(G”, (5))

(s)

ol (s) parcourt I'ensemble des classes de conjugaison géométrique
d’eléements semi-simples de G**".
D’autre part, si s est un élément semi-simple de G**, on a

£(6" () = U #(6"[])

[t1c(s)
(cf., par exemple, [DM1, théoréme 14.51]). Par conséquent,

(67 = U #(G".[5])

[s]
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ou [s] parcourt I'ensembles des classes de conjugaisons rationnelles semi-
simples de G**™,

Remarque. Si s est un élément semi-simple de G*/”, I'ensemble des
classes de conjugaison rationnelles contenues dans (s) est en bijection avec
I'ensemble H'(F*, Cg.(s)/Cg.(s)). En particulier, si Cg.(s) est connexe,
alors £(G”,(s)) = £(GF,[s].

4.3. Groupes reductifs ayant meme groupe derive. Suivant les idées de
[DLl] il existe un groupe réductif connexe G défini sur I, (on note encore

F:G->G I endomorphisme de Frobenius correspondant) vérifiant les
propriétés suivantes:

(@ G est un sous-groupe fermé de G, et Iinjection i:G — G est
définie sur [,
(b) Le groupe dérivé de G est &gal au groupe dérivé de G,
(c) Le centre Z de G est connexe.
On pose L=L-ZetP=P-Z AlorsP estun sous-groupe parabolique

de G et L est un sous-groupe de Levi F-stable de P. Le radical unipotent
de P est ggalaU.ona

Y= U gY§.
geGr/GF
En effet, si X YU, alors ¥ *F(%¥) € U c G et donc, par le théoréeme de
Lang, il existe x € G tel que ¥ 'F(¥) = x F(x), d'ot %! € G¥, ce qui
montre I'inclusion du membre de gauche dans le membre de droite.
L’autre inclusion est évidente.
De méme, on a:

vé= U Y&-L
1eLf/LF
En effet, si ¥€ Y¢S, alors G € (G/G)" = (L/L)F =LF/LF, donc il
existe x € G et [ € LF tels que X = xI et on vérifie que x € Y ce qui
donne a nouveau l'inclusion du membre de gauche dans le membre de
droite. L’autre inclusion est évidente.

Par conséquent, on a, pour tout i € N, un isomorphisme de GF-
module-L*,

HI(Y§,Q)) = Q,G" &g H(YS Q) (4.3.2)
ainsi qu’un isomorphisme de G*-module-L*

HI(Y§, Q) = HI(YS. Q) &, - QL. (43.2)
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On déduit immeédiatement de ces deux isomorphismes la
PropPosITION 4.3.3. (i) Res&% o RE = R® o Resl:
(i) Rest; o*RE = *RS o Res&)

(iii)  Soient u et v deux élements unipotents de G* et L respectivement.
Alors

Cury= Y 0Cuv)= Y 0fu').

geGr/GF leLF/LF

Notons TO Ty Z. C'est un tore maximal F-stable de G. Si on note
(G* TO,F*) un triplet dual, au sens de Deligne—Lusztig, du triplet
(G T,. F), alors Ilnjectlon iG> G induit_un morphisme surJectn‘

*:G* — G* défini sur F, tel que i*~(Tg) = T, Le noyau Ker i* de i*
est un tore central F*-stable de G*, dual du tore G/G On a donc un

isomorphisme
* ~ A
(Keri*)™" - (G'/GT)
z -z
Soit s un &lément semi-simple de G**. Puisque Ker i* est connexe, il
résulte du théoréme de Lang qu’il existe un élément semi-simple 5 de
G*" tel que i*(5) = s. Compte tenu de la formule du caractére 2.1.1, on a,
pour tout tore maximal F*-stable T* de G contenant § et pour tout
z € (Ker i*)F”,
G ~ G~
Rz.(5) ® Z = R7.(52). (4.3.4)
On en déduit immédiatement le

LEMME 4.3.5.  Pout tout z € (Ker i*)F", I'application

& (G, [Flg-r) — &(G", [5z]gr)
y—>y®z
est bijective.
LeEMME 4.3.6. Soient y et Y deux caracteres irreductibles de GF et GF

respectivement tels que <RESGr’y vy #0.Siye 2(GF [ S1g«r), alors v €
&(GF,[s]ger).

Preuve. Puisque Z est connexe, le groupe D(G*) est simplement con-
nexe et donc Cg.(5) est connexe (cf. [S, theoréeme 8.1]). Par suite, la série
de Lusztig géométrique (GF, (3)g.) caincide avec la série de Lusztig
rationnelle &(G”,[S]z.+).
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Supposons que 5 € (G, [S]z.#+). Soit T un tore maximal F-stable de G
et soit @ un caractére linéaire de T tel que

<7’ R$(9)>G’" # 0.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On note Uy son radical
unipotent. Il existe un entier i tel que y soit une composante irréductible
de

Hci(YL(J;Bv@I) ®g,rr Qi

ol @,, désigne le T*-module irréductible de dimension 1 sur lequel T
agit via 6.

Soit T le tore maximal (F-stable) de G contenant T et soit 6 un
caractére linéaire de T* prolongeant 9. On note (T*,5") un couple formé
d’un tore maximal F*-stable T* de G* et d'un element 5 e T*" associé
au couple (T, §). On pose T* = i*(T*) et s’ = i*(5"). On a donc

(v, R$-(s"))ar # 0,

cest-a-dire y € &(GF,[s']gr).
Alors, d’aprés I'isomorphisme 4.3.2, il existe un élément z € (Ker i*)*”
tel que

(7o 2 HI(YS, Q) 8p5r Q) *

ol Q57 désigne le TF-module irréductible de dimension 1 sur lequel T¥
agit via 6. Par suite, il résulte du lemme 4.3.5 et de [DML1, proposition
13.3], que §" et 5z sont géométriquement donc rationnellement conjugués
(car le centre de G est connexe). Par suite, i*(5") = s’ et i*(5) = s sont
rationnellement conjugués. Donc y € &(G*, [slg.). |

Remarque. Les résultats 4.3.1 & 4.3.6 restent vrais méme lorsque le
groupe G vérifie seulement les hypothéses (a) et (b) de 4.3: la connexité du
centre de G n’intervient a aucun moment dans leur démonstration sauf
pour le lemme 4.3.6. Dans ce dernier cas, si on suppose que G ne verifie
que (a) et (b), on utilise le fait qu’il existe un groupe réductif connexe G’
défini sur F,, contenant G et vérifiant (a), (b) et (c). Le lemme 4.3.6 étant
vrai pour la restriction de G'F 3 G¥ et pour la restriction de G’ a GF, il
sera vrai pour la restriction de G* a G*.

4.4, Foncteurs de Lusztig et series de Lusztig rationnelles. Le but de ce
paragraphe est de montrer que les foncteurs de Lusztig stabilisent les
séries de Lusztig rationnelles. C'est un résultat connu (cf. par exemple,
[DLM]), mais je n’en connais pas de demonstration écrite.
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COROLLAIRE 4.4.1. On suppose que s € L*I". Soit A\ un caractére
iréductible de LY et soit y un caractere iréductible de Gt tel que
(RN, y) # 0.

Si A € &(LF, [s] ), alors y € E(GF,[s]ger).

Preuve, D’aprés [L1, corollaire 6], le corollaire 4.4.1 est vrai pour le
groupe G.

D’aprés le lemme 4.3.6, les éléments de &(L",[s] .r-) sont les com-
posantes irréductibles des restrictions des €léments de e(LF, (3)y.). Soit
T* un tore maximal F*-stable de L* tel que A soit une composante
irréductible de RY.(s). On note T* I image réciproque de T* par i*

Soit T un tore maximal F-stable de L dual de T*, et soit o le caractere
Ilnealre de T* associé 335, On pose T = T N L et on note 6 la restriction
de 6 3 TF. Alors T est un tore maximal F-stable de L dual de T* et 6 est
le caractére linéaire de T/ associé a s. On note B, un sous-groupe de
Borel de L contenant T et U, le radical unipotent de B, .

Par hypothése, il existe un entier naturel i tel que y soit une com-
posante irréductible de H(YG,®)®@LF A, et il existe un entier j tel
gue A soit une composante irréductible de Hf(YL ,@ ) ®g,rr 0. Puisque
Y§ .u = Y5 X+ Y, il résulte de la formule de Kiinneth que vy est une
compostante irréductible de H’“(YU 0 Q) ®g, ¢ 0. On déduit alors de
I |somorph|sme 4.3.2 que y est une composante irréductible d'un caractre
irréductible 5 de GF lui-méme composante irréductible de
H’”(YU U @,) a7 6. Par conséquent, le corollaire 4.4.1 &tant vrai pour
G, le caractére y appartlent 3 £(GF, (“)G*) = &(GF, [S1z+#+), ce qui montre
que vy appartient 3 £(G*,[s]g.) d’aprés le lemme 4.3.6. |

4.5. Eléments semi-simples quasi-isoles. On rappelle que I'élément s est
dit isole dans G* si Cg.(s) n'est contenu dans aucun sous-groupe de Levi
d’un sous-groupe parabolique propre de G*. On pose la

DEFINITION 4.5.1. L'élément semi-simple s de G* sera dit quasi-isole
(dans G*) si son centralisateur Cg.(s) n’est contenu dans aucun sous-
groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G*.

On note ®F le systéme de racines de G* relativement a T¢. On note
(®F) le sous-groupe de X(Tg&) engendré par ®F. On notera Z(G)
I’ensemble des indices des sous-groupes (®%*) dans (®?%) lorsque ®%
parcourt I'ensemble des sous-systémes de racines de ®F de méme rang:

LEMME 4.5.2.  Soit s un élement isole de G*. Alors I’ordre de I'image de s
dans G* /Z* divise un element de Z(G).

Preuve. On peut supposer que s € T¥. On note ®F le systéme de
racines de C3.(s) relativement a T¢. On a

®F = {a € B | a(s) = 1).
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Puisque s est isolé dans G*, le systéme de racines ®F est de méme rang
que ®F. Par conséquent, si on note d = K®Z) /(D% )|, alors s¢ € Z* et
deZG). 1

COROLLAIRE 4.5.3.  Soit Z* le centre de G*. Soit s un élement quasi-isole
de G*. Alors I'ordre de I'image de s dans G*/Z* divise un des nombres
|Z/Z° - r, ou r parcourt I'ensemble des élements de Z(G).

Preuve. On pose k = |Cg(s)/Cg.(s)|. 1l est bien connu que k divise
I'ordre de Z /Z° (on va le redémontrer car on aura besoin de la d’emonstra—
tion). Compte tenu du lemme 4.5.2, il suffit de montrer que sk est isole.
On note A = Ker i* N D(G*) oli D(G*) désigne le groupe dérivé de G*.
On rappelle que

4l =12/Z7. (*)

En effect, si n est un entier naturel non nul tel que F" agisse trivialement
sur Z/Z° et tel que F*" agisse trivialement sur A, alors il résulte de
[DLM, (3.12.1)] que H'(F",Z)"= A", c'est-a-dire (Z/Z°) "= A.

Soit 5 un élément de G* tel que Tr(") = 5. On considére I'application

0,: Cox(s) = A

g~ BT = [7,5]
oll Z est un élément de G* tel que i*(2) = g (on remarque que 6,(g) ne
dépend pas du choix de g). D’autre part, 6, est un morphisme de groupes.

Le centralisateur Cgz.(5) est connexe (par le méme argument que dans
la démonstration du lemme 4.3.6) et son image par i* est Cg.(s) (cf., par
exemple, [DM1, proposition 2.3, (ii)]). Le noyau de 6, est donc exactement
Cg.(s). En particulier, Cg.(s)/Cg.(s) est isomorphe a un sous-groupe de
A, donc k divise [Z/Z° d’aprés ().

Pour montrer que s* est isolg, il suffit de montrer que Cg.(s*) contient
Cg+(s). Soit donc g € Cg.(s). On a alors 6,(g¥) = 1 car g~ € Cg.(s). Or,
par un calcul facile, 6,(g¥) = 6,(g)* = 6,.(g). Donc g est dans le noyau de
6« donc appartient a Cg.(s). 1

5. FORMULE DE MACKEY POUR g GRAND

5.1. Enoncé. On notera I(G) le plus grand élément de la réunion des
A(G’), ou G’ parcourt I'ensemble des sous-groupes réductifs connexes de
G de méme rang. On notera «(G) le plus grand des nombres [Z' /Z'°| ol Z'
parcourt I'ensemble des centres des sous-groupes réductifs connexes F-sta-
bles de G de méme rang.
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THEOREME 5.1.1. Si g > 1 + I(G)u(G)?, alors la formule de Mackey
H(G, L, M) ainsi que la formule de Mackey pour les fonctions de Green pour
G ont lieu.

Preuve. On suppose donc que g > 1 + [(G)u«(G)?>. On va montrer le
théoréme 5.1.1 par récurrence sur n = dimG + dimL + dim M. La récur-
rence démarre compte tenu de la proposition 1.5.3. On peut donc supposer
gue, pour tout triplet (G',L',M’) € J(G,L,M), la formule de Mackey
pour les fonctions de Green pour tout le triplet (G',L’,M’) ainsi que
#(G',L',M’) ont lieu (en effet, g > 1 + ((G)u«(G')? car (G < [(G) et
(G’) < «(G)). On peut aussi supposer que L et M sont différents de G car
sinon, il n'y a rien a montrer.

Soient A et w deux caractéres irréductibles de LY et M¥ respectivement.
On veut montrer que Rf (A, n) = 0. Soit s (respectivement ) un élé-
ment semi-simple de L**” (respectivement M*F") tel que A € &(L", [s], .r+)
(respectivement u € &(M7, [¢]jyxr+)).

LEMME 5.1.2.  Si les élements s et t ne sont pas conjugues sous G*'", alors
RE (A, w) = 0.

Preuve. 1l résulte immédiatement du corollaire 4.4.1 que les deux
membres de R ,(A, u) (notés P(A, w) et Q(A, u) dans la déemonstration
du corollaire 2.3.5) sont nuls. |

LEMME 5.1.3. Si s n'est pas quasi-isole dans L*, ou si t n'est pas
quasi-isole dans M*, alors

RE,M(/\’ p) = 0.

Preuve. Supposons que s n'est pas quasi-isolé dans L*. Soit K* I'inter-
section des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques de L*
contenant C,.(s). Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d'un
sous-groupe parabolique de L* et K* # L* par hypothése. On note K un
sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de L dual de
K. D’aprés [L1, corollaire 9], il existe un caractére irréductible y de K¥ tel
que A = g ex Ry x. Par suite, il résulte du corollaire 3.2.3 que
RE (A, ) = 0.

La formule de Mackey étant auto-duale, on a symétriguement
R (A, w) = 0si ¢ n'est pas quasi-isolé dans M*. [

Compte tenu des lemmes 5.1.2 et 5.1.3 on supposera par la suite que s et
t sont conjugués sous G*I” et on prendra méme s = ¢, et on pourra aussi
supposer que s est quasi-isolé dans L* et M*,

LEMME 5.1.4. Sis n'est pas quasi-isole dans G*, alors

RE,M(/\’ w) = 0.
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Preuve. Soit K* I'intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes
paraboliques de G* contenant Cg.(s). Alors K* est un sous-groupe de Levi
F*-stable d’'un sous-groupe parabolique de G*, contenant Cg.(s), et dis-
tinct de G*. Le groupe K* N L* est un sous-groupe de Levi d'un sous-
groupe parabolique de L* contenant C,.(s), donc K* contient L* car s est
quasi-isolé dans L*. De méme, K* contient M*.

Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique de
G dual de K*. On peut supposer que L et M sont contenus dans K.
D’aprés [DM1, remarque 13.28], le foncteur R induit une isométrie

R$:Q,&(KF, [s]ker) » @,&(GF, [s]ger).

Par conséquent,

(REA R w) =(REA, Ry 1)+
= Z <*Rtm"MAi*RXLMm"MXIL‘QLFmXMF
x€LNF L, M /M F

car, par hypothése de récurrence, la formule de Mackey .Z(K, L, M) a lieu.
I suffit donc de montrer que, si x est un élément de .#;(L, M)* n’apparte-
nant pas a K, alors

(*RE pem Ay *RM ) L e = 0.
Soit donc x €.7(L, M)F tel que
(*RE pem Ay *RM ) L e # O (#)
On a une bijection naturelle entre
LENF(L, M)\ MF et L*"\ . (L*, M%) /M*F",

Il correspond donc & x un élément x* de .%..(L*, M*)"" tel que L* N*" M*
soit un dual de L n*M. Il résulte de la non-nullité du membre de gauche
de (#) et du corollaire 4.4.1 qu’il existe un €lément [ € L*" et un élément
m € M*F* tel que 's ="("s). Par conséquent, /~*x*m centralise s donc
appartient a K*, et donc x* appartient a K* car L* et M* sont contenus
dans K*. Par suite, x € K car L et M sont contenus dans K. |

On peut donc supposer dorénavant que I'élément semi-simple s est
quasi-isolé dans L*, M* et G*. On se fixe d’autre part un tore maximal
F*-stable T* de L* contenant s. On notera W* le groupe de Weyl de G*
relativement a T*. On notera ®* le systéme de racines de G* relativement
aT™
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Si z € Z(L*)"", on notera Z le caractére linéaire de L" induit par z.
D’autre part, si z € Z(L*)F" n i*(D(G*)™), alors 7 est trivial sur Z% (cf.
[DL, proposition 5.11, ().

LEMME 5.1.5. Il existe un élement z € Z(L*)F™ N i*(D(G*)F™) tel que sz
et s ne soient pas conjugues sous G*.

Preuve. D’aprés le théoréme de Lang, I'indice de i*(D(G*)'™) dans
D(G*)"™" est égal a |[H*(F*, A)|. Donc, si on note i I'indice de Z(L*)"" N
i*(D(G*)F") dans Z(L*)f" N D(G*)F” alors i est inférieur ou égal a
|[HY(F*, A)|. Finalement, i <[Z/Z°% < «G) d'aprés I'galité (=) de la
preuve du lemme 4.5.3.

Soit z € Z(L*)" N D(G*)'™ d’ordre supérieur ou &gal a ¢ — 1 (il en
existe toujours car Z(L*) N D(G*) contient un tore de dimension
supérieure ou égale a 1). Vu que z' appartient a Z(L*)F™ n i*(D(G*)F™), il
suffit, pour montrer le lemme 5.1.5, de prouver que

Les élements s et sz' ne sont pas conjugués sous G*.

On note m I'ordre de z. Alors

m > > 1(G)u(G) = 1(G)|Z2/Z. (%)

Soit ¢ une racine primitive m*™ de I'unité dans F*. Soit « € X(T) tel que
a(z") = ¢ (il existe un tel o car m est I'ordre de z°).

Supposons s et sz' conjugués sous G*. Alors il existe w € W* tel que
szt = w(s). Par suite,

{=a(z) = (w(a) = a)(s).

Or, w(a) — a est une combinaison linéaire, a coefficients dans Z, d’elé-
ments de ®*. Par conséquent, I'ordre de ¢ divise I'ordre de I'image de s
dans G*/Z*, ce qui implique, compte tenu du lemme 4.5.3, que ¢*" = 1,
pour certains k € #(G) et r diviseur de [Z /Z°: cela contredit (). 1

Soit donc z un élément de Z(L*)F* N i*(D(G*)™) tel que s et sz ne
soient pas conjugués sous G*. Alors, d’apreés le lemme 5.1.2, on a

REy(A®Z,n) =0

car A ® z € &(LF, [sz]_.r+). Or, par hypothése de récurrence, on a, d’aprés
le corollaire 2.3.5, R (A u) = RE (A ®Z, ), ce qui termine la
démonstration du théoréme 5.1.1. 1
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6. FORMULE DE MACKEY ET
FAISCEAUX-CARACTERES

Cette section est consacrée a établir une autre démonstration de la
formule de Mackey, indépendante de celle du théoréme 5.1.1, utilisant la
théorie des faisceaux-caractéres de G. Lusztig (en particulier les résultats
de [L2, L3, L4]). Le résultat que I'on obtient est un peu moins bon: on a
besoin d’'une (petite) restriction sur le nombre premier p, et la borne que
I’'on donne pour I'entier g n’est pas explicite.

6.1. Enonce. Si ® est un systéme de racines, on dira que p est presque
bon pour ® si, pour toute composante irréductible ®, de ® de type
exceptionnel, p ne divise aucun des coefficients de la plus grande racine
(relativement a une base arbitraire) de ®, (c’est-a-dire si p est bon pour
toute composante irréductible de ® de type exceptionnel). On dira que p
est presque bon pour G s'il est presque bon pour son systéme de racines
(relatif a un tore maximal quelconque).

THEOREME 6.1.1. On suppose p presque bon pour G. Il existe une
constante q, dependant seulement de la donnee radicielle associee a G telle
que la formule de Mackey .#(G,L,M) a lieu si g > q,.

6.2. Preuve du théeoreme 6.1.1. En raisonnant par récurrence sur
dimG + dimL + dim M, le lemme 2.3.4 montre qu’il suffit de montrer la
formule de Mackey pour les fonctions a support dans Z*. G et, puisque la
translation par un élément de Z* est inoffensive (cf. formule 2.3.3), il suffit
de la montrer pour les fonctions a support unipotent. D’autre part, compte
tenu de la proposition 3.3.1, il suffit de montrer que REM()\, w) =0
lorsque A et w sont des fonctions absolument cuspidales a support dans
LE.; et ML . respectivement.

Soient donc A et w deux fonctions absolument cuspidales a support
unipotent de LF et M respectivement. Le théoréme 1.14, (b) de [L4]
indique que, si p est presque bon et g est suffisamment grand, on obtient
une base de l'espace des fonctions absolument cuspidales a support
unipotent en prenant les fonctions caractéristiques de systémes locaux
cuspidaux F-stables sur les classes de conjugaison unipotentes F-stables
de G. Il suffit donc de vérifier la formule de Mackey lorsque A et w sont
de telles fonctions.

Soit C, une classe unipotente F-stable de L, et soit &, un systéme local
L-équivariant F-stable cuspidal sur C,. On choisit un isomorphisme
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o, F*&, > &1. On suppose donc que A = xz . ou Xz, , €st la fonction
sur Lf,; définie par

Xz, o(U) = ;)I'r(( ¢1)u (81)4) siu e Cf,

sinon.

De méme, on suppose que i = x,, ,, 0l &, est un systéme local cuspidal
F-stable sur une classe de conjugaison unipotente F-stable C, de M et
@, F*&, S &, est un isomorphisme.

On note K, (respectivement K,) le faisceau pervers obtenu par induc-
tion parabolique a partir du faisceau pervers associé au systéme local
&, ® Q, (respectivement &, ® @,) sur Z(L)° - C, (respectivement Z(L)° -
C,) et ¢,: F*K, — K, (respectivement ,: F*K, = K,) I’isomorphisme de
falsceaux pervers induit par ¢, (respectlvement ®,). On notera Xy o €
Xk, o, l€s restrictions de xy , et xg, , @ Gl D’aprés [L4, théoréme
1.14, (a)] on a

RE(/\) = ;Kl,wl’

R(I\B/l(l_’«) = S(JKZJ/IZ-
Un élément g de G est tel que *M = L et {(A,* ) # O si et seulement
si®C,=0C, et (ad g)*&, = &,” ol &," désigne le systéme local dual de

&,. D’autre part, s'il n’existe pas de tels g € G*, alors, d’aprés le corollaire
9.11 de [L3, partie I1], on a

< X/lKlv‘Pll ;K2x¢2>GF =0

et donc la formule (G, L, A, M, 1) est donc vérifiée dans ce cas-la.

On peut donc supposer, et ce sera fait par la suite, que L = M, C, = C,,
&'=8&, et ¢,"= ¢,. D'aprés [L2, théoréme 9.2], on a, pour tout n €
Ngr(L),

"C,=C, (ad n)*&, = &,.
D’aprés [L3, partie II, lemme 9.8 et les formules 9.10.1 et 9.10.2], on a,
pour tout n € Ngr(L),

d

aon 4
(AB) = 2007

ou d =dimC,; + dimZ(L)° — dimL. D’autre part, le corollaire 9.11 de
[L3, partie I1], nous dit que

<~ ~ >: |NGF(|—)/|—F|
XKy w0 XKy, 0, |Z( L)oF|

Cela montre la formule &G, L, A, L, w). 1
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7. QUELQUES APPLICATIONS DE LA FORMULE
DE MACKEY

On va rappeler dans cette section quelques conséquences connues de la
formule de Mackey.

7.1. Indépendance du choix du sous-groupe parabolique. Soit P’ un
sous-groupe parabolique de G dont L est un sous-groupe de Levi. Le
résultat suivant se montre par récurrence sur dim G comme dans le cas ot
P et P’ sont F-stables (cf., par exemple, [DM, proposition 6.1]):

PROPOSITION 7.1.1.  Supposons g > 1 + I(G)u«(G)?. Alors

G _ G
RLCP _RLCP”

*RECP = *RECP"

7.2. Dualite d’Alvis—Curtis et foncteurs de Lusztig. On notera

Dg: #G" — %G* I'opérateur de dualité d’Alvis—Curtis. Le résultat sui-
vant est demontré par exemple dans [DM1, remarque suivant le théoréme
8.11]:

PROPOSITION 7.2.1.  Supposons g > 1 + I(G)«(G)?. Alors

G _ G
egDg° R =& R’ °D,,

*RG _ *DG
e6*RE o Dg = &, D o*RS.
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