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Mathematiques Paris 7, Case 7012, 2 Place Jussieu, Paris, F.75005, France´

Communicated by Michel Broué
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0. INTRODUCTION

Soit G un groupe algebrique reductif connexe defini sur une cloture´ ´ ´ ˆ
Žalgebrique F du corps fini a p elements F ou p designe un nombre´ ` ´ ´ ` ´p

.premier . Soit F: G ª G un endomorphisme de Frobenius relatif a une`
ŽF -structure sur G ou q est une puissance de p et F designe le sous-corps` ´q q
.de F a q elements . On fixe un nombre premier l different de p et on note´ ´ ´

Q une cloture algebrique du corps l-adique Q . Si P est un sous-groupeˆ ´l l
parabolique de G et si L est un sous-groupe de Levi F-stable de P, G.
Lusztig a construit un foncteur RG : KK LF ª KKG F entre lesL ; P

F Fgroupes de Grothendieck des categories des Q L -modules et des Q G -´ l l
modules respectivement, appele foncteur d’induction de Lusztig. Ce fonc-´
teur admet un adjoint *RG : KKG F ª KK LF, appele restriction de Lusztig.´L ; P

La formule de Mackey pour l’induction de Lusztig decrit la composition´
d’un foncteur d’induction avec un foncteur de restriction de Lusztig. Plus
precisement, si Q est un autre sous-groupe parabolique de G et si M est un´ ´
sous-groupe de Levi F-stable de Q, on appelle formule de Mackey l’egalite´ ´
suivante:

*RG ( RG
L ; P M ; Q

s R x x
L (*R x x ( ad x #, aŽ . Ž .Ý L l M ; L l Q L l M ; P l M

F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

Ž . xou SS L, M designe l’ensemble des x dans G tels que L l M contienne` ´G
Ž . F x Fun tore maximal de G, et ou ad x #: KK M ª KK M designe le foncteur` ´

naturel induit par la conjugaison par x. P. Deligne a montre que cette´
Ž w x.formule a lieu lorsque P et Q sont F-stables cf. LS, theoreme 2.5 , et,´ `

avec G. Lusztig, a montre qu’elle a lieu d’autre part lorsque L ou M est un´
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Ž w x.tore maximal cf. DL2, theoreme 7 . Il est conjecture qu’elle a lieu en´ ` ´
toute generalite.´ ´ ´

Le but de cet article est de montrer que la formule de Mackey a lieu si
q est assez grand: on donne une borne explicite pour q, ne dependant que´

Ž .de la donnee radicielle associee a G theoreme 5.1.1 . Plus precisement, si´ ´ ` ´ ` ´ ´
Ž . < T <on note i G le plus grand des nombres Z9rZ9 ou Z9 parcourt l’ensemble`

des centres des sous-groupes reductifs connexes de G de meme rang que G´ ˆ
Ž . Ž .Z98 designe la composante neutre de Z9 , et si on note l G le maximum´

Ž .des ordres modulo le centre des elements semi-simples isoles des groupes´ ´ ´
ŽG9* c’est-a-dire dont la composante neutre du centralisateur n’est con-`

.tenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique , où
G9* parcourt ‘‘l’ensemble’’ des groupes duaux de sous-groupes reductifs´
connexes de G de meme rang que G, on a leˆ

Ž .2 Ž .THEOREME. Supposons q ) 1 q i G l G . Alors la formule de Mackey´ `
Ž .> a lieu.

La preuve imite la demonstration initiale de l’orthogonalite des´ ´
w xcaracteres de Deligne]Lusztig donnee dans DL1 ; cette methode m’a ete` ´ ´ ´ ´

suggeree par F. Digne et J. Michel qui pensent que le resultat qu’elle´ ´ ´
Ž .donne a ete initialement obtenu par P. Deligne 1975, non publie . En´ ´ ´

particulier, ils m’ont fourni la proposition 2.3.6.
Le derniere section de cet article est consacree a une approche de la` ´ `

formule de Mackey par la theorie des faisceaux-caracteres. Elle consiste a´ ` `
se ramener a verifier la formule de Mackey pour les fonctions absolument` ´
cuspidales a support unipotent: une base de l’espace de ces fonctions est`
donnee par les fonctions caracteristiques des faisceaux-caracteres cuspi-´ ´ `
daux rationnels, et on sait calculer, grace aux travaux de Lusztig, l’induit,ˆ
au sens de Lusztig, de ces fonctions caracteristiques, en terme d’induction´
des faisceaux-caracteres. On obtient alors une preuve de la formule de`

Ž .Mackey lorsque p est presque bon et q assez grand theoreme 6.1.1´ `
totalement independante de la preuve precedente. L’interet de cette´ ´ ´ ´
autre preuve est qu’elle est susceptible d’etre amelioree si les resultats deˆ ´ ´ ´
w xL4 le sont.

Je tiens a remercier François Digne pour les discussions que j’ai eues`
avec lui sur ce sujet et Jean Michel qui m’a encourage dans ce travail et a´
relu avec beaucoup d’attention et de patience cet article permettant ainsi
d’en ameliorer considerablement la redaction.´ ´ ´

´ ´ ´1. GENERALITES

1.1. Si G est un groupe algebrique, on notera G8 sa composante neutre,´
Ž . ŽG respectivement G l’ensemble des elements semi-simples respec-´ ´s uni
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. Žtivement unipotents de G. Si x appartient a G, on notera x respective-` s
. Ž .ment x sa partie semi-simple respectivement unipotente ; on noterau
Ž . T Ž .aussi C x le centralisateur de x dans G, et C x la composante neutreG G

Ž .de C x . D’autre part, si G est un groupe algebrique defini sur le corps´ ´G
Ž .fini F , on notera s G le rang d’une tore deploye maximal de G. On´ ´q

Ž .s ŽG.posera « s y1 . Si F: G ª G designe l’endomorphisme de´G
1Ž .Frobenius correspondant a la F -structure de G, on notera H F, G` q

l’ensemble des classes de F-conjugaison d’elements de G.´ ´
Ž . Ž Ž ..Si T est un tore, on notera X T respectivement Y T le groupe additif

= Ždes caracteres rationnels T ª F respectivement des sous-groupes a un` `
= . ² : Ž . Ž .parametre F ª T . On notera , la dualite parfaite X T = Y T ª Z.` ´

1.2. Si H est un groupe fini, les representations de H seront´
Ž .considerees sur Q . On notera Irr H l’ensemble des caracteres irreduc-´ ´ ` ´l

nŽ .tibles de H sur Q . On notera H le groupe des caracteres lineaires` ´l
= Ž . n nH ª Q . Si H est abelien, on a Irr H s H . En general, on a H ,´ ´ ´l

Ž .n Ž .HrH9 ou H9 designe le groupe derive de H. On notera Cl H` ´ ´ ´
Ž .l’ensemble des classes de conjugaison de H, et par CC H le Q -espacel

² : Ž ² :vectoriel des fonctions centrales H ª Q . On notera , ou , s’ilHl
. Ž .n’y a pas de confusion possible le produit scalaire usuel sur CC H :

1
² :; f , g g CC H , f , g s f h g h ,Ž . Ž . Ž .ÝH < <H hgH

y1ou x ¬ x est un automorphisme de Q tel que z s z pour toute racine` l
de l’unite z de Q .´ l

On notera KKH le groupe de Grothendieck de la categorie des H-´
Ž .modules c’est-a-dire des Q H-modules de dimension finie.` l

1.3. On se fixe une fois pour toutes un groupe reductif connexe G sur´
F, defini sur F , et on notera F: G ª G l’endomorphisme de Frobenius´ q
correspondant. On se fixe aussi deux sous-groupes paraboliques P et Q de

ŽG admettant des sous-groupes de Levi F-stables L et M respectivement P
. Ž .et Q ne sont pas necessairement F-stables . On note U respectivement V´

Ž .le radical unipotent de P respectivement Q .

1.4. Foncteurs de Lusztig. On va rappeler ici la definition des foncteurs´
d’induction et de restriction de Lusztig. On pose

Y G s Y s g g G N gy1F g g U .� 4Ž .U U

F Ž F . ŽLe groupe G respectivement L agit par translation a gauche respec-`
. U Ž . F Ftivement a droite sur Y . On notera H Y let G -module-L virtuel` U c U

iU iH Y s y1 H Y , Q .Ž . Ž . Ž .Ýc U c U l
iG0
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Ž w x. U Ž .G. Lusztig cf. L1 a construit a partir du bimodule virtuel H Y des` c U
foncteurs entre les groupes de Grothendieck KKG F et KK LF notes:´

RG : KK LF ª KKG F
L ; P

U
Fp ¬ H Y m p ,Ž .c U Q Ll

*RG : KKG F ª KK LF
L ; P

kU
Fp ¬ H Y m p ,Ž .c U Q Gl

U Ž .k U Ž . Ž F F .ou H Y designe le dual de H Y c’est un L -module-G . Les` ´c U c U
deux foncteurs RG et *RG sont appeles respectivement les foncteurs´L ; P L ; P
d’induction et de restriction de Lusztig. Ils sont adjoints l’un de l’autre.

Les foncteurs RG et *RG induisent des applications lineaires entre´L ; P L ; P
Ž F . Ž F . Gles espaces de fonctions centrales CC L et CC G , toujours notes R´ L ; P

et *RG . Les formules les decrivant sont les suivantes:´L ; P

PROPOSITION 1.4.1. Soient l une fonction centrale sur LF et g une
fonction centrale sur G F. Alors:

1
UG y1R l g s Tr g , l , H Y l l , 1.4.2Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .ÝL ; P c UFL FlgL

1
UG y1*R g l s Tr g , l , H Y g g , 1.4.3Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .ÝL ; P c UFG FggG

pour tous g g G F et l g LF.

w xPreu¨e. Cf. DM1, proposition 4.5 .

Remarque. Les foncteurs d’induction et de restriction de Lusztig
dependent a priori du choix du sous-groupe parabolique P dont L est un´
sous-groupe de Levi. Cependant pour alleger les notations, on notera´

G Ž G . G Žsouvent R respectivement *R le foncteur R respectivementL L L ; P
G .*R .L ; P
Il est bien connu que la formule de Mackey implique que les foncteurs

d’induction et de restriction de Lusztig sont independants du choix du´
sous-groupe parabolique. Il peut donc sembler etrange d’employer ces´
notations avant d’avoir demontre cette formule. Le lecteur pourra cepen-´ ´
dant verifier que, par la suite, le choix du sous-groupe parabolique est soit´
sans importance, soit fait de telle sorte que les enonces soient valides.´ ´

Ž .1.5. Formule de Mackey. On notera SS L, M l’ensemble des elements´ ´G
x g G tels que L lx M contienne un tore maximal de G. On appelle
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Ž . Ž .formule de Mackey pour le triplet G, L, M , et on notera MM G, L, M ,
l’egalite suivante:´ ´

*RG ( RG s R x
L (*R x

x M ( ad x # 1.5.1Ž . Ž .ÝL M L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

qui peut encore s’ecrire´
xF FL l M xG G L M

x x*R ( R s R (*R ( ad x #. 1.5.2Ž . Ž .ÝL M L l M L l MF FL ? MFŽ .xgSS L, MG

Remarque. Dans la formule de Mackey ci-dessus, le foncteur R x
L
L l M

doit etre compris comme le foncteur R x x .ˆ L l M ; L l Q

ŽLa formule de Mackey a deja ete demontree dans quelque cas voir´ ` ´ ´ ´ ´
.l’introduction . Voici ceux qui seront utilises par la suite:´

Ž .PROPOSITION 1.5.3. MM G, L, M a lieu dans les cas suï ants:

Ž . w xi Si P et Q sont F-stables LS, 2.5 .
Ž . w xii Si L ou M est un tore maximal de G DL2, 12.7 .

Si l et m sont deux fonctions centrales sur LF et M F respectivement, on
posera:

RG l, m s RG l, RG m² :Ž . FL , M L M G

y *R x
L l, *R x

x M xm x .² : F FÝ L l M L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

Ž .La formule de Mackey MM G, L, M est equivalente a la nullite´ ` ´
G Ž . F Fde R l, m pour toutes fonctions centrales l et m sur L et ML, M

respectivement.

2. FORMULE DE MACKEY ET FONCTIONS DE GREEN

2.1 Fonctions de Green. On notera par la suite QG l’application:L ; P

G F FQ : G = L ª QL ; P uni uni l

u , ¨ ¬ Tr u , ¨ , HU Y .Ž . Ž . Ž .Ž .c U

La fonction QG est appelee la fonction de Green associee a L, P et G.´ ´ `L ; P

Remarque. Tout comme le foncteur d’induction de Lusztig, la fonction
de Green QG depend a priori du choix du sous-groupe parabolique P de´L ; P
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G dont L est un sous-groupe de Levi. Cependant, toujours pour alleger les´
notations, on notera souvent QG la fonction de Green QG .L L ; P

Soient g g G F et l g LF. On pose s s g , u s g , t s l et ¨ s l . Soits u s u
Ž . F Ž F .l respectivement g une fonction centrale sur L respectivement G .

Ž w x.Les ‘‘formules du caractere’’ cf., par exemple, DM1, proposition 12.2`
sont les suivantes:

1 1 T hC Ž s.GG y1R l su s Q u , ¨ l s¨ ,TŽ . Ž . Ž . Ž .Ý ÝL C Ž s.F FT hLL TF FC sŽ . Ž .G hgG ¨gC sh uniLhsg L

2.1.1Ž .

1 TC Ž t .GG y1*R g ẗ s Q u , ¨ g tu . 2.1.2TŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .ÝL C Ž t .FT L
T FC tŽ . Ž .G ugC tG uni

2.2. Formule de Mackey pour les fonctions de Green. On reprend les
Ž .notations du paragraphe 1.5. Si u respectivement ¨ est un element´ ´

F Ž F . G Ž . Žunipotent de G respectivement L , on notera Q u, ? respectivementL
G Ž .. F Ž F .Q ?, ¨ la fonction sur L respectivement G valant 0 en dehors desL

G Ž . Ž .elements unipotents et valant Q u, ¨ en ¨ respectivement u .´ ´ L
On appellera par la suite formule de Mackey pour les fonctions de Green

Ž .pour le triplet G, L, M l’egalite:´ ´

QG ?, uy1 , QG ?, ¨y1² :Ž . Ž . FL M G

s Q x
L u , ? , Q x

x M x¨ , ? x ,² :Ž . Ž . F FÝ L l M L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

pour tous u g LF et ¨ g M F .uni uni

On posera, pour tous u g LF et ¨ g M F ,uni uni

QG u , ¨ s QG ?, uy1 , QG ?, ¨y1² :Ž . Ž . Ž . FL , M L M G

y Q x
L u , ? , Q x

x M x¨ , ? x .² :Ž . Ž . F FÝ L l M L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

La formule de Mackey pour les fonctions de Green est equivalente a la´ `
G Ž . F Fnullite de Q u, ¨ pour tous u g L et ¨ g M .´ L, M uni uni

2.3. Un lemme de recurrence. Soit f une fonction centrale sur G F et´
soit s un element semi-simple de G F. On definit une fonction centrale dG f´ ´ ´ s

T Ž .sur C s de la maniere suivante:`G

f su si u est unipotent,Ž .Gd f u sŽ .s ½ 0 sinon.
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Si s et t sont des elements semi-simples de G F et LF respectivement, alors´ ´
les formules du caractere 2.1.1 et 2.1.2 s’ecrivent:` ´

T g1 C Ž s. LF GTG G
gd ( R s C s R ( d ( ad g # 2.3.1TŽ . Ž . Ž .Ýs L L C Ž s. sgFT LF

FL ? C sŽ .G ggG
gsg L

dL (*RG s *R
CG

T Ž t .( dG . 2.3.2T Ž .t L tC Ž t .L

Remarque. Si z g Z F, la formule du caractere 2.3.1 s’ecrit` ´

dG ( RG s RG ( dL . 2.3.3Ž .z L L z

Deux fonctions centrales l et l9 sur LF sont egales si et seulement si les´
fonctions dLl et dLl9 sont egales pour tout element semi-simple s g LF.´ ´ ´s s
Pour verifier la formule de Mackey, il est donc equivalent de verifier les´ ´ ´
egalites obtenues en composant a gauche chaque membre par l’application´ ´ `

L Ž F .d ou s parcourt l’ensemble des elements semi-simples de L .` ´ ´s

Ž . Ž .On notera TT G, L, M l’ensemble des triplets G9, L9, M9 ou G9 est un`
sous-groupe reductif connexe F-stable de G de meme rang, et ou L9 et M9´ ˆ `
sont des sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques de
G9 tels que L9 est contenu dans un conjugue de L sous G F et M9 est´

F Ž .contenu dans un conjugue de M sous G et tels que G9, L9, M9 ne soit pas´
Ž . F Žconjugue a G, L, M sous G on a alors dim G9 q dim L9 q dim M9 -´ `

.dim G q dim L q dim M . Cette notaton est introduite dans le but de
raisonner par recurrence sur l’entier naturel dim G q dim L q dim M.´

Ž . Ž .LEMMA 2.3.4. On suppose MM G9, L9, M9 pour tout G9, L9, M9 g
Ž . FTT G, L, M . Soit s un element semi-simple de L , n’appartenant pas au centre´´

de G. Alors

dL (*RG ( RG s dL ( R x
L (*R x

x M ( ad x #.Ž .Ýs L M s L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

Preu¨e. Cette preuve ne presente pas de difficultes: c’est simplement´ ´
une application systematique des formules 2.3.1 et 2.3.2. En voici le detail.´ ´
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Puisque s n’est pas central dans G, alors, pour tout g g G F tel que
g Ž T Ž . T Ž . T Ž .. Ž .gs g M, le triplet C s , C s , C s appartient a TT G, L, M . On a`G L M

donc:

1
L G Gd (*R ( R ss L M FTFM ? C sŽ .G

T T gC Ž s. C Ž s. MF G GT
g= C s *R ( R ( d ( ad g #T TŽ . Ž .Ý M C Ž s. C Ž s. sgL M

FggG
gsg M

1
s

FTFM ? C sŽ .G

F FhT T
gC s l C sŽ . Ž .L M

= Ý Ý FT
T TF F C sŽ .Ž Ž . Ž ..T g LggG hgSS C s , C sL MC Ž s.Ggsg M

= R
CL

T Ž s. (*R
hCg M

T Ž s. ( ad h #( d
g M( ad g #T T T T Ž . Ž .h hC Ž s.l C Ž s. C Ž s.l C Ž s. sg gL M L M

FT
h gC sŽ .L l Ms Ý Ý F FT TF

T TF F M ? C s ? C sŽ . Ž .Ž Ž . Ž ..T g G LggG hgSS C s , C sL MC Ž s.Ggsg M

= R
CL

T Ž s. (*R
Ch g M

T Ž s. ( d
h g M( ad hg #T T Ž .C Ž s. C Ž s. sh g h gL l M L l M

ou la premiere egalite vient de 2.3.1 et 2.3.2 et la deuxieme de` ` ´ ´ `
Ž T Ž . T Ž . T Ž ..gMM C s , C s , C s applique sous la forme 1.5.2. D’autre part, on a´G L M

dL ( R x
L (*R x

x M ( ad x #Ž .Ý s L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

xF FL l M xL L M
x xs d ( R (*R ( ad x #Ž .Ý s L l M L l MF FL ? MFŽ .xgSS L, MG

1 FT
l xs C sŽ .Ý Ý L l MFTF F

F FL ? M ? C sŽ .Ž . LxgSS L, M lgLG l xsgLl M

= R
CL

T Ž s. (*R
Cl x M

T Ž s. ( d
l x M( ad lx #.T T Ž .C Ž s. C Ž s. sl x l xL l M L l M
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En prenant y s lx comme nouvelle variable dans le dernier membre
obtenu, on obtient:

dL ( R x
L (*R

x M ( ad x #Ž .xÝ s L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

FT
T T yyC sŽ . C Ž s. C Ž s. MyL l M L Ms R (*R ( d ( ad y #.T T Ž .Ý C Ž s. C Ž s. sy yFT L l M L l MF

F M ? C sŽ .Ž . LygSS L, MG
ysgLl M

Ž .Le lemme 2.3.4 resulte du fait que l’application g, h ¬ hg´
Ž . F T Ž .F genvoie les couples g, h g G = C s tels que s g M et h gG

Ž T Ž . T Ž ..F Ž .F
T gSS C s , C s surjectivement sur l’ensemble des y g SS L, MC Ž s. L M GG y T F< Ž . <tels que s g L l M et a toutes ses fibres de cardinal C s .G

Ž . Ž .COROLLAIRE 2.3.5. On suppose MM G9, L9, M9 pour tout G9, L9, M9 g
Ž . F FTT G, L, M . Soient l et m deux fonctions centrales sur L et M respectï e-

ment. Alors:
1

G y1 y1 GR l, m s l z¨ m z w Q ¨ , w .Ž . Ž . Ž . Ž .Ý ÝL , M L , MF FL ? M F FzgZ ¨gL uni
FwgM uni

Preu¨e. On pose

P l, m s RG l, RG m ,² :Ž . FL M G

Q l, m s *R x
L l, *R x

x M xm x .² :Ž . F FÝ L l M L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

Si f et g sont deux fonctions centrales sur LF, on a
1 FT L L

F² : T Ff , g s C s d f , d g .² :Ž .ÝL Ž .C sL s s LFL FsgL s

Par consequent, on a:´
P l, m s l, *RG ( RG m² :Ž . Ž . FL M L

1 FT L L G G
T Fs C s d l , d (*R ( R m² :Ž . Ž . Ž .Ý Ž .C sL s s L M LFL FsgL s

s dL l , dL (*RG ( RG m² :Ž . Ž . FÝ z z L M L
FzgZ

1 FT L L G G
T Fq C s d l , d (*R ( R m .² :Ž . Ž . Ž .Ý Ž .C sL s s L M LFL FsgL s

FsfZ
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De meme,ˆ

Q l, m s l, R x
L (*R x

x M xm² :Ž . FÝ L l M L l M L
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

1 FTs C sŽ .Ý LFL FsgL s

= dLl, dL ( R x
L (*R x

x M xm T F² :Ý s s L l M L l M C Ž s.L
F F FŽ .xgL _SS L, M rMG

s dLl, dL ( R x
L (*R x

x M xm² : FÝ Ý z z L l M L l M L
F F F FŽ .zgZ xgL _SS L, M rMG

1 FTq C sŽ .Ý ÝLFL F F F FŽ .sgL xgL _SS L, M rMs G
FsfZ

= dLl, dL ( R x
L (*R x

x M xm T F .² :s s L l M L l M C Ž s.L

Par consequent, compte tenu du lemme 2.3.4 et de la formula 2.3.3, on a´

RG l, m s RG dL l , dM m ,Ž . Ž . Ž .Ž .ÝL , M L , M z z
FzgZ

ce qui est une autre ecriture du resultat annonce.´ ´ ´
PROPOSITION 2.3.6. Les proprietes suï antes sont equï alentes:´´ ´

Ž . Ž .i La formule de Mackey a lieu pour tout triplet G, L, M .
Ž .ii La formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu pour tout
Ž .triplet G, L, M .

Preu¨e. On raisonne par recurrence sur dim G q dim L q dim M. Il´
Ž . Ž .resulte du corollaire 2.3.5 que ii implique i .´

Ž . FSupposons maintenant i . Soient ¨ et w deux elements unipotents de L´ ´
F Ž .y1et M . On note l respectivement m la fonction caracteristique de la´¨ w

Ž y1 . F Žclasse de conjugaison de ¨ respectivement w dans L respectivement
F .M . On a alors, toujours d’apres le corollaire 2.3.5,`

1
G G

y10 s R l , m s Q ¨ , wŽ . Ž .L , M ¨ w L , MFF y1C ¨ ? C wŽ . Ž .L M

Ž .ce qui montre ii .
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3. FONCTIONS ABSOLUMENT CUSPIDALES

3.1 DEFINITION. On a defini les caracteres irreductibles cuspidaux d’un´ ´ ` ´
groupe reductif comme etant ceux dont les restrictions de Harish-Chandra´ ´
sont nulles. La notion de fonction absolument cuspidale est l’analogue
lorsque l’on considere les restrictions de Lusztig:`

DEFINITION 3.1.1. Une fonction centrale g sur G F est dite absolument´
cuspidale si, pour tout sous-groupe parabolique propre P de G et pour tout
sous-groupe de Levi F-stable L de P, on a:

*RG g s 0.Ž .L ; P

Comme consequence immediate de la formule 2.3.2, on obtient la´ ´
Ž . FPROPOSITION 3.1.2. a Une fonction centrale f sur G est absolument

cuspidale si et seulement si dG f est une fonction absolument cuspidale surs
T Ž .F FC s pour tout element semi-simple s de G .´´G

Ž . Fb Soit f une fonction centrale absolument cuspidale sur G et soit s
un element semi-simple de G F tel que dG f / 0. Alors s est isole dans G´´ ´s
Ž T Ž .c’est-a-dire que C s n’est contenu dans aucun sous-groupe de Le¨i d’un` G

.sous-groupe parabolique propre de G .

Ž . nOn notera N L, M l’ensemble des elements n de G tels que M s L.´ ´G
Soient l et m deux fonctions absolument cuspidales sur LF et M F

respectivement. On a alors

G G G ² n : FR l, m s R l , R m y l, m .² :Ž . Ž . Ž . F Ý LL , M L M G
F F FŽ .ngL _N L , M rMG

Ž .Cette egalite sera notee AA G, L, l, M, m .´ ´ ´
3.2. Un autre lemme de recurrence. Ce lemme va nous permettre, en´

raisonnant par recurrence, de n’avoir a verifier la formule de Mackey que´ ` ´
pour les fonctions absolument cuspidales.

LEMME 3.2.1. Soit K un sous-groupe de Le¨i F-stable d’un sous-groupe
Ž .parabolique de L. On suppose que la formule de Mackey MM G, K, M a lieu et

Ž .F Ž x .que, pour tout x g SS L, M , la formule de Mackey MM L, L l M, K aG
aussi lieu. Alors, pour toutes fonctions centrales x et m sur K F et M F

respectï ement, on a

RG RL x , m s 0.Ž .L , M K
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Ž .Preu¨e. Puisqu’on suppose MM G, K, M , on a:

RG RL x , RG m² :Ž . Ž . FŽ .L K M G

zF FK l M z zK M
zz zs *R x , *R m .² :Ž . F FŽ .Ý K l M K l M K l MF FK ? MŽ .zgSS K, MG

Ž x . Ž .FUtilisons maintenant MM L, L l M, K pour tout x g SS L, M . OnG
obtient:

xF FL l M x xL L M
x x*R R x , *R m x² :Ž . Ž . F FŽ .Ý L l M K L l M L l MF FL ? MFŽ .xgSS L, MG

x x yF F F F FL l M L l M l K
s Ý Ý xF F F F FL ? M L l M ? KxF FŽ . Ž .xgSS L, M ygSS Ll M , KG L

= R x y
L lx M (*R x y

y K yx , *R x
x M xm x² : F FŽ . Ž .L l M l K L l M l K L l M L l M

x yF FM l K
s Ý Ý F F FL ? M ? KxF FŽ . Ž .xgSS L, M ygSS Ll M , KG L

= *Rx y
y K yx , *Rx y

x M xm x y² : F FŽ . Ž .M l K M l K M l K

y1y xF FK l M
s Ý F F FL ? M ? KŽ .x , y gMM

= *R yy 1 x
K x , *R y1

yy1 x M yy1 xmŽ . y x y1Ž .¦ ;K l M y xK l M F FK l M

Ž . Ž F .2 Ž .Fou MM l’ensemble des couples x, y g G tels que x g SS L, M et` G
Ž x .Fy g SS L l M, K . Le lemme 3.2.1 resulte alors du fait que l’application´L

F
MM ª SS K, MŽ .G

x , y ¬ yy1 xŽ .
F< <est surjective et a toutes ses fibres de cardinal L .

ŽOn retrouve, grace au lemme 3.2.1, le resultat suivant bien connu cf.,ˆ ´
w Ž .x.par exemple, DM2, proposition 2.1, d :

F Ž F .COROLLAIRE 3.2.2. Si toutes les fonctions centrales sur L ou sur M
Ž .sont uniformes, alors la formule de Mackey MM G, L, M est ¨raie.

Ž .Preu¨e. Cf. ii de la proposition 1.5.3.
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Le lemme 3.2.1 sera utilise par la suite sous la forme suivante:´
Ž .COROLLAIRE 3.2.3. On suppose MM G9, L9, M9 pour tout triplet

Ž . Ž .G9, L9, M9 g TT G, L, M . Soit K un sous-groupe de Le¨i F-stable d’un
sous-groupe parabolique propre de L. Alors, pour toutes fonctions centrales x
et m sur K F et M F respectï ement, on a

RG RL x , m s 0.Ž .L , M K

3.3. Reduction de la formule de Mackey aux fonctions absolument cuspi-´
dales. Comme annonce, le lemme 3.2.1 permet de se ramener a la´ `
verification de la formule de Mackey pour les fonctions absolument´
cuspidales seulement:

Ž .PROPOSITION 3.3.1. La formule de Mackey a lieu pour tout triplet G, L, M
Ž .si et seulement si pour tout triplet G, L, M et pour toutes fonctions absolu-

F F G Ž .ment cuspidales l et m sur L et M respectï ement, on a R l, m s 0.L, M

Preu¨e. La deuxieme assertion est un cas particulier de la formule de`
Mackey. On suppose donc la deuxieme assertion vraie. Pour montrer`
qu’elle implique la formule de Mackey, on raisonne par recurrence sur´

Ž .dim G q dim L q dim M, de sorte que l’on peut supposer MM G9, L9, M9
Ž . Ž .pour tout G9, L9, M9 g TT G, L, M . On notera LL l’ensemble des sous-

groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques propres de L.
Soient l et m deux fonctions centrales sur LF et M F respectivement. On
ecrit l s l9 q l0 ou l9 est une fonction absolument cuspidale de LF et´ `

l0 s a RL xŽ .Ý K K K
KgLL

ou les a sont des elements de Q et les x sont des fonctions centrales` ´ ´K l K
F Ž .sur K K g LL .

On a alors

RG l, m s RG l9, m q RG l0 , mŽ . Ž . Ž .L , M L , M L , M

s RG l9, mŽ .L , M

d’apres le corollaire 3.2.3 en utilisant l’hypothese de recurrence. On peut` ` ´
donc supposer que l est absolument cuspidale. De meme, on peut sup-ˆ
poser que m est absolument cuspidale, et donc, par hypothese, on a`

RG l, m s 0,Ž .L , M

ce qui montre la proposition.
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´4. SERIES DE LUSZTIG

4.1. Dual de G. On notera B un sous-groupe de Borel de G et T un0 0
Ž U .tore maximal F-stable de B . On note G*, T , F* un triplet dual de0 0

Ž .G, T , F , au sens de Deligne]Lusztig. On notera Z* le centre de G*.0
Ž .On notera L* respectivement M* un sous-groupe de Levi F*-stable

Ž .d’un sous-groupe parabolique P* respectivement Q* de G* qui soit un
Ž .dual de L respectivement M .

= =Ayant choisi un morphisme injectif i: F ª Q , il existe une bijectionl
F Ž . Žentre l’ensemble des classes de G -conjugaison de couples T, u ou T est`

F .un tore maximal F-stable de G et u est un caractere lineaire de T et´ ´
F* Ž . Žl’ensemble des classes de G* -conjugaison de couples T*, s ou s est un`

element semi-simple de G*F* et T* est un tore maximal F*-stable de G*´ ´
. Ž . Ž .contenant s . Si deux tels couples T, u et T*, s se correspondent via

cette bijection, on posera:

RG s s RG u .Ž . Ž .T* T

4.2. Series de Lusztig. Si s est un element semi-simple de G*F*, on´ ´ ´
Ž . Ž Ž . .notera s ou s s’il y a confusion possible la classe de conjugaison deG*

w x Ž w x .F *s sous G*, appelee classe de conjugaison geometrique de s et s ou s´ ´ ´ G*
la classe de G*F*-conjugaison de s, appelee classe de conjugaison´
rationnelle de s.

ŽOn appelle serie de Lusztig geometrique respectivement serie de Lusztig´ ´ ´ ´
. F Ž F Ž .. Žrationnelle de G associee a s, et on note EE G , s respectivement´ `

Ž F w x.. FEE G , s l’ensemble des caracteres irreductibles de G contenus dans les` ´
G Ž . ŽR s9 ou s9 est un element semi-simple geometriquement respective-` ´ ´ ´ ´T*

.ment rationnellement conjugue a s et T* est un tore maximal F*-stable´ `
de G* contenant s9.

w xOn a alors, d’apres DL1, corollaire 6.3 ,`
?

F FIrr G s EE G , sŽ . Ž .Ž .D
Ž .s

Ž .ou s parcourt l’ensemble des classes de conjugaison geometrique` ´ ´
d’elements semi-simples de G*F*.´ ´

D’autre part, si s est un element semi-simple de G*F*, on a´ ´
?

F F w xEE G , s s EE G , tŽ .Ž . Ž .D
w x Ž .t ; s

Ž w x.cf., par exemple, DM1, theoreme 14.51 . Par consequent,´ ` ´
?

F F w xIrr G s EE G , sŽ . Ž .D
w xs
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w xou s parcourt l’ensembles des classes de conjugaisons rationnelles semi-`
simples de G*F*.

Remarque. Si s est un element semi-simple de G*F*, l’ensemble des´ ´
Ž .classes de conjugaison rationnelles contenues dans s est en bijection avec

1Ž Ž . T Ž .. Ž .l’ensemble H F*, C s rC s . En particulier, si C s est connexe,G* G* G*
Ž F Ž .. Ž F w x.alors EE G , s s EE G , s .

4.3. Groupes reductifs ayant meme groupe derï e. Suivant les idees de´ ˆ ´ ´ ´
˜w x ŽDL1 , il existe un groupe reductif connexe G defini sur F on note encore´ ´ q

˜ ˜ .F: G ª G l’endomorphisme de Frobenius correspondant verifiant les´
proprietes suivantes:´ ´

˜ ˜Ž .a G est un sous-groupe ferme de G, et l’injection i: G ¨ G est´
definie sur F ,´ q

˜Ž .b Le groupe derive de G est egal au groupe derive de G,´ ´ ´ ´ ´
˜ ˜Ž .c Le centre Z de G est connexe.

˜ ˜ ˜ ˜On pose L s L ? Z et P s P ? Z. Alors P est un sous-groupe parabolique
˜ ˜ ˜de G et L est un sous-groupe de Levi F-stable de P. Le radical unipotent
˜de P est egal a U. on a´ `

?
G̃ GY s g ? Y .DU U

F F˜ggG rG

G̃ y1 Ž .En effet, si x g Y , alors x F x g U ; G et donc, par le theoreme de˜ ˜ ˜ ´ `U
y1 y1 y1 ˜ FŽ . Ž .Lang, il existe x g G tel que x F x s x F x , d’ou xx g G , ce qui˜ ˜ ` ˜

montre l’inclusion du membre de gauche dans le membre de droite.
L’autre inclusion est evidente.´

De meme, on a:ˆ
?

G̃ GY s Y ? l.DU U
F F˜lgL rL

G̃ F F F F˜ ˜ ˜Ž . Ž .En effet, si x g Y , alors xG g GrG , LrL , L rL , donc il˜ ˜U
˜ F Gexiste x g G et l g L tels que x s xl et on verifie que x g Y ce qui˜ ´ U

donne a nouveau l’inclusion du membre de gauche dans le membre de`
droite. L’autre inclusion est evidente.´

˜ FPar consequent, on a, pour tout i g N, un isomorphisme de G -´
module-LF,

˜i G F i G˜ FH Y , Q , Q G m H Y , Q , 4.3.1Ž .Ž .Ž .c U l l Q G c U ll

F ˜ Fainsi qu’un isomorphisme de G -module-L

˜i G i G F˜FH Y , Q , H Y , Q m Q L . 4.3.2Ž .Ž .Ž .c U l c U l Q L ll
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On deduit immediatement de ces deux isomorphismes la´ ´
˜ F ˜ ˜ FG G G LŽ . F FPROPOSITION 4.3.3. i Res ( R s R (Res .˜G L L L

F ˜ F˜ ˜GL G GŽ . F Fii Res (*R s *R (Res .˜L L L G

Ž . F Fiii Soient u et ¨ deux elements unipotents de G et L respectï ement.´´
Alors

G̃ g lG GQ u , ¨ s Q u , ¨ s Q u , ¨ .Ž . Ž . Ž .Ý Ý˜ L LL
F F F F˜ ˜ggG rG lgL rL

˜ ˜ ˜Notons T s T ? Z. C’est un tore maximal F-stable de G. Si on note0 0
˜ ˜UŽ .G*, T , F* un triplet dual, au sens de Deligne]Lusztig, du triplet0
˜ ˜ ˜Ž .G, T , F , alors l’injection i: G ¨ G induit un morphisme surjectif0

˜ y1 U ˜UŽ .i*: G* ª G* defini sur F tel que i* T s T . Le noyau Ker i* de i*´ q 0 0
˜ ˜est un tore central F*-stable de G*, dual du tore GrG. On a donc un

isomorphisme

nF* F F˜Ker i* ª G rGŽ . Ž .
z ¬ z .̂

Soit s un element semi-simple de G*F*. Puisque Ker i* est connexe, il´ ´
resulte du theoreme de Lang qu’il existe un element semi-simple s de´ ´ ` ´ ´ ˜
˜ F* Ž .G* tel que i* s s s. Compte tenu de la formule du caractere 2.1.1, on a,˜ `

˜ ˜pour tout tore maximal F*-stable T* de G contenant s et pour tout˜
Ž .F*z g Ker i* ,

˜ ˜G G
R s m z s R sz . 4.3.4Ž . Ž . Ž .˜ ˆ ˜˜ ˜T* T*

On en deduit immediatement le´ ´
Ž .F*LEMME 4.3.5. Pout tout z g Ker i* , l’application

˜ F ˜ F
F * F *w x w xEE G , s ª EE G , sz˜ ˜˜ ˜Ž . Ž .G* G*

g ¬ g m ẑ

est bijectï e.

˜ F FLEMME 4.3.6. Soient g et g deux caracteres irreductibles de G et G˜ ` ´
˜ FG F˜² : Ž w x .F F *respectï ement tels que Res g , g / 0. Si g g EE G , s , alors g g˜ ˜ ˜ ˜G G*

Ž F w x .F *EE G , s .G*

˜ ˜Ž .Preu¨e. Puisque Z est connexe, le groupe D G* est simplement con-
Ž . Ž w x.nexe et donc C s est connexe cf. S, theoreme 8.1 . Par suite, la serie˜ ´ ` ´G̃*

˜ FŽ Ž . .de Lusztig geometrique EE G , s coıncide avec la serie de Lusztig´ ´ ˜ ¨ ´G̃*
˜ FŽ w x .F *rationnelle EE G , s .˜ G̃*
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˜ FŽ w x .F *Supposons que g g EE G , s . Soit T un tore maximal F-stable de G˜ ˜ G̃*
et soit u un caractere lineaire de T F tel que` ´

g , RG u / 0.² :Ž . FT G

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On note U son radicalB
unipotent. Il existe un entier i tel que g soit une composante irreductible´
de

i G
FH Y , Q m Q ,ž /c U l Q T luB l

F Fou Q designe le T -module irreductible de dimension 1 sur lequel T` ´ ´lu
agit via u .

˜ ˜ ˜Ž .Soit T le tore maximal F-stable de G contenant T et soit u un
˜ F ˜Ž .caractere lineaire de T prolongeant u . On note T*, s9 un couple forme` ´ ˜ ´

˜ ˜ ˜ F*d’un tore maximal F*-stable T* de G* et d’un element s9 g T* associe´ ´ ˜ ´
˜ ˜ ˜Ž . Ž . Ž .au couple T, u . On pose T* s i* T* et s9 s i* s9 . On a donc˜

g , RG s9 / 0,² :Ž . FT* G

Ž F w x .F *c’est-a-dire g g EE G , s9 .` G*
Ž .F*Alors, d’apres l’isomorphisme 4.3.2, il existe un element z g Ker i*` ´ ´

tel que

˜i G
Fg m z , H Y , Q m Q / 0,˜ ˆ¦ ;˜ ˜ž /c U l Q T lu FB l G̃

F F˜ ˜ou Q designe le T -module irreductible de dimension 1 sur lequel T` ´ ´˜lu
˜ wagit via u . Par suite, il resulte du lemme 4.3.5 et de DM1, proposition´

x13.3 , que s9 et sz sont geometriquement donc rationnellement conjugues˜ ˜ ´ ´ ´
˜Ž . Ž . Ž .car le centre de G est connexe . Par suite, i* s9 s s9 et i* s s s sont˜ ˜

FŽ w x .F *rationnellement conjugues. Donc g g EE G , s .´ G*

Remarque. Les resultats 4.3.1 a 4.3.6 restent vrais meme lorsque le´ ` ˆ
˜ Ž . Ž .groupe G verifie seulement les hypotheses a et b de 4.3: la connexite du´ ` ´

˜centre de G n’intervient a aucun moment dans leur demonstration sauf` ´
˜pour le lemme 4.3.6. Dans ce dernier cas, si on suppose que G ne verifie´

˜Ž . Ž .que a et b , on utilise le fait qu’il existe un groupe reductif connexe G9´
˜ Ž . Ž . Ž .defini sur F , contenant G et verifiant a , b et c . Le lemme 4.3.6 etant´ ´ ´q

˜ F F ˜ F ˜ Fvrai pour la restriction de G9 a G et pour la restriction de G9 a G , il` `
˜ F Fsera vrai pour la restriction de G a G .`

4.4. Foncteurs de Lusztig et series de Lusztig rationnelles. Le but de ce´
paragraphe est de montrer que les foncteurs de Lusztig stabilisent les

Žseries de Lusztig rationnelles. C’est un resultat connu cf. par exemple,´ ´
w x.DLM , mais je n’en connais pas de demonstration ecrite.´ ´
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COROLLAIRE 4.4.1. On suppose que s g L*F*. Soit l un caractere`
irreductible de LF et soit g un caractere irreductible de G F tel que´ ` ´
² G Ž . :R l , g / 0.L

Ž F w x . Ž F w x .F * F *Si l g EE L , s , alors g g EE G , s .L* G*

w xPreu¨e. D’apres L1, corollaire 6 , le corollaire 4.4.1 est vrai pour le`
˜groupe G.

Ž F w x .F *D’apres le lemme 4.3.6, les elements de EE L , s sont les com-` ´ ´ L*
˜ FŽ Ž . .posantes irreductibles des restrictions des elements de EE L , s . Soit´ ´ ´ ˜ L̃*

T* un tore maximal F*-stable de L* tel que l soit une composante
L ˜Ž .irreductible de R s . On note T* l’image reciproque de T* par i*.´ ´T*

˜ ˜ ˜ ˜Soit T un tore maximal F-stable de L dual de T*, et soit u le caractere`
˜ F ˜lineaire de T associe a s. On pose T s T l L et on note u la restriction´ ´ ` ˜

˜ Fde u a T . Alors T est un tore maximal F-stable de L dual de T* et u est`
le caractere lineaire de T F associe a s. On note B un sous-groupe de` ´ ´ ` L
Borel de L contenant T et U le radical unipotent de B .L L

Par hypothese, il existe un entier naturel i tel que g soit une com-`
i GŽ . Fposante irreductible de H Y , Q m l, et il existe un entier j tel´ c U l Q Ll

j LŽ . Fque l soit une composante irreductible de H Y , Q m u . Puisque´ c U l Q TL l

Y G s Y G = F Y L , il resulte de la formule de Kunneth que g est une´ ¨U ?U U L UL L iq j GŽ . Fcompostante irreductible de H Y , Q m u . On deduit alors de´ ´c U ?U l Q TL l

l’isomorphisme 4.3.2 que g est une composante irreductible d’un caractere´ `
˜ Firreductible g de G , lui-meme composante irreductible de´ ˜ ˆ ´

˜iq j G ˜Ž . FH Y , Q m u . Par consequent, le corollaire 4.4.1 etant vrai pour´ ´˜c U ?U l Q TL l˜ ˜ F ˜ FŽ Ž . . Ž w x .F *G, le caractere g appartient a EE G , s s EE G , s , ce qui montre` ˜ ` ˜ ˜˜ ˜G* G*
FŽ w x .F *que g appartient a EE G , s d’apres le lemme 4.3.6.` `G*

´4.5. Elements semi-simples quasi-isoles. On rappelle que l’element s est´ ´ ´ ´
T Ž .dit isole dans G* si C s n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi´ G*

d’un sous-groupe parabolique propre de G*. On pose la

DEFINITION 4.5.1. L’element semi-simple s de G* sera dit quasi-isole´ ´ ´ ´
Ž . Ž .dans G* si son centralisateur C s n’est contenu dans aucun sous-G*
groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G*.

On note FU le systeme de racines de G* relativement a TU. On note` `0 0
² U: Ž U . U Ž .F le sous-groupe de X T engendre par F . On notera LL G´0 0 0

² U: ² U: Ul’ensemble des indices des sous-groupes F dans F lorsque F1 0 1
parcourt l’ensemble des sous-systemes de racines de FU de meme rang:` ˆ0

LEMME 4.5.2. Soit s un element isole de G*. Alors l’ordre de l’image de s´´ ´
Ž .dans G*rZ* dï ise un element de LL G .´´

Preu¨e. On peut supposer que s g TU. On note FU le systeme de`0 1
T Ž . Uracines de C s relativement a T . On a`G* 0

FU s a g FU N a s s 1 .� 4Ž .1 0
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Puisque s est isole dans G*, le systeme de racines FU est de meme rang´ ` ˆ1
U <² U: ² U: < dque F . Par consequent, si on note d s F r F , alors s g Z* et´0 0 1
Ž .d g LL G .

COROLLAIRE 4.5.3. Soit Z* le centre de G*. Soit s un element quasi-isole´´ ´
de G*. Alors l’ordre de l’image de s dans G*rZ* dï ise un des nombres
< < Ž .ZrZ8 ? r, ou r parcourt l’ensemble des elements de LL G .` ´´

< Ž . T Ž . <Preu¨e. On pose k s C s rC s . Il est bien connu que k diviseG* G*
Žl’ordre de ZrZ8 on va le redemontrer car on aura besoin de la demonstra-´ ´

. ktion . Compte tenu du lemme 4.5.2, il suffit de montrer que s est isole.́
˜ ˜ ˜Ž . Ž .On note A s Ker i* l D G* ou D G* designe le groupe derive de G*.` ´ ´ ´

On rappelle que

< <A s ZrZ8 . )Ž .

En effect, si n est un entier naturel non nul tel que F n agisse trivialement
sur ZrZ8 et tel que F*n agisse trivialement sur A, alors il resulte de´
w Ž .x 1Ž n .n F*n Ž .nDLM, 3.12.1 que H F , Z , A , c’est-a-dire ZrZ8 , A.`

˜ Ž .Soit s un element de G* tel que p s s s. On considere l’application˜ ´ ´ ˜ `

u : C s ª AŽ .s G*

y1 y1g ¬ gsg s s g , s˜̃ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ Ž . Ž Ž .ou g est un element de G* tel que i* g s g on remarque que u g ne` ˜ ´ ´ ˜ s
.depend pas du choix de g . D’autre part, u est un morphisme de groupes.´ ˜ s

Ž . ŽLe centralisateur C s est connexe par le meme argument que dans˜ ˆG̃*
. T Ž . Žla demonstration du lemme 4.3.6 et son image par i* est C s cf., par´ G*

w Ž .x.exemple, DM1, proposition 2.3, ii . Le noyau de u est donc exactements
T Ž . Ž . T Ž .C s . En particulier, C s rC s est isomorphe a un sous-groupe de`G* G* G*

< < Ž .A, donc k divise ZrZ8 d’apres ) .`
k T Ž k .Pour montrer que s est isole, il suffit de montrer que C s contient´ G*

Ž . Ž . Ž k . k T Ž .C s . Soit donc g g C s . On a alors u g s 1 car g g C s . Or,G* G* s G*
Ž k . Ž .k Ž .kpar un calcul facile, u g s u g s u g . Donc g est dans le noyau des s s

T kŽ .ku donc appartient a C s .`s G*

5. FORMULE DE MACKEY POUR q GRAND

´ Ž .5.1. Enonce. On notera l G le plus grand element de la reunion des´ ´ ´ ´
Ž .LL G9 , ou G9 parcourt l’ensemble des sous-groupes reductifs connexes de` ´

Ž . < <G de meme rang. On notera i G le plus grand des nombres Z9rZ98 ou Z9ˆ `
parcourt l’ensemble des centres des sous-groupes reductifs connexes F-sta-´
bles de G de meme rang.ˆ
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Ž . Ž .2THEOREME 5.1.1. Si q ) 1 q l G i G , alors la formule de Mackey´ `
Ž .MM G, L, M ainsi que la formule de Mackey pour les fonctions de Green pour

G ont lieu.

Ž . Ž .2Preu¨e. On suppose donc que q ) 1 q l G i G . On va montrer le
theoreme 5.1.1 par recurrence sur n s dim G q dim L q dim M. La recur-´ ` ´ ´
rence demarre compte tenu de la proposition 1.5.3. On peut donc supposer´

Ž . Ž .que, pour tout triplet G9, L9, M9 g TT G, L, M , la formule de Mackey
Ž .pour les fonctions de Green pour tout le triplet G9, L9, M9 ainsi que

Ž . Ž Ž . Ž .2 Ž . Ž .MM G9, L9, M9 ont lieu en effet, q ) 1 q l G9 i G9 car l G9 F l G et
Ž . Ž ..i G9 F i G . On peut aussi supposer que L et M sont differents de G car´

sinon, il n’y a rien a montrer.`
Soient l et m deux caracteres irreductibles de LF et M F respectivement.` ´

G Ž . Ž .On veut montrer que R l, m s 0. Soit s respectivement t un ele-´ ´L, M
F* Ž F*. Ž F w x .F *ment semi-simple de L* respectivement M* tel que l g EE L , s L*

Ž Ž F w x ..F *respectivement m g EE M , t .M*

LEMME 5.1.2. Si les elements s et t ne sont pas conjugues sous G*F*, alors´´ ´
G Ž .R l, m s 0.L, M

Preu¨e. Il resulte immediatement du corollaire 4.4.1 que les deux´ ´
G Ž . Ž Ž . Ž .membres de R l, m notes P l, m et Q l, m dans la demonstration´ ´L, M

.du corollaire 2.3.5 sont nuls.

LEMME 5.1.3. Si s n’est pas quasi-isole dans L*, ou si t n’est pas´
quasi-isole dans M*, alors´

RG l, m s 0.Ž .L , M

Preu¨e. Supposons que s n’est pas quasi-isole dans L*. Soit K* l’inter-´
section des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques de L*

Ž .contenant C s . Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d’unL*
sous-groupe parabolique de L* et K* / L* par hypothese. On note K un`
sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de L dual de

w x FK. D’apres L1, corollaire 9 , il existe un caractere irreductible x de K tel` ` ´
que l s « « RL x . Par suite, il resulte du corollaire 3.2.3 que´L K K

G Ž .R l, m s 0.L, M
La formule de Mackey etant auto-duale, on a symetriquement´ ´

G Ž .R l, m s 0 si t n’est pas quasi-isole dans M*.´L, M

Compte tenu des lemmes 5.1.2 et 5.1.3 on supposera par la suite que s et
t sont conjugues sous G*F* et on prendra meme s s t, et on pourra aussi´ ˆ
supposer que s est quasi-isole dans L* et M*.´

LEMME 5.1.4. Si s n’est pas quasi-isole dans G*, alors´

RG l, m s 0.Ž .L , M
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Preu¨e. Soit K* l’intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes
Ž .paraboliques de G* contenant C s . Alors K* est un sous-groupe de LeviG*

Ž .F*-stable d’un sous-groupe parabolique de G*, contenant C s , et dis-G*
tinct de G*. Le groupe K* l L* est un sous-groupe de Levi d’un sous-

Ž .groupe parabolique de L* contenant C s , donc K* contient L* car s estL*
quasi-isole dans L*. De meme, K* contient M*.´ ˆ

Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de
G dual de K*. On peut supposer que L et M sont contenus dans K.

w x GD’apres DM1, remarque 13.28 , le foncteur R induit une isometrie` ´K

G F F
F * F *w x w xR : Q EE K , s ª Q EE G , s .Ž . Ž .K* G*K l l

Par consequent,´

RG l, RG m s RKl, RK m² : ² : FL M L M K

s *R x
L l, *R x

x M xm x² : F FÝ L l M L l M L l M
F F FŽ .xgL _SS L, M rMK

Ž .car, par hypothese de recurrence, la formule de Mackey MM K, L, M a lieu.` ´
Ž .FIl suffit donc de montrer que, si x est un element de SS L, M n’apparte-´ ´ G

nant pas a K, alors`

*R x
L l, *R x

x M xm x s 0.² : F FL l M L l M L l M

Ž .FSoit donc x g SS L, M tel queG

*R x
L l, *R x

x M xm x / 0. a² : Ž .F FL l M L l M L l M

On a une bijection naturelle entre

F F*F F F* F*L _ SS L, M _ M et L* _ SS L*, M* rM* .Ž . Ž .G G*

Ž .F* x*Il correspond donc a x un element x* de SS L*, M* tel que L* l M*` ´ ´ G*
soit un dual de L lx M. Il resulte de la non-nullite du membre de gauche´ ´

Ž . F*de a et du corollaire 4.4.1 qu’il existe un element l g L* et un element´ ´ ´ ´
F* l x*Žm . y1m g M* tel que s s s . Par consequent, l x*m centralise s donc´

appartient a K*, et donc x* appartient a K* car L* et M* sont contenus` `
dans K*. Par suite, x g K car L et M sont contenus dans K.

On peut donc supposer dorenavant que l’element semi-simple s est´ ´ ´
quasi-isole dans L*, M* et G*. On se fixe d’autre part un tore maximal´
F*-stable T* de L* contenant s. On notera W * le groupe de Weyl de G*
relativement a T*. On notera F* le systeme de racines de G* relativement` `
a T*.`
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Ž .F* FSi z g Z L* , on notera z le caractere lineaire de L induit par z.ˆ ` ´
F* ˜ F* FŽ . Ž Ž . . ŽD’autre part, si z g Z L* l i* D G* , alors z est trivial sur Z cf.ˆ

w Ž .x.DL, proposition 5.11, i .
F* ˜ F*Ž . Ž Ž . .LEMME 5.1.5. Il existe un element z g Z L* l i* D G* tel que sz´´

et s ne soient pas conjugues sous G*.´
˜ F*Ž Ž . .Preu¨e. D’apres le theoreme de Lang, l’indice de i* D G* dans` ´ `

Ž .F* < 1Ž . < Ž .F*D G* est egal a H F*, A . Donc, si on note i l’indice de Z L* l´ `
˜ F* F* F*Ž Ž . . Ž . Ž .i* D G* dans Z L* l D G* alors i est inferieur ou egal a´ ´ `

< 1Ž . < < < Ž . Ž .H F*, A . Finalement, i F ZrZ8 F i G d’apres l’egalite ) de la` ´ ´
preuve du lemme 4.5.3.

Ž .F* Ž .F* ŽSoit z g Z L* l D G* d’ordre superieur ou egal a q y 1 il en´ ´ `
Ž . Ž .existe toujours car Z L* l D G* contient un tore de dimension

i F* ˜ F*. Ž . Ž Ž . .superieure ou egale a 1 . Vu que z appartient a Z L* l i* D G* , il´ ´ ` `
suffit, pour montrer le lemme 5.1.5, de prouver que

Les elements s et sz i ne sont pas conjugues sous G*.´´ ´

On note m l’ordre de z i. Alors

q y 1
m G ) l G i G G l G ZrZ8 . wŽ . Ž . Ž . Ž .

i

ème = Ž .Soit z une racine primitive m de l’unite dans F . Soit a g X T tel que´
Ž i. Ž i.a z s z il existe un tel a car m est l’ordre de z .
Supposons s et sz i conjugues sous G*. Alors il existe w g W * tel que´
i Ž .sz s w s . Par suite,

z s a z i s w a y a s .Ž . Ž . Ž .Ž .

Ž .Or, w a y a est une combinaison lineaire, a coefficients dans Z, d’ele-´ ` ´ ´
ments de F*. Par consequent, l’ordre de z divise l’ordre de l’image de s´
dans G*rZ*, ce qui implique, compte tenu du lemme 4.5.3, que z k r s 1,

Ž . < < Ž .pour certains k g LL G et r diviseur de ZrZ8 : cela contredit w .
F* ˜ F*Ž . Ž Ž . .Soit donc z un element de Z L* l i* D G* tel que s et sz ne´ ´

soient pas conjugues sous G*. Alors, d’apres le lemme 5.1.2, on a´ `

RG l m z , m s 0Ž .ˆL , M

Ž F w x .F *car l m z g EE L , sz . Or, par hypothese de recurrence, on a, d’apresˆ ` ´ `L*
G Ž . G Ž .le corollaire 2.3.5, R l, m s R l m z, m , ce qui termine laˆL, M L, M

demonstration du theoreme 5.1.1.´ ´ `
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6. FORMULE DE MACKEY ET
`FAISCEAUX-CARACTERES

Cette section est consacree a etablir une autre demonstration de la´ ` ´ ´
formule de Mackey, independante de celle du theoreme 5.1.1, utilisant la´ ´ `

Žtheorie des faisceaux-caracteres de G. Lusztig en particulier les resultats´ ` ´
w x.de L2, L3, L4 . Le resultat que l’on obtient est un peu moins bon: on a´

Ž .besoin d’une petite restriction sur le nombre premier p, et la borne que
l’on donne pour l’entier q n’est pas explicite.

´6.1. Enonce. Si F est un systeme de racines, on dira que p est presque´ `
bon pour F si, pour toute composante irreductible F de F de type´ 0

exceptionnel, p ne divise aucun des coefficients de la plus grande racine
Ž . Žrelativement a une base arbitraire de F c’est-a-dire si p est bon pour` `0

.toute composante irreductible de F de type exceptionnel . On dira que p´
est presque bon pour G s’il est presque bon pour son systeme de racines`
Ž .relatif a un tore maximal quelconque .`

THEOREME 6.1.1. On suppose p presque bon pour G. Il existe une´ `
constante q dependant seulement de la donnee radicielle associee a G telle´ ´ ´ `0

Ž .que la formule de Mackey MM G, L, M a lieu si q ) q .0

6.2. Preu¨e du theoreme 6.1.1. En raisonnant par recurrence sur´ ` ´
dim G q dim L q dim M, le lemme 2.3.4 montre qu’il suffit de montrer la
formule de Mackey pour les fonctions a support dans Z F. G F et, puisque la` u

F Ž .translation par un element de Z est inoffensive cf. formule 2.3.3 , il suffit´ ´
de la montrer pour les fonctions a support unipotent. D’autre part, compte`

G Ž .tenu de la proposition 3.3.1, il suffit de montrer que R l, m s 0L, M

lorsque l et m sont des fonctions absolument cuspidales a support dans`
LF et M F respectivement.uni uni

Soient donc l et m deux fonctions absolument cuspidales a support`
F F Ž . w xunipotent de L et M respectivement. Le theoreme 1.14, b de L4´ `

indique que, si p est presque bon et q est suffisamment grand, on obtient
une base de l’espace des fonctions absolument cuspidales a support`
unipotent en prenant les fonctions caracteristiques de systemes locaux´ `
cuspidaux F-stables sur les classes de conjugaison unipotentes F-stables
de G. Il suffit donc de verifier la formule de Mackey lorsque l et m sont´
de telles fonctions.

Soit C une classe unipotente F-stable de L, et soit EE un systeme local`1 1

L-equivariant F-stable cuspidal sur C . On choisit un isomorphisme´ 1
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;
w : F*EE ª EE . On suppose donc que l s x ou x est la fonction`1 1 1 EE , w EE , w1 1 1 1

sur LF definie par´uni

Tr w , EE si u g C F ,Ž . Ž .Ž .1 1 1u ux u sŽ .EE , w1 1 ½ 0 sinon.

De meme, on suppose que m s x ou EE est un systeme local cuspidalˆ ` `EE , w 22 2

F-stable sur une classe de conjugaison unipotente F-stable C de M et2
;

w : F*EE ª EE est un isomorphisme.2 2 2
Ž .On note K respectivement K le faisceau pervers obtenu par induc-1 2

tion parabolique a partir du faisceau pervers associe au systeme local` ´ `
Ž . Ž . Ž Ž .EE G Q respectivement EE G Q sur Z L 8 ? C respectivement Z L 8 ?1 l 2 l 1

. Ž .C et c : F*K ª K respectivement c : F*K ª K l’isomorphisme de2 1 1 1 2 2 2
Ž .faisceaux pervers induit par w respectivement w . On notera x et˜1 2 K , w1 1F wx les restrictions de x et x a G . D’apres L4, theoreme˜ ` ` ´ `K , w K , c K , c uni2 2 1 1 2 2

Ž .x1.14, a , on a

RG l s x ,Ž . ˜L K , c1 1

GR m s x .Ž . ˜M K , c2 2

g gF ² :Un element g de G est tel que M s L et l, m / 0 si et seulement´ ´
g Ž . k ksi C s C et ad g *EE , EE ou EE designe le systeme local dual de` ´ `2 1 2 1 1

EE . D’autre part, s’il n’existe pas de tels g g G F, alors, d’apres le corollaire`1
w x9.11 de L3, partie II , on a

x , x s 0² :˜ ˜ FK , w K , c1 1 2 2 G

Ž .et donc la formule AA G, L, l, M, m est donc verifiee dans ce cas-la.´ ´ `
On peut donc supposer, et ce sera fait par la suite, que L s M, C s C ,1 2
k k w xEE s EE et w s w . D’apres L2, theoreme 9.2 , on a, pour tout n g` ´ `1 2 1 2
Ž .FN L ,G

nC s C ad n *EE , EE .Ž .1 1 1 1

w xD’apres L3, partie II, lemme 9.8 et les formules 9.10.1 et 9.10.2 , on a,`
Ž .Fpour tout n g N L ,G

q d
n² :l, m s

FZ L 8Ž .
Ž .ou d s dim C q dim Z L 8 y dim L. D’autre part, le corollaire 9.11 de` 1

w xL3, partie II , nous dit que
F

FN L rLŽ .G dx , x s q .² :˜ ˜K , c K , c F1 1 2 2 Z L 8Ž .
Ž .Cela montre la formule AA G, L, l, L, m .
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7. QUELQUES APPLICATIONS DE LA FORMULE
DE MACKEY

On va rappeler dans cette section quelques consequences connues de la´
formule de Mackey.

7.1. Independance du choix du sous-groupe parabolique. Soit P9 un´
sous-groupe parabolique de G dont L est un sous-groupe de Levi. Le
resultat suivant se montre par recurrence sur dim G comme dans le cas ou´ ´ `

Ž w x.P et P9 sont F-stables cf., par exemple, DM, proposition 6.1 :

Ž . Ž .2PROPOSITION 7.1.1. Supposons q ) 1 q l G i G . Alors

RG s RG ,L ; P L ; P 9

*RG s *RG .L ; P L ; P 9

7.2. Dualite d’ Al¨ is]Curtis et foncteurs de Lusztig. On notera´
D : KKG F ª KKG F l’operateur de dualite d’Alvis]Curtis. Le resultat sui-´ ´ ´G

wvant est demontre par exemple dans DM1, remarque suivant le theoreme´ ´ ´ `
x8.11 :

Ž . Ž .2PROPOSITION 7.2.1. Supposons q ) 1 q l G i G . Alors

« D ( RG s « RG ( D ,G G L L L L

« *RG ( D s « D (*RG .G L G L L L
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