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3.1. Généralités 32

3.2. Groupes non connexes et automorphismes quasi-centraux 33

3.3. Induction de Lusztig dans les groupes non connexes 34

3.4. Caractères unipotents de groupes non connexe 36

Chapitre II. Caractères unipotents de groupes non connexes de type A 37

5



6 TABLE DES MATIÈRES
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9.1. Définition 78

9.2. Un autre lemme de récurrence 78
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16.4. Produits scalaires d’induits de caractères réguliers 115
16.5. Preuve du théorème 16.2.1 119
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Résumé

Soit G un groupe réductif connexe défini sur Fq, d’endomorphisme de Frobenius noté
F : G → G. On s’intéresse aux caractères irréductibles du groupe fini GF . Si L est un
sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique (non nécessairement F -stable),
G. Lusztig a construit un foncteur RG

L : KLF → KGF entre le groupe de Grothendieck
KLF de la catégorie des LF -modules de dimension finie (sur un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle) et celui de la catégorie des GF -modules, appelé foncteur de Lusztig.

Question 1 : calculer RG
L .

Ce problème est central dans la théorie des caractères irréductibles du groupe GF (no-
tamment dans le but de connâıtre leurs valeurs). Avant d’en chercher une réponse, il faut
avoir un paramétrage des caractères irréductibles, ce qui a été fait par Lusztig. Pour cela,
on introduit un groupe réductif connexe G∗ dual de G, défini sur Fq, d’endomorphisme de
Frobenius F ∗ : G∗ → G∗ dual de F . À chaque classe de conjugaison semi-simple [s]G∗F∗ de
G∗F ∗

, Lusztig a associé une famille de caractères irréductibles E(GF , [s]G∗F∗) de sorte que
l’on a une partition

IrrGF =
⋃̇

[s]
G∗F∗ classe

semi−simple

de G∗F∗

E(GF , [s]G∗F∗).

D’autre part, Lusztig a montré qu’il existait une bijection

∇G : E(GF , [s]G∗F∗ ) −→ E(CG∗(s)F
∗

, 1).

Cette bijection est appelée paramétrage de Lusztig. Si L∗ est un sous-groupe de Levi
F ∗-stable d’un sous-groupe parabolique de G∗ dual de L et contenant s, on a alors un
diagramme :
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ZR(LF , [s]L∗F∗) //
∇L

��

εGεLR
G
L

ZR(CL∗(s)F
∗

, 1)

��

εC◦

G∗(s)εC◦

L∗(s)R
CG∗(s)
CL∗ (s)(F)

ZR(GF , [s]G∗F∗) //

∇G

ZR(CG∗(s)F
∗

, 1),

où εG est égal à (−1)Fq−rang(G).

Question 2 : Le diagramme (F) est-il commutatif?

Remarque - Dans le diagramme (F), les groupes CL∗(s) et CG∗(s) ne sont pas forcément
connexes. Il faudra donc définir les notions de caractères unipotents et de foncteurs d’induc-
tion de Lusztig dans le cadre des groupes non connexes (cela a été fait par F. Digne et J.
Michel).

Le but de cette thèse est de répondre aux questions 1 et 2 dans le cas où G est un sous-
groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique (non nécessairement F -stable) d’un
sous-groupe parabolique du groupe spécial linéaire muni de sa structure rationnelle déployée.
Une des applications possibles de ce résultat est au programme établi par F. Digne, G. Lehrer
et J. Michel dans [DLM1] pour le calcul de la table des caractères du groupe spécial linéaire.

Remarque - La réponse que l’on obtient à ces deux questions dépend de deux conjectures.
La première dit que la formule de Mackey a lieu, et la deuxième dit que la restriction de
Lusztig d’un caractère de Gel’fand-Graev est un caractère de Gel’fand-Graev. Ces deux
conjectures ont été montrées lorsque p et q sont assez grands. Dans cette thèse, on montrera
(en reprenant une démonstration non publiée de P. Deligne) que la formule de Mackey est
vraie pour q grand (cf théorème 10.1.1).

On suppose donc que G est un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique
(non nécessairement F -stable) d’un sous-groupe parabolique du groupe spécial linéaire muni
de sa structure rationnelle déployée.

On montrera en particulier qu’il existe un paramétrage ∇G et un paramétrage ∇L (en fait,
une fois ∇G choisi, le paramétrage ∇L est imposé) rendant le diagramme (F) commutatif.
On n’a pas de jolie preuve fonctorielle de ce fait. On se contente de calculer les foncteurs
d’induction de Lusztig des deux côtés du diagramme et de les comparer.

La première partie est consacrée au calcul du foncteur de Lusztig R
CG∗ (s)
CL∗ (s) . C’est en fait le

côté le plus facile à traiter. En effet, on montrera que les caractères unipotents de CG∗(s)F
∗

sont des combinaisons linéaires explicites de caractères de Deligne-Lusztig généralisés aux
cas des groupes non connexes (cf théorème 5.2.1). La simple application de la transitivité
des foncteurs de Lusztig permet alors d’obtenir une formule explicite pour ces derniers (cf
théorème 5.5.1).

Dans la deuxième partie, on s’attaque au calcul du foncteur RG
L . On y établit pour com-

mencer la formule de Mackey pour q grand (en donnant une borne explicite pour q). Pour
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calculer les foncteurs d’induction de Lusztig dans le groupe spécial linéaire, on établit d’abord
un paramétrage des caractères irréductibles de GF . Le problème étant résolu pour un pro-
duit de groupes linéaires, il suffit d’étudier la décomposition en caractères irréductibles des
restrictions à partir du sous-groupe de Levi correspondant à G du groupe linéaire. Suivant les
idées de [A], on caractérise les composantes irréductibles de ces restrictions par leur multipli-
cité dans l’induit (au sens de Harish-Chandra) de caractères réguliers (cf théorème 15.3.1),
c’est-à-dire des composantes de caractères de Gel’fand-Graev. Ce paramétrage permet de
calculer facilement les foncteurs d’induction de Harish-Chandra (cf théorème 7.5.1) et de
montrer que tout caractère irréductible de GF est combinaison linéaire, à coefficients dans
Z, d’induits au sens de Harish-Chandra de caractères réguliers (cf théorème 15.5.1).

Pour calculer les foncteurs de Lusztig, il ne reste plus qu’à calculer le produit scalaire de
deux induits (au sens de Lusztig) de caractères réguliers (cf théorème 12.5.1), ce qui, grâce à
la formule de Mackey, se ramène au produit scalaire de deux restrictions (au sens de Lusztig)
de caractères réguliers. Ces restrictions sont connues d’après [DLM1] et une autre note non
publiée de F. Digne, G. Lehrer et J. Michel sur les restrictions de Lusztig de caractères de
Gel’fand-Graev [DLM2]. Les formules que l’on obtient pour le foncteur de Lusztig sont en
termes du groupe de Weyl (cf théorème 16.2.1).

De la comparaison des résultats obtenus pour R
CG∗(s)
CL∗ (s) et RG

L découle la commutativité du

diagramme (F) (cf théorème 17.3.1).
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Notations

On notera N l’ensemble des entiers naturels, Z l’anneau des entiers relatifs et Q le corps
des nombres rationnels. Si E est un ensemble fini quelconque, on notera |E| son cardinal. Si
X est un ensemble quelconque, et si (Xi)i∈I est une famille de parties de X, on écrira

X =
⋃̇

i∈I

Xi

pour dire que X est la réunion des Xi (i ∈ I), et que cette réunion est disjointe.

Dans toute cette thèse, p désignera un nombre premier fixé une fois pour toutes. Si n est
un nombre entier, on notera np la plus grande puissance de p divisant n, et np′ = n/np. Si
G est un groupe quelconque, on notera Gp (respectivement Gp′) l’ensemble des p-éléments
(respectivement p′-éléments ) de G, c’est-à-dire les éléments de G dont l’ordre est fini et
est une puissance de p (respectivement premier à p).

Soient F une clôture algébrique du corps fini à p éléments Fp, q une puissance de p et Fq
le sous-corps de F à q éléments. Toutes les variétés et tous les groupes algébriques seront
considérés sur F. On désignera par ` un nombre premier distinct de p, et par K une clôture
algébrique du corps `-adique Q`. Dans tout ce qui suit, on choisit une fois pour toutes un
morphisme injectif de groupes

ι : F× ↪→ K×.

On se fixe aussi une fois pour toutes une racine de q dans K, que l’on notera
√
q ou q

1
2 .

Soit G un groupe quelconque, et soit σ un automorphisme de G. Deux éléments x et y
de G sont dits σ-conjugués s’il existe un élément g ∈ G tel que y = g−1xσ(g). La relation
de σ-conjugaison est une relation d’équivalence, et ses classes d’équivalence sont appelées les
classes de σ-conjugaison. On notera H1(σ,G) l’ensemble des classes de σ-conjugaison de
G. Si G est abélien, alors H1(σ,G) est le premier groupe de cohomologie de 〈σ〉 à valeurs
dans G, et est isomorphe à G/Lσ(G) où Lσ est le morphisme de groupes Lσ : G → G,
g 7→ g−1σ(g).

Si E est un ensemble sur lequel G agit, on notera quelquefois gx (où g ∈ G et x ∈ E) le
transformé de x par g. Si X est une partie de E, on notera gX la partie de E image de X
par l’action de g. Si f est une fonction sur X, on notera gf la fonction sur gX qui envoie
x sur f(g

−1
x). Ces notations s’appliqueront en particulier à l’action de G sur lui-même par

conjugaison (et uniquement pour cette action-là sur lui-même). Si g ∈ G, on notera ad g
l’application G → G, x 7→ gx = gxg−1. Si f est une fonction sur une partie quelconque X
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de G, on notera aussi (ad g)∗f la fonction sur gX égale à gf . On notera EG l’ensemble des
points fixes de E sous l’action de G. Si g ∈ G, on notera Eg l’ensemble des points fixes de
E sous g.

Si G est un groupe algébrique, on notera G◦ sa composante neutre, Gs (respectivement
Gu) l’ensemble des éléments semi-simples (respectivement unipotents) de G. Si x appartient
à G, on notera xs (respectivement xu) sa partie semi-simple (respectivement unipotente) ; on
notera aussi CG(x) le centralisateur de x dans G, et C◦

G(x) la composante neutre de CG(x).
On notera ZG (ou Z(G)) le centre de G. D’autre part, si G est un groupe algébrique défini
sur le corps fini Fq, on notera σ(G) le rang d’un tore déployé maximal de G. On posera
εG = (−1)σ(G).

Si G est réductif, on appellera sous-groupe régulier de G tout sous-groupe de Levi d’un
sous-groupe parabolique de G. Si G est défini sur Fq, un sous-groupe régulier rationnel de G
sera dit G-déployé s’il est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique rationnel
de G.

Si T est un tore, on notera X(T) (respectivement Y (T)) le réseau des caractères rationnels
T → F× (respectivement des sous-groupes à un paramètre F× → T). On notera 〈, 〉 la dualité
parfaite X(T) × Y (T) → Z.

Si G est un groupe fini, les représentations de G seront considérées sur K. On notera Irr(G)
l’ensemble des caractères irréductibles de G (sur K). On notera G∧ le groupe des caractères
linéaires G→ K× (siG est abélien, on a Irr(G) = G∧). On notera Cl(G) l’ensemble des classes
de conjugaison de G, et par C(G) le K-espace vectoriel des fonctions centrales G→ K. Si E

est une partie de C(G), on notera KE le sous-K-espace vectoriel de C(G) engendré par E. On
notera 〈, 〉G (ou 〈, 〉 s’il n’y a pas de confusion possible) le produit scalaire usuel sur C(G) :

∀γ, γ′ ∈ C(G), 〈f, g〉G =
1

|G|
∑

g∈G

γ(g)γ′(g),

où K → K, x 7→ x est un automorphisme de K envoyant toute racine de l’unité de K sur
son inverse. On notera KG le groupe de Grothendieck de la catégorie des KG-modules (à
gauche) de dimension finie. Pour simplifier, on appellera G-module un KG-module.
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CHAPITRE I

Généralités

1. Produits en couronne

On va rappeler ici quelques résultats sur les représentations de produits en couronne de
groupes finis, ce qui permettra de fixer quelques notations. Si n est un entier naturel non
nul, on notera Sn le groupe des permutations de l’ensemble {1, . . . , n}. Si ω est un ensemble
quelconque, on notera Sω le groupe des permutations de cet ensemble.

1.1. Notations. Les notations que nous allons introduire seront utilisées jusqu’au para-
graphe 1.3. Soit W1 un groupe fini, et soit W ◦ le groupe W d

1 , où d est un entier naturel non
nul fixé. Le groupe Sd agit sur W ◦ par permutations des composantes, c’est-à-dire que, si
α ∈ Sd et si (w1, . . . , wd) ∈W ◦, alors

α(w1, . . . , wd) = (wα−1(1), . . . , wα−1(d)).

On notera W le produit semi-direct W ◦ oSd. Cette construction est appelée le produit en
couronne de W1 par Sd et est notée W1 o Sd.

Le but de cette section est de décrire les caractères irréductibles de W en fonction de ceux
de W ◦ et de Sd. Si α ∈ Sd, on notera W ◦α le centralisateur de α dans W ◦, c’est-à-dire le
groupe des points fixes de W ◦ sous α.

1.2. Description d’une extension d’un caractère irréductible de W ◦. Soit χ un
caractère irréductible de W ◦. On notera Sd(χ) le stabilisateur de χ dans Sd, et W (χ) le
stabilisateur de χ dans W , égal à W (χ) = W ◦ o Sd(χ). Le caractère χ de W ◦ s’écrit sous la
forme

χ = χ1 ⊗ · · · ⊗ χd,

où les χi sont des caractères irréductibles de W1 (1 6 i 6 d). Pour 1 6 i, j 6 d, soit i ∼
j la relation d’équivalence définie par χi = χj. Alors, si Ω(χ) est l’ensemble des classes
d’équivalence de cette relation, on a

Sd(χ) =
∏

ω∈Ω(χ)

Sω.

Pour construire une extension de χ à W (χ), on est ramené, par produit, au cas où Ω(χ) =
{1, . . . , d}, c’est-à-dire au cas où χ1 = · · · = χd, ce que l’on supposera par la suite. On a
alors Sd(χ) = Sd.
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Soit V1 un W1-module irréductible ayant pour caractère χ1. Alors le W ◦-module

V = V1 ⊗ · · · ⊗ V1

a pour caractère χ. On note ρ : W ◦ → GL(V ) la représentation correspondante. On posera
alors, pour tous α ∈ Sd et v1, . . . , vd dans V1,

(1.2.1) ρ̃(α)(v1 ⊗ · · · ⊗ vd) = (vα−1(1) ⊗ · · · ⊗ vα−1(d)),

et on posera, pour tous w ∈ W ◦ et α ∈ Sd,

ρ̃(wα) = ρ(w)ρ̃(α).

Alors ρ̃ : W → GL(V ) est une représentation de W (χ) dont la restriction à W ◦ est égale à
ρ. On notera χ̃ le caractère irréductible de W associé à la représentation ρ̃.

On définit de même ρ̃ dans le cas général (où χ n’est pas forcément stable sous Sd) et on
pose la

Définition 1.2.2. La représentation ρ̃ de W (χ) construite comme précédemment sera ap-
pelée l’extension canonique de ρ. On dira aussi que χ̃ est l’extension canonique de χ
à W (χ).

1.3. Calcul du caractère de l’extension canonique. Soient w ∈ W ◦ et α ∈ Sd(χ).
On cherche à calculer χ̃(wα). Comme dans le paragraphe précédent, on peut supposer que
Sd(χ) = Sd. On écrit w = (w1, . . . , wd) où wi ∈W1 (1 6 i 6 d). On note Ωα l’ensemble des
orbites de α dans {1, . . . , d}. Alors le groupe W ◦α est isomorphe à

(1.3.1) W ◦α 'WΩα
1 =

∏

ω∈Ωα

W1.

On note χα le caractère irréductible de W ◦α égal à

(1.3.2) χα =
⊗

ω∈Ωα

χ1

via l’isomorphisme précédent 1.3.1.
Pour tout ω ∈ Ωα, on pose πα,ω(w) = wiwα(i) . . . wαl−1(i) ∈ W1 où i est un élément

arbitrairement choisi de ω et l = |ω|. On pose alors :

(1.3.3)
πα : W ◦ −→ W ◦α

w 7−→ (πα,ω(w))ω∈Ωα,

où W ◦α est identifié à WΩα
1 via l’isomorphisme 1.3.1. Un calcul élémentaire d’algèbre linéaire

montre que

(1.3.4) χ̃(wα) = χα(πα(w)).

Remarque - L’application πα : W ◦ −→ W ◦α dépend du choix effectué d’un élément i
dans chaque orbite de α dans {1, . . . , d}. Cependant, il est facile de vérifier que la classe de
conjugaison de πα(w) dans W ◦α (w ∈W ◦) est indépendante de ce choix.
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1.4. Cas général. On va énoncer les résultats obtenus dans un cadre plus général, la
généralisation se faisant par produit des situations rencontrées dans les paragraphes 1.1 à
1.3. Les notations introduites dans ce paragraphe resteront valables jusqu’à la fin de cette
section.

Soit W ◦ un groupe fini isomorphe à un produit de groupes finis de la forme :

W ◦ =
r∏

i=1

(Wi × · · · ×Wi︸ ︷︷ ︸
di fois

)

où les di sont des entiers naturels non nuls et les Wi sont des groupes finis (1 6 i 6 r). On
se donne un groupe A et un morphisme de groupes

ϕ : A −→ Sd1 × · · · × Sdr .

Si α ∈ A, on notera (α1, . . . , αr) l’image de α par ϕ. Le groupe A agit sur W ◦ à travers le
morphisme ϕ, c’est-à-dire pour tout α ∈ A, et pour tout w = (wi1, . . . , widi

)1 6 i 6 r ∈ W ◦,
on a

αw = (wiα−1
i (1), . . . , wiα−1

i (di)
)1 6 i 6 r.

On notera W le produit semi-direct W ◦ o A.
Si χ est un caractère irréductible de W ◦, on notera W (χ) (respectivement A(χ)) le stabi-

lisateur de χ dans W (respectivement A). On a W (χ) = W ◦ o A(χ).

Définition 1.4.1. On appelle extension canonique de χ le caractère χ̃ de W (χ) produit
des extensions canoniques définies en 1.2.2.

On vérifie alors facilement la

Proposition 1.4.2. Soit α ∈ A. L’application (IrrW ◦)α → IrrW ◦α, χ 7→ χα définie comme
en 1.3.2 est bijective.

L’ application πα : W ◦ → W ◦α définie comme en 1.3.3 induit une bijection entre les
classes de α-conjugaison de W ◦ et les classes de conjugaison de W ◦α ; ses fibres ont toutes
pour cardinal |W ◦|/|W ◦α| et, pour tous χ ∈ (IrrW ◦)α et w ∈W ◦, on a :

χ̃(wα) = χα(πα(w)).

Soit α ∈ A. Si f et g sont deux fonctions sur W ◦.α invariantes par conjugaison sous W ◦,
on posera

〈f, g〉W ◦.α =
1

|W ◦|
∑

w∈W ◦

f(wα)g(wα).

On déduit immédiatement de la proposition 1.4.2 le

Corollaire 1.4.3. Soit α ∈ A et soient χ et χ′ deux caractères irréductibles de W ◦ invariants
sous α. Alors

〈χ̃, χ̃′〉W ◦.α = 〈χα, χ′
α〉W ◦α.
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1.5. Paramétrage des caractères irréductibles de W . On a vu que tout caractère
irréductible de W ◦ admet une extension à son groupe d’inertie. La théorie de Clifford dans
ce cadre-là s’en trouve considérablement simplifiée :

Proposition 1.5.1. Soit χ un caractère irréductible de W ◦. Le caractère χ̃ est l’unique
extension de χ à W (χ) telle que χ̃(α) > 0 pour tout α ∈ A. D’autre part, si ξ est un
caractère irréductible de A(χ) (vu comme un caractère irréductible de W (χ)), alors χ̃ ⊗ ξ
est un caractère irréductible de W (χ) et

λχ,ξ = IndWW (χ) χ̃⊗ ξ

est un caractère irréductible de W . D’autre part,

IndWW ◦ χ =
∑

ξ∈IrrA(χ)

ξ(1)λχ,ξ.

Preuve - Si χ̃′ est une autre extension de χ à W (χ), alors il existe un caractère linéaire ξ
de A(χ) tel que

χ̃′ = χ̃⊗ ξ,

ce qui montre l’unicité de χ̃ car le seul caractère linéaire de A ne prenant que des valeurs
réelles positives est le caractère trivial. Pour montrer la première assertion de la proposition
1.5.1, il suffit de montrer que χ̃(α) > 0 pour tout α ∈ A(χ). Soit donc α ∈ A(χ). La
proposition 1.4.2 montre que :

χ̃(α) = χα(1) > 0.

Les autres assertions de la proposition 1.5.1 résultent de la théorie de Clifford. �

On notera par la suite I(W ◦, A) l’ensemble des couples (χ, ξ) où χ est un caractère irré-
ductible de W ◦ et ξ est un caractère irréductible de A(χ). Si (χ, ξ) ∈ I(W ◦, A) et si α ∈ A,
alors (αχ, αξ) ∈ I(W ◦, A) car αξ est un caractère irréductible de αA(χ) = A(αχ). Cela définit
une action du groupe A sur l’ensemble I(W ◦, ξ). On notera Ī(W ◦, A) l’ensemble des orbites
de A dans I(W ◦, A). Si (χ, ξ) ∈ I(W ◦, A), on notera χ∗ ξ l’orbite de (χ, ξ) sous A. On notera
par la suite λχ∗ξ le caractère irréductible de W noté λχ,ξ dans la proposition 1.5.1 (en effet,
le caractère λχ,ξ de W ne dépend que de l’orbite de (χ, ξ) sous A), ce qui nous donne une
application

(1.5.2)
Ī(W ◦, A) −→ IrrW
χ ∗ ξ 7−→ λχ∗ξ,

et cette application est bijective d’après la théorie de Clifford.

1.6. Induction tordue. Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G. On
suppose donnés deux K-espaces vectoriels E(G) et E(H) ainsi qu’une application linéaire
RG
H : E(H) → E(G). Soient ρG : G → E(G) et ρH : H → E(H) deux fonctions centrales

telles que, pour tout h ∈ H , on ait

RG
H(ρH(h)) = ρG(h).

Pour toute fonction centrale γ (respectivement η) sur G (respectivement H) à valeurs dans
K, on pose :

RH
η =

1

|H|
∑

h∈H

η(h)ρH(h)
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(respectivement

RG
γ =

1

|G|
∑

g∈G

γ(g)ρG(g) ).

Le lemme suivant est bien connu :

Lemme 1.6.1. Soit η une fonction centrale sur H. ALors :

RG
H(RH

η ) = RG
IndG

H η.

Preuve - On pose γ = IndGH η. On a, par définition,

RG
γ =

1

|G|
∑

g∈G

1

|H|
∑

y∈G
y−1

g∈H

η(y
−1

g)ρG(g)

=
1

|G|
∑

g∈G

1

|H|
∑

y∈G
y−1

g∈H

η(y
−1

g)ρG(y−1gy)

=
1

|H|
∑

h∈H

η(h)RG
H(ρH(h))

= RG
H(RH

η ). �

On va donner dans ce paragraphe une version “tordue” du lemme 1.6.1 (qui n’en est qu’un
cas particulier) ainsi qu’une précision de ce résultat dans le cadre des produits en couronne.

Soit φ un automorphisme de G. Soit x un élément de G tel que xφ ∈ Go〈φ〉 normalise H .

Si η est une fonction centrale sur Hxφ (à valeurs dans K), on notera IndGφHxφ η la restriction

à Gφ de la fonction Ind
Go〈φ〉
Ho〈xφ〉 η̃, où η̃ est une fonction centrale sur H o 〈xφ〉 prolongeant η

(le résultat ne dépend pas du choix de η̃). On a alors, pour tout g ∈ G,

(IndGφHxφ η)(gφ) =
1

|H|
∑

y∈G
y−1

(gφ)∈Hxφ

η(y
−1

(gφ))

=
1

|H|
∑

y∈G
y−1gφ(y)∈Hx

η(y−1gφ(y)φ).

Soient E(H, xφ) et E(G, φ) deux K-espaces vectoriels et soit RG
H : E(H, xφ) → E(G, φ)

une application linéaire. On suppose donnée deux applications

H −→ E(H, xφ)
h 7−→ ρHh

et
G −→ E(G, φ)
g 7−→ ρGg ,

telles que ρHh = ρHh′ (respectivement ρGg = ρGg′) si hxφ et h′xφ (respectivement gφ et g′φ) sont
conjugués sous H (respectivement G) et telles que, pour tout h ∈ H , on ait

RG
Hρ

H
h = ρGhx.
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Si η (respectivement γ) est une fonction sur Hxφ (respectivement Gφ) invariante par conju-
gaison sous H (respectivement G), on pose :

RH
η =

1

|H|
∑

h∈H

η(hxφ)ρHh

(respectivement

RG
γ =

1

|G|
∑

g∈G

γ(gφ)ρGg ).

Lemme 1.6.2. Soit η une fonction sur Hxφ invariante par conjugaison sous H. On pose
γ = IndGφHxφ η. Alors :

RG
H(RH

η ) = RG
γ .

Preuve - Il suffit d’appliquer le lemme 1.6.1 en remplaçant G par Go〈φ〉 et H par Ho〈xφ〉
et de restreindre aux classes Gφ et Hxφ. �

1.7. Induction tordue et produits en couronne. On va revenir à la situation qui
nous intéresse. Pour tout 1 6 i 6 r, on note Hi un sous-groupe de Wi. On pose

H◦ =
∏

1 6 i 6 r

(Hi × · · · ×Hi)︸ ︷︷ ︸
di fois

.

Le sous-groupe H◦ de W ◦ est stable sous A. On suppose dans ce paragraphe, et dans ce pa-
ragraphe seulement, que A est cyclique engendré par un élément φ. On reprend les notations
du paragraphe précédent avec G = W ◦, H = H◦ et x = 1.

Si χ est un caractère irréductible deW ◦φ, on notera χ le caractère irréductible deW ◦ stable
sous φ associé à χ par la proposition 1.4.2 (tel que χφ = χ), et on notera χ+ l’extension

canonique de χ à W . On identifiera χ+ avec sa restriction à W ◦φ. Si f est une fonction
centrale sur W ◦φ, on étendra ces définitions par linéarité en posant :

f+ =
∑

χ∈IrrW ◦φ

〈f, χ〉χ+.

Lemme 1.7.1. Soit f une fontion centrale sur H◦φ. On pose g = IndW
◦φ

H◦φ f . Alors

g+ = IndW
◦φ

H◦φ f+.

Preuve - D’après la proposition 1.4.2, il existe une application πHφ : H◦ → H◦φ vérifiant

les conditions de cette proposition. Il suffit de remarquer que πHφ est la restriction de πφ. �
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1.8. Transformation de Mellin. On notera I∨(W ◦, A) l’ensemble des couples (χ, α)
où χ est un caractère irréductible de W ◦ et α appartient à A(χ). Si (χ, α) ∈ I∨(W ◦, A) et
si β ∈ A, alors (βχ, βα) ∈ I∨(W ◦, A) car βα appartient à βA(χ) = A(βχ). Cela définit une
action de A sur I∨(W ◦, A). On notera Ī∨(W ◦, A) l’ensemble des orbites de A dans I∨(W ◦, A).
Si (χ, α) ∈ I∨(W ◦, A), on notera χ ∗ α l’orbite de (χ, α) sous A.

On posera alors, pour tout χ ∗ α dans Ī∨(W ◦, A),

(1.8.1) λ̂χ∗α =
∑

ξ∈A(χ)∧

ξ(α) λχ∗ξ.

(On remarque en effet que λ̂χ∗α ne dépend que de l’orbite sous A de (χ, α) dans I∨(W ◦, A).)

Lemme 1.8.2. (a) Soit χ ∗ ξ ∈ Ī(W ◦, A). Alors :

λχ∗ξ =
1

|A(χ)|
∑

α∈A(χ)

ξ(α) λ̂χ∗α.

(b) (λ̂χ∗α)χ∗α∈Ī∨(W ◦,A) est une base orthogonale de C(W ).

(c) On suppose A abélien. Soit χ ∗ α ∈ Ī∨(W ◦, A). Soient w ∈W ◦ et β ∈ A. Alors :

λ̂χ∗α(wβ) =

{
|A(χ)| λχ∗1(wβ) si α = β,
0 sinon.

Preuve - Le (a) est clair et le (b) résulte immédiatement du (a).

Montrons le (c). Si β n’appartient pas à A(χ), alors λ̂χ∗α(wβ) = 0. On peut donc supposer
que β appartient à A(χ). Puisque A est abélien, on a, pour tout caractère irréductible ξ de
A(χ),

λχ∗ξ(wβ) = ξ(β)λχ∗1(wβ).

Par conséquent,

λ̂χ∗α(wβ) =
∑

ξ∈A(χ)∧

ξ(α)ξ(β)λχ∗1(wβ)

=

{
|A(χ)| λχ∗1(wβ) si α = β,
0 sinon. �

1.9. Produits en couronne de groupes symétriques. On suppose maintenant que,
pour tout 1 6 i 6 r, le groupeWi est isomorphe au groupe symétrique Sni

, où ni est un entier
naturel non nul. On va généraliser au cas du groupe W le fait qu’un caractère irréductible
d’un groupe symétrique est combinaison linéaire, à coefficients dans Z, d’induits du caractère
trivial à partir de sous-groupes paraboliques.

Soit 1 6 i 6 r. On notera Si l’ensemble des transpositions {(12), (23), . . . , (ni − 1, ni)}.
C’est un ensemble générateur de Sni

. On notera S la réunion disjointe :

S =
⋃̇

1 6 i 6 r

(Si ∪̇ . . . ∪̇ Si︸ ︷︷ ︸
di fois

).

Alors S est un ensemble générateur de W ◦. Si I est inclus dans S, on notera W ◦
I le sous-

groupe de W ◦ engendré par I. On notera AI le normalisateur dans A de W ◦
I , c’est-à-dire le

stabilisateur dans A de I. On notera WI le produit semi-direct W ◦
I oAI .
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Proposition 1.9.1. Soit λ un caractère irréductible de W . Alors il existe des entiers relatifs
aI et des caractères ξI de AI (I ⊆ S) tels que :

λ =
∑

I⊆S

aI IndWWI
ξI

où ξI est vu comme un caractère de WI .

Preuve - Il existe un caractère irréductible χ de W ◦ tel que λ soit une composante irré-
ductible de l’induit de χ à W . Pour tout I ⊆ S, on notera AI(χ) le stabilisateur de χ dans
AI , et WI(χ) le produit semi-direct W ◦

I o AI(χ).
On va tout d’abord montrer qu’il existe des entiers relatifs bI (I ⊆ S) tels que

χ0 =
∑

I⊆S

bI Ind
W (χ)
WI(χ) 1

soit une extension de χ à W (χ). Pour cela, on peut supposer, quitte à renuméroter les Wi

(1 6 i 6 r), que A(χ) agit transitivement sur les composantes de Wi×· · ·×Wi (di fois). Par
suite, pour tout 1 6 i 6 r, il existe un caractère irréductible χi de Wi tel que

χ =
r⊗

i=1

(χi ⊗ · · · ⊗ χi︸ ︷︷ ︸
di fois

).

On sait (cf [F]) que, pour tout 1 6 i 6 r, il existe des entiers relatifs cIi (Ii ⊆ Si) tels que

χi =
∑

Ii⊆Si

cIi IndWi
WIi

1.

Par suite,
χ =

∑

1 6 i 6 r
1 6 j 6 di

∑

Iij⊆Si

cIi1 . . . cIidi
IndW

◦∏r

i=1
(WIi1

×···×WIidi
) 1.

Cela signifie qu’il existe des entiers relatifs aI (I ⊆ S) tels que

χ =
∑

I⊆S

aI IndW
◦

W ◦

I
1,

et qu’ils vérifient
aαI = aI

pour tous I ⊆ S et α ∈ A(χ). On note P un ensemble de représentants des A(χ)-orbites
dans l’ensemble des parties de S. On pose alors :

χ0 =
∑

I∈P

aI Ind
W (χ)
WI(χ) 1.

On a alors, d’après la formule de Mackey :

Res
W (χ)
W ◦ χ0 =

∑

I∈P

aI Res
W (χ)
W ◦ Ind

W (χ)
WI(χ) 1

=
∑

I∈P

(
aI

∑

α∈A(χ)/AI (χ)

IndW
◦

W ◦
αI

1
)

=
∑

I⊆S

aI IndW
◦

W ◦

I
1

= χ.
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Il existe donc un caractère linéaire ξ de A(χ) tel que

λ = IndWW (χ)(χ0 ⊗ ξ).

Pour tout I ∈ P, on note ξI la restriction de ξ à AI(χ). On a alors :

λ =
∑

I∈P′

aI IndWWI(χ) ξI ,

car
(Ind

W (χ)
WI(χ) 1) ⊗ ξ = Ind

W (χ)
WI(χ) ξI .

Si on pose alors, pour tout I ⊆ S,

ξ′I = IndAI

AI(χ) ξI ,

on a :
λ =

∑

I∈P

aI IndWWI
ξ′I ,

ce qui est le résultat annoncé. �

2. Automorphismes quasi-centraux

Cette section commence par un paragraphe sur les centralisateurs de sous-tores d’un
groupe réductif. Le corollaire 2.1.3 a une application immédiate dans cette section mais
il servira surtout à construire des sous-groupes réguliers des groupes réductifs (cf paragraphe
13.1). Le reste de cette section est consacré à la généralisation des résultats de [DM2] sur
l’étude du groupe des points fixes d’un groupe réductif sous un groupe d’automorphismes
quasi-centraux (pour la définition d’un automorphisme quasi-central, cf [DM2], définition-
théorème 1.15). L’application essentielle de ces résultats est d’obtenir quelques résultats sur
les groupes non connexes : les groupes non connexes qui nous intéresseront seront des centra-
lisateurs d’éléments semi-simples, dont le groupe des composantes connexes est en général
abélien (et pas forcément cyclique).

Les résultats des paragraphes 2.1 à 2.4 restent vrais lorsque les groupes considérés sont
définis sur un corps algébriquement clos quelconque.

2.1. Centralisateurs de sous-tores. Soit G un groupe réductif connexe. Soit T un tore
maximal de G, et soit A un groupe fini d’automorphismes de T. Si σ ∈ A, on note encore σ
l’action de σ sur Y (T), et σ l’action de σ sur X(T) (si x ∈ X(T), alors σ(x) = x ◦ σ−1). On
note L le sous-groupe régulier de G égal au centralisateur CG((TA)◦). Il est clair que T est
contenu dans L.

Proposition 2.1.1. Avec les notations ci-dessus, soit α une racine de G relativement à T.
Alors α est une racine de L relativement à T si et seulement si

∑

σ∈A

σ(α) = 0.

Preuve - Par définition de L, α est une racine de L relativement à T si et seulement
si la restriction de α à (TA)◦ est le caractère trivial, c’est-à-dire si et seulement si α est
orthogonale à Y ((TA)◦) ↪→ Y (T).

Lemme 2.1.2. On a Y ((TA)◦) = Y (T)A.
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Preuve - Soit y ∈ Y (T)A. Alors l’image de y est contenue dans TA, et, puisqu’elle est
connexe, elle est contenue dans (TA)◦. Par suite, y ∈ Y ((TA)◦). La réciproque est immé-
diate. �

Supposons que α soit orthogonale à Y ((TA)◦). Soit y ∈ Y (T). On pose y′ =
∑
σ∈A σ(y),

et α′ =
∑
σ∈A σ(α). Alors y′ ∈ Y (T)A, donc, d’après le lemme 2.1.2, 〈α, y′〉 = 0. Or, 〈α, y′〉 =

〈α′, y〉, ce qui montre que α′ est orthogonal à Y (T), c’est-à-dire est trivial.
Réciproquement, supposons que

∑
σ∈A σ(α) = 0. Soit alors y ∈ Y (T)A. On a

0 = 〈
∑

σ∈A

σ(α), y〉 = 〈α,
∑

σ∈A

σ−1(y)〉

= |A|〈α, y〉

car y est stable sous A. Par suite, 〈α, y〉 = 0, ce qui montre que α est une racine de L
relativement à T. �

Corollaire 2.1.3. Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On suppose que A sta-
bilise le système de racines positives de G relativement au couple (T,B). Alors CG((TA)◦) =
T.

Preuve - On pose L = CG((TA)◦). Soit α une racine de L relativement à T, positive
relativement à l’ordre défini par B. Alors, puisque A stabilise le couple (T,B), σ(α) est une
racine positive pour tout σ ∈ A. Or, d’après la proposition 2.1.1, on a

∑

σ∈A

σ(α) = 0

ce qui est impossible. On en déduit que le système de racines de L relativement à T est vide,
c’est-à-dire que L = T. �

2.2. Notations. Soit G un groupe réductif connexe. Soit B0 un sous-groupe de Borel de
G et soit T0 un tore maximal de B0. On note Φ le système de racines de G relativement à
T0, et ∆ la base de Φ associée à B0. Pour tout α ∈ Φ, on notera Uα le sous-groupe unipotent
de G associé à α.

Soit A un groupe fini abélien d’automorphismes de G stabilisant T0 et B0. Les éléments
de A sont donc, par définition, des automorphismes quasi-semi-simples de G (cf [S]).
Tout élément σ ∈ A induit un automorphisme de X(T0) que l’on notera toujours σ : cet
automorphisme permute les racines de G relativement à T0.

Définition 2.2.1 ([DM2], définition-théorème 1.15). Un automorphisme σ de G est
dit quasi-central s’il est quasi-semi-simple et si, pour tout élément g de G tel que l’auto-
morphisme τ = σ ◦ ad g de G soit quasi-semi-simple, on a dimGτ 6 dimGσ.

On suppose que les éléments de A sont des automorphismes quasi-centraux de G. Le
but de cette section est de généraliser au cas où A est abélien les résultats de [DM2], section
1, sur l’étude du groupe des points fixes de G sous A : dans [DM2], il n’est traité que le cas
où A est cyclique (c’est cependant le cas le plus difficile, la généralisation ne se faisant que
par récurrence sur le cardinal de A).
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Remarque - Le groupe cyclique engendré par un automorphisme quasi-central n’est pas
nécessairement un groupe d’automorphismes quasi-centraux : il se peut qu’une puissance
d’un automorphisme quasi-central ne le soit pas (cf [DM2], 1.20).

2.3. Récurrence. L’essentiel de la généralisation des résultats de [DM2] tient dans la
proposition 2.3.1 que l’on va énoncer dans ce paragraphe et qui permet, en raisonnant par
récurrence sur le cardinal de A, de se ramener au cas où A est cyclique.

Proposition 2.3.1. Soit A′ un sous-groupe maximal du groupe A et soit σ un élément de
A n’appartenant pas à A′. On pose G′ = (Gσ)◦. Alors les éléments de A′ induisent des
automorphismes quasi-centraux de G′.

Preuve - Puisque A est abélien, le groupe G′ est stable sous A′. D’autre part, (G′A′

)◦ =
(GA)◦. D’après [DM2], théorème 1.8, (i), le groupe G′ est un groupe réductif connexe. On
pose T′

0 = T0∩G′ et B′
0 = B0∩G′. D’après [DM2], théorème 1.8, (iii), B′

0 est un sous-groupe
de Borel de G′ et T′

0 est un tore maximal de B′
0. Le groupe A étant abélien, T′

0 et B′
0 sont

A′-stables.
Soit (xα : F → Uα)α∈Φ une famille d’isomorphismes. Pour tous τ ∈ A et α ∈ Φ, on notera

cτ,α l’unique élément de F× tel que

∀ξ ∈ F, τxα(ξ) = xτ(α)(cτ,αξ).

On posera d’autre part Cσ,α = cσi,α, où i est le plus petit entier naturel non nul tel que
σi(α) = α (c’est-à-dire le cardinal de l’orbite de α sous σ). Puisque σi est un automorphisme
quasi-central, il résulte du théorème 1.8, (v), de [DM2] que Cσ,α = cσi,α = Cσi,α = 1 car
σi(α) = α. Quitte à modifier les xα (α ∈ ∆) par un automorphisme de F (c’est-à-dire par
la multiplication par un élément de F×), on peut supposer que cσ,α = 1 pour tout α ∈ ∆,
c’est-à-dire

∀α ∈ ∆, ∀ξ ∈ F, σxα(ξ) = xσ(α)(ξ).

Si τ ∈ A et si α ∈ ∆, alors on a, pour tout ξ ∈ F,

xστ(α)(cστ,αξ) = στxα(ξ) = σxτ(α)(cτ,αξ) = xστ(α)(cτ,αξ)

et, puisque A est abélien,

στxα(ξ) = τσxα(ξ) = τxσ(α)(ξ) = xτσ(α)(cτ,σ(α)ξ).

Par suite,

(2.3.2) cτ,α = cστ,α = cτ,σ(α).

On note Φ′ le système de racines de G′ relativement à T′
0 et ∆′ la base de Φ′ associée à

B′
0. Si α ∈ Φ, on notera α′ l’orbite de α sous σ. D’après [DM2], théorème 1.8, (v), ∆′ peut

être identifié avec avec l’ensemble des orbites de σ dans ∆. Soit (x′α′ : F → U′
α′)α′∈Φ′ une

famille d’isomorphismes quelconque. Pour tous τ ∈ A′ et pour tout α′ ∈ Φ′, on notera c′τ,α′

l’unique élément de F× tel que

∀ξ ∈ F, τx′α′(ξ) = xτ(α′)(c
′
τ,α′ξ).
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On se fixe τ ∈ A′ et α ∈ ∆. On note i le cardinal de l’orbite de α′ sous τ . Compte
tenu de [DM2], définition-théorème 1.15, (v), pour montrer que τ induit un automorphisme
quasi-central de G′, il suffit de montrer l’égalité

(]) c′τ i,α′ = 1.

On remarque que c′τ i,α′ ne dépend pas du choix de la famille (x′α′)α′∈Φ′.

Puisque τ i(α′) = α′ et puisque τ(α′) = τ(α)′ (car A est abélien), il existe j ∈ Z tel que
τ i(α) = σj(α). Or, d’après la formule 2.3.2, on a

cτ i,α = cτ iσ−j ,α.

On pose τ ′ = τ iσ−j . On a τ ′(α) = α et τ ′ est un automorphisme quasi-central de G. Donc,
d’après [DM2], théorème 1.15, (v), on a cτ ′,α = 1. Par suite,

(2.3.3) cτ i,α = 1.

Premier cas : Supposons que, pour toutes racines β et γ dans α′, β + γ ne soit pas une
racine. On pose alors, pour tout ξ ∈ F,

x′α′(ξ) =
∏

β∈α′

xβ(ξ).

Puisque xβ(ξ) et xγ(ξ
′) commutent pour tous β et γ dans α′ et ξ et ξ′ dans F (cela résulte

des relations de Chevalley et du fait que β + γ n’est pas une racine), l’application x′α′ est
bien définie, ne dépend pas de l’ordre dans lequel on effectue le produit et est un morphisme
de groupes. C’est même un isomorphisme de groupes x′α′ : F → U′

α′. Il est facile de vérifier
que

c′τ i,α′ = cτ i,α = 1

d’après la formule 2.3.3, ce qui montre (]) dans ce cas-là.

Deuxième cas : Supposons maintenant trouvée une racine β dans α′ telle que α+β soit une
racine. On pose γ = α+β. Alors α et β sont les deux racines “du milieu” d’une composante
irréductible de type A2n (n > 1) du graphe de Dynkin de (G,T0,B0). On peut donc supposer
que, pour tous ξ et η dans F, on a

[xα(ξ), xβ(η)] = xγ(ξη).

Par suite, cτ,γ = cτ,αcτ,β = c2τ,α car cτ,α = cτ,β d’après la formule 2.3.2. On note k le plus petit

entier naturel tel que β = σk(α). Alors k est le cardinal de l’orbite de γ sous σ ; on remarque
aussi que la somme de deux racines de γ′ n’est pas une racine. On peut aussi supposer alors
que, pour tous ξ ∈ F et 0 6 j 6 k − 1,

xσj (γ)(ξ) = σj

xγ(ξ).

On a alors, d’après [DM2], théorème 1.8, (v),

σxσk−1(γ)(ξ) = xγ(−ξ).

• Si p = 2 : Dans ce cas, il est facile de vérifier que, si on pose

x′α′(ξ) =
∏

δ∈γ′
xδ(ξ)
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pour tout ξ ∈ F, alors x′α′ est un isomorphisme F → U′
α′ . Or, c′τ i,α′ = cτ i,γ = c2τ i,α = 1 d’après

la formule 2.3.3. D’où (]).

• Si p 6= 2 : Dans ce cas, un calcul fastidieux mais facile montre que, si on pose

x′α′(ξ) =
k−1∏

j=0

xσj(α)(ξ) xσj (β)(ξ) xσj (γ)(
ξ2

2
)

pour tout ξ ∈ F, alors x′α′ est un isomorphisme F → U′
α′ et cτ i,α′ = cτ i,α = 1 d’après la

formule 2.3.3. Cela termine la démonstration de (]). �

2.4. Étude du groupe (GA)◦. On va étudier dans ce paragraphe les rapports entre les
sous-groupes de Borel, les sous-groupes paraboliques, les tores maximaux et les sous-groupes
réguliers de G et ceux de (GA)◦.

Proposition 2.4.1. (a) Le groupe GA est réductif.
(b) L’application B 7−→ B∩ (GA)◦ induit une bijection entre l’ensemble des sous-groupes

de Borel A-stables de G et l’ensemble des sous-groupes de Borel de (GA)◦.
(c) L’application (T,B) 7−→ (T∩(GA)◦,B∩(GA)◦) induit une bijection entre l’ensemble

des couples (T,B) où B est un sous-groupe de Borel A-stable de G et T est un tore maximal
A-stable de B et l’ensemble des couples formés d’un tore maximal de (GA)◦ et d’un sous-
groupe de Borel de (GA)◦ le contenant.

(d) Soit T un tore maximal A-stable d’un sous-groupe de Borel A-stable. On a T =
CG(T ∩ (GA)◦).

Preuve - On va montrer (a), (b) et (c) par récurrence sur |A|. Si |A| = 1, il n’y a rien
à démontrer. On suppose donc |A| > 2 et les résultats (a), (b) et (c) vrais pour le couple
(G′, A′) construit dans la proposition 2.3.1 dont on reprend les notations (A′, σ, G′, T′

0, B′
0

. . . ). On remarque que, puisque A est engendré par A′ et σ, on a (GA)◦ = (G′A′

)◦.
Par hypothèse de récurrence, le groupe G′A′

est réductif, donc GA est réductif.
Soit B un sous-groupe de Borel A-stable de G. Alors, d’après [DM2], théorème 1.8, (iii),

B∩G′ est un sous-groupe de Borel de G′. Puisque A est abélien, B∩G′ est A′-stable, et donc,
par hypothèse de récurrence, B ∩ (G′A′

)◦ est un sous-groupe de Borel de (G′A′

)◦ = (GA)◦.
L’application du (b) de la proposition 2.4.1 est donc bien définie.

Soient B1 et B2 deux sous-groupes de Borel A-stables de G tels que B1 ∩ (GA)◦ =
B2∩(GA)◦. Alors, par hypothèse de récurrence, B1∩G′ = B2∩G′. Par suite, d’après [DM2],
définition-théorème 1.15, (ii), on a B1 = B2, ce qui montre l’injectivité de l’application
B 7→ B ∩ (GA)◦.

Soit B′′ un sous-groupe de Borel de (GA)◦. Par hypothèse de récurrence, il existe un
sous-groupe de Borel A′-stable B′ de G′ tel que B′∩ (GA)◦ = B′′. D’après [DM2], définition-
théorème 1.15, (ii), il existe un unique sous-groupe de Borel σ-stable B de G tel que B∩G′ =
B′. Par unicité de B, ce dernier est A′-stable car B′ l’est. Donc B est A-stable car il est aussi
σ-stable. D’autre part, B ∩ (GA)◦ = (B ∩ G′) ∩ (GA)◦ = B′ ∩ (GA)◦ = B′′. L’application
B 7→ B0 ∩ (GA)◦ est donc surjective, ce qui termine la démonstration du (b).

Le (c) se montre de la même manière que le (b) en utilisant le fait qu’il est vrai lorsque
A = 〈σ〉, ce qui est démontré dans [DM2], corollaire 1.25.

Le (d) résulte immédiatement du corollaire 2.1.3. �
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Remarque - Le (a) de la proposition 2.4.1 n’utilise que la quasi-semi-simplicité des éléments
de A.

Corollaire 2.4.2. Soit (T,B) un couple formé d’un tore maximal A-stable T de G et d’un
sous-groupe de Borel A-stable B de G le contenant. Alors il existe g ∈ (GA)◦ tel que

g(T0,B0) = (T,B).

Preuve - D’après la proposition 2.4.1, (c) il existe g ∈ (GA)◦ tel que

g(T0 ∩ (GA)◦,B0 ∩ (GA)◦) = (T ∩ (GA)◦,B ∩ (GA)◦).

L’injectivité de l’application (T,B) 7→ (T∩ (GA)◦,B∩ (GA)◦) montre alors que g(T0,B0) =
(T,B). �

Proposition 2.4.3. (a) L’application P 7−→ P ∩ (GA)◦ induit une bijection croissante
entre l’ensemble des sous-groupes paraboliques A-stables de G et l’ensemble des sous-groupes
paraboliques de (GA)◦.

(b) L’application (L,P) 7−→ (L∩ (GA)◦,P∩ (GA)◦) induit une bijection croissante entre
l’ensemble des couples (L,P) où P est un sous-groupe parabolique A-stable de G et L est un
sous-groupe de Levi A-stable de P et l’ensemble des couples (L′,P′) formés d’un sous-groupe
parabolique P′ de (GA)◦ et d’un sous-groupe de Levi L′ de P′.

(c) Avec les notations du (b), on a L = CG(rad(L ∩ (GA)◦)).

Preuve - Cela se démontre de la même manière que le (b), le (c) et le (d) de la proposition
2.4.1, en utilisant le fait que le résultat est vrai lorsque A est cyclique (cf [DM2], corollaire
1.25). �

Corollaire 2.4.4. Soit P un sous-groupe parabolique A-stable de G et soit L un sous-groupe
de Levi A-stable de P. Alors il existe un couple (TL,BL) formé d’un tore maximal A-stable
TL de L et d’un sous-groupe de Borel A-stable BL de L contenant TL. De plus, les éléments
de A induisent des automorphismes quasi-centraux de L.

Preuve - Soit (T′,B′) un couple formé d’un tore maximal T′ de L ∩ (GA)◦ et d’un sous-
groupe de Borel B′ de P ∩ (GA)◦ contenant T′. Par suite, d’après la proposition 2.4.1, il
existe un unique couple (T,B) formé d’un tore maximal A-stable T de G et d’un sous-groupe
de Borel A-stable B de G contenant T tel que T′ = T ∩ (GA)◦ et B′ = B ∩ (GA)◦. Alors
T ⊆ L et B ⊆ P. On pose BL = B ∩ L. Alors BL est un sous-groupe de Borel A-stable de
L contenant T = TL.

Pour la dernière assertion, on peut supposer, quitte à conjuguer par un élément de (GA)◦,
que T0 ⊆ L et B0 ⊆ P. Il suffit alors d’appliquer par exemple [DM2], définition-théorème
1.15, (iii). �
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2.5. Cas des corps finis. On suppose dorénavant que G est défini sur Fq et on note
F : G → G l’endomorphisme de Frobenius associé. On suppose que tous les éléments de A
sont rationnels, c’est-à-dire commutent avec F .

Proposition 2.5.1. Il existe un couple (T,B) où B est un sous-groupe de Borel A-stable et
F -stable de G et T est un tore maximal A-stable et F -stable de B.

Preuve - Soit B′ un sous-groupe de Borel F -stable de (GA)◦ et soit T′ un tore maximal
F -stable de (GA)◦ contenu dans B′. D’après la proposition 2.4.1, (c), il existe un unique
couple (T,B) où B est un sous-groupe de Borel A-stable de G et T est un tore maximal
A-stable de B tel que T ∩ (GA)◦ = T′ et B ∩ (GA)◦ = B′. Par unicité du couple (T,B), ce
couple est F -stable. �

Corollaire 2.5.2. Soit P un sous-groupe parabolique A-stable de G (non nécessairement ra-
tionnel) ayant un sous-groupe de Levi A-stable et rationnel. Alors il existe un couple (TL,BL)
où BL est un sous-groupe de Borel A-stable et F -stable de L et TL est un tore maximal A-
stable et F -stable de BL.

Preuve - Cela résulte immédiatement de la proposition 2.5.1 et du corollaire 2.4.4. �

Proposition 2.5.3. Soit P un sous-groupe parabolique de G (non nécessairement rationnel)
qui possède un sous-groupe de Levi rationnel L. Alors, si la GF -orbite du couple (L,P) est
A-stable, elle contient un couple A-stable.

Preuve - On va raisonner par récurrence sur |A| comme dans la proposition 2.4.1. On
reprend donc les notations du paragraphe 2.3 (A′, σ et G′). On suppose donc le résultat vrai
pour le couple (G′, A′).

D’après [DM2], proposition 1.38, il existe un élément g ∈ GF tel que g(L,P) soit σ-stable.
On peut donc supposer que le couple (L,P) est σ-stable, ce qui sera fait par la suite. On pose
P′ = P ∩ G′ et L′ = L ∩ G′. Alors, d’après [DM2], proposition 1.11, P′ est un sous-groupe
parabolique de G′ et L′ est un sous-groupe de Levi de P′.

Soit τ ∈ A′. Par hypothèse, il existe un élément g ∈ GF tel que τ(L,P) = g(L,P). Puisque
A est abélien, le couple τ(L,P) est σ-stable, donc g−1σ(g) appartient au normalisateur dans
G du couple, (L,P), c’est-à-dire L. D’autre part, σ commute avec F , donc g−1σ(g) ∈ LF .
D’après [DM2], proposition 1.39, on a g ∈ G′F .LF . On peut donc supposer que g ∈ G′F , ce
qui montre que la G′F -orbite de (L,P) est A′-stable.

Par suite, la G′F -orbite de (L′,P′) est A′-stable. Par hypothèse de récurrence, il existe
g′ ∈ G′F tel que g′(L′,P′) soit A′-stable. D’après [DM2], corollaire 1.25, puisque g′(L,P) est
σ-stable, il est aussi A′-stable, donc A-stable. �

3. Groupes réductifs non connexes

Soit G un groupe réductif non nécessairement connexe défini sur Fq, d’endomorphisme
de Frobenius F : G → G. On va rappeler ici quelques résultats sur les groupes réductifs
non connexes, et notamment, on va construire l’induction et la restriction de Lusztig dans



32 I. GÉNÉRALITÉS

ce cadre-là : cette construction a déjà été faite dans [DM2], définition 2.2. La classe de sous-
groupes réguliers que l’on considère ici est légèrement plus générale que celle considérée dans
[DM2] ; les deux définitions sont reliées par la proposition 3.3.3.

3.1. Généralités. Les notions de sous-groupes de Borel et de sous-groupes paraboliques
de G se définissent de la même manière que dans le cas où G est connexe, c’est-à-dire :

Définition 3.1.1. On appelle sous-groupe de Borel de G tout sous-groupe connexe ré-
soluble maximal de G. On appelle sous-groupe parabolique de G tout sous-groupe fermé
de G contenant un sous-groupe de Borel.

Remarque - Les “paraboliques” de G construits par [DM2] (cf définition 1.4) sont les
normalisateurs dans G des sous-groupes paraboliques de G◦. En particulier, ce sont des
sous-groupes paraboliques de G au sens de la définition précédente 3.1.1. Cependant, un sous-
groupe parabolique de G au sens de la définition 3.1.1 n’est pas forcément un “parabolique”
au sens de [DM2]. Il est contenu (en général strictement) dans un “parabolique” ayant même
composante neutre.

Soit P un sous-groupe parabolique de G. On note U son radical unipotent : U est le
radical unipotent de P◦. Soit L0 un sous-groupe de Levi de P◦. On pose L = NP(L0). Alors
(cf, par exemple, [DM1], corollaire 1.18) on a L◦ = L ∩ G◦ = L0, et

P = L n U.

Définition 3.1.2. Avec les notations ci-dessus, on dira que L est un sous-groupe de Levi

du sous-groupe parabolique P.
On appellera sous-groupe régulier de G tout sous-groupe de Levi d’un sous-groupe

parabolique de G.

Définition 3.1.3. On appelle quasi-tore maximal de G tout normalisateur dans G d’un
couple (T◦,B◦), où T◦ est un tore maximal de G◦ et B◦ est un sous-groupe de Borel de G◦

contenant T◦.

Définition 3.1.4. Si T◦ est un tore maximal de G◦, on appellera groupe de Weyl de G
relativement à T◦ le groupe quotient NG(T◦)/T◦.

Soit T◦ un tore maximal de G◦ et soit B◦ un sous-groupe de Borel de G◦ contenant T◦.
On note T le normalisateur, dans G, du couple (T◦,B◦). Alors T est un quasi-tore maximal
de G, de composante neutre T◦.

Si on note WG(T◦) (respectivement W ◦
G(T◦)) le groupe de Weyl de G (respectivement

G◦) relativement à T◦, il est facile de vérifier que

WG(T◦) ' T/T◦ nW ◦
G(T◦).

Soit σ ∈ GF . On notera G(σ) le sous-groupe de G engendré par G◦ et σ. C’est un
sous-groupe régulier F -stable de G.

Proposition 3.1.5. On suppose que σ induit un automorphisme quasi-central de G◦.
Soit T un quasi-tore maximal F -stable de G(σ). Alors il existe un G(σ)F -conjugué T1 de T
contenant σ. De plus, (Tσ

1 )◦ est un tore maximal F -stable de (Gσ)◦.
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L’application qui, à la G(σ)F -classe de T, associe la (Gσ)◦F -classe de (Tσ
1)

◦ est bijective.
Par suite, l’ensemble des G(σ)F -classes de quasi-tores maximaux F -stables de G(σ) est en
bijection avec H1(F,W σ), où W est le groupe de Weyl de G◦ relativement à un tore maximal
F -stable et σ-stable (il en existe toujours d’après [DM2], proposition 1.36, (ii)).

Preuve - cf [DM2], proposition 1.40. �

3.2. Groupes non connexes et automorphismes quasi-centraux. Soit B◦ un sous-
groupe de Borel F -stable de G◦ et soit T◦ un tore maximal F -stable de B◦. On note Φ le
système de racines de G◦ relativement à T◦ et ∆ la base de Φ relativement à B◦. Pour tout
α ∈ Φ, on note Uα le sous-groupe unipotent de G◦ associée à α. On note φ l’automorphisme
de X(T◦) tel que, pour tout x ∈ X(T◦), on ait

F (x) = qφ(x).

Alors φ permute les racines de G◦ relativement à T◦. On choisit une famille d’isomorphismes
(xα : F → Uα)α∈Φ telle que, pour tous α ∈ Φ et ξ ∈ F, on ait

Fxα(ξ) = xφ(α)(ξ
q).

On note B le normalisateur de B◦ dans G et T le normalisateur du couple (T◦,B◦) dans
G. On pose

A = G/G◦.

Alors A est isomorphe à B/B◦ et à T/T◦. On pose pour finir

A = {σ ∈ T | ∀α ∈ ∆, ∀ξ ∈ F, σxα(ξ) = xσ(α)(ξ)}.

Alors A est F -stable, G = G◦.A et A ∩ G◦ = Z où Z désigne le centre de G◦. De plus, A
est isomorphe à A/Z. Par conséquent, on peut voir A comme un groupe d’automorphismes
de G◦ (car Z agit trivialement sur G◦). D’après [DM2], définition-théorème 1.15, (v), les
éléments de A sont des automorphismes quasi-centraux de G◦.

Soit P un sous-groupe parabolique de G et soit L un sous-groupe de Levi de P. On suppose
que L est F -stable. On note AL le sous-groupe de A image de L par le morphisme composé

L −→ G/G◦ −→ A

et on note AL l’image réciproque de AL dans A.

Proposition 3.2.1. On suppose que A est abélien et que GF = G◦F .AF . Alors il existe
un élément g ∈ G◦F tel que gL (et donc gP) contienne AF

L .

Remarque - Si H1(F,Z) = {1}, alors le fait que GF = G◦F .AF est automatiquement
vérifié (cf [DM2], proposition 1.35). En particulier, si Z est connexe, alors GF = G◦F .AF .

Preuve - Par définition de AL, et compte tenu du fait que GF = G◦F .AF , l’orbite du
couple (L◦,P◦) sous G◦F est stable sous AFL . D’après la proposition 2.5.3, il existe un élément
g ∈ G◦F tel que g(L◦,P◦) soit AFL-stable. Puisque NG◦(P◦) = P◦ et NP◦(L◦) = L◦, on en
déduit que gL (et donc gP) contient AF

L . �
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3.3. Induction de Lusztig dans les groupes non connexes. Soit P un sous-groupe
parabolique de G, et soit U son radical unipotent. Soit L un sous-groupe de Levi de P. On
suppose L rationnel. On note alors YU la variété :

YU = {g ∈ G | g−1F (g) ∈ U}.

S’il y a ambigüıté on notera YG
U ou encore YG,F

U la variété YU. Le groupe GF agit par
translation à gauche et le groupe LF agit par translation à droite sur YU. On note H∗

c (YU)
le GF -module-LF (c’est-à-dire un GF -module à gauche et un LF -module à droite tel que les
actions respectives de GF et LF commutent) virtuel

H∗
c (YU) =

∑

i∈N

(−1)iH i
c(YU,Q`).

On construit à partir du bimodule virtuel H∗
c (YU) des foncteurs entre les groupes de Gro-

thendieck KGF et KLF notés :

RG
L : KLF −→ KGF

π 7−→ H∗
c (YU) ⊗KLF π,

∗RG
L : KGF −→ KLF

π 7−→ H∗
c (YU)∨ ⊗KGF π,

où H∗
c (YU)∨ désigne le dual de H∗

c (YU) (c’est un LF -module-GF ). Les deux foncteurs RG
L et

∗RG
L induisent des foncteurs entre les espaces de fonctions centrales C(LF ) et C(GF ), toujours

notés RG
L et ∗RG

L . Les formules les décrivant sont les suivantes :

Proposition 3.3.1. Soient λ une fonction centrale sur LF et γ une fonction centrale sur
GF . Alors :

RG
L (λ)(g) =

1

|LF |
∑

x∈LF

Tr((g, x−1), H∗
c (YU)) λ(x),

∗RG
L (γ)(l) =

1

|GF |
∑

y∈GF

Tr((y−1, l), H∗
c (YU)) γ(y),

pour tous g ∈ GF et l ∈ LF .

Preuve - cf [DM1], proposition 4.5. �

Les foncteurs RG
L et ∗RG

L sont appelés respectivement les foncteurs d’induction et de res-
triction de Lusztig. Lorsque G est connexe, on retrouve les foncteurs de Lusztig habituels.
Ils dépendent a priori du choix du sous-groupe parabolique P dont L est un sous-groupe de
Levi. Lorsqu’il y a un risque d’ambigüıté, on notera RG

L⊂P et ∗RG
L⊂P les foncteurs RG

L et ∗RG
L .

Proposition 3.3.2. Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques de G tels que P ⊆ Q.
Soit L un sous-groupe de Levi F -stable de P et soit M un sous-groupe de Levi F -stable de
Q contenant L.

Alors P ∩M est un sous-groupe parabolique de M de sous-groupe de Levi L. De plus :

RG
L⊂P = RG

M⊂Q ◦RM
L⊂P∩M,

et ∗RG
L⊂P = ∗RM

L⊂P∩M ◦ ∗RG
M⊂Q.



3. GROUPES RÉDUCTIFS NON CONNEXES 35

Preuve - On note U le radical unipotent de P et V celui de Q. Il est facile de voir que
P∩M est un sous-groupe parabolique de M (car il contient P◦∩M◦ qui est un sous-groupe
parabolique de M◦), de radical unipotent U ∩ M = U ∩ M◦, et dont un sous-groupe de
Levi est L. Compte tenu des propriétés de la cohomologie `-adique (cf, par exemple, [DM1],
proposition 10.10), il suffit de montrer que l’application

ϕ : YG
V ×MF YM

U∩M −→ YG
U

(g, x) 7−→ gx

est un isomorphisme de variétés, où l’exposant (G ou M) rappelle dans quel groupe sont
définies les variétés correspondantes, et où YG

V ×MF YM
U∩M désigne le quotient de la variété

produit YG
V × YM

U∩M par MF , l’action du groupe MF étant définie de la manière suivante :

m.(g, x) = (gm−1, mx),

pour tous m ∈ MF , g ∈ YG
V et x ∈ YM

U∩M. Il suffit de montrer qu’elle est bien définie,
injective et surjective.

Soient g ∈ YG
V et x ∈ YM

U∩M. On a alors

(gx)−1F (gx) = x−1(g−1F (g))x.x−1F (x).

Or, x−1(g−1F (g))x appartient à V (car x ∈ M et g−1F (g) ∈ V) et x−1F (x) ∈ U ∩ M. Par
suite,

(gx)−1F (gx) ∈ V.(U ∩M) = U

(cf [DM1], proposition 2.1, (iii)). L’application ϕ est donc bien définie.
Soient (g, x) et (g′, x′) dans YG

V ×YM
U∩M tels que gx = g′x′. On a alors g′−1g = x′x−1. On

pose m = x′x−1. On a g = g′m, x = m−1x′ et m ∈ M. On a alors :

g−1F (g) = m−1(g′−1F (g′))m.m−1F (m),

ce qui implique que V ∩V.m−1F (m) est non vide, c’est-à-dire que F (m) = m. Par suite, ϕ
est injective.

Soit y ∈ YG
U. Il existe u dans U ∩ M et v dans V tels que y−1F (y) = vu. D’autre part,

d’après le théorème de Lang, il existe un élément x de M tel que x−1F (x) = u. Alors xvx−1 ∈
V, donc il existe g dans G tel que g−1F (g) = xvx−1. Par suite, (gx)−1F (gx) = y−1F (y),
donc on trouve g′ ∈ GF tel que y = g′gx. Or, g′g ∈ YG

V et x ∈ YM
U∩M, ce qui montre que ϕ

est surjective. �

Proposition 3.3.3. Soit L un sous-groupe F -stable de G contenant G◦. Alors L est un
sous-groupe parabolique de G et un sous-groupe de Levi de lui-même. On a alors :

RG
L = IndGF

LF

et ∗RG
L = ResG

F

LF .

Preuve - En effet, dans ce cas-là, le radical unipotent de L est réduit à l’élément neutre.
Or, la variété Y{1} est égale à GF . Par suite, le GF -module-LF H∗

c (Y{1}) est isomorphe à
KGF munie des actions naturelles de GF à gauche et LF à droite (cf, par exemple, [DM1],
proposition 10.8, (i)). �
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3.4. Caractères unipotents de groupes non connexe. On définit aussi pour les
groupes non connexes la notion de caractère unipotent. La proposition 3.4.2 ci-dessous est
bien connue lorsque G est connexe : la généralisation au cas non connexe est immédiate.

Définition 3.4.1. On appelle caractère unipotent de GF toute composante irréductible
d’un caractère

IndGF

G◦F ρ,

où ρ est un caractère unipotent de G◦F .

Compte tenu des propositions 3.3.2 et 3.3.3, un caractère irréductible de GF est unipotent
si et seulement si il est une composante irréductible d’un RG

T (1) ou T est un tore maximal F -
stable de G (c’est-à-dire de G◦). On notera E(GF , 1) l’ensemble des caractères irréductibles
unipotents de GF .

Proposition 3.4.2. Soit Z un sous-groupe fermé connexe central F -stable de G. Alors l’ap-
plication naturelle

E(GF/ZF , 1) −→ E(GF , 1)

est bijective.

Preuve - On note π : GF → GF/ZF l’application canonique. Si ρ est un caractère unipotent

de GF/ZF , alors ρ est une composante irréductible de IndGF

G◦F ρ◦, où ρ◦ est un caractère
unipotent de G◦F . Or ρ ◦ π est une composante irréductible de

(IndGF

G◦F ρ◦) ◦ π = IndGF

G◦F (ρ◦ ◦ π),

donc ρ ◦ π est un caractère unipotent de GF car ρ◦ ◦ π est un caractère unipotent de G◦F

(cf, par exemple, [DM2], proposition 13.20). De plus, l’application naturelle E(GF/ZF , 1) →
E(GF , 1) est injective. Il reste à montrer qu’elle est surjective.

Soit ρ un caractère unipotent de GF . Il suffit de montrer que ρ(z) = ρ(1) pour tout
z ∈ ZF . Il existe un caractère unipotent ρ◦ de G◦F tel que ρ soit une composante irréductible

de IndGF

G◦F ρ◦. Or, la proposition 3.4.2 est vraie si G est connexe (cf, par exemple, [DM1],
proposition 13.20). En particulier, elle est vraie pour G◦. Par suite, on a, pour tout z ∈ ZF ,
ρ◦(z) = ρ◦(1). Puisque Z est central dans G, on a bien ρ(z) = ρ(1) pour tout z ∈ ZF . �



37

CHAPITRE II

Caractères unipotents de groupes non connexes de type A

Ce chapitre est consacré à l’étude des caractères unipotents d’un groupe non connexe G
produit semi-direct d’un sous-groupe régulier rationnel d’un groupe linéaire par un groupe
permutant ses composantes irréductibles. Au passage, on fera le lien entre l’étude des carac-
tères unipotents de G et la descente de Shintani des caractères unipotents du groupe linéaire
(cf théorème 4.5.1) en adoptant le même point de vue que F. Digne (cf [D]).

On établit que tous les caractères unipotents de G sont des combinaisons linéaires expli-
cites de caractères de Deligne-Lusztig généralisés (cf théorème 5.2.1), ce qui permettra dans
la dernière section de ce chapitre de calculer l’induction de Lusztig des caractères unipotents
(cf théorème 5.5.1) en utilisant simplement la transitivité de ces foncteurs d’induction.

4. Groupes non connexes et descente de Shintani dans le groupe linéaire

4.1. Notations. Soit n un nombre entier naturel non nul. On note G1 le groupe linéaire
GLn(F). On notera F : G1 → G1 l’endomorphisme de Frobenius qui envoie la matrice
(aij)1 6 i,j 6 n sur la matrice (aqij)1 6 i,j 6 n. Si g ∈ G1, on notera Fg l’image de g par F . On a

donc GF
1 = GLn(Fq).

On se fixe un autre entier naturel non nul d, et on note G◦ le groupe Gd
1. On notera encore

F l’endomorphisme de Frobenius F : G◦ → G◦, (g1, . . . , gd) 7→ (Fg1, . . . ,
Fgd). On définit

d’autre part un automorphisme σ de G◦ par :

σ : G◦ −→ G◦

(g1, . . . , gd) 7−→ (g2, . . . , gd, g1).

Il est facile de vérifier que σ est un automorphisme quasi-central de G◦, ainsi que tous les
σi, i ∈ Z (en utilisant par exemple la caractérisation (i) de la définition 1.15 de [DM2]).

On notera A le sous-groupe de Aut(G◦) engendré par σ, et on notera G le produit semi-
direct :

G = G◦ oA.

L’endomorphisme de Frobenius F de G◦ se prolonge en un endomorphisme de Frobenius
toujours noté F : G → G agissant trivialement sur A.

Le but de cette section est de décrire, grâce à l’induction de Lusztig dans G, les représen-
tations unipotentes du groupe GσF = G◦σF oA.
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4.2. Caractères unipotents de G◦σF . Les caractères unipotents de G◦σF ont été décrits
dans [LS] à l’aide des caractères de Deligne-Lusztig.

On notera T1 le tore maximal de G1 formé des matrices diagonales inversibles. On notera
T◦ le tore maximal de G◦ égal à Td

1. On notera de même W1 de Weyl de G1 relativement à
T1, et W ◦ le groupe de Weyl de G◦ relativement à T◦. On a bien sûr :

W ◦ = W d
1 .

On notera W le groupe de Weyl de G relativement à T◦. On a :

W = W ◦ o A.

On notera d’autre part B1 le sous-groupe de Borel de G1 formé des matrices triangulaires
supérieures, et B◦ le sous-groupe de Borel de G◦ égal à Bd

1.
Si χ est un caractère irréductible de W ◦σF , il lui correspond, d’après la proposition 1.4.2,

un caractère irréductible χ de W ◦ stable sous σF . On notera χ+ son extension canonique au
groupe W ◦ o 〈σF 〉 (cf paragraphe 1). Si w appartient à W ◦, on notera T◦

w un tore maximal
σF -stable de G◦ de type w relativement à T◦ et à l’endomorphisme de Frobenius σF . On
prendra T◦

1 = T◦. On pose alors :

(4.2.1) RG◦σF

χ =
1

|W ◦|
∑

w∈W ◦

χ+(wσF )RG◦

T◦
w
(1).

Alors, d’après [LS], l’application

(4.2.2)
IrrW ◦σF −→ E(G◦σF , 1)

χ 7−→ RG◦σF

χ

est bijective.
On notera π1 : W ◦ → W ◦σF construite comme dans la proposition 1.4.2 telle que, pour

tout caractère irréductible χ de W ◦σF et pour tout w ∈W ◦, on ait

χ+(wσF ) = χ(π1(w)).

4.3. Description d’une extension de RG◦σF

χ à GσF . Pour décrire les caractères uni-

potents de GσF , on utilisera la théorie de Clifford. Pour cela, le premier résultat important
est le suivant :

Proposition 4.3.1. Les caractères unipotents de G◦σF sont invariants sous σ.

Preuve - Soit w un élément de W ◦. Il est facile de vérifier que

RG◦

T◦
w
(1) ◦ σ−1 = RG◦

σT◦
w
(1) = RG◦

T◦
w
(1)

car le tore maximal σT◦
w est G◦σF -conjugué au tore maximal T◦

w (cela découle du fait que
σ(w) est σF -conjugué à w dans W ◦). Le résultat découle alors immédiatement de la formule
4.2.1. �

Le groupe A étant cyclique, il résulte de la proposition 4.3.1 que tout caractère unipotent
de G◦σF a une extension à GσF ; les différentes extensions diffèrent par un caractère linéaire
de A. On va décrire ici une extension particulière en fonction des caractères de Deligne-
Lusztig du groupe GσF .
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Soit χ un caractère irréductible de W ◦σF et soit i un entier appartenant à {0, 1, . . . , d−1}.
On notera G(σi) le sous-groupe de G engendré par G◦ et σi. On notera d’autre part Ti le
quasi-tore maximal σF -stable T◦o〈σi〉 de G◦(σi). D’après la proposition 1.4.2, il correspond

à χ un caractère irréductible σF -stable χi de W ◦σi
, et on notera χ+

i l’extension canonique de
χ à W ◦σi

o 〈σF 〉. Toujours d’après la proposition 1.4.2, il existe une application πi : W ◦σi →
W ◦σF telle que, pour tout w ∈W ◦σi

, on ait

χ+
i (wσF ) = χ(πi(w)).

Si w ∈ W ◦σi
, on notera Tw,i un quasi-tore maximal σF -stable de G(σi) dont dont la classe

de G(σi)σF -conjugaison est associée à la classe de σF -conjugaison de w dans W ◦σi
par la

proposition 3.1.5. On posera alors, pour tout g ∈ G◦σF ,

(4.3.2) R̃GσF

χ (gσi) =
1

|W ◦σi|
∑

w∈W ◦σi

χ+
i (wσF )R

G(σi)
Tw,i

(1)(gσi),

où, pour tout w ∈W ◦σi
, on a noté 1 la fonction sur TσF

w,i constante et égale à 1.

On a donc défini une fonction R̃GσF

χ sur GσF par la formule 4.3.2. On va montrer que c’est

un caractère irréductible de GσF , et que c’est une extension de RG◦σF

χ .

Notations - On prolonge les définitions de χ, χi, χ+
i et R̃G◦σF

χ au cas d’une fonction

centrale f sur W ◦σF :

f =
∑

χ∈IrrW ◦σF

〈f, χ〉χ,

f i =
∑

χ∈IrrW ◦σF

〈f, χ〉χi,

f+
i =

∑

χ∈IrrW ◦σF

〈f, χ〉χ+
i ,

R̃G◦σF

f =
∑

χ∈IrrW ◦σF

〈f, χ〉R̃G◦σF

χ .

Lemme 4.3.3. Soient f et g deux fonctions centrales sur W ◦σF . Alors R̃GσF

f est une fonction

centrale sur GσF et

〈R̃GσF

f , R̃GσF

g 〉 = 〈f, g〉.

Preuve - Par construction, la fonction R̃GσF

f est invariante par G◦σF -conjugaison. Un rai-
sonnement analogue à celui de la proposition 4.3.1 montre qu’elle est invariante par conju-
gaison par σ. C’est donc bien une fonction centrale sur GσF .

Soient γ et δ deux fonctions centrales sur G◦σF .σi. On posera :

〈γ, δ〉G◦σF .σi =
1

|G◦σF |
∑

g∈G◦σF

γ(gσi)δ(gσi).
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Avec ces notations, on a, d’après [DM2], proposition 4.8,

〈R̃GσF

f , R̃GσF

g 〉 =
d−1∑

i=0

|G◦σF |
|GσF | 〈ResG

σF

G◦σF .σi R̃GσF

f ,ResG
σF

G◦σF .σi R̃GσF

g 〉G◦σF .σi

=
1

d

d−1∑

i=0

〈f+
i , g

+
i 〉W ◦σi.σF

= 〈f, g〉

car, d’après le lemme 1.7.1,

〈f+
i , g

+
i 〉W ◦σi .σF = 〈f, g〉. �

Lemme 4.3.4 (Digne-Michel). R̃GσF

1 = 1GσF .

Preuve - cf [DM2], proposition 4.12. �

Soit P1 un sous-groupe parabolique standard de G1 relativement à T1 et B1. On note P◦

le sous-groupe parabolique de G◦ égal à Pd
1. Soit L1 le sous-groupe de Levi de P1 contenant

T1. On note L◦ le sous-groupe de Levi de P◦ contenant T◦ : on a L◦ = Ld
1. On notera WL1

le groupe de Weyl de L1 relativement à T1 et W ◦
L le groupe de Weyl de L◦ relativement à

T◦. On a bien sûr W ◦
L = W d

L1
. On notera L le produit semi-direct :

L = L◦ oA.

Puisque est L1 est isomorphe à un produit de groupes linéaires, et puisque l’endomorphisme
de Frobenius F est déployé sur L1, on peut associer, à toute fonction centrale f sur W ◦σF

L ,

une fonction centrale sur LσF notée R̃LσF

f définie de la même manière que pour GσF .

Lemme 4.3.5. Soit f une fonction centrale sur W ◦σF
L . On pose

g = IndW
◦σF

W ◦σF
L

f.

On a alors :

RG
L (R̃LσF

f ) = R̃GσF

g .

Preuve - Si i ∈ {0, 1, . . . , d − 1}, on notera L(σi) le sous-groupe de L engendré par L◦ et
σi. Compte tenu de la proposition 2.3, (i), de [DM2] , on a, pour tout 0 6 i 6 d− 1,

ResG
σF

G◦σF .σi RG
L (R̃LσF

f ) = R
G(σi)
L(σi) (ResL

σF

L◦σF .σi R̃LσF

f ).

Le résultat découle alors immédiatement de la transitivité des foncteurs d’induction de Lusz-
tig (cf proposition 3.3.2) grâce au lemme 1.7.1 et 1.6.2. �

Théorème 4.3.6. Soit χ un caractère irréductible de W ◦σF . Alors R̃GσF

χ est un caractère

irréductible de GσF , et c’est une extension de RG◦σF

χ .
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Preuve - Par définition, la restriction de R̃GσF

χ à G◦σF est égale à RG◦σF

χ . D’autre part,
d’après le lemme 4.3.3, on a :

〈R̃GσF

χ , R̃GσF

χ 〉 = 1.

Il suffit donc de montrer que R̃GσF

χ est un caractère virtuel de GσF .

On note S l’ensemble des réflexions simples de W1 (relativement à B1). Si I est une partie
de S, on notera W1,I le sous-groupe de W1 engendré par I. On notera P1,I le sous-groupe
parabolique standard B1W1,IB1 de G1, et L1,I le sous-groupe de Levi de P1,I contenant T1.
On a alors WL1,I

= W1,I . On notera d’autre part L◦
I le groupe Ld

1,I , LI le groupe Ld
1,I o A.

On notera W ◦
I le groupe de Weyl de L◦

I relativement à T◦ et WI le groupe de Weyl de LI

relativement à T◦.
On sait (cf [F]) qu’il existe des entiers relatifs aI (I ⊆ S) tels que :

χ =
∑

I⊆S

aI IndW
◦σF

W ◦σF
I

1W ◦σF
I

.

Par suite, d’après les lemmes 4.3.4 et 4.3.5, on a :

R̃GσF

χ =
∑

I⊆S

aIR
G
LI

(1LσF
I

),

ce qui montre bien que R̃GσF

χ est un caractère virtuel de GσF . �

4.4. Caractères unipotents de GσF . Soit χ un caractère irréductible de W ◦σF et soit
ξ un caractère linéaire de A. On peut voir ξ comme un caractère linéaire de GσF . On pose :

RGσF

χ,ξ = R̃GσF

χ ⊗ ξ.

D’après la théorie de Clifford, RGσF

χ,ξ est un caractère irréductible unipotent de GσF . De plus :

IndGσF

G◦σF RG◦σF

χ =
∑

ξ∈A∧

RGσF

χ,ξ .

D’autre part, toujours d’après la théorie de Clifford et le lemme 4.3.3, l’application

IrrW ◦σF ×A∧ −→ E(GσF , 1)

(χ, ξ) 7−→ RGσF

χ,ξ

est bijective. On remarque que W σF = W ◦σF o A = W ◦σF × A, donc on a une bijection
canonique

IrrW ◦σF × A∧ −→ IrrW σF

(χ, ξ) 7−→ χ⊗ ξ.

On pose alors

RGσF

χ⊗ξ = RGσF

χ,ξ ,

de sorte que l’on a une bijection

IrrW σF −→ E(GσF , 1)

λ 7−→ RGσF

λ .
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4.5. Lien avec la descente de Shintani. L’application

τd : GF d

1 −→ G◦σF

g 7−→ (F
d−1
g, . . . , Fg, g)

est un isomorphisme de groupes. D’autre part, si g ∈ GF d

1 , alors τd(
Fg) = σ−1

τd(g). Par suite,
τ se prolonge en un isomorphisme de groupes, toujours noté

τd : GF d

1 o 〈F 〉 −→ GσF

gF i 7−→ τ(g)σ−i

De même, on a un isomorphisme naturel τ1 : GF
1 −→ (G◦σ)F .

Soit g ∈ GF d

1 . D’après le théorème de Lang, on trouve x ∈ G1 tel que g = x−1F (x). Alors

g′ = F d(x)x−1 ∈ GF d

1 , et l’application qui, à la F -classe de g dans GF d

1 , associe la classe de
conjugaison de g′ dans GF

1 est bien définie et est bijective. On la note :

NF d/F : H1(F,GF d

1 ) −→ Cl(GF
1 ).

On identifie l’espace des fonctions sur H1(F,GF d

1 ) avec l’espace C(GF d

1 .F ) des fonctions

centrales sur GF d

1 .F . De même, on identifie l’espace des fonctions sur Cl(GF
1 ) avec l’espace

C(GF
1 ) des fonctions centrales sur GF

1 . La bijection NF d/F induit alors un isomorphisme
d’espaces vectoriels noté :

ShF d/F : C(GF
1 ) −→ C(GF d

1 .F ).

C’est ce que l’on appelle la descente de Shintani de F d à F .
On note Shσ,F l’isomorphisme C((G◦σ)F ) → C(G◦σF .σ−1) rendant le diagramme

C(GF
1 ) //

Sh
F d/F

��

∼

C(GF d

1 .F )

��

∼

C((G◦σ)F ) //

Shσ,F
C(G◦σF .σ−1)

commutatif.
Soit χ un caractère irréductible de W ◦σF = (W ◦σ)F . On peut lui associer un caractère

irréductible R(G◦σ)F

χ de (G◦σ)F de la manière suivante : si w ∈ W ◦σF = W ◦σ, alors (Tσ
w,1)

◦

est un tore maximal F -stable de G◦σ de type w relativement à T◦σ (cf proposition 3.1.5), et
on pose

R(G◦σ)F

χ =
1

|W ◦σF |
∑

w∈W ◦σF

χ(w)RG◦σ

(Tσ
w,1)◦(1).

D’autre part, on note R̃G◦σF .σ−1

χ la restriction de R̃GσF

χ à G◦σF .σ−1. On a alors :

Théorème 4.5.1. Soit χ un caractère irréductible de W ◦σF . Alors :

Shσ,F R
(G◦σ)F

χ = R̃G◦σF .σ−1

χ .

Preuve - D’après [DM2], théorème 5.6, il existe un racine dème de l’unité ζ telle que

Shσ,F R
(G◦σ)F

χ = ζR̃G◦σF .σ−1

χ .
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D’autre part, on a par définition Shσ,F R
(G◦σ)F

χ (σ−1) = R(G◦σ)F

χ (1), donc il suffit de montrer

que R(G◦σ)F

χ (1) = R̃G◦σF .σ−1

χ (σ−1) ou encore que R(G◦σ)F

χ (1) = R̃G◦σF .σ
χ (σ).

Or, d’après [DM2], théorème 4.13, on a, pour tout w ∈ W σ,

R
G(σ)
Tw,1

(1)(σ) = RG◦σ

(Tσ
w,1)◦(1)(1),

ce qui montre le résultat. �

4.6. Produits en couronne de descentes des scalaires. On reprend les notations du
paragraphe 4.1 (G1, G◦, σ, F , A . . . ). On se fixe un entier naturel non nul e, et on note
H1 le groupe Ge

1. On note H◦ le groupe (G◦)e, et on note encore F l’endomorphisme de
Frobenius égal à F sur chacune des composantes. D’autre part, on note τ l’automorphisme
de H◦ égal à σ × · · · × σ (e fois). On a donc :

H◦τF = (G◦σF )e.

Le groupe Se agit sur H◦ par permutation des composantes, et cette action commute avec
l’endomorphisme de Frobenius τF . D’autre part, le groupe Ae agit aussi de manière ration-
nelle sur H◦. On note B le produit semi-direct

B = Ae o Se.

On pose alors :

H = H◦ o B.

On prolonge à H l’endomorphisme de Frobenius F en le faisant agir trivialement sur B. Le
but de cette section est de décrire les caractères unipotents du groupe HτF . Puisque τ est
central dans B, on a :

HτF = (GσF )e o Se,

le groupe Se agissant par permutation des composantes.

4.7. Caractères unipotents de HτF . On note WH1 le groupe de Weyl de H1 relati-
vement au tore maximal Te

1, de sorte que WH1 ' W e
1 , et W ◦

H le groupe de Weyl de H◦

relativement au tore maximal (T◦)e de H◦, de sorte que W ◦
H1

' (W ◦)e. On note WH le
groupe de Weyl de H relativement à (T◦)e. On a alors :

WH = W ◦
H o B = W e o Se.

On a vu au paragraphe 4.4 que, à tout caractère irréductible λ de W σF , on pouvait
associer un caractère unipotent RGσF

λ de GσF . Par suite, on a une bijection entre Irr(W σF )e

et E((GσF )e, 1) que l’on notera

Irr(W σF )e −→ E((GσF )e, 1)

λ 7−→ R
(GσF )e

λ .

Lemme 4.7.1. Soit λ un caractère irréductible de (W σF )e et soit α un élément de Se.
Alors :

αR
(GσF )e

λ = R
(GσF )e

αλ .
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Preuve - Claire. �

On reprend les notations du paragraphe 1.5. On notera aussi I((GσF )e,Se) l’ensemble des
couples (ρ, ξ) où ρ est un caractère unipotent de (GσF )e et ξ est un caractère irréductible
du stabilisateur Se(ρ) de ρ dans Se. Le groupe Se agit par conjugaison sur I((GσF )e,Se),
et on notera Ī((GσF )e,Se) l’ensemble des orbites de Se dans I((GσF )e,Se). Si (ρ, ξ) ∈
I((GσF )e,Se), on notera encore ρ ∗ ξ son orbite sous l’action de Se.

Si λ (respectivement ρ) est un caractère irréductible de (W σF )e (respectivement un ca-

ractère unipotent de (GσF )e), on notera λ̃ (respectivement ρ̃) l’extension canonique de λ
(respectivement ρ) à (W σF )e o Se(λ) (respectivement (GσF )e o Se(ρ)). Alors l’application

Ī((W σF )e,Se) −→ IrrW τF
H

(λ, ξ) modSe 7−→ Ind
W τF

H

(WσF )eoSe(λ) λ̃⊗ ξ

(respectivement

Ī((GσF )e,Se) −→ E(HτF , 1)

(ρ, ξ) modSe 7−→ IndHτF

(GσF )eoSe(ρ) ρ̃⊗ ξ )

est bijective. D’après le lemme 4.7.1, on a une bijection naturelle entre Ī((W σF )e,Se) et
I((GσF )e,Se), ce qui nous donne une bijection

IrrW τF
H −→ E(HτF , 1)

ψ 7−→ RHτF

ψ .

Soit χ un caractère irréductible de W ◦τF
H . On notera χ̃ l’extension canonique de χ à

W ◦τF
H oB(χ), et on posera, pour tout caractère irréductible ξ de B(χ),

ψχ,ξ = Ind
W τF

H

W ◦τF
H

oB(χ)
χ̃⊗ ξ.

On a donc une bijection :

Ī(W ◦τF
H , B) −→ IrrW τF

H

χ ∗ ξ 7−→ ψχ,ξ.

Lemme 4.7.2. Soit χ un caractère irréductible de W τF
H◦ et soit β ∈ B. On a :

βRH◦τF

χ = RH◦τF

βχ

et
βR̃(GσF )e

χ = R̃
(GσF )e

βχ
.

Preuve - Claire. �

Soit ρ un caractère unipotent de H◦τF . Il existe un caractère irréductible χ de W ◦τF
H tel

que ρ = RH◦τF

χ . On note ρ̃ l’extension canonique de R̃(GσF )e

χ à H◦τF oB(ρ) = (GσF )eoSe(χ).

C’est une extension de ρ à H◦τF o B(ρ).

Définition 4.7.3. Le caractère unipotent ρ̃ de H◦τF oB(ρ) sera appelé l’extension cano-

nique de ρ.
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On posera, pour tout caractère irréductible ξ de B(ρ),

ρ̃ξ = IndHτF

H◦τF oB(ρ) ρ̃⊗ ξ.

On a donc une bijection :
Ī(H◦τF , B) −→ E(HτF , 1)

ρ ∗ ξ 7−→ ρ̃ξ.

D’après le lemme 4.7.2, on a une bijection entre Ī(W ◦τF
H , B) et Ī(H◦τF , B), et on a, pour

tout χ ∗ ξ ∈ Ī(W ◦τF
H , B),

(4.7.4) RHτF

ψχ,ξ
= (R̃H◦τF

χ )ξ.

On va donner une expression de R̃H◦τF

χ en fonction des caractères de Deligne-Lusztig de
manière similaire à la formule 4.3.2.

Soit β ∈ B. On note H(β) le sous-groupe de H engendré par H◦ et β et W ◦β
H le centrali-

sateur de β dans W ◦
H. Si w ∈ W ◦β

H , on notera Tw,β un quasi-tore maximal de H(β) dont la
classe de H(β)τF -conjugaison est associée à la classe de τF -conjugaison de w via la bijection
de la proposition 3.1.5.

Soit χ un caractère irréductible de W ◦τF
H , et soit β un élément de B(χ). On note H(χ)

le produit semi-direct H◦ o B(χ), de sorte que H(χ)τF soit le stabilisateur de RH◦τF

χ dans

HτF . On notera χβ le caractère irréductible de W ◦β
H par la bijection de la proposition 1.4.2

et χ+
β l’extension canonique de χβ à W ◦β

H o 〈τF 〉 associé à χ.

Théorème 4.7.5. Soit χ un caractère irréductible de W ◦τF
H et soient h ∈ H◦τF et β ∈ B(χ).

Alors :

(4.7.6) R̃H◦τF

χ (hβ) =
1

|W ◦β
H |

∑

w∈W ◦β
H

χ+
β (wτF )R

H(β)
Tw,β

(1)(hβ).

Preuve - On définit une fonction R̃H(χ)τF

χ sur H(χ)τF en posant, pour tous h ∈ H◦τF et
β ∈ B(χ),

R̃H(χ)τF

χ (hβ) =
1

|W ◦β
H |

∑

w∈W ◦β
H

χ+
β (wτF )R

H(β)
Tw,β

(1)(hβ).

Le théorème 4.7.5 revient à montrer que

R̃H◦τF

χ = R̃H(χ)τF

χ .

On écrit β = (σi1, . . . , σie)α où les ij (1 6 j 6 e) sont des éléments de Z et où α ∈ Se. En
décomposant α en produits de cycles disjoints et, comme dans la section 1, on peut supposer
que α est le cycle (1, 2, . . . , e), ce qui implique que χ est invariant sous Se. On écrit

χ = χ1 ⊗ · · · ⊗ χ1︸ ︷︷ ︸
e fois

où χ1 est un caractère irréductible de W ◦σF . Soit alors h = (g1, . . . , ge) ∈ H◦τF = (G◦σF )e.
On a :

(4.7.7) R̃H◦τF

χ (hβ) = R̃GσF

χ1
(g1σ

i1 .g2σ
i2 . . . geσ

ie).
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Soit w = (w1, . . . , we) un élément de W ◦
H où, pour tout 1 6 j 6 e, wj ∈W ◦. Alors :

βw = (σi1(we), σ
i2(w1), . . . , σ

ie(we−1)).

Par suite, w centralise β si et seulement si σi1+···+ie(w1) = w1 et, pour tout 1 6 j 6 e − 1,
wj+1 = σij+1(wj). On pose i = i1 + · · ·+ ie. On a donc un isomorphisme :

θ : W ◦σi −→ W ◦β
H

w1 7−→ (w1, σ
i2(w1), . . . , σ

i2+···+ie(w1)).

D’autre part, deux éléments w1 et w′
1 de W ◦σi

sont σF -conjugués si et seulement si θ(w1) et
θ(w′

1) sont τF -conjugués.

D’autre part, il est facile de vérifier que, pour tout w1 ∈W ◦σi
,

(4.7.8) χ+
β (θ(w1)τF ) = χ+

1 (w1σF ).

On note XG◦ (respectivement XH◦) la variété des sous-groupes de Borel de G◦ (respec-

tivement H◦). Si w1 ∈ W ◦σi
(respectivement w ∈ W ◦β

H ), on note XG◦(w1) (respectivement
XH◦(w)) la sous-variété de XG◦ (respectivement XH◦) formé des sous-groupes de Borel BG◦

de G◦ (respectivement BH◦ de H◦) tels que σFBG◦ (respectivement τFBH◦) soit en position
w1 (respectivement w) par rapport à BG◦ (respectivement BH◦). On rappelle le :

Lemme 4.7.9 (Digne-Michel). Soit w ∈W ◦β
H . Alors :

R
H(β)
Tw,β

(1)(hβ) = Tr(hβ,H∗
c (XH◦(w))).

Preuve - cf [DM2], proposition 5.3. �

Compte tenu des formules 4.7.7 et 4.7.8 et du lemme précédent 4.7.9, il suffit de montrer
le lemme suivant :

Lemme 4.7.10. Soit w1 ∈ W ◦σi
. On a :

Tr(hβ,H∗
c (XH◦(θ(w1)))) = Tr(g1σ

i1(g2) . . . σ
i1+···+ie−1(ge)σ

i, H∗
c (XG◦(w1))).

Preuve - On pose g = g1σ
i1(g2) . . . σ

i1+···+ie−1(ge). On remarque tout d’abord que

XH◦(θ(w1)) = XG◦(w1) ×XG◦(σi2(w1)) × · · · ×XG◦(σi2+···+ie(w1)).

L’endomorphisme de Frobenius (τF )d = F d (respectivement (σF )d = F d) agit sur la variété
XH◦(θ(w1)) (respectivement XG◦(σj(w1)) pour tout j ∈ Z). Soit B1×· · ·×Be ∈ XH◦(θ(w1)).
On a, pour tout m > 1 :

hβF dm

(B1 × · · · ×Be) = g1σi1F dm

Be × g2σi2F dm

B1 × . . . geσieF dm

Be−1.

Par suite, B1 × · · · × Be ∈ XH◦(θ(w1))
hβ(τF )im

si et seulement si gσiF dem
B1 = B1 et, pour

tout 1 6 j 6 e− 1, Bj+1 = gj+1σj+1F dm
Bj. Par suite, l’application

XG◦(w1)
gσiF dem −→ XH◦(θ(w1))

hβF dm

B1 7−→ B1 × g2σi2F dm
B1 × · · · × g2σi2 ...geσieF d(e−1)m

B1

est bijective. Le résultat découle alors des propriétés classiques de la cohomologie étale (cf,
par exemple, [DM1], corollaire 10.5). �
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5. Caractères unipotents de produits en couronne de groupes linéaires

5.1. Notations. On note G◦ le groupe

G◦ =
r∏

i=1

(GLni
(F) × · · · ×GLni

(F)︸ ︷︷ ︸
di fois

)

où les ni et les di sont des entiers naturels non nuls (1 6 i 6 r), et on note F0 : G◦ → G◦

l’endomorphisme de Frobenius défini par

F0((gi1, . . . , gidi
)1 6 i 6 r) = (g

(q)
i1 , . . . , g

(q)
idi

)1 6 i 6 r

où, pour tout gij ∈ GLni
(F), g

(q)
ij désigne la matrice déduite de gij en élevant chaque coeffi-

cient à la puissance q.
Le groupe Sd1 × · · · × Sdr opère sur G◦ par permutation des composantes. On se fixe un

élément σ de Sd1 × · · · × Sdr . On notera F l’endomorphisme de Frobenius égal à σF0. On
se fixe un sous-groupe F -stable (c’est-à-dire σ-stable) A de Sd1 × · · · × Sdr . On note G le
groupe

G = G◦ oA.

Alors G est un groupe réductif, non connexe si A est non trivial, et sa composante neutre
est G◦. On prolonge l’endomorphisme de Frobenius F0 de manière triviale sur A. Alors AF

est le centralisateur de σ dans A. On a :

GF = G◦F oAF .

Le but de cette section est de décrire les caractères unipotents de GF .

Remarque - Le cas traité dans cette section est un “produit direct” de cas traités dans la
section précédente 4.6. Les théorèmes énoncés dans cette section découlent donc directement
des théorèmes de la section précédente 4.6.

5.2. Extension des caractères unipotents de G◦F . Pour tout 1 6 i 6 r, on no-
tera Tni

(respectivement Bni
) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel)

de GLni
(F) formé des matrices diagonales (respectivement triangulaires supérieures). On

notera T◦ (respectivement B◦) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel)

T◦ =
r∏

i=1

(Tni
× · · · ×Tni︸ ︷︷ ︸
di fois

)

(respectivement

B◦ =
r∏

i=1

(Bni
× · · · ×Bni︸ ︷︷ ︸
di fois

) )

de G◦.
On notera W ◦ le groupe de Weyl de G◦ relativement à T◦, et W le groupe de Weyl de G

relativement à T◦. On a alors :
W = W ◦ o A.

Soit χ un caractère irréductible de W ◦F . On notera AF (χ) le stabilisateur dans AF de χ et
W F (χ) le stabilisateur de χ dans W F . On notera χ le caractère irréductible F -stable χ de



48 II. CARACTÈRES UNIPOTENTS DE GROUPES NON CONNEXES DE TYPE A

W ◦ associé à χ par la proposition 1.4.2. On notera RG◦F

χ le caractère irréductible unipotent

de G◦F associé à χ. Il est facile de vérifier que le stabilisateur de RG◦F

χ dans AF est égal à

AF (χ).
Soit α ∈ AF (χ). On notera G(α) le sous-groupe de G engendré par G◦ et α, et T(α) le

quasi-tore maximal T◦ o 〈α〉 de G(α). On notera aussi W ◦(α) le centralisateur de α dans
W ◦. D’après la proposition 1.4.2, l’ensemble des classes de F -conjugaison de W ◦(α) est en
bijection avec l’ensemble des classes de conjugaison de W ◦(α)F . Si w ∈ W ◦(α)F , on notera
Tw(α) un quasi-tore maximal F -stable de G(α) dont la classe de G(α)F -conjugaison est
associée à la classe de conjugaison de w par la proposition 3.1.5 relativement au quasi-tore
maximal T(α) et grâce à la bijection précédente.

On pose alors, pour tout g ∈ G◦F ,

R̃GF (χ)
χ (gα) =

1

|W ◦(α)|
∑

w∈W ◦(α)

χ+
α (wF )R

G(α)
Tw(α)(1)(gα)

où GF (χ) désigne le stabilisateur dans GF de RG◦F

χ (c’est-à-dire GF (χ) = G◦F o AF (χ))

et où χ+
α est l’extension canonique à W ◦(α) o 〈F 〉 du caractère irréductible χα de W ◦(α)

associé à χ par la proposition 1.4.2. On a donc défini une fonction sur GF (χ). Le théorème
4.7.5 implique de manière évidente le

Théorème 5.2.1. Soit χ un caractère irréductible de W ◦F . Alors R̃GF (χ)
χ est un caractère

irréductible de GF et sa restriction à G◦F est égale à RG◦F

χ .

Définition 5.2.2. On dira que R̃GF (χ)
χ est l’extension canonique de RG◦F

χ .

5.3. Paramétrage des caractères unipotents de GF . D’après le lemme 4.7.2, on a
une bijection

a : Ī(W ◦F , AF ) −→ Ī(G◦F , AF ).

D’autre part, l’application

b : Ī(W ◦F , AF ) −→ IrrW F

χ ∗ ξ 7−→ λχ,ξ = IndW
F

WF (χ) χ̃⊗ ξ

est bijective, où χ̃ désigne l’extension canonique de χ à W F (χ).
De manière analogue, si ρ est un caractère unipotent de G◦F , on notera GF (ρ) le stabili-

sateur de ρ dans GF (ρ). On notera ρ̃ son extension canonique à GF (ρ) (cf définition 5.2.2).
Alors l’application

c : Ī(G◦F , AF ) −→ E(GF , 1)

ρ ∗ ξ 7−→ IndGF

GF (ρ) ρ̃⊗ ξ

est bijective.
Finalement, l’application c ◦ a ◦ b−1 induit une bijection que l’on notera :

(5.3.1)
IrrW F −→ E(GF , 1)

λ 7−→ RGF

λ .
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5.4. Transformation de Mellin. Si f est une fonction centrale sur W F , on écrit

f =
∑

λ∈IrrWF

aλλ

où les aλ sont dans K (λ ∈ IrrW F ), et on pose :

RGF

f =
∑

χ∈IrrWF

aλR
GF

λ .

On posera par la suite, pour tout χ ∗ ξ ∈ Ī(W ◦F , AF ),

(5.4.1) RGF

χ,ξ = RGF

λχ,ξ
.

De même, on posera, pour tout χ ∗ α ∈ Ī∨(W ◦F , AF ),

(5.4.2) R̂GF

χ,α = RGF

λ̂χ,α
.

On a donc, d’après la formule 1.8.1,

(5.4.3) R̂GF

χ,α =
∑

ξ∈AF (χ)∧

ξ(α) RGF

χ,ξ

pour tout χ ∗ α ∈ Ī∨(W ◦F , AF ).

5.5. Induction de Lusztig. Compte tenu du fait que l’on a réussi à écrire tous les ca-
ractères irréductibles de GF comme combinaisons linéaires de caractères de Deligne-Lusztig,
il va être facile de calculer le foncteur d’induction généralisée de Lusztig RG

L : KE(LF , 1) −→
E(LF , 1) où L est un sous-groupe régulier F -stable de G (cf définition 3.1.2).

Soit P un sous-groupe parabolique de G, et soit L un sous-groupe de Levi de P. On
suppose que L est rationnel. On note AL le sous-groupe de A image de L/L◦ par le morphisme
composé

L/L◦ −→ G/G◦ −→ A.

D’après la proposition 3.2.1, il existe un élément g ∈ G◦F tel que gL (donc gP) contienne
AFL . On supposera donc par la suite que L contient AFL .

D’autre part, d’après le corollaire 2.5.2, il existe un tore maximal F -stable et AFL -stable
T◦

L de L◦ ainsi qu’un sous-groupe de Borel F -stable et AFL-stable B◦
L de L◦ contenant T◦

L.
On note U le radical unipotent de P. Alors U est AFL -stable. Par suite, le sous-groupe de

Borel B◦
1 = B◦

L n U de G◦ est AFL -stable. Par conséquent, il existe un élément g de (G◦AF
L )◦

tel que
g(T◦,B◦) = (T◦

L,B
◦
1)

(cf corollaire 2.4.2). Alors g−1F (g) appartient à NG◦(T◦). On note wL sa classe dans W ◦.
Puisque g centralise AFL , l’élément wL de W ◦ centralise aussi AFL .

On notera W ◦
L (respectivement WL) l’image via ad g−1 du groupe de Weyl de L◦ (respec-

tivement L) relativement à T◦
L : c’est un sous-groupe W ◦ (respectivement W ). Via ad g−1,

le morphisme de Frobenius agit comme wLF .
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Théorème 5.5.1. Soient χ un caractère irréductible du groupe W ◦wLF
L et α un élément de

AFL(χ) = AwLF
L (χ). On écrit :

Ind
W ◦(α).F
W ◦(α).wLF

χ+
α =

∑

ζ∈(IrrW ◦F )α

nζζ
+
α

où les nζ sont dans K (ζ ∈ (IrrW ◦F )α). Alors :

RG
L (R̂LF

χ,α) =
∑

ζ∈(IrrW ◦F )α

nζR̂
GF

ζ,α .

Remarque - (1) Si χ est un caractère irréductible de W ◦wLF
L , alors χ+

1 = χ+ et le résultat

du théorème 5.5.1 pour RG
L (R̂LF

χ,1) est bien connu. En effet,

R̂LF

χ,1 = IndLF

L◦F RL◦F

χ

et le résultat découle alors de la transitivité des foncteurs d’induction de Lusztig (cf propo-
sition 3.3.2), de la proposition 3.3.3 et du lemme 1.6.2.

(2) Compte tenu du (b) du lemme 1.8.2, le théorème 5.5.1 décrit bien le foncteur induction

RG
L : KE(LF , 1) −→ KE(GF , 1).

Preuve - On commence par rappeler le

Lemme 5.5.2 (Digne-Michel). Soit f une fonction centrale sur LF . Alors :

ResG
F

G(α)F RG
L (f) =

∑

β∈AF /AF
L

R
G(α)
βL(α) Res

βLF

βL(α)F
βf

=
1

|AFL |
∑

β∈AF

R
G(α)
βL(α) Res

βLF

βL(α)F
βf.

Preuve - C’est un cas particulier de la proposition 2.3, (i), de [DM2]. �

Puisque R̂LF

χ,α a son support dans L◦F .α, la fonction RG
L (R̂LF

χ,α) a son support dans G◦F .α.
Par suite, pour montrer le théorème 5.5.1, il suffit de montrer que :

(5.5.3) ResG
F

G(α)F RG
L (R̂LF

χ,α) = ResG
F

G(α)F

∑

ζ∈(IrrW ◦F )α

nζR̂
GF

ζ,α .
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D’après le lemme 5.5.2, on a :

ResG
F

G(α)F RG
L (R̂LF

χ,α) =
1

|AFL |
∑

β∈AF

R
G(α)
βL(α) Res

βLF

βL(α)F (R̂
βLF

βχ,α)

=
1

|AFL |
∑

β∈AF

R
G(α)
βL(α) Res

βLF

βL(α)F Ind
βLF

βLF (χ)(R̂
βLF (χ)
βχ,α )

=
1

|AFL |
∑

β∈AF

R
G(α)
βL(α)

1

|AFL(χ)|
∑

γ∈AF
L

Res
βLF (χ)
L(α)F (R̂

βLF (χ)
βγχ,α )

=
1

|AFL |
∑

γ∈AF
L

∑

β∈AF

R
G(α)
βL(α)

1

|AFL(χ)| Res
βLF (χ)
L(α)F (R̂

βLF (χ)
βχ,α )

=
∑

β∈AF

R
G(α)
βL(α)

1

|AFL(χ)| Res
βLF (χ)
L(α)F (R̂

βLF (χ)
βχ,α )

Or, pour tout β ∈ AF , on a :

Res
βLF (χ)
L(α)F (R̂

βLF (χ)
βχ,α ) =

|AFL(χ)|
|W ◦

L(α)|
∑

w∈W ◦

L
(α)

χ+
α (β

−1

(wwL)F )R
βL(α)
Tβ−1

(wwL)
(α)(1α).

Finalement,

(5.5.4) ResG
F

G(α)F RG
L (R̂LF

χ,α) =
1

|W ◦
L(α)|

∑

β∈AF

w∈W ◦

L
(α)

χ+
α (β

−1

(wwL)F )R
G(α)
Tβ−1

(wwL)
(α)(1α).

D’autre part, si ζ est un caractère irréductible de W ◦F invariant sous α, on a, par un calcul
analogue :

ResG
F

G(α)F R̂GF

ζ,α = ResG
F

G(α)F IndGF

GF (ζ) R̂
GF (ζ)
ζ,α

=
1

|AF (ζ)|
∑

β∈AF

Res
GF (ζ)
G(α)F R̂

GF (ζ)
βζ,α

=
∑

β∈AF

1

|W ◦(α)|
∑

w∈W ◦(α)

ζ+
α (β

−1

wF )R
G(α)
Tw(α)(1α).

Compte tenu de la formule 5.5.4, il suffit, pour montrer la formule 5.5.3, de prouver que,
pour tout β ∈ AF ,

1

|W ◦
L(α)|

∑

w∈W ◦

L
(α)

χ+
α (β

−1

(wwL)F )R
G(α)
Tβ−1

wwL
(α)(1α)

=
1

|W ◦(α)|
∑

ζ∈(IrrW ◦F )α

nζ
∑

w∈W ◦(α)

ζ+
α (β

−1

wF )R
G(α)
Tw(α)(1α).

Pour cela, on peut supposer que β = 1, et le résultat découle du lemme 1.6.2. �
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Partie 2

Groupes réductifs connexes
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Notations

Dans toute cette partie, on se fixe un groupe réductif connexe G défini sur Fq, d’endomor-
phisme de Frobenius noté F : G → G. On se fixe un sous-groupe de Borel F -stable B0 de
G, ainsi qu’un tore maximal F -stable T0 de B0. On notera U0 le radical unipotent de B0,
et Z le centre de G.

On note (G∗,T∗
0, F

∗) un triplet dual du triplet (G,T0, F ). Puisqu’on s’est fixé un mor-
phisme de groupes injectif ι : F× → K×, on a une bijection entre l’ensemble des classes
de GF -conjugaison de couples (T, θ), où T est un tore maximal F -stable de G et θ est un
caractère linéaire de TF , et l’ensemble des classes de G∗F ∗

-conjugaison de couples (T∗, s) où
T∗ est un tore maximal F ∗-stable de G∗ et s est un élément de T∗F ∗

(cf [DL], 5.21.5). Si
(T, θ) et (T∗, s) sont deux tels couples associés via cette bijection, on posera

RG
T∗(s) = RG

T (θ).

Si s est un élément semi-simple de G∗F ∗

, on notera (s) (ou (s)G∗) la classe de conjugaison
de s dans G∗ (que l’on appellera classe de conjugaison géométrique), et on notera [s] (ou
[s]G∗F∗ ) la classe de conjugaison de s dans G∗F ∗

(que l’on appellera classe de conjugaison
rationnelle).

Définition : Soit s un élément semi-simple de G∗F ∗

. On appelle série de Lusztig géomé-

trique (respectivement série de Lusztig rationnelle), et on note E(GF , (s)) (respective-
ment E(GF , [s]) l’ensemble des composantes irréductibles des caractères de la forme RG

T∗(s′)
où s′ est un élément semi-simple de G∗F ∗

appartenant à la classe de conjugaison géométrique
(respectivement rationnelle) de s et T∗ est un tore maximal F ∗-stable de G∗ contenant s.

On rappelle (cf [DL], corollaire 6.3) que

IrrGF =
⋃̇

(s)

E(GF , (s)),

où (s) parcourt l’ensemble des classes de conjugaison géométrique d’éléments semi-simples
s ∈ G∗F ∗

. D’autre part, si s est un élément semi-simple de G∗F ∗

, alors (cf, par exemple,
[DM1], théorème 14.51)

E(GF , (s)) =
⋃̇

[t]⊆(s)

E(GF , [t]).
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Par conséquent,

IrrGF =
⋃̇

[s]

E(GF , [s]),

où [s] parcourt l’ensemble des classes de conjugaison semi-simples de G∗F ∗

.

Remarque - Si s est un élément semi-simple de G∗F ∗

, il résulte du théorème de Lang que
l’ensemble des classes de conjugaisons rationnelles contenues dans (s) est en bijection avec
H1(F ∗, CG∗(s)/C◦

G∗(s)). En particulier, si CG∗(s) est connexe, la série de Lusztig géométrique
E(GF , (s)) et la série de Lusztig rationnelle E(GF , [s]) cöıncident.

On se fixe une fois pour toutes un élément semi-simple s ∈ G∗F ∗

. On se fixe aussi un sous-
groupe de Borel F ∗-stable B∗(s) de C◦

G∗(s) ainsi qu’un tore maximal F ∗-stable T∗
1 de B∗(s).

On notera W ∗ le groupe de Weyl de G∗ relativement à T∗
1. On notera W (s) (respectivement

W ◦(s)) le groupe de Weyl de CG∗(s) (respectivement C◦
G∗(s)) relativement à T∗

1. On a

W (s) = {w ∈W ∗ | w(s) = s}.
On notera Φs (ou ΦG,s) le système de racine de C◦

G∗(s) relativement à T∗
1, et on notera Φ+

s

(ou Φ+
G,s) le système de racines positives de Φs associé à B∗(s). On posera

A(s) = {w ∈W (s) | w(Φ+
s ) = Φ+

s }.
Alors A(s) est un sous-groupe F ∗-stable de W (s) et

W (s) = W ◦(s) o A(s).

De plus,

CG∗(s)/C◦
G∗(s) ' A(s),

et cet isomorphisme commute avec l’action du morphisme de Frobenius.
Par un argument classique, il résulte du théorème de Lang que l’ensemble des classes de

C◦
G∗(s)

F ∗

-conjugaison de tores maximaux F ∗-stables de C◦
G∗(s) est en bijection avec l’en-

semble H1(F ∗,W ◦(s)). Pour tout w ∈ W ◦(s), on choisira un tore maximal F ∗-stable T∗
w

associé à la classe de F ∗-conjugaison de w via la bijection précédente.

Plongement dans un groupe à centre connexe. Pour étudier les caractères irréductibles
du groupe GF , il est commode de plonger le groupe G dans un groupe de même type ayant
un centre connexe. En effet, dans le cas des groupes à centre connexe, la théorie de Lusztig
fournit beaucoup plus de résultats. La théorie de Clifford permet alors de récupérer des
résultats sur le groupe GF .

A partir de maintenant, on se place dans le cas où le centre de G n’est pas forcément
connexe. Suivant toujours les idées de Deligne-Lusztig (cf [DL], 5.18), on sait qu’il existe un
groupe G̃ ayant les propriétés suivantes :

• G̃ est un groupe algébrique réductif connexe défini sur Fq, d’endomorphisme de Frobenius
encore noté F et dont G est un sous-groupe fermé F -stable et distingué. De plus, l’inclusion
G ↪→ G̃ est définie sur Fq.

• Le centre de G̃ est connexe.
• Le groupe dérivé de G̃ cöıncide avec celui de G.
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On notera Z̃ le centre de G̃. On a donc Z = G∩ Z̃ et G̃ = G.Z̃. On note T̃0 l’unique tore
maximal contenant T0, et B̃0 l’unique sous-groupe de Borel de G̃ contenant B0. Alors T̃0

et B̃0 sont F -stables.
Soit (G̃∗, T̃∗

0, F
∗) un triplet dual de (G̃, T̃0, F ). L’injection i : G ↪→ G̃ induit une surjection

i∗ : G̃∗ → G∗, elle aussi définie sur Fq. Le noyau Ker i∗ de i∗ est un tore central F ∗-stable de

G̃∗ (cf [DM1], 14.47, 14.48). Puisque Ker i∗ est connexe, il résulte du théorème de Lang qu’il

existe un élément s̃ de G̃∗F ∗

tel que i∗(s̃) = s. D’autre part, un tel élément est semi-simple.
On se fixe donc aussi un élément semi-simple s̃ de G̃∗F ∗

tel que i∗(s̃) = s.

Puisque le centre de G̃ est connexe, le groupe dérivé du dual G̃∗ a un recouvrement
simplement connexe purement inséparable, ce qui implique, d’après un théorème de Steinberg
(cf [S], théorèmes 8.1 et 9.1), que le centralisateur de tout élément semi-simple de G̃∗ est
connexe (cf aussi [DL], corollaire 5.24). En particulier, d’après la remarque précédente, les
séries de Lusztig géométriques et rationnelles cöıncident sur G̃F .

Soit T̃∗
1 l’image réciproque de T∗

1 dans G̃∗ ; alors T̃∗
1 est un tore maximal F ∗-stable maxima-

lement déployé dans CG̃∗(s̃) (qui est connexe). On notera aussi B̃∗(s̃) l’image réciproque de

B∗(s) dans CG̃∗(s̃) : c’est un sous-groupe de Borel F ∗-stable de CG̃∗(s̃) contenant T̃∗
1. On peut

alors identifier le groupe de Weyl de G̃∗ relativement à T̃∗
1 avec W ∗, et on peut construire, de

la même manière qu’avec G∗ les groupes W (s̃), W ◦(s̃) et A(s̃). Puisque CG̃∗(s̃) est connexe,
on a i∗(CG̃∗(s̃)) = C◦

G∗(s) (cf [DM1], 2.3). Par conséquent, W (s̃) = W ◦(s̃) = W ◦(s) ; en
particulier, A(s̃) est trivial.

Pour tout w ∈W (s̃), on notera T̃∗
w l’image réciproque de T∗

w dans G̃∗ (via i∗).
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CHAPITRE I

De G̃ à G

Le but de ce chapitre est d’établir les liens généraux que l’on peut établir a priori entre les
foncteurs d’induction de Lusztig ou de Harish-Chandra entre les groupes G̃ et G. La plupart
des résultats sont des rappels (notamment toute la section 6).

6. Séries de Lusztig entre groupes de même type

6.1. Rapports entre les foncteurs de Lusztig dans G et G̃. Soit P̃ un sous-groupe
parabolique de G̃ et soit L̃ un sous-groupe de Levi de P̃. On suppose que L̃ est F -stable. On
pose P = P̃ ∩ G et L = L̃ ∩ G. On note U le radical unipotent de P̃ (c’est aussi le radical
unipotent de P). On a alors (cf paragraphe 3.3 pour la définition de YG

U)

YG̃
U =

⋃̇

g∈G̃F /GF

g.YG
U =

⋃̇

l∈L̃F /LF

YG
U .l

car, si g̃ ∈ YG̃
U, alors il existe g ∈ YG

U tel que g̃−1F (g̃) = g−1F (g) ∈ U ⊆ G. Par conséquent,

en tant que KGF -modules-KL̃F , on a un isomorphisme canonique

Hk
c (Y

G̃
U,Q`) ' Hk

c (Y
G
U ,Q`) ⊗KLF KL̃F

pour tout k ∈ N. Par suite, si π̃ est un KL̃F -module, on a un isomorphisme canonique de
KGF -modules

(6.1.1) ResG̃
F

GF Hk
c (Y

G̃
U,Q`) ⊗KL̃F π̃ ' Hk

c (Y
G
U ,Q`) ⊗KLF ResL̃

F

LF π̃.

De même, on a un isomorphisme canonique de KG̃F -modules-KLF

Hk
c (Y

G̃
U,Q`) ' KG̃F ⊗KGF Hk

c (Y
G
U,Q`)

pour tout k ∈ N qui induit, pour tout KLF -module π, un isomorphisme canonique de KG̃F -
modules

(6.1.2) IndG̃F

GF Hk
c (Y

G
U,Q`) ⊗KLF π ' Hk

c (Y
G̃
U ,Q`) ⊗KL̃F IndL̃F

LF π.
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En particulier, on déduit immédiatement des isomorphismes 6.1.1 et 6.1.2 les égalités
suivantes :

(6.1.3) RG
L ◦ ResL̃

F

LF = ResG̃
F

GF ◦RG̃

L̃
,

(6.1.4) RG̃

L̃
◦ IndL̃F

LF = IndG̃F

GF ◦RG
L ,

et, par adjonction,

(6.1.5) ∗RG
L ◦ ResG̃

F

GF = ResL̃
F

LF ◦∗RG̃

L̃
,

(6.1.6) ∗RG̃

L̃
◦ IndG̃F

GF = IndL̃F

LF ◦∗RG
L .

Remarque - Au vu des démonstrations, les équations 6.1.1 à 6.1.6 restent vraies même
lorsque le centre de G̃ n’est pas connexe.

On note L̃∗ un sous-groupe régulier F ∗-stable de G̃∗ dual de L̃.

Lemme 6.1.7. On suppose que L̃∗ contient CG̃∗(s̃). Soit π̃ ∈ E(L̃F , (s̃)) et soit π un sous-
LF -module irréductible de la restriction de π̃ à LF . Alors εGεLR

G
L (π) est un sous-module de

la restriction à GF du G̃F -module irréductible εG̃εL̃R
G̃

L̃
(π̃).

Preuve - Ce lemme est une conséquence de [L1], de [DM1] et [A]. La démonstration ci-
dessous reprend celle écrite dans [A], lemme 5.1.1, mais en effectuant une petite correction.

En utilisant [L1] et [DM1], théorème 13.25 (correction personnellement signalée), il existe

un entier i(π̃) tel que H i(π̃)
c (YG̃

U,Q`) ⊗
KL̃F π̃ soit un G̃F -module irréductible et tel que

Hk
c (Y

G̃
U ,Q`) ⊗KL̃F π̃ = 0 si k 6= i(π̃). De plus, εG̃εL̃ = (−1)i(π̃). Par suite, εG̃εL̃R

G̃

L̃
(π̃) ∈

E(G̃F , (s̃)G̃∗) et le lemme 6.1.7 résulte alors de l’isomorphisme 6.1.1 (en remarquant que
εG̃εL̃ = εGεL). �

On termine ce paragraphe en remarquant que, grâce à la transitivité du produit tensoriel,
on a, pour tous caractères λ et γ sur L̃F et G̃F respectivement et pour tout caractère linéaire
ϕ de G̃F/GF (vu comme caractère linéaire de G̃F ou de L̃F par restriction),

(6.1.8) RG̃

L̃
(λ⊗ ϕ) = RG̃

L̃
(λ) ⊗ ϕ.

6.2. Caractères de Deligne-Lusztig et séries rationnelles. Soit T̃∗ un tore maximal
F ∗-stable de G̃∗ contenant s̃. Soit (T̃, θ̃) est un couple formé d’un tore maximal F -stable T̃

de G̃ et d’un caractère linéaire θ̃ : T̃F → K× associé au couple (T̃∗, s̃). Alors, si on pose

T∗ = i∗(T̃∗), T = T̃ ∩ G

et θ = ResT̃
F

TF θ̃,

le couple (T, θ) est associé au couple (T∗, s). Il résulte de la formule 6.1.3 que

(6.2.1) ResG̃
F

GF RG̃

T̃∗(s̃) = RG
T∗(s).
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De plus, G̃/G est un tore dual de Ker i∗ ; cette dualité est compatible avec les morphismes
de Frobenius. Par conséquent, on a un isomorphisme de groupes que l’on notera :

(6.2.2)
(Ker i∗)F

∗ −→ (G̃F/GF )∧

z 7−→ ẑ
.

Si z ∈ (Ker i∗)F
∗

, alors le couple (T̃,ResG̃
F

T̃F ẑ) est associé au couple (T̃∗, z). L’équation 6.1.8
montre que

(6.2.3) RG̃

T̃∗(s̃z) = RG̃

T̃∗(s̃) ⊗ ẑ.

En particulier, l’application

(6.2.4)
E(G̃F , [s̃]) −→ E(G̃F , [s̃z])

γ̃ 7−→ γ̃ ⊗ ẑ

est bijective.

Le résultat suivant est bien connu :

Lemme 6.2.5. Soit γ̃ un caractère irréductible de G̃F et soit γ une composante irréductible
de la restriction de γ̃ à GF .

Si γ̃ ∈ E(G̃F , [s̃]), alors γ ∈ E(GF , [s]).

Preuve - Supposons que γ̃ ∈ E(G̃F , [s̃]). Soit T un tore maximal maximal F -stable de G
et soit θ un caractère linéaire de TF tel que

〈γ,RG
T (θ)〉GF 6= 0.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On note U son radical unipotent. Il
existe un entier i tel que γ soit une composante irréductible de

H i
c(Y

G
U ,Q`) ⊗KTF Kθ,

où Kθ désigne le TF -module irréductible de dimension 1 sur lequel TF agit via θ.
Soit T̃ le tore maximal (F -stable) de G̃ contenant T et soit θ̃ un caractère linéaire de T̃F

prolongeant θ. On note (T̃∗, s̃′) un couple formé d’un tore maximal F ∗-stable T̃∗ de G̃∗ et

d’un élément s̃′ ∈ T̃∗F ∗

associé au couple (T̃, θ̃). On pose T∗ = i∗(T̃∗) et s′ = i∗(s̃′). On a
donc

〈γ,RG
T∗(s′)〉GF 6= 0,

c’est-à-dire γ ∈ E(GF , [s′]).
Alors, d’après l’isomorphisme 6.1.1, il existe un élément z ∈ (Ker i∗)F

∗

tel que

〈γ̃ ⊗ ẑ, H i
c(Y

G̃
U ,Q`) ⊗KT̃F Kθ̃〉G̃F 6= 0,

où Kθ̃ désigne T̃F -module irréductible de dimension 1 sur lequel T̃F agit via θ̃. Par suite,
il résulte de 6.2.4 et de [DM1], proposition 13.3, que s̃′ et s̃z sont géométriquement donc

rationnellement conjugués (car le centre de G̃ est connexe). Par suite, i∗(s̃′) = s′ et i∗(s̃) = s
sont rationnellement conjugués. Donc γ ∈ E(GF , [s]). �
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6.3. Foncteurs de Lusztig et séries rationnelles. On va démontrer dans ce para-
graphe que les foncteurs de Lusztig stabilisent les séries rationnelles. C’est un résultat bien
connu (cf, par exemple, [DLM1], lemme 6.3), mais aucune démonstration n’en a été publiée.

Soit P̃ un sous-groupe parabolique de G̃ (non nécessairement F -stable) ayant un sous-

groupe de Levi F -stable L̃. On pose alors P = P̃ ∩ G et L = L̃ ∩ G. On note U le radical
unipotent de P̃ (c’est aussi le radical unipotent de P). On note L̃∗ un sous-groupe régulier

F ∗-stable de G̃∗ dual de L̃. On rappelle tout d’abord le

Lemme 6.3.1 (Lusztig). Soit s un élément semi-simple de L∗F ∗

. Soit λ un caractère irré-
ductible de LF et soit γ un caractère irréductible de GF tel que 〈RG

L (λ), γ〉 6= 0.
Si λ ∈ E(LF , (s)L∗), alors γ ∈ E(GF , (s)G∗).

Preuve - cf [L1], corollaire 6. �

Lemme 6.3.2. On suppose que s ∈ L∗F ∗

. Soit λ un caractère irréductible de LF et soit γ
un caractère irréductible de GF tel que 〈RG

L (λ), γ〉 6= 0.
Si λ ∈ E(LF , [s]L∗F∗ ), alors γ ∈ E(GF , [s]G∗F∗).

Preuve - D’après le lemme 6.2.5, les éléments de E(LF , [s]L∗F∗) sont les composantes irré-
ductibles des restrictions des éléments de E(L̃F , (s̃)L̃∗). Soit T∗ un tore maximal F ∗-stable

de L∗ tel que λ soit une composante irréductible de RL
T∗(s). On note T̃∗ l’image réciproque

de T∗ par i∗.
Soit T̃ un tore maximal F -stable de L̃ dual de T̃∗, et soit θ̃ un caractère linéaire de T̃F

associé à s̃. On pose T = T̃ ∩ L et on note θ la restriction de θ̃ à TF . Alors T est un tore
maximal F -stable de L dual de T∗ et θ est le caractère linéaire de TF associé à s. On note
BL un sous-groupe de Borel de L contenant T et UL le radical unipotent de BL.

Par hypothèse, il existe un entier naturel i tel que γ soit une composante irréductible
de H i

c(Y
G
U,Q`) ⊗KLF λ, et il existe un entier j tel que λ soit une composante irréductible

de H i
c(Y

L
UL
,Q`) ⊗KTF θ. Par la formule de Künneth, γ est une composante irréductible de

H i+j
c (YG

UL.U
,Q`) ⊗KTF θ. Par suite, il résulte de l’isomorphisme 6.1.3 que γ est une compo-

sante irréductible d’un caractère irréductible γ̃ de G̃F , lui-même composante irréductible de

H i+j
c (YG̃

UL.U
,Q`) ⊗KT̃F θ̃. Par conséquent, d’après le lemme 6.3.1, le caractère γ̃ appartient

à E(G̃F , (s̃)G̃∗) = E(G̃F , [s̃]G̃∗F∗ ), ce qui montre que γ appartient à E(GF , [s]G∗F∗ ) d’après le
lemme 6.2.5. �

7. Comparaison des séries de Harish-Chandra de G et de G̃

Dans [L2], Lusztig détermine les structures des algèbres d’endomorphismes des caractères
induits de Harish-Chandra de caractères cuspidaux dans le cas d’un groupe à centre connexe.
On étudie dans cette section la situation dans le cas d’un groupe à centre non connexe, en
essayant comme cela sera fait dans toute la suite d’utiliser le groupe à centre connexe G̃.
Dans le cas particulier où G est le groupe spécial linéaire (qui est le cas qui nous intéressera
par la suite), les résultats peuvent être trouvés dans [G.I. Lehrer, The characters of the finite
special linear groups, J. of Alg. 26 (1973), pp 564-583].
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7.1. Notations. Soit P̃ un sous-groupe parabolique F -stable de G̃ et soit L̃ un sous-
groupe régulier F -stable de G̃. On supposera que T̃0 ⊆ L̃ et B̃0 ⊆ P̃. On pose

L = L̃ ∩ G, P = P̃ ∩ G.

Soit λ̃ un caractère irréductible cuspidal de L̃F . On pose

λ = ResL̃
F

LF λ̃.

Alors, d’après [L5], le caractère λ de LF est sans multiplicité. Soit λ1 une composante irré-

ductible de λ. On note L̃F (λ1) le stabilisateur, dans L̃F , de λ1. Alors :

λ =
∑

l∈L̃F /L̃F (λ1)

lλ1.

Puisque λ̃ est cuspidal, les lλ1 sont aussi cuspidaux d’après la formule 6.1.5 (l ∈ L̃F ). On

notera l1, . . . , lr des représentants (dans L̃F ) de tous les éléments de L̃F/L̃F (λ1) (on choisit
l1 = 1). Pour tout 1 6 i 6 r, on posera λi = liλ1. On a donc

λ = λ1 + · · · + λr.

7.2. Algèbres d’endomorphismes. On note WG̃F (L̃, λ̃) le groupe NG̃F (L̃, λ̃)/L̃F (qui

est isomorphe à NGF (L̃, λ̃)/LF ). D’après [L2], le groupe WG̃F (L̃, λ̃) est un groupe de ré-

flexions et l’algèbre d’endomorphismes EndG̃F RG̃

L̃
(λ̃) est isomorphe à l’algèbre de groupe

K[WG̃F (L̃, λ̃)]. Si χ est un caractère irréductible de WG̃F (L̃, λ̃), on notera ρ̃χ (où ρG̃
χ s’il y a

confusion possible) le caractère irréductible de G̃F associé à χ. On a alors :

(7.2.1) RG̃

L̃
(λ̃) =

∑

χ∈IrrW
G̃F (L̃,λ̃)

χ(1)ρ̃χ.

L’application χ 7→ ρ̃χ est bien définie car on s’est fixé une fois pour toutes un racine de q dans

K et car les représentations de EndG̃F RG̃

L̃
(λ̃) sont définies sur Q(

√
q) (cf [C.T. Benson &

C.W. Curtis, On the degrees and rationality of certain characters of finite Chevalley groups,
Trans. A.M.S. 165 (1972), pp 251-273, théorème 2.9]).

De même, on note WGF (L, λ1) (respectivement WGF (L, λ)) le groupe NGF (L, λ1)/L
F (res-

pectivement NGF (L, λ)/LF ). D’après [HL1], l’algèbre d’endomorphismes EndGF RG
L (λ1) est

isomorphe à l’algèbre de groupe K[WGF (L, λ1)], tordue par un 2-cocycle ω. On rappelle le
théorème de M. Geck (cf [G]) :

Théorème 7.2.2 (Geck). Le caractère RG
L (λ) contient une composante irréductible sans

multiplicité et donc le 2-cocycle ω est trivial.

Remarque - Dans son article [G], M. Geck énonce en fait le théorème suivant : “Le caractère
RG

L (λ1) contient une composante irréductible sans multiplicité”. Pour montrer la trivialité du
cocycle ω, il n’a en effet besoin que de ce résultat. Cependant, au cours de sa démonstration
(cf page 400 de [G]), il démontre le résultat plus fort énoncé ci-dessus 7.2.2 dont on a besoin
pour montrer le corollaire suivant :
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Corollaire 7.2.3. On a WGF (L, λ) = WGF (L, λ1). Par conséquent, WG̃F (L̃, λ̃) est un sous-
groupe de WGF (L, λ1) et, si 1 6 i < j 6 r, alors les caractères irréductibles λi et λj ne sont
pas conjugués sous NGF (L), c’est-à-dire

〈RG
L (λi), R

G
L (λj)〉GF = 0.

Preuve - On remarque tout d’abord que WG̃F (L̃, λ̃) est un sous-groupe de WGF (L, λ).
D’autre part, WGF (L, λ1) ⊆WGF (L, λ).

Le groupe WGF (L, λ) agit sur les composantes irréductibles de λ. Soit t le cardinal de
l’orbite de λ1 sous cette action. Alors, puisque L̃F permute transitivement les orbites de
WGF (L, λ), toutes ces orbites ont même cardinal t. D’autre part, si λi et λj sont dans la
même orbite sous l’action de WGF (L, λ), alors RG

L (λi) = RG
L (λj) (1 6 i, j 6 r), et donc t

divise la multiplicité de toutes les composantes irréductibles de RG
L (λ), ce qui montre que

t = 1 d’après le théorème 7.2.2, que WGF (L, λ) = WGF (L, λ1), et que, si 1 6 i < j 6 r, alors
λi et λj ne sont pas conjugués sous l’action de NGF (L). �

Il résulte du théorème 7.2.2 que l’algèbre d’endomorphismes EndGF RG
L (λ1) est isomorphe

à l’algèbre de groupe K[WGF (L, λ1)]. Si ζ est un caractère irréductible de WGF (L, λ1), on
notera ρζ (ou ρG

ζ ) le caractère irréductible de GF associé à ζ . On a alors

(7.2.4) RG
L (λ1) =

∑

ζ∈IrrW
GF (L,λ1)

ζ(1)ρζ.

D’autre part, si χ et ζ sont des caractères irréductibles de WG̃F (L̃, λ̃) et WGF (L, λ1) respec-
tivement, alors :

(7.2.5) 〈ResG̃
F

GF ρ̃χ, ρζ〉GF = 〈Ind
W

GF (L,λ1)

W
G̃F (L̃,λ̃)

χ, ζ〉W
GF (L,λ1).

7.3. Structure deWGF (L, λ1). On remarque tout d’abord que le sous-groupeWG̃F (L̃, λ̃)
de WGF (L, λ1) est distingué. D’autre part, WGF (L, λ1) peut-être réalisé comme un sous-
groupe du groupe d’automorphismes de X(T0)/〈ΦL〉 (où ΦL désigne le système de racines

de L relativement à T0), et, via cette représentation, WG̃F (L̃, λ̃) est un groupe de réflexions.
Par suite, il existe un sous-groupe A de WGF (L, λ1) (le stabilisateur dans WGF (L, λ1) d’une

base du système de racines associé à WG̃F (L̃, λ̃)) tel que

WGF (L, λ1) = WG̃F (L̃, λ̃) o A.

On va étudier d’un peu plus près la structure du groupe A défini ci-dessus. Soit w un
élément de WGF (L, λ1) = WGF (L, λ). Alors, par définition, les caractères irréductibles wλ̃

et λ̃ de G̃F ont la même restriction à GF . Par suite, il existe un caractère linéaire ϕ̃w de
L̃F/LF tel que

wλ̃ = λ̃⊗ ϕ̃w.

Proposition 7.3.1. L’application

ϕ : WGF (L, λ1) −→ (L̃F (λ1)/L
F )∧

w 7−→ ϕw = ResL̃
F

L̃F (λ1) ϕ̃w

est bien définie et est un morphisme de groupes de noyau WG̃F (L̃, λ̃).
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Preuve - Dire que ϕ est bien définie équivaut à dire que, si ϕ̃′
w est un autre caractère

linéaire de L̃F/LF tel que wλ̃ = λ̃⊗ ϕ̃′
w, alors

ResL̃
F

L̃F (λ1) ϕ̃w = ResL̃
F

L̃F (λ1) ϕ̃
′
w.

Cela résulte de la théorie de Clifford.
Les autres assertions de cette proposition sont alors évidentes. �

Il résulte de la proposition 7.3.1 que le groupe A est abélien, et qu’il existe un sous-groupe
L̃F (G, λ1) de L̃F (λ1) contenant LF tel que l’on ait un isomorphisme

(7.3.2) A 'WGF (L, λ1)/WG̃F (L̃, λ̃) ' (L̃F (λ1)/L̃
F (G, λ1))

∧.

Par dualité, on obtient un isomorphisme

(7.3.3) L̃F (λ1)/L̃
F (G, λ1) ' (WGF (L, λ1)/WG̃F (L̃, λ̃))∧ ' A∧.

Proposition 7.3.4. Soit l ∈ L̃F (λ1). On note ξ le caractère linéaire de A associé à la classe

de l dans L̃F (λ1)/L̃
F (G, λ1) via l’isomorphisme 7.3.3. Alors, pour tout caractère irréductible

ζ de WGF (L, λ1), on a
lρζ = ρζ⊗ξ.

Preuve - On note U le radical unipotent de P̃ (ou de P). On note λ̃◦ (respectivement

λ◦i , 1 6 i 6 r) le caractère irréductible de P̃F (respectivement PF ) obtenu en composant λ̃

(respectivement λ) avec le morphisme surjectif P̃F → L̃F (respectivement PF → LF ).

Soit M̃ un P̃F -module ayant pour caractère λ̃◦. On a alors

IndG̃F

P̃F (M̃) = {f : G̃F → M̃ | ∀p ∈ P̃F , ∀g ∈ G̃F , f(pg) = p.f(g)}.

Alors IndG̃F

P̃F (M̃) est un G̃F -module pour l’action définie par

g.f(h) = f(hg)

pour tous f ∈ IndG̃F

P̃F (M̃) et g, h ∈ G̃F , et le caractère de G̃F associé à IndG̃F

P̃F (M̃) est

IndG̃F

P̃F (λ̃).

On note M la restriction à PF du P̃F -module M̃ . Pour tout 1 6 i 6 r, on note Mi le

sous-PF -module irréductible de M ayant pour caractère λ◦i . On peut voir IndGF

PF (M) comme

la restriction à GF du G̃F -module IndG̃F

P̃F (M̃) et on a :

(]) IndGF

PF (M) = IndGF

PF (M1) ⊕ · · · ⊕ IndGF

PF (Mr).

On note H̃ l’algèbre d’endomorphismes EndG̃F IndG̃F

P̃F (M̃). Alors H̃ est une sous-algèbre

de l’algèbre d’endomorphismes IndGF

PF (M) et, d’après le corollaire 7.2.3, H̃ stabilise chaque
facteur de la décomposition en somme directe (]). Si on note H l’algèbre d’endomorphismes

EndGF IndGF

PF (M1), on a un morphisme injectif H̃ ↪→ H.

On a un isomorphisme H ' K[WGF (L, λ1)] dont la restriction à H̃ induit un isomorphisme

H̃ ' K[WG̃F (L̃, λ̃)]. Si ζ est un caractère irréductible deWGF (L, λ1), on notera ζq le caractère
irréductible de H associé à ζ via cet isomorphisme et on notera eζ l’idempotent primitif
central de H associé à ζq. Si g ∈ GF , on a alors

(7.3.5) ρζ(g) =
1

ζ(1)
Tr(eζg, IndGF

PF (M1)).
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La restriction σ1 : LF → GL(M1) de la représentation de PF associée à M1 s’étend en une

représentation σ̄1 : L̃F (λ1) → GL(M1) (car la restriction de λ à LF est sans multiplicité).
Pour tout w ∈ WGF (L, λ1), on note ẇ un représentant de w dans GF . Il existe alors un

automorphisme σ(ẇ) : M1 →M1 tel que, pour tout l ∈ L̃F (λ1), on ait

(7.3.6) σ̄1(
ẇ−1

l) = ϕw(l)σ(ẇ)−1

σ̄1(l).

Soit l ∈ L̃F (λ1). On note τl l’automorphisme du K-espace vectoriel IndGF

PF (M1) défini par

τl : IndGF

PF (M1) −→ IndGF

PF (M1)

f 7−→ τl(f) : g 7→ σ̄1(l)f(l
−1
g).

Si g ∈ GF , il est facile de vérifier que l−1
g agit sur IndGF

PF (M1) comme τ−1
l gτl. Par suite,

d’après la formule 7.3.5, on a, pour tout caractère irréductible ζ de WGF (L, λ1),

lρζ(g) = Tr(eζ
l−1

g, IndGF

PF (M1))

= Tr(eζτ
−1
l gτl, IndGF

PF (M1))

= Tr(τleζτ
−1
l g, IndGF

PF (M1)).

La conjugaison par τl induit un automorphisme de l’algèbre H, et il reste à montrer que

τleζτ
−1
l = eζ⊗ξ.

Pour tous w ∈WGF (L, λ), f ∈ IndGF

PF (M1) et g ∈ GF , on pose

Tw(f)(g) =
∑

u∈VF

σ(ẇ)f(ẇ−1ug).

Il est bien connu que (Tw)w∈W
GF (L,λ1) est une base de H et, par un argument de déformation,

il suffit de montrer que

(∗) τlTwτ
−1
l = ϕw(l)−1Tw.

C’est un calcul fastidieux mais sans difficulté dont voici le détail. Soit f ∈ IndGF

PF (M1) et soit
g ∈ GF . On a alors

(τlTwτ
−1
l f)(g) = σ̄1(l)(Twτ

−1
l f)(l−1gl)

=
∑

u∈VF

σ̄1(l)σ(ẇ).(τ−1
l f)(ẇ−1ul−1gl)

=
∑

u∈VF

σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1.f(lẇ−1ul−1g)

=
∑

u∈VF

σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1.f(lẇ−1l−1ug)

=
∑

u∈VF

σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1.f(lẇ−1l−1ẇẇ−1ug)

=
∑

u∈VF

σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1σ1(lẇ

−1l−1ẇ).f(ẇ−1ug)

= σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1σ1(lẇ

−1l−1ẇ)σ(ẇ)−1.(Twf)(g).
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Or,

σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1σ1(lẇ

−1l−1ẇ)σ(ẇ)−1 = σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(l)
−1σ̄1(l)σ̄1(ẇ

−1l−1ẇ)σ(ẇ)−1

= σ̄1(l)σ(ẇ)σ̄1(ẇ
−1l−1ẇ)σ(ẇ)−1

= ϕw(l−1) Id

d’après la formule 7.3.6. Cela montre (∗) et la proposition. �

Remarque - Le paramétrage ζ 7→ ρζ n’est défini qu’à conjugaison près de ρζ par un élément

de L̃F (λ1) ou, compte tenu de la proposition 7.3.4, à tensorisation près de ζ par un caractère
linéaire de A. Cela dépend du choix de l’isomorphisme EndGF RG

L (λ1) ' K[WGF (L, λ1)] que
l’on a choisi.

7.4. Paramétrage des composantes irréductibles de RG
L (λ). On notera Ā le groupe

(L̃F/L̃F (G, λ1))
∧. On a, d’après l’isomorphisme 7.3.2, un morphisme surjectif de groupes

Ā −→ A. On note W̄GF (L, λ) le produit semi-direct

W̄GF (L, λ) = WG̃F (L̃, λ̃) o Ā,

où Ā agit via le morphisme Ā→ A. On a un morphisme surjectif de groupes W̄GF (L, λ) −→
WGF (L, λ1). Si ζ est un caractère irréductible de WGF (L, λ1), on notera ζ̄ le caractère irré-
ductible de W̄GF (L, λ) obtenu via ce morphisme surjectif.

Soit ξ̄ un caractère linéaire du groupe Ā. On note lξ̄ un représentant de ξ̄ dans L̃F via

l’isomorphisme Ā∧ ' L̃F/L̃F (G, λ1). On pose alors, pour tout caractère irréductible ζ de
WGF (L, λ1),

(7.4.1) ρζ̄⊗ξ̄ = ρG
ζ̄⊗ξ̄ = lξ̄ρζ .

Avec ces notations, on a alors le

Théorème 7.4.2. La formule 7.4.1 définit une application bijective

Irr W̄GF (L, λ) −→ E(GF ,L, λ)
ζ̄ 7−→ ρζ̄

où E(GF ,L, λ) désigne l’ensemble des composantes irréductibles de RG
L (λ). De plus,

RG
L (λ) =

∑

ζ̄∈Irr W̄
GF (L,λ)

ζ̄(1)ρζ̄.

Preuve - Soient ζ et ζ ′ deux caractères irréductibles de WGF (L, λ1), et soient ξ̄ et ξ̄′ deux
caractères linéaires de Ā. On suppose que ζ̄ ⊗ ξ̄ = ζ̄ ′⊗ ξ̄′. Alors, d’après la proposition 7.3.4,
on a

lξ̄ρζ = lξ̄′ρζ′ .

Cela montre que l’application du théorème 7.4.2 est bien définie. La bijectivité est immé-
diate. �

Remarque - (1) On note K le noyau du morphisme surjectif Ā → A. Alors K est un

sous-groupe central de W̄GF (L, λ), isomorphe à (L̃F/L̃F (λ1))
∧. Soit ζ̄ un caractère irréduc-

tible de W̄GF (L, λ). Alors ζ̄ définit un caractère linéaire de K, c’est-à-dire un élément de
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L̃F/L̃F (λ1), mettons l. La définition de ρζ̄ montre alors que c’est une composante irréduc-

tible de RG
L (lλ1). On peut donc retrouver à quelle série de Harish-Chandra appartient un

caractère de E(GF ,L, λ) grâce au paramétrage 7.4.2.

(2) Si l est un élément de L̃F et si ξ̄ désigne le caractère linéaire de Ā associé à la classe
de l modulo L̃F (G, λ1), alors on a, pour tout caractère irréductible ζ̄ de W̄GF (L, λ),

(7.4.3) lρζ̄ = ρζ̄⊗ξ̄.

Puisque G̃F/GF ' L̃F/LF , on peut retrouver l’action de G̃F sur E(GF ,L, λ) via le paramé-
trage 7.4.2.

(3) Si χ est un caractère irréductible de WG̃F (L̃, λ̃) et si ζ̄ est un caractère irréductible
de W̄GF (L, λ), il résulte de 7.2.5 que

(7.4.4) 〈ResG̃
F

GF ρ̃χ,ρζ̄〉 = 〈Ind
W̄

GF (L,λ)

W
G̃F (L̃,λ̃)

χ, ζ̄〉

(4) Le paramétrage ζ̄ 7→ ρζ̄ n’est défini qu’à conjugaison près par un élément de L̃F : en
effet, il dépend du choix d’une composante irréductible λ1 de λ et du paramétrage ζ 7→ ρζ
qui lui aussi n’est pas bien défini (cf remarque suivant la proposition 7.3.4). Compte tenu
de la formule 7.4.3, cela revient à remplacer le caractère irréductible ζ̄ par ζ̄ ⊗ ξ̄ où ξ̄ est un
caractère linéaire de Ā.

7.5. Induction de Harish-Chandra. Soit Q un sous-groupe parabolique F -stable de
G contenant P et soit M le sous-groupe de Levi de Q contenant L. Puisqu’il est unique, M
est F -stable. On peut définir de la même manière qu’au paragraphe précédent 7.4 un groupe
W̄MF (L, λ), et on a alors une bijection

Irr W̄MF (L, λ) −→ E(MF ,L, λ)
µ̄ 7−→ ρM

µ̄

Le groupe W̄MF (L, λ) est un sous-groupe de W̄GF (L, λ), et on a le

Théorème 7.5.1. Soient µ̄ et ζ̄ deux caractères irréductibles de W̄MF (L, λ) et W̄GF (L, λ)
respectivement. Alors

〈RG
MρM

µ̄ ,ρ
G
ζ̄ 〉 = 〈Ind

W̄
GF (L,λ)

W̄
MF (L,λ)

µ̄, ζ̄〉.

Preuve - Soient τ et τ ′ les caractères linéaires de K (on rappelle que K est le noyau du
morphisme Ā → A, qui est aussi le noyau du morphisme ĀM → AM car il est isomorphe à
L̃F/L̃F (λ1), où AM et ĀM sont définis relativement à M de la même manière que A et Ā).
Puisque K est central dans W̄MF (L, λ) et W̄GF (L, λ), si τ et τ ′ sont différents, alors

〈Ind
W̄

GF (L,λ)

W̄
MF (L,λ) µ̄, ζ̄〉 = 0.

D’autre part, d’après la remarque 1 du paragraphe précédent, les composantes irréductibles
de RG

MρM
µ̄ et ρG

ζ̄ ne sont pas dans la même série de Harish-Chandra. Par suite

〈RG
L ρM

µ̄ ,ρ
G
ζ̄ 〉 = 0.

Cela montre que l’on peut supposer que τ = τ ′. Quitte à conjuguer par un élément de
L̃F , on peut même supposer que τ = τ ′ = 1. Par conséquent, ζ̄ et µ̄ se factorisent par
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des caractères irréductibles ζ et µ de W̄GF (L, λ) et W̄MF (L, λ) respectivement. On a donc
ρG
ζ̄ = ρG

ζ et ρM
µ̄ = ρM

µ . D’après [HL2], théorème 5.9, on a alors

〈RG
Mρ

M
µ , ρ

G
ζ 〉 = 〈Ind

W
GF (L,λ)

W
MF (L,λ) µ, ζ〉.

Il reste alors à vérifier que

〈Ind
W

GF (L,λ)

W
MF (L,λ) µ, ζ〉 = 〈Ind

W̄
GF (L,λ)

W̄
MF (L,λ)

µ̄, ζ̄〉,

ce qui est évident. �

7.6. Restriction à un sous-groupe réductif connexe de G de même type. Soit
G′ un sous-groupe réductif connexe F -stable de G, contenant le groupe dérivé D(G) de G.
On pose T′

0 = T0 ∩ G′. On note (G′∗,T′∗
0 , F

∗) un triplet dual de (G′,T′
0, F ). Les injections

j : G′ → G et i′ : G′ → G̃ induisent des surjections j∗ : G∗ → G′∗ et i′∗ : G̃∗ → G′∗,
commutant avec F ∗ et de sorte que l’on peut supposer que i′∗ = j∗ ◦ i∗. On note Z′ le
centre de G′, et s′ = j∗(s). Alors Z′ = Z ∩ G′. On peut alors définir les groupes W (s′) et
A(s′) de manière similaire à W (s) et A(s). Il est alors clair que W (s) ⊆ W (s′), et donc que
A(s) ⊆ A(s′).

On pose L′ = G′ ∩ P et P′ = G′ ∩ P. D’après [L5], la restriction λ′ de λ à G′F est sans
multiplicité. On note λ′1 une composante irréductible de la restriction à L′ de λ1. D’après
le corollaire 7.2.3, le groupe WGF (L, λ1) (respectivement W̄GF (L, λ)) est un sous-groupe du
groupe WG′F (L′, λ′1) (respectivement W̄G′F (L′, λ′)). On a donc une bijection

Irr W̄G′F (L′, λ′) −→ E(G′,L′, λ′)
ζ̄ ′ 7−→ ρ′

ζ̄′.

Proposition 7.6.1. Soient ζ̄ et ζ̄ ′ deux caractères irréductibles de W̄GF (L, λ) et W̄G′F (L′, λ′)
respectivement. Alors

〈ResG
F

G′F ρζ̄ ,ρζ̄′〉 = 〈Ind
W̄

G′F (L′,λ′)

W̄
GF (L,λ) ζ̄ , ζ̄ ′〉.

Preuve - Quitte à conjuguer par un élément de L̃F , on peut supposer que ζ̄ et ζ̄ ′ proviennent
de caractères irréductibles ζ et ζ ′ de WGF (L, λ1) et WG′F (L′, λ′1) respectivement. Le résultat
découle alors de propriétés élémentaires des algèbres de Hecke comme par exemple la formule
7.2.5. �



70 I. DE ˜G À G
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CHAPITRE II

Formule de Mackey

Ce chapitre est consacré à la démonstration de la formule de Mackey lorsque q est grand.
Nous en donnons deux démonstrations. La première est élémentaire et donne une borne
explicite sur q. La seconde utilise la théorie des faisceaux-caractères de Lusztig (cf [L4]) :
elle ne donne pas de borne explicite sur q et nécessite une condition sur p mais elle est
susceptible d’être améliorée si des progrès sont faits dans la théorie des faisceaux-caractères.
Un des autres objectifs de ce chapitre est de faire le point sur ce qui est connu sur la formule
de Mackey.

Dans ce chapitre, et dans ce chapitre seulement, on se fixe deux sous-groupes paraboliques
P et Q de G ainsi que deux sous-groupes de Levi L et M de P et Q respectivement. On
notera U (respectivement V le radical unipotent de P (respectivement Q). On suppose de
plus que L et M sont F -stables. On se fixe aussi deux sous-groupes réguliers F ∗-stables L∗

et M∗ de G∗ duaux de L et M respectivement.

8. Formule de Mackey et fonctions de Green

8.1. Fonctions de Green. On notera par la suite QG
L (ou QG

L⊂P s’il y a confusion
possible) l’application :

QG
L : GF

u × LF
u −→ K

(u, v) 7−→ Tr((u, v), H∗
c (YU)).

La fonction QG
L est appelée la fonction de Green associée à L et G. Soient g ∈ GF et

l ∈ LF . On pose s = gs, u = gu, t = ls et v = lu. Soit λ (respectivement γ) une fonction
centrale sur LF (respectivement GF ). Les “formules du caractère” (cf, par exemple, [DM1],
proposition 12.2) sont les suivantes :

(8.1.1) RG
L (λ)(su) =

1

|LF |
1

|C◦
G(s)F |

∑

h∈GF

s∈hL

∑

v∈C◦

hL
(s)F

u

Q
C◦

G
(s)

C◦

hL
(s)(u, v

−1)hλ(sv),

(8.1.2) ∗RG
L (γ)(tv) =

1

|C◦
G(t)F |

∑

u∈C◦

G
(t)F

u

Q
C◦

G
(t)

C◦

L
(t) (u, v

−1)γ(tu).
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Remarque - Tout comme le foncteur d’induction de Lusztig, la fonction de Green QG
L

dépend a priori du choix du sous-groupe parabolique P de G dont L est un sous-groupe
de Levi. S’il y a une ambigüıté, on notera QG

L⊂P la fonction de Green QG
L . La formule de

Mackey implique l’indépendance des foncteurs d’induction de Lusztig (et donc des fonctions
de Green) par rapport au choix de ce sous-groupe parabolique. Il est donc un peu gênant
de ne pas les écrire tant que l’on n’a pas démontré la formule de Mackey. Cependant, on
essaiera de faire attention à ce que ce choix du sous-groupe parabolique soit toujours clair,
ou du moins implicite, pour ne pas alourdir les notations. Par exemple, dans la formule du

caractère 8.1.1, lorsque s ∈ hLF , la fonction de Green Q
C◦

G
(s)

C◦

hL
(s) est en fait la fonction de Green

Q
C◦

G
(s)

C◦

hL
(s)⊂C◦

hP
(s).

8.2. Formule de Mackey. On notera SG(L,M) l’ensemble des éléments x ∈ G tels que
L ∩ xM contienne un tore maximal de G. On appelle formule de Mackey pour le triplet
(G,L,M), et on notera M(G,L,M), la formule suivante :

(8.2.1) ∗RG
L ◦RG

M =
∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

RL
L∩xM ◦ ∗R

xM
L∩xM ◦ (adx)∗.

Conjecture (M) : La formule de Mackey a lieu pour tout triplet (G,L,M) comme ci-dessus.

La formule de Mackey a déjà été démontrée dans quelques cas. Voici ceux qui seront utilisés
par la suite :

Proposition 8.2.2. (i) Si P et Q sont F -stables, alors M(G,L,M) est vraie.
(ii) Si L ou M est un tore maximal de G, alors M(G,L,M) est vraie.

Preuve - cf, par exemple, [DM1], théorème 5.1 pour le (i) et théorème 11.13 pour le (ii). �

Si λ et µ sont deux fonctions centrales sur LF et MF respectivement, on posera :

RG
L,M(λ, µ) = 〈RG

L λ,R
G
Mµ〉GF −

∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

〈∗RL
L∩xMλ,

∗R
xM
L∩xM

xµ〉LF∩xMF .

La formule de Mackey M(G,L,M) est équivalente à la nullité de RG
L,M(λ, µ) pour toutes

fonctions centrales λ et µ sur LF et MF respectivement.

8.3. Conjecture sur les fonctions de Green. On reprend les notations du paragraphe
8.2. Si u (respectivement v) est un élément unipotent F -stable de G (respectivement L), on
notera QG

L (u, .) (respectivement QG
L (., v)) la fonction sur LF (respectivement GF ) valant 0

en dehors des éléments unipotents et valant QG
L (u, v) en v (respectivement u).

On appellera par la suite formule de Mackey pour les fonctions de Green pour le
triplet (G,L,M), et on notera G(G,L,M), la formule :

〈QG
L (., v−1), QG

M(., w−1)〉GF =
∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

〈QL
L∩xM(v, .), Q

xM
L∩xM(xw, .)〉LF∩xMF

pour tous v ∈ LF
u et w ∈ MF

u .



8. FORMULE DE MACKEY ET FONCTIONS DE GREEN 73

Conjecture (G) : La formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu pour tout triplet
(G,L,M) comme ci-dessus.

On posera, pour tous v ∈ LF
u et w ∈ MF

u ,

QG
L,M(v, w) = 〈QG

L (., v−1), QG
M(., w−1)〉GF

−
∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

〈QL
L∩xM(v, .), Q

xM
L∩xM(xw, .)〉LF∩xMF

La formule G(G,L,M) est équivalente à la nullité de QG
L,M(v, w) pour tous v ∈ LF

u et

w ∈ MF
u .

8.4. Un lemme de récurrence. On notera par la suite T(G,L,M) l’ensemble des tri-
plets (G′,L′,M′) où G′ est un sous-groupe réductif connexe F -stable de G de même rang,
et où L′ et M′ sont des sous-groupes de Levi F -stables de sous-groupes paraboliques de G′

tels que L′ est contenu dans un conjugué de L sous GF et M′ est contenu dans un conjugué
de M sous GF et tels que

dimG′ + dimL′ + dimM′ < dimG + dim L + dimM.

Notre stratégie pour démontrer la formule de Mackey pour q grand commence par démontrer
l’équivalence des conjectures (M) et (G).

Lemme 8.4.1. On suppose que la formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu
pour tout triplet (G′,L′,M′) ∈ T(G,L,M). Soient λ et µ deux fonctions centrales sur LF et
MF respectivement. Alors :

RG
L,M(λ, µ) =

1

|LF |.|MF |
∑

z∈ZF

∑

v∈LF
u

w∈MF
u

λ(zv)µ(z−1w−1)QG
L,M(v, w)

Preuve - On pose

P (λ, µ) = 〈RG
L λ,R

G
Mµ〉GF ,

Q(λ, µ) =
∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

〈∗RL
L∩xMλ,

∗R
xM
L∩xM

xµ〉LF∩xMF .
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D’après la formule du caractère 8.1.1, on a :

P (λ, µ) =
1

|GF |
∑

s∈GF
s

∑

u∈C◦

G
(s)F

u

1

|LF |.|MF |.|C◦
G(s)F |2

∑

g∈GF

s∈gL

∑

v∈C◦
gL

(s)F
u

Q
C◦

G
(s)

C◦
gL

(s)(u, v
−1)gλ(sv)

∑

h∈GF

s∈hM

∑

w∈C◦

hM
(s)F

u

Q
C◦

G
(s)

C◦

hM
(s)(u, w

−1)hµ(s−1w−1)

=
1

|GF |
∑

z∈ZF

∑

u∈GF
u

1

|LF |.|MF |.|GF |2
∑

g∈GF

h∈GF

∑

v∈gLF
u

w∈hMF
u

QG
gL(u, v−1)QG

hM(u, w−1)gλ(zv)hµ(z−1w−1)

+P ′(λ, µ)

=
1

|GF |
∑

z∈ZF

∑

u∈GF
u

1

|LF |.|MF |
∑

v∈LF
u

w∈MF
u

QG
L (u, v−1)QG

M(u, w−1)λ(zv)µ(z−1w−1)

+P ′(λ, µ)

=
1

|LF |.|MF |
∑

z∈ZF

∑

v∈LF
u

w∈MF
u

λ(zv)µ(z−1w−1)〈QG
L (., v−1), QG

M(., w−1)〉GF

+P ′(λ, µ),

où on a posé :

P ′(λ, µ) =
1

|GF |
∑

s∈GF
s −ZF

∑

u∈C◦

G
(s)F

u

1

|LF |.|MF |.|C◦
G(s)F |2

∑

g∈GF

s∈gL

∑

v∈C◦
gL

(s)F
u

Q
C◦

G
(s)

C◦
gL

(s)(u, v
−1)gλ(sv)

∑

h∈GF

s∈hM

∑

w∈C◦

hM
(s)F

u

Q
C◦

G
(s)

C◦

hM
(s)(u, w

−1)hµ(s−1w−1)

On va mener le même calcul avec Q(λ, µ). Pour cela, on a besoin d’indexer différemment
la somme qui définit Q(λ, µ). Si x ∈ SG(L,M)F , on a

|LFxMF | =
|LF |.|MF |
|LF ∩ xMF | .

Par conséquent,

Q(λ, µ) =
∑

x∈SG(L,M)F

|LF ∩ xMF |
|LF |.|MF | 〈

∗RL
L∩xM(λ), ∗R

xM
L∩xM(xµ)〉LF∩xMF .
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On notera SG×G(L,M) l’ensemble des couples (g, h) ∈ G × G tels que gL ∩ hM contienne
un tore maximal de G. Avec cette nouvelle notation, on a :

Q(λ, µ) =
1

|LF |.|MF |.|GF |
∑

(g,h)∈SG×G(L,M)F

|gLF∩hMF |〈∗RgL
gL∩hM(gλ), ∗R

hM
gL∩hM(hµ)〉gLF∩hMF .

En utilisant cette fois-ci la formule du caractère 8.1.2, on obtient :

Q(λ, µ) =
1

|LF |.|MF |
∑

z∈ZF

∑

v∈LF
u

w∈MF
u

λ(zv)µ(z−1w−1)

∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

〈QL
L∩xM(v, .), Q

xM
L∩xM(xw, .)〉LF∩xMF

+Q′(λ, µ),

où on a posé :

Q′(λ, µ) =
1

|LF |.|MF |.|GF |
∑

(g,h)∈SG×G(L,M)F

∑

s∈gLF
s ∩hMF

s

s 6∈ZF

∑

u∈C◦

gL∩hM
(s)F

u

1

|C◦
gL(s)F |.|C◦

hM
(s)F |

∑

v∈C◦
gL

(s)F
u

w∈C◦

hM
(s)F

u

Q
C◦

gL
(s)

C◦

gL∩hM
(s)(v, u

−1)Q
C◦

hM
(s)

C◦

gL∩hM
(s)(w, u

−1)gλ(sv)hµ(s−1w−1).

Finalement, on a

RG
L,M(λ, µ) =

1

|LF |.|MF |
∑

z∈ZF

∑

v∈LF
u

w∈MF
u

λ(zv)µ(z−1w−1)QG
L,M(v, w)

+P ′(λ, µ) −Q′(λ, µ),

ce qui montre que le lemme 8.4.1 résulte du

Lemme 8.4.2. Avec les hypothèses du lemme 8.4.1, on a P ′(λ, µ) = Q′(λ, µ).

Preuve - Pour tout élément s semi-simple de GF n’appartenant pas à ZF , la formule
G(C◦

G(s), C◦
gL(s), C◦

hM
(s)) est vraie par hypothèse (où g et h sont deux éléments de GF tels
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que s ∈ gLF ∩ hMF ). Par suite,

P ′(λ, µ) =
1

|GF |
∑

g∈GF

h∈GF

∑

s∈gLF
s ∩hMF

s

s 6∈ZF

1

|LF |.|MF |.|C◦
G(s)F |

∑

v∈C◦
gL

(s)F
u

w∈C◦

hM
(s)F

u

gλ(sv)hµ(s−1w−1)〈QC◦

G
(s)

C◦
gL

(s)(., v
−1), Q

C◦

G
(s)

C◦

hM
(s)(., w

−1)〉C◦

G
(s)F

=
1

|GF |
∑

g∈GF

h∈GF

∑

s∈gLF
s ∩hMF

s

s 6∈ZF

1

|LF |.|MF |.|C◦
G(s)F |

∑

v∈C◦
gL

(s)F
u

w∈C◦

hM
(s)F

u

gλ(sv)hµ(s−1w−1)

∑

y∈SC◦

G
(s)(C

◦
gL

(s),C◦

hM
(s))F

|C◦
gL∩yhM

(s)F |
|C◦

gL(s)F |.|C◦
hM

(s)F |

〈QC◦
gL

(s)

C◦

gL∩yhM
(s)(v, .), Q

yC◦

hM
(s)

C◦

gL∩yhM
(s)(

yw, .)〉C◦

gL∩yhM
(s)F .

De même, on a :

Q′(λ, µ) =
1

|LF |.|MF |.|GF |
∑

(g,h)∈SG×G(L,M)F

∑

s∈gLF
s ∩hMF

s

s 6∈ZF

|C◦
gL∩hM

(s)F

|C◦
gL(s)F |.|C◦

hM
(s)F |

∑

v∈C◦
gL

(s)F
u

w∈C◦

hM
(s)F

u

〈QC◦
gL

(s)

C◦

gL∩hM
(s)(v, .), Q

C◦

hM
(s)

C◦

gL∩hM
(s)(w, .)〉C◦

gL∩hM
(s)F

gλ(sv)hµ(s−1w−1).

On pose :

A = {(g, h, s, y, v, w) ∈ (GF )6 | s ∈ gLF ∩ hMF − ZF , y ∈ SC◦

G
(s)(C

◦
gL(s), C◦

hM(s))F ,

v ∈ C◦
gL(s)Fu , w ∈ C◦

hM(s)Fu },

B = {(g, h, s, v, w) ∈ (GF )5 | (g, h) ∈ SG×G(L,M), s ∈ gLF ∩ hMF − ZF ,

v ∈ C◦
gL(s)Fu , w ∈ C◦

hM(s)Fu }.

Pour tout (g, h, s, y, v, w) ∈ A (respectivement (g, h, s, v, w) ∈ B), on pose :

ρ(g, h, s, y, v, w) =
1

|GF |.|LF |.|MF | .
|C◦

gL∩yhM
(s)F |

|C◦
gL(s)F |.|C◦

yhM
(s)F |

〈QC◦
gL

(s)

C◦

gL∩yhM
(s)(v, .), Q

C◦

yhM
(s)

C◦

gL∩yhM
(s)(w, .)〉C◦

gL∩
yhM

(s)F
gλ(sv)hµ(s−1w−1)

(respectivement

σ(g, h, s, v, w) =
1

|GF |.|LF |.|MF | .
|C◦

gL∩hM
(s)F |

|C◦
gL(s)F |.|C◦

hM
(s)F |

〈QC◦
gL

(s)

C◦

gL∩hM
(s)(v, .), Q

C◦

hM
(s)

C◦

gL∩hM
(s)(

yw, .)〉C◦

gL∩hM
(s)F

gλ(sv)hµ(s−1w−1) )
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de sorte que :

P ′(λ, µ) =
∑

(g,h,s,y,v,w)∈A

1

|C◦
G(s)F |ρ(g, h, s, y, v, w),

Q′(λ, µ) =
∑

(g,h,s,v,w)∈B

σ(g, h, s, v, w).

On considère l’application

π : A −→ B

(g, h, s, y, v, w) 7−→ (g, yh, s, v, yw).

Le lemme 8.4.2 découle alors immédiatement des propriétés suivantes de l’application π :

Lemme 8.4.3. (i) L’application π est bien définie et surjective.

(ii) Si (g, h, s, v, w) ∈ B, alors |π−1(g, h, s, v, w)| = |C◦
G(s)F |.

(iii) Si (g, h, s, y, v, w) ∈ A, alors :

σ(π(g, h, s, y, v, w)) = ρ(g, h, s, y, v, w).

Preuve - • Soit (g, h, s, y, v, w) ∈ A. Pour montrer que π(g, h, s, y, v, w) ∈ B, il suffit
de montrer que (g, yh) ∈ SG(L,M). Or, par hypothèse, C◦

gL(s) ∩ C◦
yhM

(s) contient un tore
maximal de C◦

G(s), donc gL ∩ hM contient un tore maximal de G. L’application π est donc
bien définie.

Soit (g, h, s, v, w) ∈ B. Puisque s ∈ gL ∩ hM, il existe un tore maximal T de gL ∩
hM contenant s. Par suite, T est contenu dans C◦

gL(s) ∩ C◦
hM

(s), ce qui montre que 1 ∈
SC◦

G
(s)(C

◦
gL(s), C◦

hM
(s). Par suite, (g, h, s, 1, v, w) ∈ A et (g, h, s, v, w) = π(g, h, s, 1, v, w) ce

qui montre que π est surjective. D’où le (i).

• Si (g, h, s, v, w) ∈ B, il est facile de vérifier que :

π−1(g, h, s, v, w) = {(g, y−1h, s, y, v, y
−1

w) | y ∈ C◦
G(s)F},

ce qui montre le (ii).

• Le (iii) est trivial. �

Le lemme 8.4.1 implique facilement par récurrence sur dimG + dimL + dimM la

Proposition 8.4.4. Les conjectures (M) et (G) sont équivalentes.

9. Fonctions absolument cuspidales
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9.1. Définition. On a défini les caractères irréductibles cuspidaux d’un groupe réductif
comme étant ceux dont les restrictions de Harish-Chandra sont nulles. La notion de fonction
absolument cuspidale est l’analogue lorsque l’on considère les restrictions de Lusztig :

Définition 9.1.1. Une fonction centrale γ sur GF est dite absolument cuspidale si, pour
tout sous-groupe parabolique P de G et pour tout sous-groupe de Levi F -stable L de P, on
a :

∗RG
L (γ) = 0.

On notera NG(L,M) l’ensemble des éléments n de G tels que nM = L. Soient λ et µ deux
fonctions absolument cuspidales sur LF et MF respectivement. On a alors

RG
L,M(λ, µ) = 〈RG

L (λ), RG
M(µ)〉GF −

∑

n∈LF \NG(L,M)F /MF

〈λ, nµ〉LF .

Conjecture (A) : Pour tout triplet (G,L,M) comme ci-dessus et pour toutes fonctions
absolument cuspidales λ et µ sur LF et MF respectivement, on a RG

L,M(λ, µ) = 0.

9.2. Un autre lemme de récurrence. Ce lemme va nous permettre, en raisonnant par
récurrence, de n’avoir à vérifier la formule de Mackey que pour les fonctions absolument
cuspidales.

Lemme 9.2.1. Soit K un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique de L.
On suppose que la formule de Mackey M(G,K,M) a lieu et que, pour tout x ∈ SG(L,M)F ,
la formule de Mackey M(L,L ∩ xM,K) a aussi lieu. Alors, pour toutes fonctions centrales
χ et µ sur LF et MF respectivement, on a

RG
L,M(RL

Kχ, µ) = 0

Preuve - Par hypothèse, la formule de Mackey M(G,K,M) a lieu, donc

〈RG
L (RL

K(χ)), RG
M(µ)〉GF =

∑

z∈SG(K,M)

|KF ∩ zMF |
|KF |.|MF | 〈

∗RK
K∩zM(χ), ∗R

zM
K∩zM(zµ)〉KF∩zMF .

De même, pour tout x ∈ SG(L,M)F , la formule de Mackey M(L,L ∩ xM,K) a lieu par
hypothèse. Par suite :

∑

x∈SG(L,M)F

|LF ∩ xMF |
|LF |.|MF | 〈

∗RL
L∩xM(RG

K(χ)), ∗R
xM
L∩xM(xµ)〉LF∩xMF

=
∑

x∈SG(L,M)F

|LF ∩ xMF |
|LF |.|MF |

∑

y∈SL(L∩xM,K)F

|LF ∩ xMF ∩ yKF |
|LF ∩ xMF |.|KF |

〈RL∩xM
L∩xM∩yK ◦ ∗R

yK
L∩xM∩yK(yχ), ∗R

xM
L∩xM(xµ)〉LF∩xMF

=
∑

x∈SG(L,M)F

∑

y∈SL(L∩xM,K)F

|xMF ∩ yKF |
|LF |.|MF |.|KF | 〈

∗R
yK
xM∩yK(yχ), ∗R

xM
xM∩yK(xµ)〉xMF∩yKF

=
∑

(x,y)∈M

|KF ∩ y−1xMF |
|LF |.|MF |.|KF | 〈

∗RK

K∩y−1xM
(χ), ∗R

y−1xM

K∩y−1xM
(y

−1xµ)〉
KF∩y−1xMF
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où M l’ensemble des couples (x, y) ∈ (GF )2 tels que x ∈ SG(L,M)F et y ∈ SL(L∩ xM,K)F .
Le lemme 9.2.1 résulte alors du fait que l’application

M −→ SG(K,M)F

(x, y) 7−→ y−1x

est surjective et a toutes ses fibres de cardinal |LF |. �

On retrouve, grâce au lemme 9.2.1, le résultat suivant bien connu :

Corollaire 9.2.2. Si toutes les fonctions centrales sur LF (ou sur MF ) sont uniformes,
alors la formule de Mackey M(G,L,M) est vraie.

Preuve - Cf (ii) de la proposition 8.2.2. �

Le lemme 9.2.1 sera utilisé par la suite sous la forme suivante :

Corollaire 9.2.3. On suppose que la formule de Mackey M(G′,L′,M′) a lieu pour tout tri-
plet (G′,L′,M′) ∈ T(G,L,M). Soit K un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe
parabolique propre de L. Alors, pour toutes fonctions centrales χ et µ sur KF et MF respec-
tivement, on a

RG
L,M(RL

Kχ, µ) = 0

9.3. Équivalence des conjectures (M) et (A). Comme annoncé, le lemme 9.2.1 per-
met de se ramener à la vérification de la formule de Mackey pour les fonctions absolument
cuspidales seulement :

Théorème 9.3.1. Les conjectures (M) et (A) sont équivalentes.

Preuve - La conjecture (A) est un cas particulier de la conjecture (M). On suppose
donc la conjecture (A) vraie. Pour montrer qu’elle implique la conjecture (M), on raisonne
par récurrence sur dimG + dimL + dim M, de sorte que l’on peut supposer que, pour
tout (G′,L′,M′) ∈ T(G,L,M), la formule de Mackey M(G′,L′,M′) a lieu. On notera L

l’ensemble des sous-groupes de Levi F -stables de sous-groupes paraboliques propres de L.
Soient λ et µ deux fonctions centrales sur LF et MF respectivement. On écrit λ = λ′ + λ′′,
où λ′ est une fonction absolument cuspidale de LF et

λ′′ =
∑

K∈L

aKR
L
K(χK)

où les aK sont des éléments de K et les χK sont des fonctions centrales sur KF (K ∈ L).
On a alors

RG
L,M(λ, µ) = RG

L,M(λ′, µ) +RG
L,M(λ′′, µ)

= RG
L,M(λ′, µ)

d’après le corollaire 9.2.3 en utilisant l’hypothèse de récurrence. On peut donc supposer que
λ est absolument cuspidale. De même, on peut supposer que µ est absolument cuspidale, et
donc, puisque (A) est vraie, on a

RG
L,M(λ, µ) = 0,

ce qui montre la conjecture (M). �
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10. Formule de Mackey pour q grand

10.1. Énoncé. On notera par la suite L(G) l’ensemble des diviseurs des coefficients de
la plus grande racine de G. On notera `(G) le plus grand élément de L(G). On notera
ι(G) le plus grand des nombres |Z(G′)/Z(G′)◦| où G′ parcourt l’ensemble des sous-groupes
réductifs connexes F -stables de G de même rang.

Théorème 10.1.1. Si q > 1 + `(G)ι(G)3, alors la formule de Mackey M(G,L,M) et la
formule de Mackey pour les fonctions de Green G(G,L,M) ont lieu.

Le reste de cette section est consacrée à la démonstration du théorème 10.1.1.

10.2. Quelques réductions... On suppose donc que q > 1+ `(G)ι(G)3. On va montrer
le théorème 10.1.1 par récurrence sur n = dimG+dim L+dim M. Compte tenu de la propo-
sition 8.2.2, le théorème 10.1.1 est vrai pour les petites valeurs de n. On peut donc supposer
que, pour tout (G′,L′,M′) ∈ T(G,L,M), les formules M(G′,L′,M′) et G(G′,L′,M′) ont
lieu (en effet, q > 1 + `(G′)ι(G′)3).

On peut aussi supposer que L et M sont différents de G car sinon, il n’y a rien à montrer.
Soient λ et µ deux caractères irréductibles de LF et MF respectivement. On reprend les

notations du lemme 8.4.1 (P (λ, µ), Q(λ, µ), . . . ). Il suffit de montrer que P (λ, µ) = Q(λ, µ).
Soit s (respectivement t) un élément semi-simple de L∗F ∗

(respectivement M∗F ∗

) tel que
λ ∈ E(LF , (s)L∗) (respectivement µ ∈ E(MF , (t)M∗)).

Lemme 10.2.1. Si les éléments s et t ne sont pas conjugués sous G∗F ∗

, alors P (λ, µ) =
Q(λ, µ) = 0.

Preuve - Résulte immédiatement du lemme 6.3.2. �

On supposera donc par la suite que s et t sont conjugués sous G∗F ∗

. On peut même
supposer que s = t pour simplifier.

On note Ḡ le groupe quotient G/Z◦, et on note π : G → Ḡ la projection canonique. On
posera L̄ = π(L) et M̄ = π(M). On notera aussi π∗ : C(ḠF ) → C(GF ) induite par π.

Lemme 10.2.2. Avec les notations ci-dessus, on a

π∗ ◦RḠ
L̄ = RG

L ◦ π∗.

Par conséquent, on a, pour tous u et v dans GF
u et LF

u respectivement :

QḠ
L̄ (π(u), π(v)) = QG

L (u, v).

Preuve - Le résultat sur les fonctions de Green résulte du résultat sur les foncteurs de
Lusztig par application de la formule du caractère 8.1.1 en remarquant que les fonctions
centrales à support unipotents de GF sont les images par π∗ des fonctions analogues sur ḠF .
Il suffit donc de montrer la première assertion.

On note Ū l’image de U par π (Ū est isomorphe à U). L’application π induit par restriction
une application notée π0 : YG

U → YḠ
Ū

.

Lemme 10.2.3. L’application π0 induit un isomorphisme YG
U/Z

◦F ' YḠ
Ū

.
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Preuve - Il suffit de montrer que π0 est surjective et que toutes ses fibres sont des orbites
sous l’action de Z◦F par translation.

• Soit ḡ ∈ YḠ
Ū

. On trouve g dans G tel que π(g) = ḡ. Par suite, g−1F (g) = zu où z ∈ Z◦

et u ∈ U. D’après le théorème de Lang, il existe z′ ∈ Z◦ tel que z′−1F (z′) = z. On pose alors
g′ = gz′. On a alors π(g′) = ḡ et g′ ∈ YG

U, ce qui montre que π0 est surjective.

• Soient g et g′ dans YG
U tels que π(g) = π(g′). Il existe z dans Z◦ tels que g′ = gz. Par

suite, z−1F (z)g−1F (g) ∈ U, donc U ∩ z−1F (z)U 6= ∅. Donc F (z) = z, ce qui termine la
démonstration du lemme 10.2.3. �

Le lemme 10.2.3 montre que, pour tout i > 0, on a

(10.2.4) H i
c(Y

Ḡ
Ū ,Q`) ' H i

c(Y
G
U,Q`)

Z◦F

.

Pour tout τ ∈ (Z◦F )∧, on note H i
c(Y

G
U,Q`)τ la composante τ -isotypique de H i

c(Y
G
U ,Q`) pour

l’action de ZF par translation.
Soit V un L̄F -module irréductible. On note π∗(V ) le LF -module irréductible obtenu à

partir de V via l’application π : LF → L̄F . On a alors

RG
L (π∗(V )) = H∗

c (Y
G
U,Q`) ⊗KLF π∗(V )

=
⊕

τ∈(Z◦F )

H∗
c (Y

G
U ,Q`)τ ⊗KLF π∗(V )

= H∗
c (Y

G
U,Q`)1 ⊗KLF π∗(V )

car, pour tout caractère linéaire non trivial τ de Z◦F , on a H∗
c (Y

G
U,Q`)τ ⊗KLF π∗(V ) = 0 car

Z◦F agit trivialement sur π∗(V ). Par suite,

RG
L (π∗(V )) = H∗

c (Y
G
U,Q`)

Z◦F ⊗KLF π∗(V )

= π∗(H∗
c (Y

Ḡ
Ū ,Q`) ⊗KL̄F V )

= π∗(RḠ
L̄ (V ))

d’après l’isomorphisme 10.2.4. �

Compte tenu du lemme 8.4.1, les formules M(G,L,M) et G(G,L,M) sont équivalentes.
Le lemme 10.2.2 montre que l’on peut supposer que le groupe G est semi-simple, ce qui sera
fait dans la suite de cette section.

10.3. Éléments quasi-isolés. Ce paragraphe permettra de faire quelques réductions sur
l’élément semi-simple s.

Définition 10.3.1. L’élément semi-simple s de G∗ sera dit quasi-isolé (dans G∗) si son
centralisateur CG∗(s) n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique propre de G∗.

On va commencer par un lemme général sur les éléments quasi-isolés :

Lemme 10.3.2. Soit Z∗ le centre de G∗. Soit s un élément quasi-isolé de G∗. Alors l’ordre
de l’image de s dans G∗/Z∗ divise un des nombres |Z|.r, où r parcourt L(G∗) = L(G).
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Preuve - On rappelle que s est dit isolé (dans G∗) si C◦
G∗(s) n’est contenu dans aucun sous-

groupe de Levi de sous-groupe parabolique propre de G∗. Il est bien connu (cf [B], chapitre
VI, exercice 4 du paragraphe 4) que l’ordre de l’image d’un élément isolé dans G∗/Z∗ un
élément de L(G).

On pose k = |CG∗(s)/C◦
G∗(s)|. Il est bien connu que k divise l’ordre de Z (on va le

redémontrer car on aura besoin de la démonstration). Il suffit donc de montrer que sk est
isolé.

Soit π : G̃∗ → G∗ un revêtement simplement connexe de G∗. On note A le noyau de π.
Alors |A| = |Z| (on rappelle que G est supposé semi-simple). Soit s̃ un élément de G̃∗ tel
que π(s̃) = s. On considère l’application

θs : CG∗(s) −→ A
g 7−→ g̃s̃g̃−1s̃−1 = [g̃, s̃]

où g̃ est un élément de G̃∗ tel que π(g̃) = g (on remarque que θs(g) ne dépend pas du choix
de g̃). D’autre part, θs est un morphisme de groupes.

Puisque G̃∗ est simplement connexe, le centralisateur CG̃∗(s̃) est connexe (cf [S], théorème
8.1), et son image est C◦

G∗(s) (cf, par exemple, [DM1], proposition 2.3, (ii)). Le noyau de θs
est donc exactement C◦

G∗(s).
Pour montrer que sk est isolé, il suffit de montrer que C◦

G∗(sk) contient CG∗(s). Soit donc
g ∈ CG∗(s). On a alors θs(g

k) = 1 car gk ∈ C◦
G∗(s). Or, par un calcul facile, θs(g

k) = θs(g)
k =

θsk(g). Donc g est dans le noyau de θsk donc appartient à C◦
G∗(sk). �

Lemme 10.3.3. Si l’élément s de L∗ n’est pas quasi-isolé dans L∗, alors

RG
L,M(λ, µ) = 0.

Preuve - Soit K∗ l’intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques
de L∗ contenant CL∗(s). Alors K∗ est un sous-groupe de Levi F ∗-stable d’un sous-groupe
parabolique de L∗ et K∗ 6= L∗ par hypothèse. On note K un sous-groupe de Levi F -stable
d’un sous-groupe parabolique de L dual de K. D’après [L1], corollaire 9, il existe un caractère
irréductible χ de KF tel que λ = εLεKR

L
Kχ. Par suite, il résulte du corollaire 9.2.3 que

RG
L,M(λ, µ) = 0. �

Lemme 10.3.4. Si l’élément s de G∗ n’est pas quasi-isolé dans G∗, alors

RG
L,M(λ, µ) = 0.

Preuve - Soit K∗ l’intersection de tous les sous-groupes de Levi de sous-groupes parabo-
liques de G∗ contenant CG∗(s). Alors K∗ est un sous-groupe de Levi F ∗-stable d’un sous-
groupe parabolique de G∗, contenant CG∗(s), et distinct de G∗. Le groupe K∗ ∩ L∗ est un
sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de L∗ contenant CL∗(s), donc K∗ contient
L∗ car s est quasi-isolé dans L∗. De même, K∗ contient M∗.

Soit K un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique de G dual de K∗.
On peut supposer que L et M sont contenus dans K. D’après [DM1], remarque 13.28, le
foncteur RG

K induit une isométrie

RG
K : KE(KF , [s]K∗F∗) → KE(GF , [s]G∗F∗ ).
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Par conséquent,

〈RG
L λ,R

G
Mµ〉GF = 〈RK

L λ,R
K
Mµ〉KF

=
∑

x∈LF \SK(L,M)F /MF

〈∗RL
L∩xMλ,

∗R
xM
L∩xM

xµ〉LF∩xMF

car, par hypothèse de récurrence, la formule de Mackey M(K,L,M) a lieu. Il suffit donc de
montrer que, si x est un élément de SG(L,M)F n’appartenant pas à K, alors

〈∗RL
L∩xMλ,

∗R
xM
L∩xM

xµ〉LF∩xMF = 0.

Soit donc x ∈ SG(L,M)F tel que

(♣) 〈∗RL
L∩xMλ,

∗R
xM
L∩xM

xµ〉LF∩xMF 6= 0.

On a une bijection naturelle entre LF\SG(L,M)F/MF et L∗F ∗\SG∗(L∗,M∗)F
∗

/M∗F ∗

. Il
correspond donc à x un élément x∗ de SG∗(L∗,M∗)F

∗

tel que L∗ ∩ x∗M∗ soit un dual de
L ∩ xM. Il résulte de la non-nullité du membre de gauche de (♣) et du lemme 6.3.2 qu’il
existe un élément l ∈ L∗F ∗

et un élément m ∈ M∗F ∗

tel que ls = x∗(ms). Par conséquent,
l−1x∗m centralise s donc appartient à K∗, et donc x∗ appartient à K∗ car L∗ et M∗ sont
contenus dans K∗. Par suite, x ∈ K car L et M sont contenus dans K. �

Compte tenu des lemmes 10.3.3 et 10.3.4, on peut, et ce sera fait par la suite, supposer
que s est un élément quasi-isolé dans G∗, dans L∗ ainsi que dans M∗ par symétrie.

10.4. Fin de la preuve du théorème 10.1.1. Soit π : G̃∗ → G∗ un revêtement
simplement connexe de G∗. On notera encore F ∗ l’endomorphisme de Frobenius induit par F ∗

sur G̃∗. L’indice de π(G̃∗F ∗

) dans G∗F ∗

est inférieur ou égal à ι(G) (par définition de ι(G)).

En effet, d’après le théorème de Lang, G∗F ∗

/π(G̃∗F ∗

) ' H1(F ∗,Ker π), et |Kerπ| = |Z|.

Lemme 10.4.1. Il existe un élément z ∈ Z(L∗)F
∗ ∩ π(G̃∗F ∗

) tel que sz et s ne soient pas
conjugués sous G∗.

Preuve - Soit T∗ un tore maximal F ∗-stable de L∗ contenant s. On note Φ le système de
racines de G∗ relativement à T∗ et soit W ∗ le groupe de Weyl de G∗ relativement à T∗.
Soit z ∈ Z(L∗) tel que s et sz soient conjugués sous G∗. Alors ils sont conjugués sous W ∗.
Soit w ∈W ∗ tel que ws = sz. Alors, pour tout α ∈ Φ, on a α(s)α(z) = w(α)(s), c’est-à-dire
α(z) = (w(α) − α)(s). D’autre part, d’après le lemme 10.3.2, l’ensemble {β(s) | β ∈ Φ} est
d’ordre inférieur ou égal à `(G)ι(G). Il suffit donc de montrer qu’il existe une racine α telle
que

|α(Z(L∗)F
∗ ∩ π(G̃∗F ∗

)| > `(G)ι(G).

D’autre part, l’indice de l’image de Z(L∗)F
∗ ∩π(G̃∗F ∗

) par une racine α dans α(Z(L∗)F
∗

) est
inférieur ou égal à ι(G). Finalement, il suffit de montrer qu’il existe une racine α telle que

(♦) |α(Z(L∗)F
∗

)| > `(G)ι(G)2.

Soit α une racine de G∗ relativement à T∗ qui ne soit pas une racine de L∗. On note K
le noyau de la restriction α : Z(L∗) → F×, et on note K ′ = K ∩ F ∗

K ∩ · · · ∩ F ∗r−1
K où

r est un entier tel que F ∗r(K) = K. Alors K ′ est un sous-groupe F ∗-stable de Z(L∗) et
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Z(L∗)/K ′ est un groupe diagonalisable de dimension supérieure ou égale à 1. D’autre part,
Z(L∗)F

∗ ∩K = Z(L∗)F
∗ ∩K ′, et on a

|α(Z(L∗)F
∗

)| = |Z(L∗)F
∗

/Z(L∗)F
∗ ∩K ′|.

On note σ : Z(L∗)F
∗

/Z(L∗)F
∗ ∩K ′ ↪→ (Z(L∗)/Z(L∗)∩K ′)F

∗

l’injection canonique. Il résulte
du théorème de Lang que l’indice de l’image de σ dans (Z(L∗)/Z(L∗) ∩ K ′)F

∗

est égal au
cardinal de H1(F ∗, K ′). De plus, |(Z(L∗)/Z(L∗) ∩K ′)F

∗| > q − 1, donc

|α(Z(L∗)F
∗

)| >
q − 1

|H1(F ∗, K ′)|

>
`(G)ι(G)3

|K ′/K ′◦|
donc, pour montrer (♦), il suffit de montrer que |K ′/K ′◦| 6 ι(G).

On note φ l’automorphisme de X(T∗) tel que, pour tout x ∈ X(T∗), on ait F ∗(x) = qφ(x).
On note ΦL le système de racines de L∗ relativement à T∗. Alors |K ′/K ′◦| est égal au cardinal
de (X(T∗)/Λ)p′, où Λ est le sous réseau de X(T∗) engendré par ΦL et α, φ(α), . . . , φr−1(α).
Or, par définition, |(X(T∗)/Λ)p′| 6 ι(G). �

Si z ∈ Z(L∗)F
∗

, on notera ϕL
z le caractère linéaire de LF induit par z. D’autre part, ϕL

z

est trivial sur ZF si et seulement si z ∈ Z(L∗)F
∗ ∩ π(G̃∗F ∗

).

Soit donc z un élément de Z(L∗)F
∗ ∩ π(G̃∗F ∗

) tel que s et sz ne soient pas conjugués sous
G∗. Alors, d’après le lemme 10.2.1, on a

RG
L,M(λ⊗ ϕL

z , µ) = 0

car λ⊗ϕL
z ∈ E(LF , [sz]L∗F∗ ) d’après 6.2.4. Or, par hypothèse de récurrence, on a, d’après le

lemme 8.4.1, RG
L,M(λ, µ) = RG

L,M(λ ⊗ ϕL
z , µ), ce qui termine la démonstration du théorème

10.1.1. �

11. Formule de Mackey et faisceaux-caractères

On va redémontrer la formule de Mackey lorsque q est grand en utilisant la théorie des
faisceaux-caractères.

11.1. Support unipotent. Soit f une fonction centrale sur GF et soit s un élément
semi-simple de GF . On définit une fonction centrale dG

s f sur C◦
G(s) de la manière suivante :

dG
s f(u) =

{
f(su) si u est unipotent,
0 sinon.

Avec ces notations, les formules du caractère 8.1.1 et 8.1.2 s’écrivent alors :

(11.1.1) dG
s ◦RG

L =
1

|LF |.|C◦
G(s)F |

∑

g∈GF

s∈gL

|C◦
gL(s)F | RC◦

G
(s)

C◦
gL

(s) ◦ d
gL
s ◦ (ad g)∗

(11.1.2) dL
s ◦ ∗RG

L = ∗R
C◦

G
(s)

C◦

L
(s) ◦ dG

s .
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Comme conséquence immédiate de la formule 11.1.2, on obtient :

Proposition 11.1.3. (a) Une fonction centrale f sur GF est absolument cuspidale si et
seulement si dG

s f est une fonction absolument cuspidale sur C◦
G(s)F pour tout élément semi-

simple s de GF .

(b) Soit f une fonction centrale absolument cuspidale sur GF et soit s un élément semi-
simple de GF tel que dG

s f 6= 0. Alors s est isolé.

11.2. Encore un lemme de récurrence. Deux fonctions centrales λ et λ′ sur LF sont
égales si et seulement si les fonctions dL

s λ et dL
s λ

′ sont égales pour tout élément semi-simple
s ∈ LF . Pour vérifier la formule de Mackey, il faut donc vérifier qu’elle est vraie lorsque
l’on compose à gauche de chaque membre par l’application dL

s (où s parcourt l’ensemble des
éléments semis-simples de LF ).

Lemme 11.2.1. On suppose que la formule de Mackey M(G′,L′,M′) a lieu pour tout triplet
(G′,L′,M′) ∈ T(G,L,M). Soit s un élément semi-simple de LF , n’appartenant pas au centre
de G. Alors

dL
s ◦ ∗RG

L ◦RG
M =

∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

dL
s ◦RL

L∩xM ◦ ∗R
xM
L∩xM ◦ (ad x)∗.

Preuve - Cette preuve ne présente pas de difficultés : c’est simplement une application
systématique des formules 11.1.1 et 11.1.2. En voici le détail.

Puisque s n’est pas central dans G, la formule de Mackey M(C◦
G(s), C◦

L(s), C◦
gM(s)) est

vraie pour tout g ∈ GF tel que s ∈ gM par hypothèse de récurrence. Par suite, il résulte des
formules 11.1.1 et 11.1.2 que :

dG
s ◦ ∗RG

L ◦RG
M =

1

|MF |.|C◦
G(s)F |

∑

g∈GF

s∈gM

|C◦
gM(s)F | ∗R

C◦

G
(s)

C◦

L
(s) ◦R

C◦

G
(s)

C◦
gM

(s) ◦ d
gM
s ◦ (ad g)∗

=
1

|MF |.|C◦
G(s)F |

∑

g∈GF

s∈gM

∑

h∈SC◦

G
(s)(C

◦

L
(s),C◦

gM
(s))F

|C◦
L(s)F ∩ hC◦

gM(s)F |
|C◦

L(s)F |

R
C◦

L
(s)

C◦

L
(s)∩hC◦

gM
(s) ◦ ∗R

hC◦
gM

(s)

C◦

L
(s)∩hC◦

gM
(s) ◦ (adh)∗ ◦ d

gM
s ◦ (ad g)∗

=
∑

g∈GF

s∈gM

∑

h∈SC◦

G
(s)(C

◦

L
(s),C◦

gM
(s))F

|C◦
L∩hgM

(s)F |
|MF |.|C◦

G(s)F |.|C◦
L(s)F |

R
C◦

L
(s)

C◦

L∩hgM
(s) ◦ ∗R

C◦

hgM
(s)

C◦

L∩hgM
(s) ◦ d

hgM
s ◦ (adhg)∗
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D’autre part, on a
∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

dL
s ◦RL

L∩xM ◦ ∗R
xM
L∩xM ◦ (adx)∗

=
∑

x∈SG(L,M)F

|LF ∩ xMF |
|LF |.|MF | dL

s ◦RL
L∩xM ◦ ∗R

xM
L∩xM ◦ (adx)∗

=
∑

x∈SG(L,M)F

1

|LF |.|MF |.|C◦
L(s)F |

∑

l∈LF

s∈L∩lxM

|C◦
L∩lxM(s)F |

R
C◦

L
(s)

C◦

L∩lxM
(s) ◦ ∗R

C◦

lxM
(s)

C◦

L∩lxM
(s) ◦ d

lxM
s ◦ (ad lx)∗

Dans ce dernier membre, la sommation sur les éléments l ∈ LF est redondante : on a donc
∑

x∈LF \SG(L,M)F /MF

dL
s ◦RL

L∩xM ◦ ∗R
xM
L∩xM ◦ (ad x)∗

=
∑

y∈SG(L,M)F

s∈L∩yM

|C◦
L∩yM(s)F |

|MF |.|C◦
L(s)F |

R
C◦

L
(s)

C◦

L∩yM
(s) ◦ ∗R

C◦
yM

(s)

C◦

L∩yM
(s) ◦ d

yM
s ◦ (ad y)∗

On note F l’ensemble des y ∈ SG(L,M)F tels que s ∈ L ∩ yM. On note par ailleurs E

l’ensemble des couples (g, h) ∈ GF ×C◦
G(s)F tels que s ∈ gM et h ∈ SC◦

G
(s)(C

◦
L(s), C◦

gM(s))F .
Le lemme 11.2.1 résulte du fait que l’application

E −→ F

(g, h) 7−→ hg

est surjective et a toutes ses fibres de cardinal |C◦
G(s)F |. �

11.3. Formule de Mackey pour q grand. Si Φ est un système de racines, on dira
que p est presque bon pour Φ si, pour toute composante irréductible Φ0 de Φ de type
exceptionnel, p ne divise aucun des coefficients de la plus grande racine (relativement à une
base arbitraire) de Φ0 (c’est-à-dire si p est bon pour toute composante irréductible de Φ de
type exceptionnel). On dira que p est presque bon pour G s’il est presque bon pour son
système de racines (relatif à un tore maximal quelconque).

Théorème 11.3.1. On suppose p presque bon pour G. Il existe une constante q0 dépendant
seulement de la donnée radicielle associée à G telle que la formule de Mackey M(G,L,M)
a lieu si q > q0.

Preuve - Si z ∈ ZF , alors la formule 11.1.1 s’écrit

(11.3.2) dG
z ◦RG

L = RG
L ◦ dL

z .

En raisonnant par récurrence sur dim G+dimL+dimM, le lemme 11.2.1 montre donc qu’il
suffit de montrer la formule de Mackey pour les fonctions à support dans ZF .GF

u et, puisque
la translation par un élément de ZF est inoffensive, il suffit de la montrer pour les fonctions
à support unipotent. D’autre part, compte tenu du théorème 9.3.1, il suffit de montrer la
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formule de Mackey A(G,L,M, λ, µ) lorsque λ et µ sont des fonctions absolument cuspidales
à support dans LF

u et MF
u respectivement.

Soient donc λ et µ deux fonctions absolument cuspidales à support unipotent de LF et
MF respectivement. Compte tenu du théorème 1.14, (b), de [L6], on est ramené au cas où λ
et µ sont des restrictions aux éléments unipotents de fonctions caractéristiques de systèmes
locaux cuspidaux F -stables sur des classe unipotentes de L et M respectivement.

Soit C1 une classe unipotente F -stable de L, et soit E1 un système local L-équivariant F -
stable sur C1. On choisit un isomorphisme ϕ1 : F ∗E1

∼→ E1. On suppose donc que λ = χE1,ϕ1

où χE1,ϕ1 est la fonction sur LF
u définie par

χE1,ϕ1(u) =

{
Tr((ϕ1)u, (E1)u) si u ∈ CF

1 ,
0 sinon.

De même, on suppose que µ̄ = χE2,ϕ2 où E2 est un système local cuspidal F -stable sur une
classe de conjugaison unipotente F -stable C2 de M et ϕ2 : F ∗E2

∼→ E2 est un isomorphisme.
Un élément g de GF est tel que gM = L et 〈λ, gµ̄〉 6= 0 si et seulement si gC2 = C1 et

(ad g)∗E2 ' E∨
1 , où E∨

1 désigne le système local dual de E1. D’autre part, s’il n’existe pas
de tels g ∈ GF , alors le membre de gauche de la formule A(G,L, λ,M, µ̄) est nul d’après
le (a) du théorème 1.14 de [L6] et d’après le corollaire 9.11 de [L4], partie II. La formule
A(G,L, λ,M, µ̄) est donc vérifiée dans ce cas-là.

On peut donc supposer, et ce sera fait par la suite, que L = M, C1 = C2, E∨
1 = E2 et

ϕ∨
1 = ϕ2. D’après [L3], théorème 9.2, on a, pour tout n ∈ NGF (L),

nC1 = C1, (adn)∗E1 ' E1.

D’après [L4], partie II, lemme 9.8 et les formules 9.10.1 et 9.10.2, on a, pour tout n ∈ NGF (L),

〈λ, nµ̄〉 =
qd

|Z(L)◦F |
où d = dimC1 + dimZ(L)◦ − dimL. D’autre part, d’après le corollaire 9.11 de [L4], partie
II, et le théorème 1.14, (a) de [L6], on a :

〈RG
L λ,R

G
L µ̄〉 =

|NGF (L)/LF |
|Z(L)◦F | qd.

Cela montre la formule A(G,L, λ,L, µ̄). �
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CHAPITRE III

Caractères réguliers

On montrera plus tard que tout caractère du groupe spécial linéaire est combinaison
linéaire, à coefficient dans Z, d’induits de Harish-Chandra de caractères réguliers (cf théorème
15.5.1). Les caractères réguliers vont donc jouer un rôle central dans l’étude du groupe spécial
linéaire. Cette partie est consacrée à leur étude dans un groupe réductif quelconque.

Pour étudier les caractères d’un groupe réductif à centre non connexe, il est commode de
le plonger dans un groupe réductif de même type à centre connexe, pour pouvoir ensuite
utiliser la théorie de Clifford. Les sections 6 et 7 traitent des généralités sur les foncteurs
d’induction de Lusztig et plus particulièrement des foncteurs de Harish-Chandra dans cette
situation. L’étude des caractères réguliers commence dans la section 12 où on rappelle des
résultats connus et où on établit une formule donnant le produit scalaire de deux induits (au
sens de Lusztig) de caractères réguliers (cf théorème 12.5.1). Le dernier résultat important
de cette partie est le paramétrage des séries de Harish-Chandra associées à des caractères
réguliers cuspidaux.

12. Définition

Le but de cette section est de rappeler les résultats classiques sur les caractères réguliers
(cf, par exemple, [A] et [DLM1]) ainsi que d’établir une formule donnant le produit scalaire
entre deux induits (au sens de Lusztig) de caractères réguliers de sous-groupes réguliers
F -stables de G en terme du groupe de Weyl (c’est le théorème 12.5.1).

12.1. Définition des caractères réguliers. On définit une fonction centrale χG
s = χs

sur GF par la formule suivante :

(12.1.1) χs =
1

|W ◦(s)|
∑

w∈W ◦(s)

εGεT∗
w
RG

T∗
w
(s).

On remarque que le membre de droite de la formule 12.1.1 ne dépend que de la classe de
G∗F ∗

-conjugaison de s et non des différents choix faits précédemment. On définit de la même

manière χs̃ = χG̃
s̃ . Il résulte immédiatement de la formule 6.2.1 que

(12.1.2) χs = ResG̃
F

GF χs̃.

Théorème 12.1.3 (Deligne-Lusztig). La fonction centrale χs̃ de G̃F est un caractère ir-

réductible de G̃F . Par suite, χs est un caractère de GF (non nécessairement irréductible).
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Preuve - cf [DL], théorème 10.7. L’hypothèse de connexité du centre de G̃ est nécessaire
pour montrer l’irréductibilité de χs̃. Par contre, χs peut ne pas être irréductible. �

Remarques - (1) Le caractère irréductible χs̃ de G̃F appartient à E(G̃F , [s̃]), donc les
composantes irréductibles de χs appartiennent à E(GF , [s]).

(2) On déduit immédiatement de 6.2.3 la relation

(12.1.4) χs̃ ⊗ ẑ = χs̃z

pour tout z ∈ (Ker i∗)F
∗

(pour la définition de ẑ, cf 6.2.2).

Définition 12.1.5. On appelle caractères réguliers de GF les composantes irréductibles
des caractères χs, où [s] parcourt l’ensemble des classes de G∗F ∗

-conjugaison d’éléments
semi-simples de G∗F ∗

.

12.2. Caractères de Gel’fand-Graev. On fixe une fois pour toutes un caractère ré-
gulier ψ de UF

0 (pour la définition d’un caractère régulier de UF
0 , cf, par exemple, [DM1],

définition 14.27). On appelle alors caractère de Gel’fand-Graev de GF (associé à ψ) le
caractère :

ΓG
ψ = IndGF

UF
0
ψ.

Le caractère ΓG
ψ dépend en fait seulement de l’orbite du caractère ψ sous l’action de TF

0 .

Théorème 12.2.1. Soit L un sous-groupe régulier F -stable G-déployé. On suppose que L
contient le tore maximal T0. Alors U0 ∩ L est un sous-groupe unipotent F -stable maximal

de L, et ψL = ResU
F

UF
0 ∩LF ψ est un caractère régulier de UF

L et de plus :

∗RG
L (ΓG

ψ ) = ΓL
ψL
.

Preuve - cf [DM1], proposition 14.32. �

Notations : Pour tout sous-groupe régulier F -stable L de G, on choisira un sous-groupe
unipotent maximal F -stable que l’on notera UL.

Récemment, F. Digne, G. Lehrer et J. Michel ont généralisé le théorème 12.2.1 au cas où
L n’est pas forcément G-déployé. Cependant, il ont besoin de certaines hypothèses sur p et
q. Ils conjecturent qu’en général

Conjecture (GG) : Si L est un sous-groupe régulier F -stable de G, alors il existe un
caractère régulier ψL de UF

L tel que

(12.2.2) ∗RG
L ΓG

ψ = εGεLΓL
ψL
.

Lorsque le centre de G est connexe, le caractère de Gel’fand-Graev est combinaison linéaire
de caractères de Deligne-Lusztig et, grâce à la formule de Mackey pour un tore maximal et
un sous-groupe régulier (cf proposition 8.2.2, (ii)), on peut montrer que la conjecture (GG)
est vraie (cf [DLM1], proposition 5.4).
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Théorème 12.2.3 (Digne-Lehrer-Michel). Il existe deux constantes p0 et q0 dépendant
seulement de la donnée radicielle associée à G telles que, si p > p0 et q > q0 et si L est un
sous-groupe régulier F -stable de G, alors il existe un caractère régulier ψL de UF

L tel que :

∗RG
L (ΓG

ψ ) = εGεLΓL
ψL
.

Preuve - cf [DLM2]. �

Notations : On posera par la suite ΓG = ΓG
ψ et, si L est un sous-groupe régulier F -stable

de G, on posera ΓL = εGεL
∗RG

L ΓG.

Théorème 12.2.4 (Deligne-Lusztig). 〈χs,ΓG〉GF = 1.

Preuve - Deligne et Lusztig ont montré (cf [DL], théorème 10.7) que ce résultat est vrai

si le centre de G est connexe. Ici, il sera donc vrai pour G̃. Le résultat est alors une simple
application de la loi de réciprocité de Frobenius, en remarquant que :

ΓG̃ = IndG̃F

GF ΓG. �

12.3. Décomposition de χs. On considère l’application

W (s) −→ Ker i∗

w 7−→ ws̃w−1s̃−1.

C’est un homomorphisme de groupes (car Ker i∗ est central), ne dépendant pas du choix de

s̃ comme antécédent de s dans G̃, et commutant avec l’action du morphisme de Frobenius.
Le noyau de cet homomorphisme est W (s̃), et donc A(s) s’identifie avec l’image de cet
homomorphisme, c’est-à-dire

Lemme 12.3.1. L’application A(s) → Ker i∗, α −→ αs̃α−1s̃−1 induit un isomorphisme de

groupes A(s) ' {z ∈ Ker i∗ | s̃ et s̃z sont conjugués dans G̃∗}. Cet isomorphisme commute
avec l’action du morphisme de Frobenius.

Soit A le groupe Ker i∗ ∩ D(G̃∗) où D(G̃∗) désigne le groupe dérivé de G̃∗ : A est un
groupe fini, isomorphe à la p′-partie du groupe fondamental de D(G∗). D’après le lemme
12.3.1, A(s) peut être vu comme un sous-groupe de A.

Il est facile de vérifier que AF
∗

est alors isomorphe au groupes des caractères linéaires de
(G̃F/GF ) qui s’annulent sur Z̃F , c’est-à-dire au groupe (G̃F/GF .Z̃F )∧. On note alors G̃F (s)

le sous-groupe de G̃F contenant GF .Z̃F tel que A(s)F
∗ ' (G̃F/G̃F (s))∧. La proposition

suivante donne une description de la décomposition du caractère χs de GF .

Proposition 12.3.2 (Asai). (i) Le caractère χs est sans multiplicité.
(ii) Soit z ∈ (Ker i∗)F

∗

. Alors χs̃ = χs̃ ⊗ ẑ si et seulement si z appartient à A(s)F
∗

.

(iii) Le groupe G̃F (s) est le stabilisateur, dans G̃F , d’une composante irréductible de χs
(donc de toutes les composantes). A travers l’isomorphisme (A(s)F

∗

)∧ ' G̃F/G̃F (s), le
groupe (A(s)F

∗

)∧ agit de manière simplement transitive sur les composantes irréductibles de
χs.
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Preuve - D’après le théorème 12.2.4, χs contient une composante irréductible de multiplicité
égale à 1. Puisque G̃F agit transitivement sur les composantes irréductibles de χs, ce dernier
est sans multiplicité. Cela montre (i).

Le (ii) résulte immédiatement de l’équation 12.1.4, et du lemme 12.3.1. Quant au (iii), il
résulte immédiatement du (ii) par application de la théorie de Clifford. �

On notera par la suite χs,1 = χG
s,1 l’unique composante irréductible commune à χs et ΓG.

Pour tout ξ ∈ (A(s)F
∗

)∧, on notera gξ un représentant, dans G̃F , de l’élément de G̃F/G̃F (s)
associé à ξ par l’isomorphisme décrit au (ii) de la proposition 12.3.2. On pose alors :

χs,ξ = χG
s,ξ = χs,1 ◦ ad g−1

ξ .

On déduit de la proposition 12.3.2 que :

Proposition 12.3.3 (Asai). Les caractères irréductibles χs,ξ, où ξ ∈ (A(s)F
∗

)∧, sont deux
à deux distincts, et on a :

χs =
∑

ξ∈(A(s)F∗)∧

χs,ξ.

Remarque - Supposons que l’on ait choisi un autre caractère régulier ψ′ de UF . Alors,
d’après [DLM1], 2.4.10 et lemme 1.3, il existe un élément t ∈ T̃F

0 tel que ψ′ = tψ. On a alors
ΓG
ψ′ = tΓG

ψ et donc, pour tout caractère linéaire ξ de A(s)F
∗

,

χψ
′

s,ξ = tχψs,ξ,

où χψs,ξ (respectivement χψ
′

s,ξ) désigne la composante irréductible associée à ξ en utilisant le

caractère de Gel’fand-Graev ΓG
ψ (respectivement ΓG

ψ′) et en faisant la construction précédente.

Par conséquent, si on note ξt le caractère linéaire de A(s)F
∗

associé à la classe de t dans

G̃F/G̃F (s), on a :

(12.3.4) χψ
′

s,ξ = χψs,ξξt.

12.4. Restriction de Lusztig de caractères réguliers. Le caractère de Gel’fand-
Graev ΓG est la somme de tous les χs,1, où s parcourt un ensemble de représentants des
classes de G∗F ∗

-conjugaison d’éléments semi-simples de G∗F ∗

(cf, par exemple, [DLM1],
corollaire 3.14). On en déduit alors la :

Proposition 12.4.1 (Digne-Lehrer-Michel). On suppose que la conjecture (GG)
a lieu. Soit L un sous-groupe régulier F -stable de G dont un dual L∗ contient s. On note
O un ensemble de représentants des classes de L∗F ∗

-conjugaison contenues dans la classe de
G∗F ∗

-conjugaison de s. Alors :

∗RG
L (χG

s,1) = εGεL
∑

t∈O

χL
t,1.

Preuve - cf [DLM1], 6.2. �
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12.5. Produits scalaires d’induits de caractères réguliers. Soient L et M deux
sous-groupes réguliers F -stables de G dont les duaux respectifs L∗ et M∗ dans G∗ contiennent
s. On se fixe un sous-groupe parabolique P∗ de G∗ dont L∗ est un sous-groupe de Levi. Alors
C◦

P∗(s) est un sous-groupe parabolique de C◦
G∗(s) et C◦

L∗(s) est un sous-groupe de Levi de
C◦

P∗(s) (cf [DM2], proposition 1.11). On notera V∗(s) le radical unipotent de C◦
P∗(s). Soit T∗

L

un tore maximal F ∗-stable maximalement déployé de C◦
L∗(s), et soit B∗

L(s) un sous-groupe
de Borel F ∗-stable de C◦

L∗(s) contenant T∗
L. Alors B∗

L(s)V∗(s) est un sous-groupe de Borel
de C◦

G∗(s). Il existe alors un élément γL de C◦
G∗(s) tel que

(T∗
L,B

∗
L(s)V∗(s)) = γL(T∗

1,B
∗(s)).

On notera WL(s) le groupe de Weyl de CL∗(s) (respectivement CM∗(s)) relativement à T∗
L.

On définit de même WL(s̃). Alors γ−1
L F ∗(γL) appartient au normalisateur dans C◦

G∗(s) de
T∗

1. On note wL sa classe dans W (s̃). Alors WL(s) s’identifie (via ad γL) à un sous-groupe
de W (s), le morphisme de Frobenius agissant par wLF

∗.
On définit T∗

M, γM et wM de la même manière que T∗
L, γL et wL respectivement en

remplaçant L par M.
On notera W ′(s) le groupe W (s̃) o A(s)F

∗

. On définit de même des groupes W ′
L(s) et

W ′
M(s). Via ad γL et ad γM respectivement, ce sont des sous-groupes de W ′(s). Si ξ est un

caractère linéaire de A(s)F
∗

, on peut voir ξ comme un caractère linéaire de CG∗(s)F
∗

ou de
W ′(s).

Théorème 12.5.1. On suppose les conjectures (M) et (GG) vraies. Soient ξL et
ξM deux caractères linéaires de AL(s)F

∗

et AM(s)F
∗

respectivement. Alors :

〈RG
L (χL

s,ξL
), RG

M(χM
s,ξM

)〉 = εLεM
∑

x∈W ′

L
(s)\W ′(s)/W ′

M
(s)

WL(s̃)wL∩xWM(s̃)wMF ∗(x)−1 6=∅

〈ξL, xξM〉W ′

L
(s)∩xW ′

M
(s).

Preuve - Quitte à conjuguer les caractères χL
s,ξL

et χM
s,ξM

par des éléments de L̃F et M̃F

respectivement, on peut supposer que ξM = 1, ce qui sera fait par la suite. On notera ξ = ξL.
L’ensemble L\SG(L,M)/M est en bijection avec l’ensemble L∗\SG∗(L∗,M∗)/M∗, et cette

bijection commute avec l’action des morphismes de Frobenius. On posera par la suite S∗ =
SG∗(L∗,M∗). Si g ∈ S∗, on notera encore gM un sous-groupe régulier de G dual de gM∗. On
notera d’autre part [S∗F ∗

] l’ensemble des doubles classes L∗F ∗\S∗F ∗

/M∗F ∗

.
On a, d’après la formule de Mackey :

(12.5.2) 〈RG
L (χL

s,ξ), R
G
M(χM

s,1)〉 =
∑

g∈[S∗F∗ ]

〈∗RL
L∩gM(χL

s,ξ),
∗R

gM
L∩gM(χ

gM
gs,1)〉.

On notera par la suite [S∗F ∗ ∩ CG∗(s)] un ensemble de représentants des doubles classes
g appartenant à L∗F ∗\S(L∗,M∗)F

∗

/M∗F ∗

telles qu’il existe t ∈ L∗F ∗ ∩ gM∗F ∗

conjugué à s
dans L∗F ∗

et conjugué à gs dans gM∗F ∗

.
Soit g ∈ [S∗F ∗ ∩ CG∗(s)]. D’après la proposition 12.4.1, il existe alors un élément t ∈

L∗F ∗ ∩ gM∗F ∗

, un élément l ∈ L∗F ∗

et un élément m ∈ M∗F ∗

tels que t = ls = g(ms). Quitte

à remplacer g par l−1gm, on peut supposer que g ∈ CG∗(s)F
∗

, ce qui justifie la notation
[S∗F ∗ ∩ CG∗(s)]. On supposera donc par la suite que tous les éléments de [S∗F ∗ ∩ CG∗(s)]
centralisent s.

On notera par la suite V un ensemble de couples (g, t) où g ∈ [S∗F ∗ ∩CG∗(s)] et t parcourt
un ensemble de représentants des classes de conjugaison sous L∗F ∗ ∩ gM∗F ∗

contenues dans
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la classe de s sous L∗F ∗

et dans celle de gs = s sous gM∗F ∗

. On a alors, d’après la proposition
12.4.1,

∑

g∈[S∗F∗∩CG∗ (s)]

〈∗RL
L∩gM(χL

s,ξ),
∗R

gM
L∩gM(χ

gM
s,1 )〉 =

∑

(g,t)∈V

εMεL∩gM〈∗RL
L∩gM(χL

s,ξ), χ
L∩gM
t,1 〉,

car, si t est un élément de L∗F ∗ ∩ gM∗F ∗

conjugué à gs = s sous gM∗F ∗

mais non conjugué
à s sous L∗F ∗

, alors

〈∗RL
L∩gM(χL

s,ξ), χ
L∩gM
t,1 〉 = 0.

On notera S∗F ∗

(s) l’ensemble des g ∈ CG∗(s)F
∗

tels que C◦
L∗(s) ∩ gC◦

M∗(s) contienne un

tore maximal, et [S∗F ∗

(s)] l’ensemble des doubles classes CL∗(s)F
∗\S∗F ∗

(s)/CM∗(s)F
∗

.
Soit (g, t) ∈ V. On trouve l ∈ L∗F ∗

et m ∈ M∗F ∗

tels que t = ls et t = g(ms). Alors

g′ = l−1gm appartient à CG∗(s)F
∗

et même à S∗F ∗

(s) car s appartient à L∗ ∩ g′M∗. On note
ϕ(g, t) la classe de l−1gm dans [S∗F ∗

(s)].

Lemme 12.5.3. L’application ϕ : V → [S∗F ∗

(s)], (g, t) 7→ ϕ(g, t) est bien définie et est
bijective.

Preuve - Pour montrer que ϕ est bien définie, il faut montrer que ϕ(g, t) défini avec les
notations ci-dessus ne dépend pas du choix de l et m, ce qui est clair.

On va maintenant montrer l’injectivité de ϕ. Soient (g, t) et (g′, t′) dans V tels que ϕ(g, t) =
ϕ(g′, t′). Alors les doubles classes L∗F ∗

gM∗F ∗

et L∗F ∗

g′M∗F ∗

sont égales, donc g = g′. Soient
l et l′ dans L∗F ∗

et m et m′ dans M∗F ∗

tels que

t = ls = g(ms),

t′ = l′s = g(m
′

s).

Puisque ϕ(g, t) = ϕ(g′, t′), la double classe de l−1gm dans [S∗F ∗

(s)] et celle de l′−1gm′ cöın-
cident, et donc, quitte à changer l′ et m′, on peut supposer que l−1gm = l′−1gm′. On pose
h = l′l−1 = g(m′m−1). Alors h ∈ L∗F ∗ ∩ gM∗F ∗

et t′ = ht, donc t′ = t.
On va maintenant montrer la surjectivité de ϕ. Soit g′ ∈ S∗F ∗

(s). La double classe
L∗F ∗

g′M∗F ∗

vérifie la condition des doubles classes de S(s), donc il existe g ∈, l ∈ L∗F ∗

et m ∈ M∗F ∗

tels que g′ = l−1gm. On pose alors t = ls = g(ms). Il est alors clair que
(g, t) ∈ V, quitte à changer t, et que ϕ(g, t) = CL∗(s)F

∗

g′CM∗(s)F
∗

. �

D’autre part, si (g, t) ∈ V et si g′ ∈ S∗F ∗

(s) sont tels que ϕ(g, t) soit égal à la double classe
de g′ dans [S∗F ∗

(s)], alors :

〈∗RL
L∩gM(χL

s,ξ), χ
L∩gM
t,1 〉 = 〈∗RL

L∩g′M
(χL

s,ξ), χ
L∩g′M
s,1 〉.

Par suite,

(12.5.4) 〈RG
L (χL

s,ξ), R
G
M(χM

s,1)〉 =
∑

g∈[S∗F∗(s)]

〈∗RL
L∩gM(χL

s,ξ), χ
L∩gM
s,1 〉.

On notera U l’ensemble des doubles classes x ∈W ′
L(s)\W ′(s)/W ′

M(s) telles que

WL(s̃)wL ∩ xWM(s̃)wMF
∗(x)−1 6= ∅.

Soit g ∈ [S∗F ∗

(s)]. Soit T∗ un tore maximal F ∗-stable maximalement déployé de C◦
L∗(s) ∩

gC◦
M∗(s). On trouve l ∈ C◦

L∗(s) et m ∈ C◦
M∗(s) tels que T∗ = lT∗

L = g(mT∗
M). On pose
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n = γ−1
L l−1gmγM. Alors n normalise T∗

1 et appartient à CG∗(s). On note x l’mage de n dans
W (s) : en fait x ∈W ′(s). On note ϕ′(g) la double classe de x dans W ′

L(s)\W ′(s)/W ′
M(s).

Lemme 12.5.5. L’application ϕ′ : [S∗F ∗

(s)] → U est bien définie et est bijective.

Preuve - Soit g ∈ [S∗F ∗

(s)]. On reprend les notations précédant le lemme. Le fait que ϕ′(g)
ne dépend pas du choix de T∗, l et m est évident. On va montrer que ϕ′(g) ∈ U. On a
g = lγLnγ

−1
M m−1, et F ∗(g) = g. Par suite, la classe de

γ−1
L l−1F ∗(l)γL.γ

−1
L F ∗(γL) = nγ−1

M m−1F ∗(m)γM.γ
−1
M F ∗(γM)F ∗(n)−1

dans W (s̃) appartient à WL(s̃)wL ∩ xWM(s̃)wMF
∗(x)−1, car γ−1

L l−1F ∗(l)γL appartient à
W ◦

L(s) et γ−1
M m−1F ∗(m)γM appartient à W ◦

M(s).
Montrons que ϕ′ est surjective. Soit x ∈W ′(s) tel que

WL(s̃)wL ∩ xWM(s̃)wMF
∗(x)−1 6= ∅.

On trouve w ∈WL(s̃) et w′ ∈WM(s̃) tels que :

γ−1
L wγLwL = xγ−1

M w′γMwMF
∗(x)−1.

On note n un représentant de x dans CG∗(s). On trouve l et m dans C◦
L∗(s) et C◦

M∗(s)
respectivement tels que la classe de l−1F ∗(l) dans WL(s̃) soit égale à w et celle de m−1F ∗(m)
dans WM(s̃) soit égale à w′. On pose g = lγLnm

−1γ−1
M . Alors F ∗(g) = g et C◦

L∗(s)∩ gC◦
G∗(s)

contient le tore maximal lT∗
L.

Montrons pour terminer l’injectivité de ϕ′. Soient g et g′ dans CG∗(s)F
∗

tels que ϕ′(g) =
ϕ′(g′). Soit T∗ (respectivement T′∗) un tore maximal F ∗-stable maximalement déployé de
C◦

L∗(s)∩ gC◦
M∗(s) (respectivement C◦

L∗(s)∩ g′C◦
M∗(s)). Soient l, l′ dans C◦

L∗(s) et m, m′ dans
C◦

M∗(s) tels que
T∗ = lT∗

L = g(mT∗
M),

T′∗ = l′T∗
L = g′(m

′

T∗
M).

Puisque ϕ′(g) = ϕ′(g′), il existe λ dans le normalisateur de T∗
L dans CL∗(s) dont la classe

appartient à W ′
L(s) et µ dans le normalisateur de T∗

M dans CM∗(s) dont la classe appartient
à W ′

M(s) tels que
γ−1
L λl−1gmµγM = γ−1

L l′−1g′m′γM,

c’est-à-dire
λl−1gmµ = l′−1g′m′.

Par conséquent, il existe h ∈ CL∗(s) et h′ ∈ CM∗(s) dont les classes respectives modulo
C◦

L∗(s) et C◦
M∗(s) sont F ∗-stables et tels que hgh′ = g′. On écrit h = tu et h′ = u′t′ avec

t ∈ C◦
L∗(s), u ∈ CL∗(s)F

∗

, t′ ∈ C◦
M∗(s), u′ ∈ CM∗(s)F

∗

. Quitte à remplacer g par ugu′, on peut
supposer que h ∈ C◦

L∗(s) et h′ ∈ C◦
M∗(s). D’autre part, F ∗(h)gF ∗(h′) = hgh′, donc h−1F ∗(h)

appartient à C◦
L∗(s) ∩ gC◦

M∗(s). Puisque C◦
L∗(s) ∩ gC◦

M∗(s) est connexe, on trouve, d’après le
théorème de Lang, un élément y ∈ C◦

L∗(s)∩ gC◦
M∗(s) tel que h−1F ∗(h) = y−1F ∗(y). On pose

alors k = hy−1. On a F ∗(k) = k et kgg
−1
yh′ = g′. Or, g

−1
yh′ ∈ C◦

M∗(s) et F ∗(g
−1
yh′) = g−1

yh′.
Donc g et g′ sont dans la même double classe. �

On note U → [S∗F ∗

(s)], x 7→ gx la bijection réciproque de ϕ′. Pour montrer le théorème
12.5.1, il suffit de montrer que, si x ∈ U, alors

(12.5.6) 〈∗RL
L∩gxM(χL

s,ξ), χ
L∩gxM
s,1 〉 = εLεL∩gxM〈ξ, 1〉W ′

L
(s)∩xW ′

M
(s).
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Pour cela, compte tenu de la proposition 12.4.1, il suffit de montrer que le groupe WL∩gxM(s)
s’identifie, via la bijection ϕ′ avec WL(s) ∩ xWM(s), ce qui est évident. �

12.6. Induction à partir de sous-groupes réguliers : un cas particulier. Dans ce
paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, on suppose que W (s̃) = {1}. Cela implique

que CG̃∗(s̃) = T̃1, et donc que la série de Lusztig (ou rationnelle) E(G̃F , (s̃)) est réduite à

un élément, le caractère régulier χG̃
s̃ . On a en fait ici :

χG̃
s̃ = εG̃εT̃1

RG̃
T̃∗

1
(s̃).

Soit L̃ un sous-groupe régulier F -stable, contenant le tore maximal T̃1. On note L̃∗ un
groupe dual de L̃, que l’on peut voir comme étant un sous-groupe régulier F ∗-stable de G̃∗.
Quitte à conjuguer par un élément de G̃∗F ∗

, on peut supposer que T̃∗
1 ⊆ L̃∗. On pose alors :

L = L̃ ∩ G, L∗ = i∗(L̃∗).

On notera WL (respectivement W ∗
L) le groupe Weyl de L (respectivement L∗) relativement

à T1 (respectivement T∗
1) . On a alors WL(s̃) = {1}, et donc la série de Lusztig E(L̃F , (s̃))

est réduite à un élément, le caractère régulier χL̃
s̃ . On a :

(12.6.1) RG̃

L̃
(χL̃

s̃ ) = εG̃εL̃χ
G̃
s̃ .

On définit le groupe AL(s) de la même manière que l’on avait défini le groupe A(s) : ici,
on a AL(s) = WL(s). D’après le lemme 12.3.1, l’injection canonique CL∗(s) ↪→ CG∗(s) induit
un morphisme injectif AL(s) ↪→ A(s) commutant avec l’action du morphisme de Frobenius.
On identifiera AL(s) avec son image dans A(s) via cette injection. On a alors :

E(GF , [s]) = {χG
s,ξ | ξ ∈ (A(s)F

∗

)∧}

et

E(LF , [s]) = {χL
s,ξ1

| ξ1 ∈ (AL(s)F
∗

)∧}.

Proposition 12.6.2. On suppose la conjecture (GG) vraie. Soit ξ1 un caractère li-
néaire de AL(s)F

∗

. Alors :

RG
L (χL

s,ξ1
) = εGεL

∑

ξ∈(A(s)F∗

)∧

ξ|
AL(s)F

∗ =ξ1

χG
s,ξ.

Preuve - Pour tout caractère linéaire ξ de A(s)F
∗

, on peut choisir le représentant gξ défini

avant la proposition 12.3.3 dans T̃F
1 (car G̃F = GF .T̃F

1 ), donc dans L̃F . On note, par

analogie avec la proposition 12.3.2, L̃(s) le stabilisateur, dans L̃F , de χL
s,1. Soient ξ et ξ′ dans

(A(s)F
∗

)∧. Alors gξ ≡ gξ′ mod L̃(s) si et seulement si ξ|AL(s)F∗ = ξ′|AL(s)F∗ . D’après le lemme

6.1.7 et la formule 12.6.1, εGεLR
G
L (χ1

s,ξ) est un sous-module de εGεLχ
G
s . D’autre part, ce

sous-module est stable sous l’action de L̃(s). Comme de plus

χG
s =

∑

ξ1∈(AL(s)F∗)∧

RG
L (χL

s,ξ1),
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on déduit du lemme 6.1.7 qu’il existe un caractère linéaire ξ0 de A(s)F
∗

tel que, pour tout
ξ1 ∈ (AL(s)F

∗

)∧, on ait :

RG
L (χG

s,ξ1
) = εGεL

∑

ξ∈(A(s)F∗

)∧

ξ|
AL(s)F

∗ =ξ1

χG
s,ξ0ξ

.

La proposition 12.6.2 est donc équivalente à :

ξ0|AL(s)F∗ = 1.

Or, d’après la proposition 12.4.1, on a :

〈χG
s,1, R

G
L (χL

s,1)〉GF = 〈∗RG
L (χG

s,1), χ
L
s,1〉LF

= εGεL,

ce qui montre le résultat. �

12.7. Restriction à un sous-groupe réductif connexe de G de même type. On
reprend les notations du paragraphe 7.6. On pose s′ = i∗(s). On a alors la décomposition
suivante de χG′

s′ en caractères irréductibles :

χG′

s′ =
∑

ξ′∈(A(s′)F∗)∧

χG′

s′,ξ′.

D’autre part, de la même manière que pour la formule 12.1.2, on a

(12.7.1) ResG
F

G′F χG
s = χG′

s′ .

Proposition 12.7.2. Soit ξ un caractère linéaire de A(s). Alors :

ResG
F

G′F χG
s,ξ =

∑

ξ′∈(A(s′)F∗

)∧

ξ′|
A(s)F

∗ =ξ

χG′

s′,ξ′.

Preuve - En raisonnant de la même manière qu’à la proposition 12.6.2, il suffit de montrer

que 〈χG′

s′,1,ResG
F

G′F χG
s,1〉GF 6= 0, ou encore que :

〈ΓG′

,ResG
F

G′F χG
s,1〉GF 6= 0.

Cela résulte immédiatement de la loi de réciprocité de Frobenius et du fait que IndGF

G′F ΓG′

=
ΓG. �

12.8. Induction à partir d’un sous-groupe réductif connexe de G contenant
le groupe dérivé de G. On reprend les notations du paragraphe précédent 12.7. Le tore
Ker j∗ est dual du tore G/G′. Par conséquent, on a un isomorphisme de groupes que l’on
note

(Ker j∗)F
∗ −→ (GF/G′F )∧

z 7−→ ẑ.

Avec ces notations, on a, pour tout z ∈ (Ker j∗)F
∗

et pour tout caractère linéaire ξ de A(s)F
∗

(remarquons que A(s)F
∗

= A(sz)F
∗

),

(12.8.1) χG
s,ξ ⊗ ẑ = χG

sz,ξ.
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En effet, d’après la formule 12.1.4, on a

χG
s ⊗ ẑ = χG

sz.

Il suffit donc de montrer que χG
s,1⊗ẑ est une composante irréductible du caractère de Gel’fand-

Graev ΓG. Or,

ΓG ⊗ ẑ−1 = (IndGF

G′F ΓG′

) ⊗ ẑ−1

= IndGF

G′F (ΓG′ ⊗ ResG
F

G′F ẑ−1)

= IndGF

G′F ΓG′

= ΓG.

D’où le résultat.
On déduit alors de la formule 12.8.1 la

Proposition 12.8.2. Soit ξ′ un caractère linéaire de A(s′)F
∗

. On note ξ la restriction de ξ′

à A(s)F
∗

. Alors

IndGF

G′F χG′

s′,ξ′ =
|A(s)F

∗|
|A(s′)F ∗|

∑

z∈(Ker j∗)F∗

χG
sz,ξ.

Preuve - D’après la proposition 12.7.2 et la réciprocité de Frobenius, on a

〈χG
s,ξ, IndGF

G′F χG′

s′,ξ′〉GF = 1.

On note G(s′) le stabilisateur de χG′

s,ξ dans GF . On a alors G(s′) = G̃F (s′) ∩G. Si τ est un

caractère linéaire de GF/G′F , alors

χG
s,ξ ⊗ τ = χG

s,ξ

si et seulement si la restriction de τ à G(s′) est triviale. Il résulte de la théorie de Clifford
que

IndGF

G′F χG′

s′,ξ′ =
|G(s′)|
|GF |

∑

τ∈(GF /G′F )∧

χG
s,ξ ⊗ τ.

La proposition découle alors de la formule 12.8.1 et du fait que

|GF |
|G(s′)| =

|A(s′)F
∗

|A(s)F ∗| ,

car les deux membres de cette équation représentent le nombre de composantes irréductibles
de la restriction de χs,ξ à G′F (cf proposition 12.7.2). �

13. Caractères réguliers cuspidaux

Le but de cette section est d’étudier de plus près la situation de la section 7 lorsque le
caractère irréductible cuspidal λ1 est régulier. Pour l’étude du groupe spécial linéaire, c’est le
seul cas qui se présente : tous les caractères cuspidaux des sous-groupes réguliers rationnels
du groupe spécial linéaire sont réguliers.
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13.1. Construction de sous-groupes réguliers G-déployés. On notera par la suite
φ l’automorphisme de T̃1 tel que, si t ∈ T̃1, alors F (t) = φ(t)q. Alors φ est un automorphisme

d’ordre fini de T̃1. Le sous-tore déployé maximal de T̃1 est alors (T̃φ
1)

◦. On peut voir A(s)

comme un sous-groupe du groupe des automorphismes de T̃1, que l’on notera Aut(T̃1). Soit
A′ un sous-groupe F ∗-stable de A(s). Alors φ normalise A′, et donc le sous-groupe de Aut(T̃1)
engendré par A′ et φ est fini.

Proposition 13.1.1. Soit A′ un sous-groupe F ∗-stable de A(s), et soit H le sous-groupe de

Aut(T̃1) engendré par φ et A′. Soit L̃ = CG̃((T̃H
1 )◦). Alors L̃ est un sous-groupe régulier

F -stable G̃-déployé de G̃, contenant T̃1. De plus, si on note WL le groupe de Weyl de L̃
relativement à T̃1, alors :

(i) W ∗
L est un sous-groupe parabolique de W ∗, contenant A′.

(ii) W ∗
L ∩W (s̃) = {1}.

(iii) W ∗
L ∩W (s) est contenu dans A(s).

(iv) Si A′ = {1}, alors W ∗F ∗

normalise W ∗
L.

Preuve - Le sous-groupe régulier L̃ de G̃ est G̃-déployé d’après le théorème 4.15 de [BT] car

(T̃H
1 )◦ est déployé car φ ∈ H . Le (i) est évident.

Si h ∈ Aut(T̃1), on note h∗ l’action de h sur le tore dual T̃∗
1. On note H∗ le sous-groupe

de Aut(T̃∗
1) formé des h∗, h ∈ H . On pose alors

L̃∗ = CG̃∗((T̃∗H∗

1 )◦).

Alors L̃∗ est un groupe dual de L̃, contenant T̃∗
1, dont le groupe de Weyl relativement à

T̃∗
1 est W ∗

L. Le corollaire 2.1.3 alors que W ∗
L ∩ W (s̃) = {1}, ce qui montre (ii) : en effet,

W ∗
L ∩W (s̃) est le groupe de Weyl du centralisateur dans CG̃∗(s̃) de (T̃H

1 )◦ relativement à

T̃∗
1, et ce centralisateur est égal à T̃∗

1 car tous les éléments de H stabilisent le sous-groupe
de Borel F ∗-stable B̃∗(s̃) de CG̃∗(s̃).

Pour montrer (iii), on peut supposer que A′ = A(s). Soit w ∈ W ∗
L ∩ W (s). On trouve

α ∈ A(s) et v ∈W (s̃) tels que w = vα. Or, α ∈W ∗
L par construction. Donc v ∈W ∗

L ∩W (s̃),
donc v = 1, ce qui montre que W ∗

L ∩W (s) est contenu dans A(s).

Le (iv) est immédiat car W ∗F ∗

normalise (T̃∗φ∗

1 )◦. �

13.2. Stabilisateur de caractères réguliers cuspidaux. On notera M̃1 (respective-

ment M̃∗
1) le centralisateur dans G̃ (respectivement dans G̃∗) du sous-tore déployé maximal

de T̃1 (respectivement T̃∗
1). Alors (M̃∗

1, T̃
∗
1, F

∗) est un triplet dual de (M̃1, T̃1, F
∗). On pose

alors
M1 = M̃1 ∩G, M∗

1 = i∗(M̃∗
1).

On note WM1 (respectivement W ∗
M1

) le groupe de Weyl de M1 (respectivement M∗
1) relati-

vement à T1 (respectivement T∗
1). Cela correspond au cas où A′ = {1} dans la proposition

précédente 13.1.1. On définit les sous-groupes WM1(s̃), WM1(s) et AM1(s) de W ∗
M1

de ma-
nière analogue à W (s̃), W (s) et A(s). On a ici, d’après la proposition 13.1.1, WM1(s̃) = {1}
et donc WM1(s) = AM1(s).

La série de Lusztig E(M̃F
1 , (s̃)M̃∗

1
) contient un seul élément : le caractère régulier χM̃1

s̃ . Ce

dernier est cuspidal car M̃1 est le sous-groupe régulier F -stable G̃-déployé minimal contenant
T̃1. De plus, toujours d’après la proposition 13.1.1, W (s̃)F

∗

normalise W ∗
M1

, donc il normalise
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W ∗
M1

∩W (s)F
∗

= AM1(s)
F ∗

. Comme de plus AM1(s)
F ∗

normalise W (s̃)F
∗

, cela montre que

AM1(s)
F ∗

agit trivialement sur W (s̃)F
∗

.

Théorème 13.2.1. Le groupe NG̃F (M̃1, χ
M̃1
s̃ )/M̃F

1 est isomorphe à W (s̃)F
∗

.

Pour tout caractère linéaire ξ1 de AM1(s)
F ∗

, le groupe NGF (M1, χ
M1
s,ξ1

)/MF
1 est isomorphe

à W (s)F
∗

/(W ∗
M1

∩W (s)F
∗

) 'W (s̃)F
∗

o A(s)F
∗

/AM1(s)
F ∗

.

Preuve - D’après la proposition 13.1.1, le groupe W (s̃)F
∗

normalise M̃1 et, puisqu’il cen-

tralise s̃, il stabilise le caractère χM̃1
s̃ . Par conséquent, on a un morphisme W (s̃)F

∗ →
NG̃F (M̃1, χ

M̃1
s̃ )/M̃F

1 . Ce morphisme est injectif car, d’après la proposition 13.1.1, on a
W (s̃) ∩W ∗

M1
= {1}. Il est surjectif car

〈RG̃

M̃1
(χM̃1

s̃ ), RG̃

M̃1
(χM̃1

s̃ )〉 = 〈RG̃

T̃∗

1
(s̃), RG̃

T̃∗

1
(s̃)〉

= |W (s̃)F
∗|,

la première égalité résultant du fait que χM̃1
s̃ = εG̃εM̃1

RM̃1

T̃∗

1

(s̃), la seconde par [DL], théorème

6.8, et d’autre part, d’après la théorie de Harish-Chandra, on a (cf, par exemple, [DM1],
lemme 6.5),

〈RG̃
M̃1

(χM̃1
s̃ ), RG̃

M̃1
(χM̃1

s̃ )〉 = |NG̃F (M̃1, χ
M̃1
s̃ )/M̃F

1 |.

Soit maintenant ξ1 un caractère linéaire de AM1(s)
F ∗

. D’après le corollaire 7.2.3, on a

NGF (M1, χ
M1
s,ξ1

)/MF
1 = NGF (M1, χ

M1
s )/MF

1

De la même manière que précédemment, on a un morphisme canonique

W (s)F
∗ → NGF (M1, χ

M1
s )/MF

1 .

Le noyau de ce morphisme est W (s)F
∗ ∩W ∗

M1
= AM1(s)

F ∗

. On va montrer que ce morphisme
est surjectif, ce qui montrera le théorème. Soient ξ1 et ξ′1 deux caractères linéaires distincts
de AM1(s)

F ∗

. Alors, d’après le corollaire 7.2.3, on a :

〈RG
M1

(χM1
s,ξ1

), RG
M1

(χM1

s,ξ′1
)〉 = 0.

Par suite,

〈RG
M1

(χM1
s ), RG

M1
(χM1

s )〉 = 〈RG
T∗

1
(s), RG

T∗

1
(s)〉

= |W (s)F
∗|

et d’autre part, d’après la théorie de Harish-Chandra et le corollaire 7.2.3, on a

〈RG
M1

(χM1
s ), RG

M1
(χM1

s )〉 =
∑

ξ1∈(AM1
(s)F∗)∧

〈RG
M1

(χM1
s,ξ1

), RG
M1

(χM1
s,ξ1

)〉

= |AM1(s)
F ∗|.|NGF (M1, χ

M1
s )/MF

1 |,

ce qui termine la démonstration. �
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13.3. Paramétrage des caractères irréductibles de E(GF ,M1, χ
M1
s ). Si on reprend

les notations de la section 7, on a

W (s̃)F
∗

= WG̃F (M̃1, χ
M̃1
s̃ ),

W (s)F
∗

/AM1(s)
F ∗

= WGF (M1, χ
M1
s,1 ),

W (s)F
∗

= W̄GF (M1, χ
M1
s ).

Par conséquent, on a un paramétrage des composantes irréductibles de RG
M1
χM1
s par les

caractères irréductibles de W (s)F
∗

(cf proposition 7.4.2). Mais, ce paramétrage n’est pas
défini de manière unique (cf remarque 4 suivant la proposition 7.4.2). Cependant, on va
montrer dans ce paragraphe comment le choix que nous avons fait d’un caractère de Gel’fand-
Graev ΓG permet de choisir un paramétrage canonique.

On a une bijection

IrrW (s̃)F
∗ −→ E(G̃F , M̃1, χ

M̃1
s̃ )

χ 7−→ ρ̃χ(s̃) = ρ̃G̃
χ (s̃)

défini comme dans la section 7.

Lemme 13.3.1. On a ρ̃sgn(s̃) = χG̃
s̃ , où sgn désigne le caractère signature de W (s̃)F

∗

.

Preuve - Cela se montre de la même manière que la proposition 14.5.1 que l’on montrera
plus tard en utilisant le fait que, dans tout groupe de Weyl, le caractère irréductible sgn
est combinaison linéaire à coefficient entiers de caractères induits de l’identité à partir de
sous-groupes paraboliques et en utilisant le fait que, pour tout sous-groupe régulier F -stable
G̃-déployé L̃ de G̃ contenant M̃1, on a

〈RG̃

L̃
χL̃
s̃ , χ

G̃
s̃ 〉 = 1

d’après la proposition 12.4.1. �

On note s̃gn le caractère linéaire de W (s)F
∗

dont la restriction à W (s̃)F
∗

est sgn et dont
la restriction à A(s)F

∗

est triviale. Le choix d’un caractère de Gel’fand-Graev ΓG définit de
manière canonique une composante irréductible de χM1

s , que l’on a notée χM1
s,1 . D’autre part,

l’extension s̃gn de sgn est elle aussi définie de manière canonique. Les diverses extensions de
sgn sont alors paramétrées par les caractères linéaires de A(s)F

∗

. Compte tenu de la remarque
4 suivant la proposition 7.4.2, pour déterminer de manière unique le paramétrage

IrrW (s)F
∗ −→ E(GF ,M1, χ

M1
s )

λ 7−→ ρλ(s) = ρG
λ (s),

il suffit de fixer de manière canonique une composante irréductible de χG
s , ce qui est encore

fait grâce au caractère de Gel’fand-Graev. On a en fait montré la

Proposition 13.3.2. La bijection

IrrW (s)F
∗ −→ E(GF ,M1, χ

M1
s )

λ 7−→ ρλ(s)

peut-être fixée de telle sorte que ρs̃gn(s) = χG
s,1. Elle est alors déterminée de manière unique.
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Remarque - On reprend les notations de la remarque suivant le corollaire 12.4.1. Pour

tout λ ∈ IrrW (s)F
∗

, on note ρψλ (s) (respectivement ρψ
′

λ (s)) le caractère irréductible de GF

associé à λ par le paramétrage précédent en utilisant le caractère de Gel’fand-Graev ΓG
ψ

(respectivement ΓG
ψ′). On a alors, pour tout caractère irréductible λ de W (s)F

∗

,

ρψ
′

λ (s) = tρψλ (s).

Si on note ξt le caractère linéaire de A(s)F
∗

associé à la classe de t dans G̃F/G̃(s̃), on a,
d’après l’équation 12.3.4,

(13.3.3) ρψ
′

λ (s) = ρψλ⊗ξt(s).

13.4. Induction de Harish-Chandra. Soit P un sous-groupe parabolique F -stable de
G et soit L un sous-groupe de Levi F -stable de G. On note L∗ un sous-groupe régulier
F ∗-stable G∗-déployé dual de L. On peut supposer que L∗ contient T∗

1. On note alors WL(s)
le groupe de Weyl de CL∗(s) relativement à T∗

1. D’après la proposition 13.3.2, on a une
bijection

IrrWL(s)F
∗ −→ E(LF ,M1, χ

M1
s )

λ 7−→ ρL
λ (s).

Le théorème 7.5.1 s’écrit alors :

Théorème 13.4.1. Soient λ et µ deux caractères irréductibles de WL(s)F
∗

et W (s)F
∗

res-
pectivement. Alors

〈RG
L (ρL

λ (s)), ρG
µ (s)〉GF = 〈Ind

W (s)F∗

WL(s)F∗ λ, µ〉W (s)F∗ .
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CHAPITRE IV

Le groupe spécial linéaire

Dans tout ce chapitre, on se fixe un entier naturel non nul n. On munit le groupe GLn(F)
de sa structure rationnelle déployée sur Fq (d’endomorphisme de Frobenius noté F ). Dans

ce chapitre, on supposera que G̃ est un sous-groupe régulier F -stable GLn(F) (G̃ n’est pas
forcément GLn(F)-déployé).

14. Le groupe général linéaire

14.1. Caractères irréductibles de G̃F . On va paramétrer les caractères de la série de
Lusztig E(G̃F , [s̃]), en utilisant les résultats de [LS]. On note toujours φ l’automorphisme de

T̃1 tel que, pour tout t ∈ T̃1, on ait F (t) = φ(t)q. On note encore φ l’automorphisme de
W (s) induit par F ∗, et 〈φ〉 le sous-groupe du groupe des automorphismes de W (s) engendré

par φ (en effet, φ induit un automorphisme de X(T̃∗
1) qui, par conjugaison, stabilise W (s)

et agit comme F ∗).

Soit χ un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

. Puisque φ (c’est-à-dire F ∗) permute les com-
posantes irréductibles de W (s̃), il lui correspond, d’après les propositions 1.5.1 et 1.4.2, un
caractère irréductible χ de W (s̃) stable sous F ∗, et il existe une et une seule extension de
χ à W (s̃) o 〈φ〉, notée χ+, telle que χ+(φ) > 0. D’après la proposition 1.4.2, il existe une
application π = πG : W (s̃) → W (s̃)F

∗

dont les fibres ont pour cardinal |W (s̃)|/|W (s̃)F
∗| et

telle que, pour tout w ∈W (s̃), on ait :

χ+(wφ) = χ(π(w)).

Remarques - (1) Dans la section 1, on avait noté χ̃ l’extension canonique de χ à W (s̃)o〈φ〉.
On la notera ici χ+ car la notation χ̃ sera réservée à l’extension canonique de χ à son
stabilisateur dans W (s)F

∗

.

(2) La famille (χ+)χ∈IrrW (s̃)F∗ est une base de l’espace vectoriel des fonctions centrales
sur W (s̃)φ.

On pose :

(14.1.1) Rχ(s̃) = RG̃
χ (s̃) =

εG̃εCG̃∗(s̃)

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(wφ)RG̃

T̃∗
w
(s̃).
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D’après [LS], l’application

(14.1.2)
IrrW (s̃)F

∗ −→ E(G̃F , [s̃])
χ 7−→ Rχ(s̃)

est bijective.

14.2. Induction de Lusztig. Soit L̃ un sous-groupe régulier F -stable de G̃. On note L̃∗

un sous-groupe régulier F ∗-stable de G̃∗ dual de L̃. On suppose que s̃ appartient à L̃∗. Soit
P̃∗ un sous-groupe parabolique de G̃∗ dont L̃∗ est un sous-groupe de Levi. Alors CP̃∗(s̃) est
un sous-groupe parabolique de CG̃∗(s̃) et CL̃∗(s̃) est un sous-groupe de Levi de CP̃∗(s̃). Soit

B̃∗
L(s̃) un sous-groupe de Borel F ∗-stable de CL̃∗(s̃) et soit T̃∗

L un tore maximal F ∗-stable de

B̃∗
L(s̃). On note B̃∗

P(s̃) l’unique sous-groupe de Borel de CP̃∗(s̃) contenant B̃∗
L(s̃). Il existe

alors un élément g ∈ CG̃∗(s̃) tel que

(T̃∗
L, B̃

∗
P(s̃)) = g(T̃∗

1, B̃
∗(s̃)).

Alors g−1F ∗(g) appartient au normalisateur de T̃∗
1 dans CG̃∗(s̃), et on note wL sa classe dans

W (s̃). Alors, via ad g−1, le groupe de Weyl de CL̃∗(s̃) relativement à T̃∗
L s’identifie à un sous-

groupe wLF
∗-stable de W (s̃) que l’on notera WL(s̃). Si χ est un caractère irréductible de

WL(s̃)wLF
∗

, il lui correspond un unique caractère irréductible toujours noté χ+ de WL(s̃) o
〈wLφ〉 tel que χ+(wLφ) > 0. On a alors

E(L̃F , (s̃)L̃∗) = {RL̃
χ(s̃) | χ ∈ IrrW (s̃)wLF

∗}.

Notations - Si f+ est une fonction centrale sur WL(s̃)wLφ, on posera, pour tout w ∈W (s̃),

(14.2.1) Ind
W (s̃)φ
WL(s̃)wLφ

f+(w) =
1

|WL(s̃)|
∑

v∈W (s̃)
v−1wφ(v)∈WL(s̃)wL

f+(v−1wφ(v)φ).

Si w ∈WL(s̃), on notera T̃∗
L,w un tore maximal F ∗-stable de type w relativement à T̃∗

L. Alors

T̃∗
L,w sera de type wwL relativement à T̃∗

1, de sorte que l’on peut supposer que T̃∗
L,w = T̃∗

wwL
.

Lemme 14.2.2. Soit χ un caractère irréductible de WL(s̃)wLF
∗

. On écrit :

Ind
W (s̃)φ
WL(s̃)wLφ

χ+ =
∑

ζ∈IrrW (s̃)F∗

nζζ
+.

Alors :

RG̃

L̃
RL̃

χ(s̃) =
∑

ζ∈IrrW (s̃)F∗

nζR
G̃
ζ (s̃).

Preuve - Cela résulte immédiatement du lemme 1.6.2. �
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14.3. Un autre paramétrage. Le premier paramétrage 14.1.2 était défini à partir des
caractères de Deligne-Lusztig. On va ici utiliser la théorie de Harish-Chandra : les deux
paramétrages sont en fait identiques (cf corollaire 14.5.2).

D’après le théorème 13.2.1, l’algèbre d’endomorphismes EndG̃F (RG̃

M̃1
(χM̃1

s̃ )) est isomorphe

à l’algèbre de groupes K[W (s̃)F
∗

]. Si χ est un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

, on note ρχ(s̃)

(ou ρG̃
χ (s̃) s’il y a confusion possible) la composante irréductible de RG̃

M̃1
(χM̃1

s̃ ) qui lui est

associée. L’application

(14.3.1)
IrrW (s̃)F

∗ −→ E(G̃F , [s̃])
χ 7−→ ρχ(s̃)

est bijective.

14.4. Induction de Harish-Chandra. Soit L̃ un sous-groupe régulier F -stable G̃-
déployé de G̃ contenant M̃1. Soit L̃∗ un sous-groupe régulier F ∗-stable de G̃∗ dual de L̃
et contenant M̃∗

1. Alors T̃∗
1 est contenu dans CL̃∗(s̃), et on note WL(s̃) le groupe de Weyl

de CL̃∗(s̃) relativement à T̃∗
1. Alors WL(s̃) est un sous-groupe F ∗-stable de W (s̃). L’algèbre

d’endomorphismes EndL̃F (RL̃

M̃1
(χM̃1

s̃ )) est isomorphe à K[WL(s̃)F
∗

], et donc on a :

E(L̃F , [s̃]L̃∗) = {ρL̃
χ(s̃) | χ ∈ IrrWL(s̃)F

∗}.

On a alors :

Lemme 14.4.1. Soit χ un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

. On écrit :

Ind
W (s̃)F∗

WL(s̃)F∗ χ =
∑

ζ∈IrrW (s̃)F∗

nζζ.

Alors

RG̃

L̃
ρL̃
χ(s̃) =

∑

ζ∈IrrW (s̃)F∗

nζρ
G̃
ζ (s̃).

14.5. Compatibilité des deux paramétrages. On commence par montrer le lemme
technique suivant :

Lemme 14.5.1. On reprend les hypothèses et notations du lemme 14.4.1. Soient χ et ζ deux
caractères irréductibles de WL(s̃)F

∗

et W (s̃)F
∗

respectivement. Alors

〈RG̃

L̃
RL̃

χ(s̃), RG̃
ζ (s̃)〉 = 〈RG̃

L̃
ρL̃
χ(s̃), ρG̃

ζ (s̃)〉.

Preuve - Cela résulte immédiatement du lemme 1.7.1. �

Corollaire 14.5.2. Pour tout caractère irréductible χ de W (s̃)F
∗

, on a ρχ(s̃) = Rχ(s̃).
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Preuve - Le groupe CG̃∗(s̃) est un sous-groupe régulier F ∗-stable de G̃∗. On note M̃ un

sous-groupe régulier F -stable de G̃ dual de CG̃∗(s̃). On peut supposer que T̃1 ⊆ M̃. Il est

associé, à l’élément s̃ (qui est central dans CG̃∗(s̃)), un caractère linéaire ˆ̃s de M̃F .
Pour tout caractère irréductible χ de W (s̃)F

∗

, on pose :

RM̃
χ (1) =

1

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(wφ)RM̃

T̃∗
w
(1).

Alors

RG̃
χ (s̃) = εG̃εM̃R

G̃

M̃
(RM̃

χ (1) ⊗ ˆ̃s).

On a donc une bijection

∇̃ : E(M̃F , 1) −→ E(G̃F , (s̃)).

L’algèbre d’endomorphismes de RM̃
T̃1

(1) est isomorphe à K[W (s̃)F
∗

]. Si χ est un caractère

irréductible de W (s̃)F
∗

, on note ρM̃
χ (1) le caractère irréductible unipotent de M̃F associé à

χ. D’après [L2], on a ∇̃(ρχ(1)) = ρχ(s̃). Il suffit donc de montrer que ρχ(1) = RM̃
χ (1). Cela

signifie que l’on peut supposer que s̃ = 1 et T̃0 = T̃1.

Tout d’abord, ρ1(1) = RG̃
1 (1) = 1G̃F . D’autre part, si L̃ est un sous-groupe régulier F -

stable G̃-déployé de G̃ contenant T̃0, et si χ (respectivement χ′) est un caractère irréductible
W ∗F ∗

L̃
(respectivement W ∗F ∗

), alors, d’après le lemme 14.5.1, on a

〈IndW
∗F∗

W ∗F∗

L̃

χ, χ′〉 = 〈RG̃

L̃
ρL̃
χ(1), ρG̃

χ′(1)〉

= 〈RG̃

L̃
RL̃

χ(1), RG̃
χ′(1)〉.

Le lemme 14.5.2 découle alors du fait que tout caractère irréductible deW ∗F ∗

est combinaison

linéaire (à coefficients dans Z) de caractère de la forme IndW
∗F∗

W ∗F∗

L̃

1, où L̃ parcourt l’ensemble

des sous-groupes réguliers F -stables G̃-déployés de G̃ contenant T̃0 (cf [F]). �

15. Le groupe spécial linéaire

15.1. Un premier paramétrage des caractères irréductibles de GF . D’après le
corollaire 14.5.2, la série de Lusztig (ou rationnelle) E(G̃F , [s̃]) est égale à l’ensemble des

composantes irréductibles de RG̃

M̃1
χM̃1
s̃ . Par conséquent, la série rationnelle E(GF , [s]) est

égale à l’ensemble des composantes irréductibles de RG
M1
χM1
s . Or, dans la proposition 13.3.2,

on a construit une bijection que l’on notera ici

(15.1.1)
IrrW (s)F

∗ −→ E(GF ,M1, χ
M1
s ) = E(GF , [s])

λ 7−→ Rλ(s) = RG
λ (s).

Ce paramétrage permettra de calculer très facilement l’induction de Harish-Chandra grâce
au théorème 7.5.1. On va construire maintenant un deuxième paramétrage qui s’avérera plus
pratique pour calculer l’induction de Deligne-Lusztig.
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15.2. Restriction des Rχ(s̃). Soit χ un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

. On définit de
la même manière qu’au paragraphe 14.1,

Rχ(s) = RG
χ (s) =

εGεC◦

G∗(s)

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(wφ)RG
T∗

w
(s)

= ResG̃
F

GF RG̃
χ (s̃).

Comme annoncé dans l’introduction, on va utiliser la connaissance des caractères irréduc-
tibles de G̃F et la théorie de Clifford permettant de décrire la restriction à GF des caractères
irréductibles de G̃F . On remarque tout d’abord que, si z ∈ (Ker i∗)F

∗

, alors

(15.2.1) RG̃
χ (s̃) ⊗ ẑ = RG̃

χ (s̃z)

(cela découle immédiatement de l’équation 6.2.3). Par conséquent, si RG̃
χ (s̃) ⊗ ẑ = RG̃

χ (s̃),

alors s̃ et s̃z sont conjugués sous G̃∗, c’est-à-dire z ∈ A(s)F
∗

(via le morphisme construit au
paragraphe 12.3). Plus précisément,

Proposition 15.2.2. Soient χ et χ′ deux caractères irréductibles de W (s̃)F
∗

. Alors :

(i) Soit α ∈ A(s)F
∗

, et soit τα le caractère linéaire de G̃F/GF qui lui est associé (cf
paragraphe 12.3). Alors Rχ′(s̃) = Rχ(s̃) ⊗ τα si et seulement si χ′ = χ ◦ adα.

(ii) On pose A(s, χ) = {α ∈ A(s) | χ ◦ adα = χ}. Alors Rχ(s) est un caractère de GF

sans multiplicité et

〈Rχ(s), Rχ(s)〉GF = |A(s, χ)F
∗|.

(iii) Le groupe A(s, χ)F
∗

est égal au stabilisateur dans A(s)F
∗

du caractère χ de W (s̃)F
∗

.

Il est isomorphe à un sous-groupe de (G̃F/GF )∧, donc on trouve un sous-groupe G̃F (s, χ)

de G̃F contenant GF (et même G̃F (s)) tel que (A(s, χ)F
∗

)∧ est isomorphe à G̃F/G̃F (s, χ) :
le groupe G̃F (s, χ) est le stabilisateur de Rχ(s) dans G̃F , et, via l’isomorphisme précédent,
(A(s, χ)F

∗

)∧ opère de manière simplement transitive sur l’ensemble des composantes irré-
ductibles de Rχ(s).

Preuve - Soit α ∈ A(s)F
∗

. Alors

Rχ(s̃) ⊗ τα =
1

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(wφ)RG̃

T̃∗
w
(s̃) ⊗ τα

=
1

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(wφ)RG̃

T̃∗
w
(αs̃α−1)

=
1

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(wφ)RG̃

T̃∗

α−1wα

(s̃)

=
1

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ+(αwα−1φ)RG̃

T̃∗
w
(s̃),

ce qui montre le (i).

Le (ii) et le (iii) résultent du fait que la restriction d’un caractère irréductible de G̃F à
GF est sans multiplicité (cf [L5]), et de la théorie de Clifford. �
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Remarques - (1) Si on prend pour χ la signature sgn de W (s̃)F
∗

, alors χ = sgn est
la signature de W (s̃) et Rsgn(s̃) est le caractère régulier χs̃ défini au paragraphe 12.1. La
proposition 15.2.2 est alors une généralisation de la proposition 12.3.2.

(2) Soit f un fonction centrale surW (s̃)F
∗

. Si f est un caractère irréductible deW (s̃)F
∗

, on

a défini des caractères f , f+,RG̃
f (s̃) et RG

f (s) deW (s̃),W (s̃)o〈φ〉, G̃F et GF respectivement.
On peut étendre ces définitions par linéarité au cas où f est une fonction centrale quelconque,
en posant :

f =
∑

χ∈IrrW (s̃)F∗

〈f, χ〉 χ,

f+ =
∑

χ∈IrrW (s̃)F∗

〈f, χ〉 χ+,

RG̃
f (s̃) =

∑

χ∈IrrW (s̃)F∗

〈f, χ〉 RG̃
χ (s̃),

RG
f (s) =

∑

χ∈IrrW (s̃)F∗

〈f, χ〉 RG
χ (s).

Il est alors facile de vérifier, par un calcul analogue à celui de la preuve du lemme 14.5.1,
que, si f et g sont deux fonctions centrales sur W (s̃)F

∗

, alors :

(15.2.3) 〈f, g〉W (s̃)F∗ = 〈f+, g+〉W (s̃)φ.

(3) De même, si f est une fonction centrale sur W (s)F
∗

, on posera

RG
f (s) =

∑

λ∈IrrW (s)F∗

〈f, λ〉RG
λ (s).

15.3. Un autre paramétrage des caractères irréductibles de GF . On note H le
sous-groupe de Aut(T̃1) engendré par A(s) et φ. On notera M̃ (respectivement M̃∗) le

centralisateur dans G̃ (dans G̃∗) du sous-tore (T̃H
1 )◦ (respectivement (T̃∗H∗

1 )◦). On rappelle

que l’on a construit au paragraphe 13.2 un sous-groupe régulier F -stable M̃1 de G̃ : M̃1

est le centralisateur dans G̃ de (T̃φ
1)

◦. Il est donc clair que M̃ contient M̃1. D’autre part,

(M̃∗, T̃∗
1, F

∗) est un triplet dual de (M̃, T̃, F ∗). On pose alors

M = M̃ ∩ G, M∗ = i∗(M̃∗).

On note WM (respectivement W ∗
M) le groupe de Weyl de M (respectivement M∗) relative-

ment à T1 (respectivement T∗
1). Le sous-groupe régulier M est le sous-groupe régulier L de

la proposition 13.1.1 dans le cas où A′ = A(s). On définit les sous-groupes WM(s̃), WM(s) et
AM(s) de W ∗

M de manière analogue à W (s̃), W (s) et A(s). On a ici, d’après la proposition
13.1.1, WM(s̃) = {1} et donc WM(s) = AM(s) = A(s).

On a donc le diagramme suivant d’inclusion entre les sous-groupes réguliers concernés :

M1
//

��

M //

��

G

��

M̃1
// M̃ // G̃
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qui induit la suite d’inclusion entre groupes

AM1(s) // AM(s) //
∼

A(s).

Le groupe W (s̃)F
∗

= W (s̃)F
∗

o A(s)F
∗

est un groupe du type de celui étudié dans le
paragraphe 1.9 : en effet, W (s̃)F

∗

est un produit de groupes symétriques et A(s)F
∗

agit sur
ce produit simplement en permutant les composantes de ce produit.

On notera IG(s) (respectivement ĪG(s)) l’ensemble qui était noté I(W (s̃)F
∗

, A(s)F
∗

) (res-
pectivement Ī(W (s̃)F

∗

, A(s)F
∗

) dans la section 1 dont on reprend les notations (χ ∗ ξ, λχ∗ξ,
. . . ). On rappelle que, si ξ est un caractère linéaire de A(s)F

∗

, on note gξ un représentant,

dans G̃F , de ξ via l’isomorphisme (A(s)F
∗

)∧ ' G̃F/G̃F (s).

Théorème 15.3.1. Il existe une et une seule bijection

ĪG(s) −→ E(GF , [s])
χ ∗ ξ 7−→ Rχ,ξ(s) = RG

χ,ξ(s)

vérifiant les trois propriétés suivantes :
(α) Le caractère Rχ(s) se décompose de la manière suivante :

Rχ(s) =
∑

ξ∈(A(s,χ)F∗)∧

RG
χ,ξ(s)

(β) Pour tout caractère linéaire ξ de A(s)F
∗

, on a

gξRχ,ξ′(s) = Rχ,ξχξ′(s)

pour tout χ ∗ ξ′ ∈ ĪG(s), où ξχ désigne la restriction de ξ à A(s, χ)F
∗

.
(γ) Soit ξ ∈ (A(s, χ)F

∗

)∧, et soient ξ1 et ξ2 deux caractères linéaires de A(s)F
∗

tels que

Res
A(s)F∗

A(s,χ)F∗ ξ1 = ξ et Res
A(s)F∗

A(s,χ)F∗ ξ2 6= ξ. Alors

〈Rχ,ξ(s), R
G
M(χM

s,ξ1
)〉GF > 〈Rχ,ξ(s), R

G
M(χM

s,ξ2
)〉GF .

Preuve - D’après 1.5.2, on a une bijection que l’on notera

ĪG(s) −→ IrrW (s)F
∗

χ ∗ ξ 7−→ λχ∗ξ.

Par conséquent, si on pose, pour tout χ ∗ ξ ∈ ĪG(s),

Rχ,ξ(s) = Rλχ∗ξ
(s),

on obtient, d’après 15.1.1, une bijection

φ : ĪG(s) −→ E(GF , [s])
χ ∗ ξ 7−→ Rχ,ξ(s).

On va montrer tout d’abord que φ vérifie les propriétés (α), (β) et (γ) du théorème 15.3.1.
Le (α) résulte de la formule 7.4.4 et de la proposition 1.5.1. Le (β) résulte de la formule

7.4.3 et du fait que

λχ∗ξ′ ⊗ ξ = λχ∗ξ′ξχ.

Il reste à montrer (γ).
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D’après le théorème 7.5.1 et la proposition 13.3.2, on a, pour i = 1 ou 2,

〈RG
χ,ξ(s), R

G
M(χM

s,ξi
)〉GF = 〈λχ∗ξ, Ind

W (s)F∗

A(s)F∗ ξi〉

= 〈χ̃⊗ ξ,Res
W (s)F∗

W (s,χ)F∗ Ind
W (s)F∗

A(s)F∗ ξi〉

= 〈χ̃⊗ ξ, Ind
W (s,χ)F∗

A(s,χ)F∗ Res
A(s)F∗

A(s,χ)F∗ ξi〉

= 〈(Res
W (s)F∗

A(s,χ)F∗ χ̃) ⊗ ξ,Res
A(s)F∗

A(s,χ)F∗ ξi〉

=
1

|A(s, χ)F ∗|
∑

α∈A(s,χ)F∗

χ̃(α)ξ(α)ξi(α)−1.

L’inégalité (γ) résulte alors du fait que χ̃(α) > 0 pour tout α ∈ A(s, χ)F
∗

.
L’unicité de φ vient du fait que (α) et (β) sont équivalentes au choix d’une composante

irréductible particulière de Rχ(s) pour tout caractère irréductible χ de W (s̃)F
∗

. La condition
(γ) détermine de façon unique cette composante. �

Remarque - Comme dans la remarque de la fin du paragraphe 12.3, dont on reprend les
notations (ψ′, t et ξt), on peut facilement vérifier que, pour tout caractère linéaire ξ de
A(s, χ)F

∗

,

(15.3.2) Rψ′

χ,ξ = Rψ
χ,ξξt(χ),

où ξt(χ) désigne la restriction de ξt à A(s, χ)F
∗

.

15.4. Restriction à un sous-groupe réductif connexe de G de même type. On
reprend les notations (G′, s′, . . . ) du paragraphe 7.6.

Proposition 15.4.1. Soit χ un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

et soit ξ un caractère li-
néaire de A(s, χ)F

∗

. Alors :

ResG
F

G′F RG
χ,ξ(s) =

∑

ξ′∈(A(s′,χ)F∗

)∧

ξ′|
A(s,χ)F

∗ =ξ

RG′

χ,ξ′(s
′).

Preuve - Compte tenu de la proposition 7.6.1, il suffit de montrer que

Ind
W (s′)F∗

W (s)F∗ λχ∗ξ =
∑

ξ′∈(A(s′,χ)F∗

)∧

ξ′|
A(s,χ)F

∗=ξ

λ′χ∗ξ′,

où

λ′χ∗ξ′ = Ind
W (s′)F∗

W (s′,χ)F∗ χ̃′ ⊗ ξ′,

où χ̃′ désigne l’extension canonique de χ à W (s′, χ)F
∗

. Cela revient à montrer que

Ind
W (s′,χ)F∗

W (s,χ)F∗ χ̃⊗ ξ =
∑

ξ′∈(A(s′,χ)F∗

)∧

ξ′|
A(s,χ)F

∗ =ξ

χ̃′ ⊗ ξ′,

ce qui résulte, par application de la théorie de Clifford, du fait que χ̃ est la restriction de χ̃′

à W (s, χ)F
∗

. �
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15.5. Caractères réguliers. On a montré (cf proposition 1.9.1) que tout caractère ir-
réductible de W (s)F

∗

était combinaison linéaire, à coefficients dans Z, d’induits à partir de
certains sous-groupes de caractères se factorisant via W (s̃)F

∗

. Cette propriété se transporte
aux caractères irréductibles de GF grâce au théorème 7.5.1 de la manière suivante :

Théorème 15.5.1. Tout caractère irréductible de E(GF , [s]) est combinaison linéaire, à co-
efficients dans Z de caractères RG

L (χL
s,ξ), où L est un sous-groupe régulier F -stable G-déployé

de G contenant T1, et où ξ est un caractère linéaire de AL(s)F
∗

.

Preuve - On note ∆s la base du système de racines Φs associée à B∗(s). Pour toute partie
F ∗-stable I de ∆s on note WI le sous-groupe parabolique de W (s̃) associé à I. On note AI
le stabilisateur, dans A(s)F

∗

, de I.
D’après le théorème 13.4.1 et la proposition 1.9.1, il suffit, pour montrer le théorème 15.5.1,

de prouver que, pour tout I ⊆ ∆s, il existe un sous-groupe régulier F ∗-stable G∗-déployé L∗

de G∗, contenant T∗
1 et tel que WL(s̃) = WI et tel que WL(s)F

∗

contienne AI (c’est-à-dire
WL(s)F

∗

= W F ∗

I o AI). Soit donc I une partie F ∗-stable de ∆s. Il existe un sous-groupe
régulier F ∗-stable C◦

G∗(s)-déployé L∗
1 de C◦

G∗(s) contenant T∗
1 tel que WL1(s̃) = WL1 = WI .

Le groupe AI normalise L1, donc normalise la partie déployée du centre de L1. On note ZI
la composante neutre du groupe des points fixes, sous l’action de AI , de la partie déployée
du centre de L1. On note L∗ le centralisateur dans G∗ de ZI . C’est, d’après [BT], théorème
4.15, un sous-groupe régulier F ∗-stable G∗-déployé de G∗. Le groupe WL(s)F

∗

contient AI
car AI ⊆ W ∗

L par construction. Il reste à montrer que C◦
L∗(s) = L∗

1 car on aura alors que
WL(s)F

∗

= W F ∗

I o AI . Il est tout d’abord clair que L∗
1 ⊆ C◦

L∗(s).
On note toujours φ l’automorphisme de T∗

1 tel que F (t) = φ(tq) pour tout t ∈ T∗
1. On

note A le sous-groupe du groupe des automorphismes de T∗
1 engendré par φ et AI , et W le

sous-groupe du groupe des automorphismes de T∗
1 égal à WL1(s̃). On note aussi H = C◦

G∗(s).
On a alors

C◦
L∗(s) = CH((TWoA

1 )◦).

Soit α une racine de C◦
L∗(s) relativement à T∗

1. On suppose α positive. D’après la proposition
2.1.1, on a : ∑

w∈WoA

w(α) = 0.

On pose
β =

∑

w∈W

w(α).

On a alors ∑

a∈A

a(β) = 0.

Supposons que w(α) soit une racine positive pour tout w ∈ W. Alors β est une somme, à
coefficients entiers naturels, de racines positives. Puisque A stabilise l’ensemble des racines
positives, on en déduit une contradiction avec le fait que

∑
a∈Aa(β) = 0. Par suite, il existe

w ∈ W tel que w(α) soit négative, ce qui montre que α est une racine de L∗
1, car W est un

sous-groupe parabolique standard de W (s̃). D’où le résultat. �

16. Foncteur de Lusztig dans le groupe spécial linéaire
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16.1. Notations. Soit L un sous-groupe régulier F -stable de G et soit L∗ un dual de
L contenu dans G∗. On suppose que s ∈ L∗. On notera par la suite P∗ un sous-groupe
parabolique de G∗ dont L∗ est un sous-groupe de Levi. On note L̃ l’unique sous-groupe
régulier (F -stable) de G̃ tel que L = L̃ ∩ G, et L̃∗ l’image réciproque par i∗ de L∗. On
rappelle que, d’après le lemme 12.3.1, l’injection canonique CL∗(s) ↪→ CG∗(s) induit un
morphisme injectif

CL∗(s)/C◦
L∗(s) ↪→ CG∗(s)/C◦

G∗(s)

commutant avec l’action du morphisme de Frobenius. D’autre part, C◦
P∗(s) est un sous-

groupe parabolique de C◦
G∗(s) dont C◦

L∗(s) est un sous-groupe de Levi.
Comme dans le paragraphe 3.2, on peut réaliser A(s) comme un groupe d’automorphismes

quasi-centraux de C◦
G∗(s). On note AL(s) l’image de CL∗(s) par le morphisme composé

CL∗(s) −→ CG∗(s)/C◦
G∗(s) −→ A(s).

Puisque le centre de C◦
G∗(s) est connexe, il existe un élément g de C◦

G∗(s)
F ∗

tel que le couple
g(C◦

L∗(s), C◦
P∗(s)) soit stable sous AL(s)F

∗

(cf proposition 3.2.1 et la remarque qui la suit).
On suppose donc que le couple (C◦

L∗(s), C◦
P∗(s)) est stable sous AL(s)F

∗

. D’après le corollaire
2.5.2, il existe un couple (T∗

L,B
∗
L(s)) où B∗

L(s) est un sous-groupe de Borel AL(s)F
∗

-stable
et F ∗-stable de C◦

L∗(s) et T∗
L est un tore maximal AF

∗

L (s)-stable et F ∗-stable de B∗
L(s). On

note U∗
P(s) le radical unipotent de C◦

P∗(s) : il est AL(s)F
∗

-stable. Par suite, B∗
L(s).U∗

P(s) est
un sous-groupe de Borel A∗

L(s)F
∗

-stable de C◦
G∗(s). Par suite, d’après la proposition 2.4.2, il

existe un élément g de C◦
G∗(s) stable sous AL(s)F

∗

tel que

g(T∗
1,B

∗(s)) = (T∗
L,B

∗
L(s).U∗

P(s)).

Alors g−1F ∗(g) normalise T∗
1 et on note wL la classe de g−1F ∗g dans W (s̃).

Via ad g−1, le groupe de Weyl de CL∗(s) relativement à T∗
L peut être vu comme un sous-

groupe de W (s), que l’on note WL(s), qui contient AL(s)F
∗

et sur lequel le morphisme
de Frobenius agit comme wLF

∗. De plus, wL est stable sous AL(s)F
∗

, donc AL(s)F
∗

=
AL(s)wLF

∗

.

16.2. Énoncé du théorème. On notera I∨G(s) (respectivement Ī∨G(s)) l’ensemble qui
était noté I∨(W (s̃)F

∗

, A(s)F
∗

) (respectivement Ī∨(W (s̃)F
∗

, A(s)F
∗

)) dans le paragraphe 1.8

dont on reprend les notations (χ ∗ α, λ̂χ∗α . . . ).
On posera, pour tout χ ∗ α ∈ Ī∨G(s),

R̂G
χ,α(s) =

∑

ξ∈(A(s,χ)F∗)∧

ξ(α)RG
χ,ξ(s)(= RG

λ̂χ∗α
(s)),

où RG

λ̂χ∗α
(s) est défini par linéarité dans la remarque 3 suivant la proposition 15.2.2. D’après

la proposition 1.8.2, la famille (R̂G
χ,α(s))χ∗α∈Ī∨

G
(s) est une base orthogonale de l’espace vectoriel

KE(GF , [s]).

Soit α ∈ A(s)F
∗

. On notera W (s̃, α) le centralisateur de α dans W (s̃) : c’est un sous-groupe
F ∗-stable de W (s̃), isomorphe à un produit de groupes symétriques permutés par F ∗.

D’après la proposition 1.4.2, il correspond à χ un caractère irréductible χα de W (s̃, α)F
∗

et, toujours d’après la même proposition, il correspond à χα un caractère irréductible χ+
α de

W (s̃, α) o 〈φ〉. On notera encore χ+
α la restriction de χ+

α à la classe W (s̃, α)φ. Il est clair
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que (χ+
α )χ∈(IrrW (s̃)F∗)α est une base de l’espace des fonctions sur W (s̃, α)φ invariantes par

W (s̃, α)-conjugaison.

Théorème 16.2.1. On suppose les conjectures (M) et (GG) vraies. Soit α ∈
AL(s)F

∗

et soit χ un caractère irréductible de WL(s̃)wLF
∗

stable sous α. On écrit :

Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

χ+
α =

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

nζζ
+
α ,

où les nζ sont dans K (ζ ∈ (IrrW (s̃)F
∗

)α). Alors :

RG
L (R̂L

χ,α(s)) = εGεLεC◦

G∗(s)αεC◦

L∗ (s)α

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

nζR̂
G
ζ,α(s),

où C◦
G∗(s)

α (respectivement C◦
L∗(s)

α) désigne le centralisateur de α dans C◦
G∗(s) (respective-

ment C◦
L∗(s)).

Remarque - (1) Compte tenu de la formule du (b) du lemme 1.8.2, le théorème 16.2.1
décrit complètement les foncteurs de Lusztig entre sous-groupes réguliers F -stables du groupe
spécial linéaire.

(2) Si α = 1, alors R̂L
χ,1(s) = RL

χ(s), et le résultat du théorème 16.2.1 est bien connu, car

il s’obtient par restriction de G̃F à GF à partir du lemme 14.2.2.

La fin de cette section est consacrée à la démonstration du théorème 16.2.1.

On notera SG
L : C(LF ) → C(GF ) le foncteur défini par le membre de droite de la formule

du théorème 16.2.1. Cela signifie que, pour tout (χ, α) ∈ I∨L(s), on pose

SG
L (R̂L

χ,α(s)) = εGεLεC◦

G∗(s)αεC◦

L∗(s)α

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

nζR̂
G
ζ,α(s),

où les nζ sont définis par

Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

χ+
α =

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

nζζ
+
α .

Le théorème 16.2.1 est équivalent au fait que les foncteurs RG
L et SG

L cöıncident.

16.3. Cas déployé. On suppose ici que L est G-déployé. On peut donc supposer que
T1 est inclus dans L et que wL = 1. Dans ce cas-là, on a εGεLεC◦

G∗(s)αεC◦

L∗(s)α = 1. Nous

allons voir que RG
L et SG

L cöıncident dans ce cas : comme L est G-déployé, le foncteur RG
L

est donné par l’induction entre les groupes WL(s)F
∗

et W (s)F
∗

(cf théorème 13.4.1), et il
faut donc montrer que :

Ind
W (s)F∗

WL(s)F∗ λ̂L
χ∗α =

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

nζ λ̂
G
ζ∗α.
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Soit ζ un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

stable sous α. En faisant le produit scalaire des

deux membres avec λ̂G
ζ∗α, on est ramené à montrer que

〈λ̂L
χ∗α,Res

W (s)F∗

WL(s)F∗ λ̂G
ζ∗α〉 =

∑

β∈A(s)F∗/A(s,ζ)F∗

nβζ〈λ̂G
ζ∗α, λ̂

G
βζ∗α〉

= |A(s, ζ)F
∗|

∑

β∈A(s)F∗/A(s,ζ)F∗

nβζ

=
∑

β∈A(s)F∗

nβζ.

On a, d’après le (i) de la proposition 1.8.2 :

〈λ̂L
χ∗α,Res

W (s)F∗

WL(s)F∗ λ̂G
ζ∗α〉 =

|AL(s, χ)F
∗|.|A(s, ζ)F

∗|
|WL(s)F ∗|

∑

w∈WL(s̃)F∗

λχ∗1(wα)λζ,1(wα)

=
|AL(s, χ)F

∗|.|A(s, ζ)F
∗|

|WL(s)F ∗|
×

∑

w∈WL(s̃)F∗

∑

β∈AL(s)F∗

/AL(s,χ)F∗

β′∈A(s)F∗

/A(s,ζ)F∗

χ̃(βw.α)ζ̃(β′w.α)

=
|AL(s)F

∗|.|A(s, ζ)F
∗|

|WL(s)F ∗|
∑

w∈WL(s̃)F∗

∑

β∈A(s)F∗/A(s,ζ)F∗

χ̃(wα)ζ̃(βw.α)

=
1

|WL(s̃)F ∗|
∑

β∈A(s)F∗

( ∑

w∈WL(s̃)F∗

χ̃(wα)βζ̃(wα).
)

D’après la proposition 1.4.2, il existe une application πα : W (s̃)F
∗ → W (s̃, α)F

∗

telle que

χ(wα) = χα(πα(w))

pour tout w ∈W (s̃), et de même pour ζ̃. Par suite,

〈λ̂L
χ∗α,Res

W (s)F∗

WL(s)F∗ λ̂G
ζ∗α〉 =

∑

β∈A(s)F∗

〈χα,Res
W (s̃,α)F∗

WL(s̃,α)F∗ ζα〉

=
∑

β∈A(s)F∗

nβζ ,

car il existe, toujours d’après la proposition 1.4.2, une application π′
α : W (s̃, α) → W (s̃, α)F

∗

telle que, pour tout w ∈WL(s̃, α), on ait :

χ+
α (wφ) = χα(π

′
α(w))

et de même pour ζ .



16. FONCTEUR DE LUSZTIG DANS LE GROUPE SPÉCIAL LINÉAIRE 115

16.4. Produits scalaires d’induits de caractères réguliers. Soit K un sous-groupe
régulier F -stable G-déployé de G. De la même manière que pour L, on peut supposer que
AK(s)F

∗

est contenu dans A(s)F
∗

.

Proposition 16.4.1. On suppose les conjectures (M) et (GG) vraies. Soient ξL et
ξK deux caractères linéaires de AL(s)F

∗

et AK(s)F
∗

respectivement. Alors :

〈RG
L (χL

s,ξL
), RG

K(χK
s,ξK

)〉 = 〈SG
L (χL

s,ξL
), SG

K(χK
s,ξK

)〉.
Preuve - On peut supposer, comme dans la démonstration du théorème 12.5.1, que ξK = 1.
On pose alors ξ = ξL. On note sgnK la signature de WK(s̃). On a :

λK
sgnK∗1 =

1

|AK(s)F ∗|
∑

α∈AK(s)F∗

λ̂sgnK∗α.

Soit α ∈ AL(s)F
∗ ∩AK(s)F

∗

. On écrit :

Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

sgn+
L,α =

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

nζζ
+
α ,

Ind
W (s̃,α)φ
WK(s̃,α)φ sgn+

K,α =
∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗)α

mζζ
+
α .

Soit ζ un caractère irréductible de W (s̃)F
∗

stable sous α. On a alors :

〈R̂G
ζ,α(s), R̂

G
ζ,α(s)〉 =

{
|A(s, ζ)F

∗| si ζ et ζ ′ sont conjugués sous A(s)F
∗

,
0 sinon.

Par conséquent,
∑

ζ,ζ′∈(IrrW (s̃)F∗ )α

nζmζ′〈R̂G
ζ,α(s), R̂

G
ζ′,α(s)〉 =

∑

ζ∈(IrrW (s̃)F∗

)α

β∈A(s)F∗

nζmβζ .

et donc

〈SG
L (χL

s,ξ), S
G
K(χK

s,1)〉 =
∑

α∈AL(s)F∗

∩AK(s)F∗

β∈A(s)F∗

εGεLεC◦

G∗(s)αεC◦

L∗(s)αξ(α)〈Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

sgn+
L,α, Ind

W (s̃,α)φ
βWK(s̃,α)φ

βsgn+
K,α〉

D’autre part, la restriction de sgn+
G,α à WL(s̃, α)wLφ est égale à sgn+

G,α(wLφ)sgn+
L,α et de

même pour K. D’autre part, sgn+
G,α(wLφ) = εC◦

G∗(s)αεC◦

L∗(s)α. En appliquant la formule de
Mackey à l’intérieur du groupe de Weyl, on obtient

|AL(s)F
∗|.|AK(s)F

∗|〈SG
L (χL

s,ξ), S
G
K(χK

s,1)〉 =

∑

α∈AL(s)F∗

∩AK(s)F∗

β∈A(s)F∗

εGεLξ(α)〈(Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

1) ⊗ sgn+
G,α, (Ind

W (s̃,α)φ
βWK(s̃,α)φ 1) ⊗ βsgn+

G,α〉 =

∑

α∈AL(s)F∗

∩AK(s)F∗

β∈A(s)F∗

εGεLξ(α)〈Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

1, Ind
W (s̃,α)φ
βWK(s̃,α)φ 1〉 =
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∑

α∈AL(s)F∗

∩AK(s)F∗

β∈A(s)F∗

εGεLξ(α)
∑

x∈WL(s̃,α)\W (s̃,α)/βWK(s̃,α)

WL(s̃,α)wL∩x
βWK(s̃,α)F ∗(x)−1 6=∅

1

et donc, compte tenu du théorème 12.5.1, la proposition 16.4.1 est équivalente au lemme
technique suivant :

Lemme 16.4.2. Avec les notations ci-dessus, on a :

1

|AL(s)F ∗|.|AK(s)F ∗|
∑

α∈AL(s)F∗

∩AK(s)F∗

β∈A(s)F∗

∑

x∈WL(s̃,α)\W (s̃,α)/βWK(s̃,α)

WL(s̃,α)wL∩x
βWK(s̃,α)F ∗(x)−1 6=∅

ξ(α)

=
∑

x∈W ′

L
(s)\W ′(s)/W ′

K
(s)

WL(s̃)wL∩xWK(s̃)F ∗(x)−1 6=∅

〈ξ, 1〉W ′

L
(s)∩xW ′

K
(s).

Preuve - Pour cette démonstration, on va abréger quelques notations : on notera A (respec-
tivement AK, respectivement AL) le groupe A(s)F

∗

(respectivement AK(s)F
∗

, respectivement
AL(s)F

∗

). On posera d’autre part AKL = AK.AL, et AK∧L = AK ∩AL. On a alors :

|AKL|.|AK∧L| = |AK|.|AL|.
On notera M un ensemble de représentants des double-classes x ∈ W ′

L(s)\W ′(s)/W ′
K(s)

intervenant dans le membre de droite du lemme 16.4.2, c’est-à-dire telles que

WL(s̃)wL ∩ xWK(s̃)F ∗(x)−1 6= ∅.

Si x ∈ M, on notera Ax le sous-groupe de A formé des éléments α ∈ A congrus modulo
W (s̃) à un élément de W ′

L(s) ∩ xW ′
K(s). On notera M′ l’ensemble des couples (x, α) tels

que x ∈ M et α ∈ Ax. Le second membre de la formule du lemme 16.4.2 est égal, avec ces
notations, à :

∑

(x,α)∈M′

ξ(α)

|Ax|
.

On remarque que Ax est contenu dans AK∧L.
Soit β̄ ∈ A/AKL. On note M(β̄) (respectivement M′(β̄)) l’ensemble des x ∈ M (respec-

tivement des couples (x, α) ∈ M′) tels que la classe de x modulo W (s̃) o AKL soit égale à
β̄ (cette classe ne dépend pas du choix du représentant x). Si β ∈ A, on notera β̄ la classe
de β dans A/AKL et on posera M(β) = M(β̄) et M′(β) = M′(β̄). Le second membre de la
formule de la proposition 16.4.2 devient alors égal à :

1

|AKL|
∑

β∈A

∑

(x,α)∈M′(β)

ξ(α)

|Ax|
.

Pour montrer le lemme 16.4.2, il suffit de montrer que, pour tout β ∈ A, on a :

(16.4.3)
1

|AK∧L|
∑

α∈AK∩AL

∑

x∈WL(s̃,α)\W (s̃,α)/βWK(s̃,α)

WL(s̃,α)wL∩x
βWK(s̃,α)F ∗(x)−1 6=∅

ξ(α) =
∑

(x,α)∈M′(β)

ξ(α)

|Ax|
.

On se fixe un élément β ∈ A. On va montrer la formule 16.4.3. Soit x ∈ M(β). Quitte
à remplacer x par un autre représentant de sa double classe, on peut supposer que xβ−1 ∈
W (s̃). On écrit x = wβ, avec w ∈ W (s̃). On note Ω(x) l’orbite sous l’action de AK∧L de
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la double classe de w dans WL(s̃)\W (s̃)/βWK(s̃). On remarque que Ω(x) ne dépend pas du
choix du représentant de x.

On note O(β) un ensemble de représentants de doubles classes de WL(s̃)\W (s̃)/βWK(s̃)
telles que

WL(s̃)wL ∩ xβWK(s̃)F ∗(x)−1 6= ∅.

On notera Ō(β) l’ensemble des orbites sous l’action de AK∧L de O(β). Si z ∈ O(β), on notera
ω(z) l’orbite de z sous AK∧L. Si x ∈ M(β), alors Ω(x) ∈ Ō(β).

Lemme 16.4.4. L’application Ω : M(β) → Ō(β) est bijective.

Preuve - La surjectivité de Ω est évidente, il faut voir que Ω est injective. Soient x et x′

dans M(β) tels que Ω(x) = Ω(x′) : on suppose que xβ−1 ∈W (s̃) et x′β−1 ∈W (s̃). On trouve
α ∈ AK∧L, w1 ∈WL(s̃) et w2 ∈WK(s̃) tels que

xβ−1 = α(w1x
′β−1βw2),

c’est-à-dire
y = α(w1y

′w2),

ce qui montre que la double classe de x dans W ′
L(s̃)\W ′(s)/W ′

K(s) est égale à celle de x′. �

Soit z ∈ O(β). Si x ∈ M(β) est tel que Ω(x) = ω(z), alors Azβ = Ax. D’autre part, Azβ ne
dépend que de l’orbite de z sous AK∧L. Le second membre de la formule de l’équation 16.4.3
est donc égal à :

∑

z∈O(β)

1

|ω(z)|.|Azβ|
∑

α∈Azβ

ξ(α).

On note alors O′(β) l’ensemble des couples (z, α) tels que z ∈ O(β) et α ∈ Azβ. Le second
membre de l’équation 16.4.3 devient alors égal à :

∑

(z,α)∈O′(β)

ξ(α)

|ω(z)|.|Azβ|
.

Lemme 16.4.5. Soit z ∈ O(β) et soit α ∈ AK∧L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) α ∈ Azβ,
(b) α(WL(s̃)zβWK(s̃)) = WL(s̃)zβWK(s̃),
(c) Il existe, dans W (s̃, α), un représentant de la double classe de z.

Preuve - • Supposons que α ∈ Azβ. On trouve w ∈ W (s̃), w1 ∈ WL(s̃), α1 ∈ AL,
w2 ∈ βWK(s̃) et α2 ∈ AK tels que :

wα = w1α1 = zw2α2.

Par réduction modulo W (s̃), on obtient que α = α1 = α2. Par suite,

w1αzα
−1w−1

2 = z,

donc la double classe de z est stable sous α. Donc (a) implique (b).

• Le fait que (c) implique (a) est clair.

• Montrons que (b) implique (c). On écrit :

W (s̃) =
r∏

i=1

(Wi × · · · ×Wi︸ ︷︷ ︸
di fois

)
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où r et les di (1 6 i 6 r) sont des entiers naturels non nuls, et où, pour tout élément w =
(wi1, . . . , widi

)1 6 i 6 r ∈W (s̃), on a :

αw = (wi2, . . . , widi
, wi1)1 6 i 6 r.

Les groupes WL(s̃) et WK(s̃) étant α-stables, ils sont de la forme :

WL(s̃) =
r∏

i=1

(WL,i × · · · ×WL,i︸ ︷︷ ︸
di fois

),

WK(s̃) =
r∏

i=1

(WK,i × · · · ×WK,i︸ ︷︷ ︸
di fois

),

où WL,i et WK,i sont des sous-groupes de Wi (1 6 i 6 r). Soit w = (wi1, . . . , widi
)1 6 i 6 r un

élément de z. Alors, pour tout 1 6 i 6 r, on a :

WL,iwi1WK,i = · · · = WL,iwidi
WK,i.

On pose w′ = (wi1, . . . , wi1)1 6 i 6 r. Alors w′ ∈ z et αw′ = w′. �

Le lemme 16.4.5 montre que, si z ∈ O(β), alors

|ω(z)| =
|AK∧L|
|Azβ|

,

donc le second membre de 16.4.3 s’écrit

∑

(z,α)∈O′(β)

ξ(α)

|AK∧L|
.

On notera N(β) l’ensemble des couples (x, α) où α ∈ AK∧L(s)F
∗

et x est une double classe
de WL(s̃, α)\W (s̃, α)/βWK(s̃, α) telle que

WL(s̃, α)wL ∩ xβWK(s̃, α)F ∗(x)−1 6= ∅.

L’équation 16.4.3 peut donc s’écrire :

(16.4.6)
∑

(x,α)∈N(β)

ξ(α) =
∑

(z,α)∈O′(β)

ξ(α).

Soit (x, α) ∈ N(β). On note ν(x) l’élément de O(β) représentant la double classe de x dans
WL(s̃)\W (s̃)/WK(s̃), et on pose :

ν ′(x, α) = (ν(x), α).

Alors ν ′(x, α) appartient à O′(β). Il suffit alors de montrer le

Lemme 16.4.7. L’application ν ′ : N(β) → O′(β) est bijective.

Preuve - L’équivalence du (a) et du (c) du lemme 16.4.5 montre que ν ′ est surjective. On va
montrer que ν ′ est injective. Soient (x, α) et (x′, α′) dans N(β) tels que ν ′(x, α) = ν ′(x′, α′).
Alors α = α′. On reprend les notations de la démonstration du lemme 16.4.5 (Wi, WL,i,
WK,i, . . . ). Soit w = (wi, . . . , wi)1 6 i 6 r un élément de x et soit w′ = (w′

i, . . . , w
′
i)1 6 i 6 r

un élément de x′. On a alors, pour tout 1 6 i 6 r, WL,iwiWK,i = WL,iw
′
iWK,i. Par suite,

x = x′. �
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Le lemme 16.4.7 termine la démonstration de la proposition 16.4.1. �

16.5. Preuve du théorème 16.2.1. On va tout d’abord montrer que les foncteurs SG
L

sont transitifs, c’est-à-dire :

Lemme 16.5.1. Soit K un sous-groupe régulier F -stable de L. Alors :

SG
K = SG

L ◦ SL
K.

Preuve - On peut supposer que le groupe AK(s)F
∗

est contenu dans AL(s)F
∗

. Soit αK un
générateur de AK(s)F

∗

. D’après la construction du paragraphe 16.1, il existe un élément wK

de WL(s̃), commutant avec α et tel que le morphisme de Frobenius sur WK(s̃) (vu comme
sous-groupe de W (s̃)) soit égal à wKwLF

∗. Le lemme 16.5.1 résulte alors du fait que, pour
tout α ∈ AK(s)F

∗

, on a :

Ind
W (s̃,α)φ
WK(s̃,α)wKwLφ

= Ind
W (s̃,α)φ
WL(s̃,α)wLφ

◦ Ind
WL(s̃,α)wLφ
WK(s̃,α)wKwLφ

. �

Soient ρ un caractère irréductible de LF et ρ′ un caractère irréductible de GF . Pour
montrer le théorème 16.2.1, il suffit de montrer que :

(16.5.2) 〈RG
L (ρ), ρ′〉 = 〈SG

L (ρ), ρ′〉.
D’après le théorème 15.5.1, on peut écrire :

ρ =
∑

J

RL
J (χJ),

ρ′ =
∑

K

RG
K(χK),

où J (respectivement K) parcourt l’ensemble des sous-groupes réguliers F -stables L-déployés
de L (respectivement G-déployés de G), et où χJ (respectivement χK) est une somme de
caractères réguliers de JF (respectivement KF ). Compte tenu du fait que le théorème 16.2.1
est vrai pour les sous-groupes réguliers G-déployés (ou L-déployés si on induit jusqu’à L),
on a :

ρ =
∑

J

SL
J (χJ),

ρ′ =
∑

K

SG
K(χK),

On a alors :

〈RG
L (ρ), ρ′〉 = 〈

∑

J

RG
J (χJ),

∑

K

RG
K(χK)〉

= 〈
∑

J

SG
J (χJ),

∑

K

SG
K(χK)〉

= 〈SG
L

∑

J

SL
J (χJ),

∑

K

SG
K(χK)〉

= 〈SG
L (ρ), ρ′〉,

la deuxième égalité résultant de la proposition 16.4.1, et la troisième de la transitivité des
foncteurs SG

L (cf lemme 16.5.1). Cela termine la démonstration de 16.5.2 et donc du théorème
16.2.1. �
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17. Paramétrage de Lusztig

Le but de cette section est d’établir un paramétrage de Lusztig (c’est-à-dire une bijection

E(GF , [s]) → E(CG∗(s)F
∗

, 1)) qui commute avec les foncteurs d’induction de Lusztig : c’est le
théorème 17.3.1. Pour cela, il faut étudier les caractères unipotents du groupe non connexe
CG∗(s), et surtout en obtenir un paramétrage. Cela sera fait dans les dernières sections à
venir. Cependant, nous utiliserons les résultats de ces dernières sections ici.

17.1. Caractères unipotents de CG∗(s)F
∗

. D’après la proposition 3.4.2, l’étude des

caractères unipotents du groupe CG∗(s)F
∗

est équivalente à l’étude des caractères unipotents

du groupe H image réciproque dans G̃∗ de CG∗(s).

Lemme 17.1.1. Le groupe A(s) se relève en un sous-groupe F ∗-stable de H, de sorte que
H soit un produit en couronne de H◦ par A(s).

Preuve - Il suffit de montrer le résultat pour le groupe B = NG̃∗(H◦)/H◦ à la place de

A(s). Le couple (G̃∗, F ∗) est un produit de descentes des scalaires de groupes linéaires. En
raisonnant composante par composante, et quitte à remplacer q par une de ses puissances,
on peut supposer que G̃∗ = GLn(F), muni de sa structure rationnelle déployée.

Soit g ∈ G̃∗ tel que g−1
H◦ = L̃∗ soit un sous-groupe régulier standard (F ∗-stable) de G̃∗.

Alors g−1F ∗(g) normalise H◦. Le groupe NG̃∗(L̃∗)/G̃∗ se relève en un sous-groupe F ∗-stable

N de G̃∗ grâce aux matrices de permutation, et NG̃∗(L̃∗) est un produit en couronne de L̃∗

par N . On peut supposer que g−1F ∗(g) = x ∈ N .
Alors gN est un sous-groupe F ∗-stable de NG̃∗(H◦) (car x ∈ N) vérifiant les conditions

du lemme. �

D’après le lemme 17.1.1, le groupe H est du type de ceux étudiés dans la section 5 dont
on peut reprendre les résultats. D’après le paragraphe 5.3, on a une bijection

IrrW (s)F
∗ −→ E(HF ∗

, 1)
λ 7−→ RH

λ (1).

D’après la proposition 3.4.2, elle induit une bijection

IrrW (s)F
∗ −→ E(CG∗(s)F

∗

, 1)

λ 7−→ R
CG∗(s)
λ (1).

17.2. Paramétrage de Lusztig. Lusztig a montré (cf [L5]) qu’il existe une bijection

entre E(GF , [s]) et E(CG∗(s)F
∗

, 1) qui, étendue par linéarité aux caractères virtuels, envoyait

εGR
G
T∗(s) sur εC◦

G∗(s)R
CG∗(s)
T∗ (1) pour tout tore maximal F ∗-stable T∗ de C◦

G∗(s). On va
construire une telle bijection compatible à l’induction de Lusztig.

Lemme 17.2.1. L’application ξs : A(s)F
∗ → {1,−1}, α 7→ εC◦

G∗(s)εC◦

G∗(s)α est un caractère

linéaire de A(s)F
∗

.
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Preuve - On note τ l’automorphisme de X(T∗) induit par F ∗, et on note toujours τ
l’automorphisme du Q-espace vectoriel E = X(T∗)⊗Z Q induit par τ . Alors, d’après [DM2],
lemme 3.9, le Fq-rang de C◦

G∗(s)
α est égal à dimEτ,α. Par suite,

εC◦

G∗(s)εC◦

G∗(s)α = (−1)dimEτ−dimEτ,α

= det(α,Eτ),

ce qui montre le résultat. �

S’il y a confusion possible, on notera ξG,s le caractère linéaire ξs décrit dans le lemme

17.2.1. On peut voir ξs comme un caractère linéaire de CG∗(s)F
∗

trivial sur C◦
G∗(s)

F ∗

. On
remarque que, pour tout caractère irréductible λ de W (s)F

∗

, on a :

R
CG∗(s)
λ (1) ⊗ ξs = R

CG∗(s)
λ⊗ξs (1).

Notre paramétrage de Lusztig sera l’application K-linéaire qu’on notera ∇G ou ∇G :
KE(GF , [s]) → KE(CG∗(s)F

∗

, 1) définie par

(17.2.2) ∇G(RG
λ (s)) = R

CG∗(s)
λ (1) ⊗ ξs.

Proposition 17.2.3. Soit T∗ un tore maximal F ∗-stable de C◦
G∗(s). Alors :

∇G(εGR
G
T∗(s)) = εC◦

G∗(s)R
CG∗(s)
T∗ (1).

Preuve - Soit w un élément de W (s̃). Il suffit de montrer le résultat lorsque T∗ = T∗
w. On

a d’une part :

RG
T∗

w
(s) = εGεC◦

G∗(s)

∑

χ∈IrrW (s̃)F∗

χ+(wφ)RG
χ (s)

= εGεC◦

G∗(s)

∑

(χ,ξ)∈IG(s)

χ+(wφ)RG
χ,ξ(s),

et d’autre part :

R
CG∗(s)
T∗

w
(1) =

∑

χ∈IrrW (s̃)F∗

χ+(wφ)RCG∗(s)
χ (1)

=
∑

(χ,ξ)∈IG(s)

χ+(wφ)R
CG∗(s)
χ,ξ (1),

=
∑

(χ,ξ)∈IG(s)

χ+(wφ)R
CG∗(s)
χ,ξξs (1),

ce qui montre le résultat. �
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17.3. Paramétrage de Lusztig et induction de Lusztig. Soit L un sous-groupe
régulier F -stable de G dont le dual L∗ contient s. Le théorème 16.2.1 et le théorème 5.5.1
montrent que :

Théorème 17.3.1. On suppose les conjectures (M) et (GG) vraies. Le diagramme

KE(LF , [s]) //
∇L

��

εGεLR
G
L

KE(CL∗(s)F
∗

, 1)

��

εC◦

G∗(s)εC◦

L∗(s)R
CG∗(s)
CL∗ (s)

KE(GF , [s]) //
∇G

KE(CG∗(s)F
∗

, 1)

est commutatif.



123

Bibliographie

[A] T. Asai, On the twisting operators on the class functions of finite special linear
groups, Proc. of Symp. in Pure Math. 47 (1987), pp 99-148.
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