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Résumé

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F,, d’endomorphisme de Frobenius noté
F : G — G. On s’intéresse aux caracteres irréductibles du groupe fini G¥. Si L est un
sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique (non nécessairement F-stable),
G. Lusztig a construit un foncteur RS : KLY — KGI entre le groupe de Grothendieck
KLY de la catégorie des L¥-modules de dimension finie (sur un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle) et celui de la catégorie des GF'-modules, appelé foncteur de Lusztig.

Question 1: calculer RE.

Ce probléme est central dans la théorie des caracteres irréductibles du groupe G (no-
tamment dans le but de connaitre leurs valeurs). Avant d’en chercher une réponse, il faut
avoir un paramétrage des caracteres irréductibles, ce qui a été fait par Lusztig. Pour cela,
on introduit un groupe réductif connexe G* dual de G, défini sur F,, d’endomorphisme de
Frobenius F* : G* — G* dual de F. A chaque classe de conjugaison semi-simple [s]g.r de
G*"| Lusztig a associé une famille de caracteres irréductibles &(G”, [s]g«r+) de sorte que
I’on a une partition

Irr GF = U E(GT, [s]gure).
[8]gwF* classe
semi—simple
de G*F*

D’autre part, Lusztig a montré qu’il existait une bijection
Ve : &(GF [s]gr) — &(Ca-(s)",1).

Cette bijection est appelée paramétrage de Lusztig. Si L* est un sous-groupe de Levi
F*-stable d'un sous-groupe parabolique de G* dual de L et contenant s, on a alors un
diagramme :
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\Y .
ZR(LE, [s]y.r+) “—— ZR(Ci-(s)", 1)
eaeL R (%) e0s,. (95 s () RS ()
ZR(G, [slg-r) ——g = ZR(Ca-(5)" . 1),

oil eg est égal & (—1)Fa—rans(G),

Question 2: Le diagramme (%) est-il commutatif?

REMARQUE - Dans le diagramme (%), les groupes Cp«(s) et Cg+(s) ne sont pas forcément
connexes. Il faudra donc définir les notions de caractéres unipotents et de foncteurs d’induc-

tion de Lusztig dans le cadre des groupes non connexes (cela a été fait par F. Digne et J.
Michel).

Le but de cette these est de répondre aux questions 1 et 2 dans le cas ou G est un sous-
groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique (non nécessairement F-stable) d’un
sous-groupe parabolique du groupe spécial linéaire muni de sa structure rationnelle déployée.
Une des applications possibles de ce résultat est au programme établi par F. Digne, G. Lehrer
et J. Michel dans [DLM1] pour le calcul de la table des caracteres du groupe spécial linéaire.

REMARQUE - La réponse que I'on obtient a ces deux questions dépend de deux conjectures.
La premiere dit que la formule de Mackey a lieu, et la deuxieme dit que la restriction de
Lusztig d'un caractere de Gel'fand-Graev est un caractere de Gel’'fand-Graev. Ces deux
conjectures ont été montrées lorsque p et q sont assez grands. Dans cette these, on montrera
(en reprenant une démonstration non publiée de P. Deligne) que la formule de Mackey est
vraie pour ¢ grand (cf théoreme 10.1.1).

On suppose donc que G est un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique
(non nécessairement F-stable) d'un sous-groupe parabolique du groupe spécial linéaire muni
de sa structure rationnelle déployée.

On montrera en particulier qu’il existe un paramétrage Vg et un paramétrage Vy, (en fait,
une fois Vg choisi, le paramétrage Vy, est imposé) rendant le diagramme () commutatif.
On n’a pas de jolie preuve fonctorielle de ce fait. On se contente de calculer les foncteurs
d’induction de Lusztig des deux cotés du diagramme et de les comparer.

La premiere partie est consacrée au calcul du foncteur de Lusztig Rgf:((:)). C’est en fait le

*

coté le plus facile a traiter. En effet, on montrera que les caractéres unipotents de Cg- (S)F
sont des combinaisons linéaires explicites de caracteres de Deligne-Lusztig généralisés aux
cas des groupes non connexes (cf théoreme 5.2.1). La simple application de la transitivité
des foncteurs de Lusztig permet alors d’obtenir une formule explicite pour ces derniers (cf
théoreme 5.5.1).

Dans la deuxieme partie, on s’attaque au calcul du foncteur RE. On y établit pour com-
mencer la formule de Mackey pour ¢ grand (en donnant une borne explicite pour ¢). Pour



RESUME 11

calculer les foncteurs d’induction de Lusztig dans le groupe spécial linéaire, on établit d’abord
un paramétrage des caracteres irréductibles de G¥'. Le probleme étant résolu pour un pro-
duit de groupes linéaires, il suffit d’étudier la décomposition en caracteres irréductibles des
restrictions a partir du sous-groupe de Levi correspondant a G du groupe linéaire. Suivant les
idées de [A], on caractérise les composantes irréductibles de ces restrictions par leur multipli-
cité dans 'induit (au sens de Harish-Chandra) de caracteres réguliers (cf théoreme 15.3.1),
c’est-a-dire des composantes de caracteres de Gel'fand-Graev. Ce paramétrage permet de
calculer facilement les foncteurs d’induction de Harish-Chandra (cf théoreme 7.5.1) et de
montrer que tout caractere irréductible de G¥' est combinaison linéaire, & coefficients dans
Z, d’induits au sens de Harish-Chandra de caracteres réguliers (cf théoreme 15.5.1).

Pour calculer les foncteurs de Lusztig, il ne reste plus qu’a calculer le produit scalaire de
deux induits (au sens de Lusztig) de caracteres réguliers (cf théoreme 12.5.1), ce qui, grace a
la formule de Mackey, se rameéne au produit scalaire de deux restrictions (au sens de Lusztig)
de caracteres réguliers. Ces restrictions sont connues d’apres [DLM1] et une autre note non
publiée de F. Digne, G. Lehrer et J. Michel sur les restrictions de Lusztig de caracteres de
Gel'fand-Graev [DLM2]. Les formules que I'on obtient pour le foncteur de Lusztig sont en
termes du groupe de Weyl (cf théoreme 16.2.1).

De la comparaison des résultats obtenus pour Rgf**((j)) et RS découle la commutativité du
diagramme () (cf théoréeme 17.3.1).
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Notations

On notera N I’ensemble des entiers naturels, Z 'anneau des entiers relatifs et Q le corps
des nombres rationnels. Si E est un ensemble fini quelconque, on notera |F| son cardinal. Si
X est un ensemble quelconque, et si (X;);e; est une famille de parties de X, on écrira

X=X

iel
pour dire que X est la réunion des X; (i € I), et que cette réunion est disjointe.

Dans toute cette these, p désignera un nombre premier fixé une fois pour toutes. Si n est
un nombre entier, on notera n, la plus grande puissance de p divisant n, et n, = n/n,. Si
G est un groupe quelconque, on notera G, (respectivement G,/) I’ensemble des p-éléments
(respectivement p’-éléments ) de G, c’est-a-dire les éléments de G dont l'ordre est fini et
est une puissance de p (respectivement premier a p).

Soient F une cloture algébrique du corps fini a p éléments [F,,, ¢ une puissance de p et F,
le sous-corps de F a q éléments. Toutes les variétés et tous les groupes algébriques seront
considérés sur F. On désignera par ¢ un nombre premier distinct de p, et par K une cloture
algébrique du corps f-adique ;. Dans tout ce qui suit, on choisit une fois pour toutes un
morphisme injectif de groupes

L — KX,
On se fixe aussi une fois pour toutes une racine de ¢ dans K, que I'on notera ,/q ou q%.

Soit G un groupe quelconque, et soit ¢ un automorphisme de G. Deux éléments = et y
de G sont dits o-conjugués s'il existe un élément g € G tel que y = g 'wo(g). La relation
de o-conjugaison est une relation d’équivalence, et ses classes d’équivalence sont appelées les
classes de o-conjugaison. On notera H'(o, G) 'ensemble des classes de o-conjugaison de
G. Si G est abélien, alors H'(o,G) est le premier groupe de cohomologie de (o) & valeurs
dans G, et est isomorphe a G/L,(G) ou L, est le morphisme de groupes L, : G — G,
g g la(g).

Si E est un ensemble sur lequel G agit, on notera quelquefois 9z (o1 g € G et € E) le
transformé de x par g. Si X est une partie de F, on notera 9X la partie de F image de X
par l'action de ¢g. Si f est une fonction sur X, on notera 9f la fonction sur X qui envoie
x sur f (gflx). Ces notations s’appliqueront en particulier a 'action de G sur lui-méme par
conjugaison (et uniquement pour cette action-la sur lui-méme). Si g € G, on notera ad g
I'application G — G, x — 92 = gxg~'. Si f est une fonction sur une partie quelconque X
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de G, on notera aussi (ad g).f la fonction sur 9X égale & 9f. On notera E“ I'ensemble des
points fixes de F sous 'action de G. Si g € GG, on notera EY '’ensemble des points fixes de
E sous g.

Si G est un groupe algébrique, on notera G° sa composante neutre, G, (respectivement
G, ) ensemble des éléments semi-simples (respectivement unipotents) de G. Si x appartient
a G, on notera x (respectivement x,) sa partie semi-simple (respectivement unipotente) ; on
notera aussi Cg(z) le centralisateur de z dans G, et Cg&(z) la composante neutre de Cg(x).
On notera Zg (ou Z(G)) le centre de G. D’autre part, si G est un groupe algébrique défini
sur le corps fini F,, on notera o(G) le rang d'un tore déployé maximal de G. On posera
Eaq = (—1)0((;).

Si G est réductif, on appellera sous-groupe régulier de G tout sous-groupe de Levi d'un
sous-groupe parabolique de G. Si G est défini sur F,, un sous-groupe régulier rationnel de G
sera dit G-déployé s’il est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique rationnel
de G.

Si T est un tore, on notera X (T) (respectivement Y (T)) le réseau des caracteres rationnels
T — F* (respectivement des sous-groupes a un parametre F* — T). On notera (, ) la dualité
parfaite X (T) x Y(T) — Z.

Si G est un groupe fini, les représentations de G seront considérées sur K. On notera Irr(G)
I'ensemble des caracteres irréductibles de G (sur K). On notera G" le groupe des caracteres
linéaires G — K* (si G est abélien, on a Irr(G) = G"). On notera C1(G) I'ensemble des classes
de conjugaison de G, et par C(G) le K-espace vectoriel des fonctions centrales G — K. Si €
est une partie de C(G), on notera K& le sous-K-espace vectoriel de €(G) engendré par €. On
notera (,)g (ou (,) s’il n’y a pas de confusion possible) le produit scalaire usuel sur C(G):

1 -
V1.7 € €(G), (fr9)a =1 2 (90 (9),
| ‘ geG
ou K — K, x — T est un automorphisme de K envoyant toute racine de I'unité de K sur
son inverse. On notera XG le groupe de Grothendieck de la catégorie des KG-modules (a
gauche) de dimension finie. Pour simplifier, on appellera G-module un KG-module.
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CHAPITRE I

Généralités

1. Produits en couronne

On va rappeler ici quelques résultats sur les représentations de produits en couronne de
groupes finis, ce qui permettra de fixer quelques notations. Si n est un entier naturel non
nul, on notera &,, le groupe des permutations de I’ensemble {1,...,n}. Si w est un ensemble
quelconque, on notera G, le groupe des permutations de cet ensemble.

1.1. Notations. Les notations que nous allons introduire seront utilisées jusqu’au para-
graphe 1.3. Soit W, un groupe fini, et soit W° le groupe W, oll d est un entier naturel non
nul fixé. Le groupe &, agit sur W° par permutations des composantes, c’est-a-dire que, si
a€ Byetsi(wy,...,wg) € We, alors

a(wl, ce ,wd) = (wafl(l), ce ,’wafl(d)).

On notera W le produit semi-direct W° x G,. Cette construction est appelée le produit en
couronne de W par G4 et est notée W11 S,.

Le but de cette section est de décrire les caracteres irréductibles de W en fonction de ceux
de W° et de G4. Si a € &4, on notera W° le centralisateur de o dans W°, c’est-a-dire le
groupe des points fixes de W° sous a.

1.2. Description d’une extension d’un caractere irréductible de W°. Soit x un
caractere irréductible de W°. On notera S,4(x) le stabilisateur de y dans &g, et W(x) le
stabilisateur de x dans W, égal a W (x) = W° x S4(x). Le caractere y de W° s’écrit sous la
forme

X=X1Q" @ Xds
ou les x; sont des caracteres irréductibles de Wi (1 <i < d). Pour 1 <1i,j <d, soit i ~
J la relation d’équivalence définie par x; = x;. Alors, si Q(x) est l'ensemble des classes
d’équivalence de cette relation, on a

Gd(X) = H Gw-
we(x)

Pour construire une extension de y a W (), on est ramené, par produit, au cas ou (x) =
{1,...,d}, c’est-a-dire au cas ot x; = -+ = xa, ce que l'on supposera par la suite. On a
alors G4(x) = G,.
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Soit V4 un Wi-module irréductible ayant pour caractere y;. Alors le W°-module
V g ‘/1 ® e ® ‘/1

a pour caractere x. On note p : W° — GL(V) la représentation correspondante. On posera
alors, pour tous a € G, et vy, ..., vg dans V7,

(1.2.1) pla)(v1 @ - ®ug) = (Va-1(1) ® =+ - ® Va-1(q))5

et on posera, pour tous w € W° et a € &,

plwa) = pw)p(a).
Alors p: W — GL(V) est une représentation de W (x) dont la restriction a W° est égale a
p. On notera y le caractere irréductible de W associé a la représentation p.

On définit de méme p dans le cas général (ou y n’est pas forcément stable sous &) et on
pose la

Définition 1.2.2. La représentation p de W(x) construite comme précédemment sera ap-
pelée 'extension canonique de p. On dira aussi que X est [’extension canonique de x
a W(x).

1.3. Calcul du caractére de ’extension canonique. Soient w € W*° et a € Sy(x).
On cherche a calculer x(wea). Comme dans le paragraphe précédent, on peut supposer que
Salx) = 64. On écrit w = (wy, ..., wy) ou w; € Wi (1 < i< d). On note €, 'ensemble des
orbites de o dans {1,...,d}. Alors le groupe W°® est isomorphe a

(1.3.1) W o~ Wi = [ Wh.

wEQa

On note x, le caractere irréductible de W°* égal a

(1.3.2) Xa= @ x1

wEQa
via I'isomorphisme précédent 1.3.1.
Pour tout w € Q, on pose mau(W) = Wilag) - Wai-1; € Wy olt i est un élément
arbitrairement choisi de w et [ = |w|. On pose alors:
Ty : W° — Wee

(1.3.3)

w — (Wa,w(w))weﬂa>

ol W°* est identifié a W;* via I'isomorphisme 1.3.1. Un calcul élémentaire d’algebre linéaire
montre que

(1.3.4) X(wa) = Yo (ma(w)).

REMARQUE - L’application m, : W° — W*°* dépend du choix effectué d'un élément i
dans chaque orbite de a dans {1,...,d}. Cependant, il est facile de vérifier que la classe de
conjugaison de 7, (w) dans W°* (w € W°) est indépendante de ce choix.
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1.4. Cas général. On va énoncer les résultats obtenus dans un cadre plus général, la
généralisation se faisant par produit des situations rencontrées dans les paragraphes 1.1 a
1.3. Les notations introduites dans ce paragraphe resteront valables jusqu’a la fin de cette
section.

Soit W° un groupe fini isomorphe a un produit de groupes finis de la forme:

T

. S———™
i=1 d; fois
ou les d; sont des entiers naturels non nuls et les W; sont des groupes finis (1 <7 < ). On
se donne un groupe A et un morphisme de groupes

p:A— Gy X - X Bg,.

Si @ € A, on notera (aq,...,q,) 'image de a par . Le groupe A agit sur W° a travers le
morphisme ¢, c’est-a-dire pour tout o € A, et pour tout w = (w;y, ..., Wig,)1 <i<r € W°,
on a

aw = (wm;l(l), e 7wioc;l(di))1 <i<re

On notera W le produit semi-direct W° x A.
Si x est un caractere irréductible de W°, on notera W (x) (respectivement A(y)) le stabi-
lisateur de x dans W (respectivement A). On a W (yx) = W*° x A(x).

Définition 1.4.1. On appelle extension canonique de x le caractére x de W(x) produit
des extensions canoniques définies en 1.2.2.

On vérifie alors facilement la

Proposition 1.4.2. Soit « € A. L’application (Irr W°)* — Trr W, x +— x,, définie comme
en 1.3.2 est bijective.

L’ application 7, : W° — W°* définie comme en 1.3.3 induit une bijection entre les
classes de a-conjugaison de W*° et les classes de conjugaison de W°* ; ses fibres ont toutes
pour cardinal |W°|/|W°%| et, pour tous x € (irW°)* et w € W°, on a:

X(wa) = Xa(ma(w)).

Soit o € A. Si f et g sont deux fonctions sur W°.« invariantes par conjugaison sous W°,
on posera

1 -
(f, g)woa = e > flwa)g(wa).

weWe

On déduit immédiatement de la proposition 1.4.2 le

Corollaire 1.4.3. Soit o € A et soient x et x' deux caractéres irréductibles de W° invariants
sous . Alors

(X X Ywe.a = (Xas Xa)wea.
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1.5. Paramétrage des caracteres irréductibles de W. On a vu que tout caractere
irréductible de W° admet une extension a son groupe d’inertie. La théorie de Clifford dans
ce cadre-la s’en trouve considérablement simplifiée :

Proposition 1.5.1. Soit x un caractére irréductible de W°. Le caractére x est l'unique
extension de x a W(x) telle que x(a) > 0 pour tout o € A. D’autre part, si & est un
caractere irréductible de A(x) (vu comme un caractére irréductible de W(x)), alors x ® £
est un caractere irréductible de W (x) et

Ave =Indyy ) X ® &
est un caractere irréductible de W. D’autre part,

Indjjox = Y. &(1)Ace.

elrr A(x)

PREUVE - Si X’ est une autre extension de x a W (x), alors il existe un caractere linéaire &
de A(x) tel que

X =x®¢,
ce qui montre I'unicité de x car le seul caractere linéaire de A ne prenant que des valeurs
réelles positives est le caractere trivial. Pour montrer la premiere assertion de la proposition
1.5.1, il suffit de montrer que y(«) > 0 pour tout @ € A(x). Soit donc @ € A(x). La
proposition 1.4.2 montre que:
X(@) = xa(1) > 0.
Les autres assertions de la proposition 1.5.1 résultent de la théorie de Clifford. m

On notera par la suite J(W°, A) 'ensemble des couples (x, &) ou x est un caracteére irré-
ductible de W° et £ est un caractere irréductible de A(x). Si (x,&) € J(W°, A) et si v € A,
alors (?x, “¢) € J(W°, A) car *¢ est un caractere irréductible de *A(y) = A(%*x). Cela définit
une action du groupe A sur I'ensemble J(W*°, £). On notera J(W°, A) Pensemble des orbites
de A dans J(W°, A). Si (x, &) € I(W?, A), on notera y & l'orbite de (x, &) sous A. On notera
par la suite \,.¢ le caractere irréductible de W noté A\, ¢ dans la proposition 1.5.1 (en effet,
le caractere A\, ¢ de W ne dépend que de l'orbite de (x, &) sous A), ce qui nous donne une
application

JWe,A) — IrW
1.5.2 ’
( ) X *6 — )\X*f’

et cette application est bijective d’apres la théorie de Clifford.

1.6. Induction tordue. Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G. On
suppose donnés deux K-espaces vectoriels E(G) et E(H) ainsi qu'une application linéaire
RS : E(H) — E(G). Soient p¢ : G — E(G) et p" : H — E(H) deux fonctions centrales
telles que, pour tout h € H, on ait

R (p" (h)) = p°(h).
Pour toute fonction centrale «y (respectivement 7) sur G (respectivement H) a valeurs dans
K, on pose:

1
RE —
R Y =

n(h)p™ (h)
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(respectivement

SRl >‘

geG
Le lemme suivant est bien connu:

Lemme 1.6.1. Soit  une fonction centrale sur H. ALors:

Rg(Rf ) = RIndG

PREUVE - On pose v = Indg n. On a, par déﬁnition,

RY = n(* " 9)p%(g)
¢ = 21 B 2
yflgeH

= |G‘Z‘H| S>oonv 9y ay)

yeG

On va donner dans ce paragraphe une version “tordue” du lemme 1.6.1 (qui n’en est qu'un
cas particulier) ainsi qu'une précision de ce résultat dans le cadre des produits en couronne.
Soit ¢ un automorphisme de G. Soit = un élément de G tel que x¢ € G x (¢) normalise H.
Si 7 est une fonction centrale sur Hx¢ (a valeurs dans K), on notera Indg(iqj n la restriction
a G¢ de la fonction Indiiiﬁm 7, ou 7 est une fonction centrale sur H x (x¢) prolongeant n
(le résultat ne dépend pas du choix de 7). On a alors, pour tout g € G,
1

(Ind$2, n)(g¢) = T >ooonv (g9)
yeG
v (g¢)eHad
1

= = >y 'go(y)e).

| H‘ yeG
ylgp(y)eHz

Soient E(H,x¢) et E(G,¢) deux K-espaces vectoriels et soit RS : E(H,z¢) — E(G, ¢)
une application linéaire. On suppose donnée deux applications
ho—

G — E(G,9)

et
g — 05,

telles que pff = pf, (respectivement pS = p) si ha¢ et h'z¢ (respectivement g¢ et g'¢) sont
conjugués sous H (respectivement () et telles que, pour tout h € H, on ait

Rth = phx
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Si n (respectivement 7y) est une fonction sur Hz¢ (respectivement G¢) invariante par conju-
gaison sous H (respectivement (), on pose:

R = — 3" n(hao)pf!
H| ik

(respectivement

R = ﬁ S g ).

geG

Lemme 1.6.2. Soit n une fonction sur Hx¢ invariante par conjugaison sous H. On pose
v = Indgﬁ¢n. Alors :

RG(R) = RS,

Y

PREUVE - Il suffit d’appliquer le lemme 1.6.1 en remplacant G par G x (¢) et H par H x (z¢)
et de restreindre aux classes G¢ et Hz¢o. m

1.7. Induction tordue et produits en couronne. On va revenir a la situation qui
nous intéresse. Pour tout 1 < i < r, on note H; un sous-groupe de W;. On pose

H°= ] Hix---xH).

1<ir

d; fois

Le sous-groupe H° de W*° est stable sous A. On suppose dans ce paragraphe, et dans ce pa-
ragraphe seulement, que A est cyclique engendré par un élément ¢. On reprend les notations
du paragraphe précédent avec G = W°, H = H° et z = 1.

Si x est un caractere irréductible de W°?, on notera x le caractere irréductible de W° stable
sous ¢ associé a x par la proposition 1.4.2 (tel que x, = X), et on notera x 1 lextension
canonique de x & W. On identifiera xT avec sa restriction & W°¢. Si f est une fonction
centrale sur W°?, on étendra ces définitions par linéarité en posant :

ff= 3 (fxoxt

XElrr Woo
Lemme 1.7.1. Soit f une fontion centrale sur H°®. On pose g = Ind}/{V:; f. Alors
g+ = Indg/:(f f+.

PREUVE - D’apres la proposition 1.4.2, il existe une application Wf . H° — H°? vérifiant
les conditions de cette proposition. Il suffit de remarquer que 7T£I est la restriction de m,. m
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1.8. Transformation de Mellin. On notera JV(WW°, A) 'ensemble des couples (x, a)
ou x est un caractere irréductible de W° et a appartient a A(x). Si (x,«) € 3Y(W°, A) et
si 3 € A, alors (P, a) € 3V(W°, A) car Pa appartient & PA(x) = A(Py). Cela définit une
action de A sur JV(W°, A). On notera JV(W°, A) 'ensemble des orbites de A dans JV(W°, A).
Si (x,a) € JV(W°, A), on notera x * « 'orbite de (x, a) sous A.

On posera alors, pour tout x * a dans JV(W°, A),

(1.8.1) Ara = 3 E(Q) Ayue
£eAON

(On remarque en effet que Xx*a ne dépend que de lorbite sous A de (x, «) dans J3V(W°, A).)
Lemme 1.8.2. (a) Soit y* & € IJ(W°, A). Alors:

# Z () j‘xm-

Ayse =
T AR LS

(b) (Xx*a)x*anV(Wo,A) est une base orthogonale de C(W).
(c) On suppose A abélien. Soit x x « € JY(W*°, A). Soient w € W° et 3 € A. Alors:

Xx*a(wﬁ) _ { |0A(X>| Ax*l(wﬂ> sl a = ﬁa

sinon.

PREUVE - Le (a) est clair et le (b) résulte immédiatement du (a).

Montrons le (c). Si 8 n’appartient pas a A(x), alors Xx*a(wﬁ) = 0. On peut donc supposer
que (§ appartient a A(y). Puisque A est abélien, on a, pour tout caractere irréductible £ de
A(x);

Ax*&(wﬁ) = S(ﬁ))‘x*l(wﬂ)

Par conséquent,

~

Mesa(wB) = 30 E(0)E(B) A (wp)

E€A()N
_ A A (wpB) sta =5,
0 sinon. m

1.9. Produits en couronne de groupes symétriques. On suppose maintenant que,
pour tout 1 <7 < 7, le groupe W, est isomorphe au groupe symétrique G,,,, ol n; est un entier
naturel non nul. On va généraliser au cas du groupe W le fait qu'un caractere irréductible
d’un groupe symétrique est combinaison linéaire, a coefficients dans Z, d’induits du caractere
trivial a partir de sous-groupes paraboliques.

Soit 1 <i <. On notera S; 'ensemble des transpositions {(12),(23),...,(n; — 1,n;)}.
C’est un ensemble générateur de &,,,. On notera S la réunion disjointe :

- —_—
I<isr d; fois
Alors S est un ensemble générateur de W°. Si I est inclus dans S, on notera Wy le sous-
groupe de W° engendré par I. On notera A; le normalisateur dans A de W7, c’est-a-dire le

stabilisateur dans A de I. On notera W le produit semi-direct W} x A;.
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Proposition 1.9.1. Soit A un caractere irréductible de W . Alors il existe des entiers relatifs
ay et des caractéres & de Ap (I CS) tels que:

A= arIndy, &
ICS
ou & est vu comme un caractere de Wry.
PREUVE - Il existe un caractere irréductible xy de W° tel que A\ soit une composante irré-
ductible de I'induit de y & W. Pour tout I C S, on notera A;(x) le stabilisateur de x dans

Ap, et Wi(x) le produit semi-direct W; x Ar(x).
On va tout d’abord montrer qu'’il existe des entiers relatifs b; (I C 5) tels que

= brIndyy ) 1
1CS

soit une extension de y a W(x). Pour cela, on peut supposer, quitte a renuméroter les W;
(1 <i<r),que A(x) agit transitivement sur les composantes de W; x - - - x W; (d; fois). Par
suite, pour tout 1 <4 < r, il existe un caractere irréductible y; de W; tel que

X = ®xz e ® ).
d; fois

On sait (cf [F]) que, pour tout 1 < i < r, il existe des entiers relatifs ¢, (I; C 5;) tels que
Xi= Y ¢ Ind%' 1.
I;CS; '

Par suite,

WO
X = Z Z (& CIidi IndH::1(WI“X__.XWIid.) 1.

1<egsr 1;;C8
1<j<d;

Cela signifie qu’il existe des entiers relatifs a; (I C ) tels que
_ w
X — Z CL[ IndWIo 1

Ics
et qu’ils vérifient

Qoy = Qg
pour tous I C S et a € A(x). On note P un ensemble de représentants des A(x)-orbites
dans I’ensemble des parties de S. On pose alors:

Z ar Ind%%{
Ie®
On a alors, d’apres la formule de Mackey :

Resp ¥ yo = > ar Respy ¥ Ind%l%z) 1
Iep

= Z(af > Ind%)

Ie® a€A(X)/Ar(x)
= > asIndy.1
Ics !
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Il existe donc un caractere linéaire £ de A(x) tel que

A = Indyyy (x0 ® €).
Pour tout I € P, on note & la restriction de £ a Ar(x). On a alors:

A= Z ar Ind%z(x) 3¢
Iep

car

W) _ W)
(Indwfm ®g= InszE(x) &

Si on pose alors, pour tout I C S,
A
& = Indy oy &,
on a:
A= a;Indy, &,
IeP
ce qui est le résultat annoncé. m

2. Automorphismes quasi-centraux

Cette section commence par un paragraphe sur les centralisateurs de sous-tores d’un
groupe réductif. Le corollaire 2.1.3 a une application immédiate dans cette section mais
il servira surtout a construire des sous-groupes réguliers des groupes réductifs (cf paragraphe
13.1). Le reste de cette section est consacré a la généralisation des résultats de [DM2] sur
I’étude du groupe des points fixes d'un groupe réductif sous un groupe d’automorphismes
quasi-centraux (pour la définition d’un automorphisme quasi-central, cf [DM2], définition-
théoreme 1.15). L’application essentielle de ces résultats est d’obtenir quelques résultats sur
les groupes non connexes : les groupes non connexes qui nous intéresseront seront des centra-
lisateurs d’éléments semi-simples, dont le groupe des composantes connexes est en général
abélien (et pas forcément cyclique).

Les résultats des paragraphes 2.1 a 2.4 restent vrais lorsque les groupes considérés sont
définis sur un corps algébriquement clos quelconque.

2.1. Centralisateurs de sous-tores. Soit G un groupe réductif connexe. Soit T un tore
maximal de G, et soit A un groupe fini d’automorphismes de T. Si o € A, on note encore o
'action de o sur Y(T), et o Paction de o sur X(T) (si z € X(T), alors o(z) =x 005 '). On
note L le sous-groupe régulier de G égal au centralisateur Cg((T#)°). I est clair que T est
contenu dans L.

Proposition 2.1.1. Awvec les notations ci-dessus, soit a une racine de G relativement a T.
Alors a est une racine de L relativement a T si et seulement si

> o(a) =0.
oc€EA

PREUVE - Par définition de L, o est une racine de L relativement & T si et seulement
si la restriction de o & (T4)° est le caractere trivial, c’est-a-dire si et seulement si o est
orthogonale & Y ((T4)°) — Y (T).

Lemme 2.1.2. On a Y((T#4)°) = Y(T)A.
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PREUVE - Soit y € Y(T)A. Alors 'image de y est contenue dans T4, et, puisqu’elle est
connexe, elle est contenue dans (T#)°. Par suite, y € Y((T#)°). La réciproque est immé-
diate. O

Supposons que « soit orthogonale & Y ((T#)°). Soit y € Y(T). On pose v = X ,c40(y),

et o/ =Y cqa0(a). Alors y' € Y(T)4, donc, d’apres le lemme 2.1.2, {a, y') = 0. Or, (o, /) =

(o, y), ce qui montre que o’ est orthogonal a Y (T), c’est-a-dire est tr1v1al.
Réciproquement, supposons que Y ,c4 o(a) = 0. Soit alors y € Y(T)%. On a

0=(Y ola)y) = (@Y o

ogEA ocA
= [Al{ey)

car y est stable sous A. Par suite, («,y) = 0, ce qui montre que « est une racine de L
relativement a T. m

Corollaire 2.1.3. Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On suppose que A sta-
bilise le systéme de racines positives de G relativement au couple (T, B). Alors Cg((T4)°) =
T.

PREUVE - On pose L = Cg((T#)°). Soit a une racine de L relativement a T, positive
relativement a l'ordre défini par B. Alors, puisque A stabilise le couple (T, B), o(«) est une
racine positive pour tout o € A. Or, d’apres la proposition 2.1.1, on a

ZAU(Q) =0

ce qui est impossible. On en déduit que le systeme de racines de L relativement a T est vide,
c’est-a-dire que L=T. m

2.2. Notations. Soit G un groupe réductif connexe. Soit By un sous-groupe de Borel de
G et soit Ty un tore maximal de By. On note ® le systeme de racines de G relativement a
Ty, et A la base de @ associée a By. Pour tout a € @, on notera U, le sous-groupe unipotent
de G associé a a.

Soit A un groupe fini abélien d’automorphismes de G stabilisant Ty et By. Les éléments
de A sont donc, par définition, des automorphismes quasi-semi-simples de G (cf [S]).
Tout élément o € A induit un automorphisme de X (Ty) que I'on notera toujours o : cet
automorphisme permute les racines de G relativement a T.

Définition 2.2.1 ([DM2], définition-théoréme 1.15). Un automorphisme o de G est
dit quasi-central s’il est quasi-semi-simple et si, pour tout élément g de G tel que ’auto-
morphisme T = o oadg de G soit quasi-semi-simple, on a dim GT < dim G°.

On suppose que les éléments de A sont des automorphismes quasi-centraux de G. Le
but de cette section est de généraliser au cas ou A est abélien les résultats de [DM2], section
1, sur I’étude du groupe des points fixes de G sous A: dans [DM2], il n’est traité que le cas
ou A est cyclique (c’est cependant le cas le plus difficile, la généralisation ne se faisant que
par récurrence sur le cardinal de A).
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REMARQUE - Le groupe cyclique engendré par un automorphisme quasi-central n’est pas
nécessairement un groupe d’automorphismes quasi-centraux: il se peut qu’une puissance
d’un automorphisme quasi-central ne le soit pas (cf [DM2], 1.20).

2.3. Récurrence. L’essentiel de la généralisation des résultats de [DM2] tient dans la
proposition 2.3.1 que 'on va énoncer dans ce paragraphe et qui permet, en raisonnant par
récurrence sur le cardinal de A, de se ramener au cas ou A est cyclique.

Proposition 2.3.1. Soit A’ un sous-groupe mazximal du groupe A et soit o un élément de
A n’appartenant pas a A'. On pose G' = (G7)°. Alors les éléments de A" induisent des
automorphismes quasi-centrauz de G'.

PREUVE - Puisque A est abélien, le groupe G’ est stable sous A’. D’autre part, (G'4)° =
(G4)°. D’apres [DM2], théoreme 1.8, (i), le groupe G’ est un groupe réductif connexe. On
pose T, = TyNG’ et B, = BoNG'. D’apres [DM2], théoreme 1.8, (iii), By, est un sous-groupe
de Borel de G’ et T est un tore maximal de Bj. Le groupe A étant abélien, T}, et B{, sont
A’-stables.

Soit (24 : F — U,)aece une famille d’isomorphismes. Pour tous 7 € A et o € ®, on notera
Crqo 'unique élément de F* tel que

v£ € F, Txa(§> = Tr(a) (CT,ag)'

On posera d’autre part Cyo = Cyio, OU 4 est le plus petit entier naturel non nul tel que
o'(a) = a (c’est-a-dire le cardinal de l'orbite de « sous o). Puisque ¢* est un automorphisme
quasi-central, il résulte du théoreme 1.8, (v), de [DM2] que Cpo = ¢piq = Cpiy = 1 car
o'(a) = . Quitte & modifier les z, (o € A) par un automorphisme de F (c’est-a-dire par
la multiplication par un élément de F*), on peut supposer que ¢,, = 1 pour tout a € A,
c’est-a-dire

Vo € A, V§ c F, Uxa(g) = xg(a)(f).
SiTée Aetsiae A, alorson a, pour tout £ € F,
Tor(a) (CO'T,O!S) = UTxoc (6) = UxT(a) (CT,ag) = Tor(a) (CT,ag)
et, puisque A est abélien,
7ra(§) = xa(€) = o) (§) = Tro() (Cro@?)-
Par suite,
(2-3-2) Cra = Cor,a = Crio(a)-

On note @’ le systeme de racines de G’ relativement a T{ et A’ la base de @' associée a
Bj{. Si @ € ®, on notera o' 'orbite de a sous o. D’apres [DM2], théoreme 1.8, (v), A" peut
étre identifié avec avec I'ensemble des orbites de o dans A. Soit (z/, : F — UL, )yeq une
famille d’isomorphismes quelconque. Pour tous 7 € A’ et pour tout o’ € @', on notera ¢/,
I'unique élément de F* tel que

VEETR, "0,(§) = 2r(ar) (b))
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On se fixe 7 € A" et @ € A. On note 7 le cardinal de l'orbite de o' sous 7. Compte
tenu de [DM2], définition-théoreme 1.15, (v), pour montrer que 7 induit un automorphisme
quasi-central de G, il suffit de montrer ’égalité

(ﬁ) C;i@/ =1.

, ne dépend pas du choix de la famille (2,)qcqr-
/

On remarque que ¢, ,
Puisque 7(a’) = o et puisque 7(a’) = 7(a)' (car A est abélien), il existe j € Z tel que

7(a) = 07 (a). Or, d’apres la formule 2.3.2, on a
Criq = Crig—i o

On pose 7/ = 7%0™7. On a 7/(a) = a et 7/ est un automorphisme quasi-central de G. Donc,
d’apres [DM2], théoréme 1.15, (v), on a ¢/, = 1. Par suite,

(2.3.3) Crig = 1.

Premier cas: Supposons que, pour toutes racines § et v dans o/, 5 + 7 ne soit pas une
racine. On pose alors, pour tout £ € I,

7o (§) = 11 z5(9).

Bea’

Puisque z5(§) et ,(¢') commutent pour tous 3 et v dans o et & et £’ dans F (cela résulte
des relations de Chevalley et du fait que 3 + v n’est pas une racine), application z/, est
bien définie, ne dépend pas de I'ordre dans lequel on effectue le produit et est un morphisme
de groupes. C’est méme un isomorphisme de groupes 7, : F — U/,. 1l est facile de vérifier

que
/
Ti,o/

d’apres la formule 2.3.3, ce qui montre (f) dans ce cas-la.

c =C, =1
T,

Deuxiéme cas : Supposons maintenant trouvée une racine 5 dans o’ telle que a+ 3 soit une
racine. On pose v = a+ (3. Alors a et § sont les deux racines “du milieu” d’une composante
irréductible de type As, (n > 1) du graphe de Dynkin de (G, Ty, Bg). On peut donc supposer
que, pour tous £ et n dans F, on a

[2a(£), xa(n)] = 24(&n).

Par suite, ¢, = ¢roCrp = 2, Car ¢rq = 75 d’apres la formule 2.3.2. On note k le plus petit
entier naturel tel que 3 = o*(«). Alors k est le cardinal de I'orbite de v sous o ; on remarque
aussi que la somme de deux racines de 7' n’est pas une racine. On peut aussi supposer alors
que, pour tous E e Fet 0 <y <k —1,

xo‘i('y) (S) = ij’y(f)'
On a alors, d’apres [DM2], théoreme 1.8, (v),
TToh—1(4) (&) = 24(—=E).

e Si p = 2: Dans ce cas, il est facile de vérifier que, si on pose

o (§) = 11 76(¢)

oy
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pour tout & € I, alors #/, est un isomorphisme F — U’,. Or, ¢, ., = ¢,i, = %, =1 d’aprés
la formule 2.3.3. D’ou (f).

e Si p # 2: Dans ce cas, un calcul fastidieux mais facile montre que, si on pose

2

k—1
2(©) = TL 20500 () 205090(©) Torip ()
=0

pour tout £ € F, alors z/, est un isomorphisme F — U, et c;i v = ¢;i, = 1 d’apres la
formule 2.3.3. Cela termine la démonstration de (£). m

2.4. Etude du groupe (G#)°. On va étudier dans ce paragraphe les rapports entre les
sous-groupes de Borel, les sous-groupes paraboliques, les tores maximaux et les sous-groupes
réguliers de G et ceux de (G4)°.

Proposition 2.4.1. (a) Le groupe G* est réductif.

(b) L’application B — BN (GA)° induit une bijection entre l’ensemble des sous-groupes
de Borel A-stables de G et l’ensemble des sous-groupes de Borel de (G4)°.

(c) L’application (T,B) — (TN (G*)°, BN(GA)°) induit une bijection entre I’ensemble
des couples (T, B) ot B est un sous-groupe de Borel A-stable de G et T est un tore mazimal
A-stable de B et ’ensemble des couples formés d’un tore maximal de (G?)° et d’un sous-
groupe de Borel de (G4)° le contenant.

(d) Soit T un tore mazimal A-stable d’un sous-groupe de Borel A-stable. On a T =
Ce(T N (GH)°).

PREUVE - On va montrer (a), (b) et (c¢) par récurrence sur |A|. Si |[A] = 1, il n'y a rien
a démontrer. On suppose donc |A| > 2 et les résultats (a), (b) et (c) vrais pour le couple
(G', A’) construit dans la proposition 2.3.1 dont on reprend les notations (A4’, o, G', T}, By
... ). On remarque que, puisque A est engendré par A’ et o, on a (G4)° = (G'4)°.

Par hypothese de récurrence, le groupe G4 est réductif, donc G* est réductif.

Soit B un sous-groupe de Borel A-stable de G. Alors, d’apres [DM2], théoreme 1.8, (iii),
BNG’ est un sous-groupe de Borel de G’. Puisque A est abélien, BNG' est A’-stable, et donc,
par hypotheése de récurrence, B N (G')° est un sous-groupe de Borel de (G'4)° = (G#)°.
L’application du (b) de la proposition 2.4.1 est donc bien définie.

Soient B; et By deux sous-groupes de Borel A-stables de G tels que By N (G4)° =
B, (GA)°. Alors, par hypothése de récurrence, BiN G’ = BoNG'. Par suite, d’apres [DM2)],
définition-théoreme 1.15, (i), on a By = By, ce qui montre l'injectivité de 1'application
B — BN (G4)e.

Soit B” un sous-groupe de Borel de (G#)°. Par hypothese de récurrence, il existe un
sous-groupe de Borel A’-stable B’ de G’ tel que B'N(G#)° = B”. D’apres [DM2], définition-
théoreme 1.15, (ii), il existe un unique sous-groupe de Borel o-stable B de G tel que BNG' =
B’. Par unicité de B, ce dernier est A’-stable car B’ I'est. Donc B est A-stable car il est aussi
o-stable. D’autre part, BN (G4)° = (BN G') N (G4)° = B'N (G4)° = B”. L’application
B — By N (G*)° est donc surjective, ce qui termine la démonstration du (b).

Le (c) se montre de la méme maniere que le (b) en utilisant le fait qu'’il est vrai lorsque
A = (0), ce qui est démontré dans [DM2], corollaire 1.25.

Le (d) résulte immédiatement du corollaire 2.1.3. m
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REMARQUE - Le (a) de la proposition 2.4.1 n’utilise que la quasi-semi-simplicité des éléments
de A.

Corollaire 2.4.2. Soit (T,B) un couple formé d’un tore mazximal A-stable T de G et d’un
sous-groupe de Borel A-stable B de G le contenant. Alors il existe g € (G4)° tel que

9(Ty,Bg) = (T, B).
PREUVE - D’apres la proposition 2.4.1, (c) il existe g € (G4)° tel que
9(To N (G°, By N (G1)°) = (TN (G, BN (GA)°).

L’injectivité de I'application (T, B) — (TN (G*)°, BN (G*)°) montre alors que 9(Ty, By) =
(T,B). m

Proposition 2.4.3. (a) L’application P —— P N (G4)° induit une bijection croissante
entre [’ensemble des sous-groupes paraboliques A-stables de G et l’ensemble des sous-groupes
paraboliques de (G4)°.

(b) L’application (L, P) — (LN (GA)°, PN (GA)°) induit une bijection croissante entre
l’ensemble des couples (L, P) ou P est un sous-groupe parabolique A-stable de G et L est un
sous-groupe de Levi A-stable de P et l’ensemble des couples (L', P’) formés d’un sous-groupe
parabolique P’ de (GA)° et d’un sous-groupe de Levi L' de P'.

(c) Awvec les notations du (b), on a L = Cg(rad(L N (G4)°)).

PREUVE - Cela se démontre de la méme maniere que le (b), le (c) et le (d) de la proposition
2.4.1, en utilisant le fait que le résultat est vrai lorsque A est cyclique (cf [DM2], corollaire
1.25). m

Corollaire 2.4.4. Soit P un sous-groupe parabolique A-stable de G et soit L un sous-groupe
de Levi A-stable de P. Alors il existe un couple (T, Byr) formé d’un tore mazximal A-stable
Ty, de L et d’un sous-groupe de Borel A-stable By, de L contenant Ty,. De plus, les éléments
de A induisent des automorphismes quasi-centraux de L.

PREUVE - Soit (T',B’) un couple formé d’un tore maximal T’ de L N (G*)° et d’un sous-
groupe de Borel B’ de P N (G#)° contenant T'. Par suite, d’apres la proposition 2.4.1, il
existe un unique couple (T, B) formé d’un tore maximal A-stable T de G et d’un sous-groupe
de Borel A-stable B de G contenant T tel que T = T N (G4)° et B’ = BN (G#)°. Alors
T CLet BCP. Onpose B =BnNL. Alors By, est un sous-groupe de Borel A-stable de
L contenant T = Tj,.

Pour la derniére assertion, on peut supposer, quitte a conjuguer par un élément de (G4)°,
que Ty C L et By C P. 1l suffit alors d’appliquer par exemple [DM2], définition-théoréme
1.15, (iii). m
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2.5. Cas des corps finis. On suppose dorénavant que G est défini sur [F, et on note
F: G — G l'’endomorphisme de Frobenius associé. On suppose que tous les éléments de A
sont rationnels, c’est-a-dire commutent avec F'.

Proposition 2.5.1. Il existe un couple (T, B) ou B est un sous-groupe de Borel A-stable et
F-stable de G et T est un tore maximal A-stable et F-stable de B.

PREUVE - Soit B’ un sous-groupe de Borel F-stable de (G*)° et soit T’ un tore maximal
F-stable de (G#)° contenu dans B’. D’apres la proposition 2.4.1, (c), il existe un unique
couple (T, B) ou B est un sous-groupe de Borel A-stable de G et T est un tore maximal
A-stable de B tel que TN (G4)° =T’ et BN (G#)° = B’. Par unicité du couple (T, B), ce
couple est F-stable. m

Corollaire 2.5.2. Soit P un sous-groupe parabolique A-stable de G (non nécessairement ra-
tionnel) ayant un sous-groupe de Levi A-stable et rationnel. Alors il existe un couple (T, By,)

ou By, est un sous-groupe de Borel A-stable et F-stable de L et Ty, est un tore mazimal A-
stable et F'-stable de By,.

PREUVE - Cela résulte immédiatement de la proposition 2.5.1 et du corollaire 2.4.4. m

Proposition 2.5.3. Soit P un sous-groupe parabolique de G (non nécessairement rationnel)
qui posséde un sous-groupe de Levi rationnel L. Alors, si la GF-orbite du couple (L, P) est
A-stable, elle contient un couple A-stable.

PREUVE - On va raisonner par récurrence sur |A| comme dans la proposition 2.4.1. On
reprend donc les notations du paragraphe 2.3 (A’, o et G’). On suppose donc le résultat vrai
pour le couple (G’, A").

D’apres [DM2], proposition 1.38; il existe un élément g € G** tel que 9(L, P) soit o-stable.
On peut donc supposer que le couple (L, P) est o-stable, ce qui sera fait par la suite. On pose
P=PNG et L' =LNG" Alors, d’apres [DM2], proposition 1.11, P’ est un sous-groupe
parabolique de G’ et L est un sous-groupe de Levi de P’.

Soit 7 € A’. Par hypothese, il existe un élément g € G*" tel que "(L, P) = 9(L, P). Puisque
A est abélien, le couple 7(L, P) est o-stable, donc g~'o(g) appartient au normalisateur dans
G du couple, (L, P), c’est-a-dire L. D’autre part, o commute avec F', donc g 'o(g) € LE.
D’apres [DM2], proposition 1.39, on a g € G’F.L¥. On peut donc supposer que g € G'¥', ce
qui montre que la G'"-orbite de (L, P) est A’-stable.

Par suite, la G'*-orbite de (L/,P’) est A’-stable. Par hypotheése de récurrence, il existe
g € G'F tel que 9 (L/, P’) soit A’-stable. D’apres [DM2], corollaire 1.25, puisque 9 (L, P) est
o-stable, il est aussi A’-stable, donc A-stable. m

3. Groupes réductifs non connexes

Soit G un groupe réductif non nécessairement connexe défini sur IF,, d’endomorphisme
de Frobenius F' : G — G. On va rappeler ici quelques résultats sur les groupes réductifs
non connexes, et notamment, on va construire 'induction et la restriction de Lusztig dans
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ce cadre-la: cette construction a déja été faite dans [DM2], définition 2.2. La classe de sous-
groupes réguliers que 'on considere ici est légerement plus générale que celle considérée dans
[DM2] ; les deux définitions sont reliées par la proposition 3.3.3.

3.1. Généralités. Les notions de sous-groupes de Borel et de sous-groupes paraboliques
de G se définissent de la méme maniere que dans le cas ou G est connexe, c’est-a-dire:

Définition 3.1.1. On appelle sous-groupe de Borel de G tout sous-groupe connexe ré-
soluble maximal de G. On appelle sous-groupe parabolique de G tout sous-groupe fermé
de G contenant un sous-groupe de Borel.

REMARQUE - Les “paraboliques” de G construits par [DM2] (cf définition 1.4) sont les
normalisateurs dans G des sous-groupes paraboliques de G°. En particulier, ce sont des
sous-groupes paraboliques de G au sens de la définition précédente 3.1.1. Cependant, un sous-
groupe parabolique de G au sens de la définition 3.1.1 n’est pas forcément un “parabolique”
au sens de [DM2]. Il est contenu (en général strictement) dans un “parabolique” ayant méme
composante neutre.

Soit P un sous-groupe parabolique de G. On note U son radical unipotent: U est le
radical unipotent de P°. Soit Ly un sous-groupe de Levi de P°. On pose L = Np(Lg). Alors
(cf, par exemple, [DM1], corollaire 1.18) on a L° = LN G° = L, et

P=LxU.

Définition 3.1.2. Avec les notations ci-dessus, on dira que L est un sous-groupe de Levi
du sous-groupe parabolique P.

On appellera sous-groupe régulier de G tout sous-groupe de Levi d’un sous-groupe
parabolique de G.

Définition 3.1.3. On appelle quasi-tore maximal de G tout normalisateur dans G d’un
couple (T°,B°), ou T° est un tore maximal de G° et B® est un sous-groupe de Borel de G°
contenant T°.

Définition 3.1.4. Si T° est un tore maximal de G°, on appellera groupe de Weyl de G
relativement a T° le groupe quotient Ng(T°)/T°.

Soit T° un tore maximal de G° et soit B° un sous-groupe de Borel de G° contenant T°.
On note T le normalisateur, dans G, du couple (T°, B°). Alors T est un quasi-tore maximal
de G, de composante neutre T°.

Si on note Wg(T°) (respectivement W&(T?)) le groupe de Weyl de G (respectivement
G°) relativement a T°, il est facile de vérifier que

We(T°) ~ T/T° x W(T°).

Soit ¢ € G. On notera G(o) le sous-groupe de G engendré par G° et 0. C’est un
sous-groupe régulier F-stable de G.

Proposition 3.1.5. On suppose que o induit un automorphisme quasi-central de G°.
Soit T un quasi-tore mazimal F-stable de G(o). Alors il existe un G(o)" -conjugué T de T
contenant o. De plus, (T9)° est un tore maximal F-stable de (G7)°.



3. GROUPES REDUCTIFS NON CONNEXES 33

L application qui, a la G(o)F-classe de T, associe la (G?)°F-classe de (Tg)° est bijective.
Par suite, l’ensemble des G(o)F -classes de quasi-tores mazimauz F-stables de G(o) est en
bijection avec H'(F,W?7), ou W est le groupe de Weyl de G° relativement a un tore mazimal
F-stable et o-stable (il en existe toujours d’aprés [DM2], proposition 1.36, (ii)).

PREUVE - cf [DM2], proposition 1.40. m

3.2. Groupes non connexes et automorphismes quasi-centraux. Soit B° un sous-
groupe de Borel F-stable de G° et soit T° un tore maximal F-stable de B°. On note ® le
systeme de racines de G° relativement a T° et A la base de ® relativement a B°. Pour tout
a € @, on note U, le sous-groupe unipotent de G° associée a . On note ¢ 'automorphisme
de X (T°) tel que, pour tout = € X(T°), on ait

F(x) = q¢(x).

Alors ¢ permute les racines de G° relativement a T°. On choisit une famille d’isomorphismes
(24 : F — Up)aco telle que, pour tous a € @ et £ € F, on ait

"20(8) = T4() (£7)-

On note B le normalisateur de B° dans G et T le normalisateur du couple (T°, B°) dans
G. On pose

A=G/G".
Alors A est isomorphe & B/B° et a T/T°. On pose pour finir
A= {U eT | Va € A? vé- € Fu Uxa(g) = xa(a)(é-)}‘

Alors A est F-stable, G = G°. A et AN G° = Z ou Z désigne le centre de G°. De plus, A
est isomorphe a A /Z. Par conséquent, on peut voir A comme un groupe d’automorphismes
de G° (car Z agit trivialement sur G°). D’apres [DM2], définition-théoreme 1.15, (v), les
éléments de A sont des automorphismes quasi-centraux de G°.

Soit P un sous-groupe parabolique de G et soit L un sous-groupe de Levi de P. On suppose
que L est F-stable. On note Ay, le sous-groupe de A image de L par le morphisme composé

L—-G/G°— A
et on note A, I'image réciproque de Ar, dans A.

Proposition 3.2.1. On suppose que A est abélien et que GF = G°F' AF. Alors il existe
un élément g € G°F' tel que 9L (et donc IP) contienne A¥.

REMARQUE - Si H'(F,Z) = {1}, alors le fait que G = G°" AT est automatiquement
vérifié (cf [DM2], proposition 1.35). En particulier, si Z est connexe, alors GI" = G°F". AT,

PREUVE - Par définition de Ay, et compte tenu du fait que GF = G°F.AF lorbite du
couple (L°, P°) sous G°" est stable sous Af". D’apres la proposition 2.5.3, il existe un élément
g € G°F tel que 9(L°, P°) soit Af-stable. Puisque Ngo(P°) = P° et Npo(L°) = L°, on en
déduit que 9L (et donc YP) contient AL m
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3.3. Induction de Lusztig dans les groupes non connexes. Soit P un sous-groupe
parabolique de G, et soit U son radical unipotent. Soit L un sous-groupe de Levi de P. On
suppose L rationnel. On note alors Yy la variété:

Yu={9eG|g 'F(g) € U}.

S’il y a ambiguité on notera Y& ou encore YS’F la variété Yy. Le groupe G agit par
translation a gauche et le groupe L agit par translation & droite sur Yy. On note H}(Yy)
le GF-module-L¥ (c’est-a-dire un G¥-module a gauche et un L¥-module & droite tel que les
actions respectives de G et LT commutent) virtuel
H: (Yo) = Y-(~1) H(Yu. Q).
ieN

On construit a partir du bimodule virtuel H}(Yy) des foncteurs entre les groupes de Gro-
thendieck XG¥ et KL% notés:

RE¢: XLF — XGF
™ — H:(Yy)®xpr
*RE . KGF — XLF
T +— HYYy)Y ®kgr,
ot H*(Yu)Y désigne le dual de H*(Yy) (c’est un L¥-module-G¥). Les deux foncteurs RS et

*RE induisent des foncteurs entre les espaces de fonctions centrales C(L) et C(GF), toujours
notés RS et *RE. Les formules les décrivant sont les suivantes :

Proposition 3.3.1. Soient A\ une fonction centrale sur LY et v une fonction centrale sur

G, Alors:

RE (M(g) = Z Tr((g, ™), H:(Yu)) A2),
*RS( GF| ZFTr _ll H:(YU)) 7(y)7

pour tous g € G et [ € LF.

PREUVE - cf [DM1], proposition 4.5. =

Les foncteurs RE et *RE sont appelés respectivement les foncteurs d’induction et de res-
triction de Lusztig. Lorsque G est connexe, on retrouve les foncteurs de Lusztig habituels.
Ils dépendent a priori du choix du sous-groupe parabolique P dont L est un sous-groupe de
Levi. Lorsqu’il y a un risque d’ambiguité, on notera RS p et *RE p les foncteurs RE et *RY.

Proposition 3.3.2. Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques de G tels que P C Q.
Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de P et soit M un sous-groupe de Levi F-stable de
Q contenant L.

Alors P N M est un sous-groupe parabolique de M de sous-groupe de Levi L. De plus :

G _ G M
Rycp = RMCQ ° Rpcpams

* DG _ *xpM * DG
et Ricp = "Rrcprm © Brcq-
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PREUVE - On note U le radical unipotent de P et V celui de Q. Il est facile de voir que
P NM est un sous-groupe parabolique de M (car il contient P°MNM?° qui est un sous-groupe
parabolique de M?), de radical unipotent U N M = U N M°, et dont un sous-groupe de
Levi est L. Compte tenu des propriétés de la cohomologie ¢-adique (cf, par exemple, [DM1],
proposition 10.10), il suffit de montrer que 'application

Y YS’ XMFYII\J/IOM — YS‘
(9,7) — g

est un isomorphisme de variétés, ot I'exposant (G ou M) rappelle dans quel groupe sont
définies les variétés correspondantes, et ot Y Xpr YN désigne le quotient de la variété
produit Y& x YM 1 par M T'action du groupe M étant définie de la maniere suivante::

m.(g,z) = (gm™", mx),

pour tous m € M¥, g € Y$ et # € YM . Il suffit de montrer qu’elle est bien définie,
injective et surjective.
Soient g € Y$ et x € YM ;. On a alors

(92) ' F(gx) =37 (¢7 ' F(g))z.a™ ' F(x).

Or, 271 (g7 F(g))x appartient & V (car x € M et g~ 'F(g) € V) et 2 'F(z) € UN M. Par
suite,
(gz) 'F(gz) e V.(UNM) =U

(cf [DM1], proposition 2.1, (iii)). L’application ¢ est donc bien définie.
Soient (g, ) et (¢, ') dans Y x YN/ tels que gz = ¢’2’. On a alors ¢’ 'g = 2’271, On
pose m =2’z Ona g=¢g'm, x = m™ 12’ et m € M. On a alors:

g 'F(g) =m (g F(g))m.m™ " F(m),

ce qui implique que V. N'V.m™'F(m) est non vide, c’est-a-dire que F(m) = m. Par suite, ¢
est injective.

Soit y € Y&. 1l existe u dans U N M et v dans V tels que y ' F(y) = vu. D’autre part,
d’apres le théoreme de Lang, il existe un élément x de M tel que 7' F(z) = u. Alors zvz™! €
V, donc il existe g dans G tel que g~ 'F(g) = zvax~!. Par suite, (gz) 'F(gz) = y ' F(y),
donc on trouve ¢’ € G tel que y = ¢g'gz. Or, g'g € Y$ et © € YM 1, ce qui montre que ¢
est surjective. m

Proposition 3.3.3. Soit L un sous-groupe F-stable de G contenant G°. Alors L est un
sous-groupe parabolique de G et un sous-groupe de Levi de lui-méme. On a alors :

RY = Indﬁf

F
et *RY = Resgr .

PREUVE - En effet, dans ce cas-la, le radical unipotent de L est réduit a I’élément neutre.
Or, la variété Yy, est égale a GF. Par suite, le Gf-module-L” HX(Y{1) est isomorphe a
KG! munie des actions naturelles de G & gauche et L & droite (cf, par exemple, [DM1],
proposition 10.8, (i)). m
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3.4. Caracteres unipotents de groupes non connexe. On définit aussi pour les
groupes non connexes la notion de caractere unipotent. La proposition 3.4.2 ci-dessous est
bien connue lorsque G est connexe: la généralisation au cas non connexe est immédiate.

Définition 3.4.1. On appelle caractére unipotent de G toute composante irréductible
d’un caractere .

IndgoF p,
ou p est un caractére unipotent de G°F .

Compte tenu des propositions 3.3.2 et 3.3.3, un caractere irréductible de G est unipotent
si et seulement si il est une composante irréductible d'un R (1) ou T est un tore maximal F-
stable de G (c’est-a-dire de G°). On notera &(G'", 1) 'ensemble des caracteres irréductibles
unipotents de GF'.

Proposition 3.4.2. Soit Z un sous-groupe fermé connexe central F-stable de G. Alors ’ap-
plication naturelle

E(GH/ZF 1) — &(GF)1)
est bijective.

PREUVE - On note 7 : G — G¥/Z* ’application canonique. Si p est un caractere unipotent

de G /ZF, alors p est une composante irréductible de Indng p°, ou p° est un caractere
unipotent de G°F'. Or p o 7 est une composante irréductible de

(IndS2r p°) o 7 = IndSor (p° o 7),

donc p o 7 est un caractere unipotent de G¥ car p° o 7 est un caractére unipotent de G°F
(cf, par exemple, [DM2], proposition 13.20). De plus, I'application naturelle &(G*/Z%, 1) —
E(GT, 1) est injective. Il reste & montrer qu’elle est surjective.

Soit p un caractere unipotent de GF. 1l suffit de montrer que p(z) = p(1) pour tout
z € ZF . 1l existe un caractere unipotent p° de G°F tel que p soit une composante irréductible
de Indgc,FF p°. Or, la proposition 3.4.2 est vraie si G est connexe (cf, par exemple, [DM1],
proposition 13.20). En particulier, elle est vraie pour G°. Par suite, on a, pour tout z € Z*
p°(2) = p°(1). Puisque Z est central dans G, on a bien p(z) = p(1) pour tout z € Z". m
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CHAPITRE II

Caracteres unipotents de groupes non connexes de type A

Ce chapitre est consacré a I’étude des caracteres unipotents d’un groupe non connexe G
produit semi-direct d’un sous-groupe régulier rationnel d’un groupe linéaire par un groupe
permutant ses composantes irréductibles. Au passage, on fera le lien entre I’étude des carac-
teres unipotents de G et la descente de Shintani des caracteres unipotents du groupe linéaire
(cf théoreme 4.5.1) en adoptant le méme point de vue que F. Digne (cf [D]).

On établit que tous les caracteres unipotents de G sont des combinaisons linéaires expli-
cites de caracteres de Deligne-Lusztig généralisés (cf théoreme 5.2.1), ce qui permettra dans
la derniere section de ce chapitre de calculer I'induction de Lusztig des caracteres unipotents
(cf théoreme 5.5.1) en utilisant simplement la transitivité de ces foncteurs d’induction.

4. Groupes non connexes et descente de Shintani dans le groupe linéaire

4.1. Notations. Soit n un nombre entier naturel non nul. On note Gy le groupe linéaire
GL,(F). On notera F : G; — Gj l'endomorphisme de Frobenius qui envoie la matrice
(aij)1 < i,j < n sur la matrice (af;)1 <ij <n- Si g € Gy, on notera “g I'image de g par F. On a
donc G = GL,(F,).

On se fixe un autre entier naturel non nul d, et on note G° le groupe G¢. On notera encore
F lendomorphisme de Frobenius F' : G° — G°, (g1,...,94) — (Fg1,...,Fgq). On définit
d’autre part un automorphisme o de G° par:

o G° — G°
(gla"'7gd) — (92a--'>9d,91)'

Il est facile de vérifier que o est un automorphisme quasi-central de G°, ainsi que tous les
o', 1 € Z (en utilisant par exemple la caractérisation (i) de la définition 1.15 de [DM2]).
On notera A le sous-groupe de Aut(G°) engendré par o, et on notera G le produit semi-
direct :
G=G’x A

L’endomorphisme de Frobenius F' de G° se prolonge en un endomorphisme de Frobenius
toujours noté F' : G — G agissant trivialement sur A.

Le but de cette section est de décrire, grace a 'induction de Lusztig dans G, les représen-
tations unipotentes du groupe G°F = G°7F x A.
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4.2. Caractéres unipotents de G°°F, Les caracteres unipotents de G°F ont été décrits
dans [LS] a l'aide des caracteres de Deligne-Lusztig.

On notera T le tore maximal de Gy formé des matrices diagonales inversibles. On notera
T° le tore maximal de G° égal a T‘li. On notera de méme W, de Weyl de G relativement a
Ty, et W° le groupe de Weyl de G° relativement a T°. On a bien str:

we =W
On notera W le groupe de Weyl de G relativement a T°. On a:
W =W°?xA.

On notera d’autre part By le sous-groupe de Borel de G; formé des matrices triangulaires
supérieures, et B° le sous-groupe de Borel de G° égal & B{.

Si x est un caractere irréductible de W°°F il lui correspond, d’apres la proposition 1.4.2,
un caractere irréductible x de W° stable sous o F'. On notera x T son extension canonique au
groupe W° x (o F) (cf paragraphe 1). Si w appartient a W°, on notera T¢ un tore maximal
o F-stable de G° de type w relativement a T° et a '’endomorphisme de Frobenius o F'. On
prendra TS = T°. On pose alors:

oo F 1 o
(4.2.1) RS = g Y xt(woF)RE. (1).
weWe

Alors, d’apres [LS], I'application

I Weolh — &(G°T 1)

4.2.2 oo
( ) X — RS‘ r

est bijective.
On notera m : W° — W construite comme dans la proposition 1.4.2 telle que, pour
tout caractere irréductible y de W°°F et pour tout w € W°, on ait

xt(woF) = x(m(w)).

N

. . . oo F o N .
4.3. Description d’une extension de RS a G?. Pour décrire les caractéres uni-

potents de G°F', on utilisera la théorie de Clifford. Pour cela, le premier résultat important
est le suivant :

Proposition 4.3.1. Les caractéres unipotents de G°°F sont invariants sous o.
PREUVE - Soit w un élément de W°. Il est facile de vérifier que
RE (1) oo~ = RS, (1) = B (1)

car le tore maximal °T¢ est G°?/-conjugué au tore maximal TS (cela découle du fait que
o(w) est o F-conjugué a w dans W°). Le résultat découle alors immédiatement de la formule
42.1. m

Le groupe A étant cyclique, il résulte de la proposition 4.3.1 que tout caractere unipotent
de G°°F" a une extension a G°F; les différentes extensions different par un caractere linéaire
de A. On va décrire ici une extension particuliere en fonction des caracteres de Deligne-
Lusztig du groupe GoF.
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Soit xy un caractere irréductible de W°°F et soit 4 un entier appartenant a {0,1,...,d—1}.
On notera G(c¢") le sous-groupe de G engendré par G° et o'. On notera d’autre part T; le
quasi-tore maximal o F-stable T° x (¢*) de G°(c"). D’apres la proposition 1.4.2, il correspond
& x un caractere irréductible o F-stable x; de W°7', et on notera x;" lextension canomque de
x & W°" x (o F). Toujours d’apres la proposition 1.4.27 il existe une application m; : W' —
WeoF telle que, pour tout w € W°', on ait

xiH (woF) = x(mi(w)).

Si w e W', on notera T, i un quasi-tore maximal o F-stable de G(o") dont dont la classe
de G(0%)°F-conjugaison est associée a la classe de oF-conjugaison de w dans W' par la
proposition 3.1.5. On posera alors, pour tout g € G°F,

1

e 2 weP)RET ()0

weWwoo'

(4.3.2) RS (go") =

X

ol, pour tout w € Wee' on a noté 1 la fonction sur T"F constante et égale a 1.
On a donc défini une fonctlon RS’ sur G°F par la formule 4.3.2. On va montrer que c’est

N . , . . ooF
un caractere irréductible de G°F, et que c’est une extension de RS’ .

NOTATIONS - On prolonge les définitions de x, x;, x; et }?SOUF au cas d’une fonction
centrale f sur W°oF

f= > (fixx

x€E€lrr WooF

xE€lrr WooF

= (foxih

xEIrr WooF

~ oo F ~ oo F
R = > (f)BRYT

xElrr WeooF

Lemme 4.3.3. Soient f et g deux fonctions centrales sur W°°F . Alors R?UF est une fonction
centrale sur G°F et

(RE™.RG™) = (f.9).

. . ~ (o F . . . . .
PREUVE - Par construction, la fonction R? est invariante par G°°F-conjugaison. Un rai-
sonnement analogue a celui de la proposition 4.3.1 montre qu’elle est invariante par conju-
gaison par 0. C’est donc bien une fonction centrale sur G°F'.

Soient 7 et § deux fonctions centrales sur G°°F.o%. On posera:

<V?5>G°JF.0'Z' = |GOUF| Z 'Y gU gUZ>
geGan
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Avec ces notations, on a, d’apres [DM2], proposition 4.8,

<RG0F RG0F> o dil G’OUF‘
f 7' - ‘GUF|

oF ~ o F oF
Resgoal?.o.i R? ReSGOUF RG >GOUF ot

Z fi 792 Wool oF
=0
,9)

car, d’apres le lemme 1.7.1,

<fz y 9 >WOUZ oF — <f g>

Lemme 4.3.4 (Digne-Michel). R$"" = 1gor.

PREUVE - cf [DM2], proposition 4.12. m

Soit Py un sous-groupe parabolique standard de Gy relativement a Ty et B;. On note P°
le sous-groupe parabolique de G° égal & P{. Soit L; le sous-groupe de Levi de P; contenant
T;. On note L° le sous-groupe de Levi de P° contenant T°: on a L° = L¢. On notera Wr,
le groupe de Weyl de L; relativement a Ty et W} le groupe de Weyl de L° relativement a
T°. On a bien sir W = W . On notera L le produit semi-direct :

L=L°xA.

Puisque est L est isomorphe a un produit de groupes linéaires, et puisque ’endomorphisme

de Frobenius F est déployé sur Lj, on peut associer, & toute fonction centrale f sur Wof,
. ’ SToF , . A~ N

une fonction centrale sur L°F notée er définie de la méme maniere que pour GoF.

Lemme 4.3.5. Soit f une fonction centrale sur WoE. On pose

an

g =Ind!} WeoF f
On a alors :
R = RS
PREUVE - Sii € {0,1,...,d — 1}, on notera L(c?) le sous-groupe de L engendré par L° et
o'. Compte tenu de la proposition 2.3, (i), de [DM2] , on a, pour tout 0 <i < d — 1,
Res§oor o RE(RY") = REC) (Resklrr o RET™).

Le résultat découle alors immédiatement de la transitivité des foncteurs d’induction de Lusz-
tig (cf proposition 3.3.2) grace au lemme 1.7.1 et 1.6.2. m

Théoréme 4.3.6. Soit x un caractére irréductible de Wt Alors RSUF est un caractere

irréductible de G| et c’est une extension de RGOUF
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PREUVE - Par définition, la restriction de }?SUF a Gt est égale a RSWF. D’autre part,
d’apres le lemme 4.3.3, on a:

~GCTF ~GCTF
(Ry Ry )=1
I1 suffit donc de montrer que RSUF est un caractere virtuel de GoF.

On note S 'ensemble des réflexions simples de Wy (relativement a By). Si I est une partie
de S, on notera W ; le sous-groupe de W; engendré par I. On notera P; ; le sous-groupe
parabolique standard B, W; ;B de G, et L 1 le sous-groupe de Levi de P, ; contenant T'.
On a alors Wy, ; = Wy ;. On notera d’autre part Lj le groupe L{ ;, L; le groupe L{ ; x A.
On notera W7} le groupe de Weyl de Lj relativement a T° et W; le groupe de Weyl de L;
relativement a T°.

On sait (cf [F]) qu'il existe des entiers relatifs a; (I C S) tels que:

X — Z CL[ Ind%22§ 1WIOO'F.
Ics !
Par suite, d’apres les lemmes 4.3.4 et 4.3.5, on a:
HGIF G
RX - Z a;IRLI(lLL}'F),

ICS

. . ~ F N .
ce qui montre bien que RS est un caractére virtuel de G77. m

4.4. Caracteéres unipotents de G, Soit y un caractere irréductible de WeF et soit
€ un caractere linéaire de A. On peut voir £ comme un caractere linéaire de G°F. On pose:

GJF o ~GUF
Rye =Ry ®¢.

D’apres la théorie de Clifford, RS;F est un caractere irréductible unipotent de G°F. De plus:
GoF GooF - GoF
IndGooF RX — Z RX7§ .
geAn
D’autre part, toujours d’apres la théorie de Clifford et le lemme 4.3.3, 'application

Irr Weol' x AN —  &(GF)1)
oF
(X> 6) L R)(zf
est bijective. On remarque que W = W°oF x A = W F x A, donc on a une bijection
canonique
I Weol' x AN — Trr WerF

(x: €) — x®¢
On pose alors
GO‘F GO‘F
Rywe = Rxe

de sorte que 'on a une bijection

r Wt —  &(G77,1)
A — RS,
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4.5. Lien avec la descente de Shintani. L’application

Ty Gfd — GooF
d—1
g — (" g....79.9)
est un isomorphisme de groupes. D’autre part, si g € Gfd, alors 74(Fg) = "717',1(9). Par suite,

T se prolonge en un isomorphisme de groupes, toujours noté

Td Gfd>4<F) —  GoF
gF" — T(g)o"

i

De méme, on a un isomorphisme naturel 7, : GI' — (G°)¥'

Soit g € Gfd. D’apres le théoreme de Lang, on trouve x € Gy tel que g = 271 F(z). Alors
¢ = Fl(z)z~' € GF, et 'application qui, & la F-classe de ¢ dans G, associe la classe de
conjugaison de ¢’ dans GI" est bien définie et est bijective. On la note:

Npajp - H(F,GF") — CI(GT).

On identifie I'espace des fonctions sur H'(F,GF") avec Pespace C(GF*.F) des fonctions
centrales sur GI*.F. De méme, on identifie espace des fonctions sur C1(GF) avec I'espace
C(GY) des fonctions centrales sur G{. La bijection Npa,p induit alors un isomorphisme
d’espaces vectoriels noté:

Shpa/p : €(GF) — C(GI'.F).

C’est ce que I'on appelle la descente de Shintani de F?¢ a F.
On note Sh, # l'isomorphisme C((G?)F) — €(G°F.07!) rendant le diagramme

ShFd/F

C(GI) —=¢e(GF'.F)

e((Goa)F) ShJjF G(GOO’F‘O_—].)
commutatif.

Soit x un caractere irréductible de WeoF = (1W°?)F. On peut lui associer un caractere
irréductible RchW)F de (G*?)" de la manitre suivante: si w € W*F = W*, alors (Tg,,)°
est un tore maximal F-stable de G°? de type w relativement a T° (cf proposition 3.1.5), et
on pose

1
(GOU)F - QGoo
Rx - [WooF| Z X(w)R(Ti,l)C’ (1).

'LUEWOUF

~ ooF _—1 . . ~ oF _
D’autre part, on note RS’ @ la restriction de RS’ a G°F g7 On a alors:

Théoréme 4.5.1. Soit x un caractére irréductible de W . Alors :
ShUFR;Goo)F _ RSOUF'U—l
PREUVE - D’apres [DM2], théoréme 5.6, il existe un racine d®™° de 1'unité ¢ telle que

F.O_—l

Sh,r R = (RS,
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D’autre part, on a par définition Sh, » R(G™" (671) = R(GW)F(l), donc il suffit de montrer
que RE" ( ) = RS*"7""(071) ou encore que RE*" (1) = RS (o).
Or, d apres [DM2], théoreme 4.13, on a, pour tout we We,

REC)(1)(0) = Ry 1 (1)(1),

ce qui montre le résultat. m

4.6. Produits en couronne de descentes des scalaires. On reprend les notations du
paragraphe 4.1 (G, G°, o, F;, A ... ). On se fixe un entier naturel non nul e, et on note
H; le groupe GY. On note H° le groupe (G°)¢, et on note encore F' I'endomorphisme de
Frobenius égal a F' sur chacune des composantes. D’autre part, on note 7 'automorphisme
de H° égal & 0 x --- x 0 (e fois). On a donc:

HOTF (GOO’F)

Le groupe &, agit sur H° par permutation des composantes, et cette action commute avec
I’endomorphisme de Frobenius 7F'. D’autre part, le groupe A€ agit aussi de maniere ration-
nelle sur H°. On note B le produit semi-direct

B=A°xG,.

On pose alors:
H=H°x B.

On prolonge a H I’endomorphisme de Frobenius F' en le faisant agir trivialement sur B. Le
but de cette section est de décrire les caracteres unipotents du groupe H™F. Puisque 7 est
central dans B, on a:

F_ (GUF)e X 657

le groupe G, agissant par permutation des composantes.

4.7. Caracteéres unipotents de H™". On note Wy, le groupe de Weyl de H; relati-
vement au tore maximal T¢, de sorte que Wy, ~ W7, et Wg le groupe de Weyl de H°
relativement au tore maximal (T°)¢ de H®, de sorte que Wg, ~ (IW°)°. On note Wg le
groupe de Weyl de H relativement a (T°)¢. On a alors:

Wa=WgxB=W°xG&,.

On a vu au paragraphe 4.4 que, a tout caractere irréductible A de W7, on pouvait
. N . oF . .. .
associer un caractere unipotent R$” de GoF. Par suite, on a une bijection entre Irr(WoF)e
et £((G°F)¢, 1) que I'on notera

W (WoF)e — E((GF), 1)
A — R&G”F)e.

Lemme 4.7.1. Soit A un caractére irréductible de (WE)e et soit a un élément de S..

Alors :

aR)\GcF) _ R(QC)_:JF)E'
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PREUVE - Claire. m

On reprend les notations du paragraphe 1.5. On notera aussi J((G%')¢, &,) I'ensemble des
couples (p,€) oll p est un caractere unipotent de (G7F)¢ et € est un caractere irréductible
du stabilisateur &.(p) de p dans &,. Le groupe &, agit par conjugaison sur J((GF)¢, &.),
et on notera J((GF)¢,&,) I'ensemble des orbites de &, dans J((G?F)*, &,). Si (p, &) €
J((GF)¢, &,), on notera encore p * ¢ son orbite sous I'action de &,.

Si A (respectivement p) est un caractere irréductible de (W)€ (respectivement un ca-

ractére unipotent de (G°F)¢), on notera A (respectivement j) I'extension canonique de A
(respectivement p) & (W) x &.()\) (respectivement (G7F)¢ x &.(p)). Alors I'application

j((W"F) S.) — IrrWﬁF

(A& mod S, +— Ind(WUF exSo(A ))\®§
(respectivement
I(G°F)e, 6.) — EMH™,1)
TF ~
(P, ) mod S, — IndGoryee,(nFOE )

est bijective. D’aprés le lemme 4.7.1, on a une bijection naturelle entre J((WF)¢, &,) et
J(G°F)¢, &,), ce qui nous donne une bijection

r W — &M 1)
QZ] NN RETF

Soit x un caractere irréductible de Wf. On notera y lextension canonique de y a
WEE % B(x), et on posera, pour tout caractere irréductible & de B(y),

TF
¢x§ - IndworFNB X ® 5
On a donc une bijection :
JWFE, B) — I Wg
X * S — ¢X,€'
Lemme 4.7.2. Soit x un caractére irréductible de WL et soit 3 € B. On a:
ﬁRHOTF o RHOTF

et
ﬁ~ Go‘F e "'(C"L'J'F)*3
RE™) =Ry

PREUVE - Claire. m

Soit p un caractere unipotent de H°™F. I existe un caractere irréductible x de W tel
que p = REO . On note p 'extension canonique de R G A HF % B(p) = (GF) xS, ().
C’est une extension de p a H™' x B(p).

Définition 4.7.3. Le caractére unipotent p de H™" x B(p) sera appelé |'extension cano-
nique de p.
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On posera, pour tout caractere irréductible £ de B(p),

fe = Indierr () 6 ® £
On a donc une bijection :
JHF B) — EMHT 1)
pr& Pe-
D’apres le lemme 4.7.2, on a une bijection entre J(W', B) et J(H°"F, B), et on a, pour
tout x * & € (WL, B),

(4.7.4) RY T = (RE)e.

X

On va donner une expression de RE”F en fonction des caracteres de Deligne-Lusztig de
maniere similaire a la formule 4.3.2.

Soit 5 € B. On note H(3) le sous-groupe de H engendré par H° et (3 et Wﬁﬁ le centrali-
sateur de 3 dans Wg. Si w € Wi, on notera T,, g un quasi-tore maximal de H(3) dont la
classe de H(3)™"-conjugaison est associée a la classe de 7F-conjugaison de w via la bijection
de la proposition 3.1.5.

Soit y un caractere irréductible de W, et soit 8 un élément de B(x). On note H(y)
le produit semi-direct H® x B(y), de sorte que H(x)™" soit le stabilisateur de RE™" dans

H™". On notera X le caractere irréductible de Wﬁ par la bijection de la proposition 1.4.2
et Xﬁ 'extension canonique de x4 a WH X (TF) associé a x.

Théoréme 4.7.5. Soit x un caractére irréductible de Wt et soient h € H™F et 3 € B(y).
Alors :

- 1
(4.7.6) RE" (h3) = W > ﬁX;(wTF>R¥i,B;(1>(hﬁ)'
wEWI(_)I

PREUVE - On définit une fonction RECO™ sur H(x)™" en posant, pour tous h € H et

B € B(x),

E‘?Wwﬂ):ﬁ S Xt (wrF)REO (1) (hB).
H GWI(—)Iﬁ

Le théoreme 4.7.5 revient a montrer que

orF _ pHH(Y)F
RE =R, X7

On écrit 8 = (o",...,0")a o les i; (1 < j < e) sont des éléments de Z et ol @ € S,.. En
décomposant a en produits de cycles disjoints et, comme dans la section 1, on peut supposer
que « est le cycle (1,2,...,¢e), ce qui implique que x est invariant sous &.. On écrit

X=xXx19--®Xx1
—_—

e fois

oll 1 est un caractere irréductible de W°°F. Soit alors h = (g1, ..., g.) € HF = (G°oF)e,
On a:

(4.7.7) R (nB) = RE™ (g10™.g50™ . . . g.0™).
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Soit w = (wy, ..., w.) un élément de Wi o, pour tout 1 < j <e, w; € W°. Alors:

fw = (0™ (we), 0 (wy), ..., 0" (We_1)).

Par suite, w centralise 3 si et seulement si g/t e (wl) = wy et, pour tout 1 <7 <e—1,
Wit = 0 (w;). On pose @ =iy + - - - + i.. On a donc un isomorphisme :
0: W' — Wﬁﬁ

wy  — (w02 (w), ..., 02T e (w)).

D’autre part, deux éléments w; et w) de W°o" sont o F-conjugués si et seulement si O(wy) et
6(w)) sont 7F-conjugués. A
D’autre part, il est facile de vérifier que, pour tout w, € W°°',

(4.7.8) X;(é’(wl)TF) = x1 (w0 F).

On note Xgo (respectivement Xpgo) la variété des sous-groupes de Borel de G° (respec-
tivement H°). Si wy € W (respectivement w € Wg), on note Xgo(w;) (respectivement
Xpue(w)) la sous-variété de Xgo (respectivement Xgo) formé des sous-groupes de Borel Bgeo
de G° (respectivement By de H®) tels que ““'Bgo (respectivement "By ) soit en position
wy (respectivement w) par rapport & Bgo (respectivement Byo). On rappelle le:

Lemme 4.7.9 (Digne-Michel). Soit w € Wg. Alors :

Ry (1)(h3) = Te(hB, H; (Xuz-(w)).
PREUVE - cf [DM2], proposition 5.3. O
Compte tenu des formules 4.7.7 et 4.7.8 et du lemme précédent 4.7.9, il suffit de montrer

le lemme suivant :
Lemme 4.7.10. Soit w, € W' On a:

Tr(hfB, H; (Xnue (0(wn)))) = Tr(g10™ (g2) - .. 0™ 77 (ge)o', HY (KXo (w1)))-
PREUVE - On pose g = g10'(gs) ..o " Te=1(g,). On remarque tout d’abord que

X (0(w1)) = Xgo(wy1) x Xgeo(a2(wy)) x -+ x Xgo (a7 (wy)).

L’endomorphisme de Frobenius (7F)? = F? (respectivement (0 F)? = F9) agit sur la variété
Xgo (0(w1)) (respectivement Xgs (07 (wy)) pour tout j € Z). Soit By x---xB, € Xgo (0(w;)).
On a, pour tout m > 1:

dm i1 prdm i9 rdm ie pdm
WOET By x - x B,) = 99T B, x 292 B x L 9 T

Par suite, By x --- x B, € XHO_(H(wl))hﬁ(TF)im si et seulement si 97 "B, = B, et, pour
tout 1 < j <e—1, By = %+ F"B;. Par suite, application
XGO (wl)gUiFdem — XHo (H(wl))hﬁde
B1 — B1 X gQUZQdeBl X+ X 92012'”96026Fd(671)mB1

est bijective. Le résultat découle alors des propriétés classiques de la cohomologie étale (cf,
par exemple, [DM1], corollaire 10.5). m



5. CARACTERES UNIPOTENTS DE PRODUITS EN COURONNE DE GROUPES LINEAIRES 47

5. Caracteres unipotents de produits en couronne de groupes linéaires

5.1. Notations. On note G° le groupe

G = [[(GL,(F) x - x GL, (F))

=1

d; fois

ou les n; et les d; sont des entiers naturels non nuls (1 < < 7), et on note Fy : G° — G°
I’endomorphisme de Frobenius défini par

FO((gila e >gidi)l <i gr) = (gi(g)a ce ,gfgf)l <igr
ou, pour tout g;; € GL,,(F), gi(]q) désigne la matrice déduite de g;; en élevant chaque coeffi-
cient a la puissance q.

Le groupe Gy, X - -+ x &, opere sur G° par permutation des composantes. On se fixe un
élément o de G4, X -+ X Gy,. On notera F' 'endomorphisme de Frobenius égal a o Fy. On
se fixe un sous-groupe F-stable (c’est-a-dire o-stable) A de &4, x - -+ x &4,. On note G le
groupe

G=G’x A
Alors G est un groupe réductif, non connexe si A est non trivial, et sa composante neutre
est G°. On prolonge 1’endomorphisme de Frobenius Fy de maniére triviale sur A. Alors A"
est le centralisateur de ¢ dans A. On a:

G =G°F x A",
Le but de cette section est de décrire les caracteres unipotents de G*.

REMARQUE - Le cas traité dans cette section est un “produit direct” de cas traités dans la
section précédente 4.6. Les théoremes énoncés dans cette section découlent donc directement
des théoremes de la section précédente 4.6.

5.2. Extension des caractéres unipotents de G°f. Pour tout 1 <7 <r, on no-
tera T,, (respectivement B,,) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel)
de GL,,(F) formé des matrices diagonales (respectivement triangulaires supérieures). On
notera T° (respectivement B®) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel)

T° = [[(Tn x --- x Ty,)

i=1

d; fois
(respectivement
T
BO:H(Bm‘X'“XBm‘) )
=1 d; fois
de G°.

On notera W° le groupe de Weyl de G° relativement a T°, et W le groupe de Weyl de G
relativement a T°. On a alors:
W =W°xA.
Soit x un caractere irréductible de W°F. On notera AT () le stabilisateur dans A de y et
W (x) le stabilisateur de y dans W¥. On notera x le caractére irréductible F-stable x de
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W® associé a y par la proposition 1.4.2. On notera RSOF le caractere irréductible unipotent

de G°F associé a x. Il est facile de vérifier que le stabilisateur de RSOF dans A" est égal &
AT (x)-

Soit a € AT (). On notera G(a) le sous-groupe de G engendré par G° et «, et T(«) le
quasi-tore maximal T° x (&) de G(«). On notera aussi W°(«) le centralisateur de o dans
We. D’apres la proposition 1.4.2; 'ensemble des classes de F-conjugaison de W*°(«) est en
bijection avec I’ensemble des classes de conjugaison de W°(a)¥. Si w € W°(a)¥, on notera
T, (o) un quasi-tore maximal F-stable de G(«) dont la classe de G(a)’-conjugaison est
associée a la classe de conjugaison de w par la proposition 3.1.5 relativement au quasi-tore
maximal T(a) et grace a la bijection précédente.

On pose alors, pour tout g € G°F,

~ 1
RGT0(ga) = o X (wF)RE T (D (90)
x ‘WO(OZ)‘ we;(a) Tule)
ott G(x) désigne le stabilisateur dans G de RS (c'est-a-dire GF'(x) = G°F x A% (y))
et ot xF est I'extension canonique & W°(a) x (F) du caractere irréductible x, de W°(«)
associé a x par la proposition 1.4.2. On a donc défini une fonction sur G (). Le théoréme
4.7.5 implique de maniere évidente le

Théoréme 5.2.1. Soit x un caractére irréductible de W°F. Alors RS’F(X) est un caractére
irréductible de GT' et sa restriction a G°F est égale a RSOF,

Définition 5.2.2. On dira que RSF(X) est ['extension canonique de RS‘OF.

5.3. Paramétrage des caractéres unipotents de Gf. D’apres le lemme 4.7.2, on a
une bijection B B
a:JWeE AF) — J(GoF ) AF).
D’autre part, ’application
b: J(WeF APy — Irr WF
F ~
X * 5 [ — )‘X7§ = IDd%F(X) X ® 5

est bijective, olt ¥ désigne l'extension canonique de y & W (y).

De maniere analogue, si p est un caractere unipotent de G°F', on notera G*'(p) le stabili-
sateur de p dans G’ (p). On notera j son extension canonique & G (p) (cf définition 5.2.2).
Alors I'application

c: J(GF AT) — E(GT,1)
pré  — Indr()p®¢
est bijective.
Finalement, I’application ¢ o a o b~! induit une bijection que I'on notera:
e Wt — &(GF,1)

(5.3.1) A . RS
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5.4. Transformation de Mellin. Si f est une fonction centrale sur W, on écrit

f - Z CL)\)\

Aelrr WF
ot les ay sont dans K (A € Irr W), et on pose:
F F
R = > aRY.
x€E€lrr WF

On posera par la suite, pour tout y * & € J(W°F, AF),

GF _ pGF
(5.4.1) RSt =R
De méme, on posera, pour tout x * o € JV(We°F AF),
"GF GF
(5.4.2) RS =RE"
On a donc, d’apres la formule 1.8.1,
A F -7 < F
(5.4.3) Ry, = Y. &l@) RY
EEAF ()N

pour tout x x a € JV(WeF AF).

5.5. Induction de Lusztig. Compte tenu du fait que 'on a réussi a écrire tous les ca-
racteres irréductibles de G comme combinaisons linéaires de caractéres de Deligne-Lusztig,
il va étre facile de calculer le foncteur d’induction généralisée de Lusztig RS : KE(LF, 1) —
E(LY 1) ot L est un sous-groupe régulier F-stable de G (cf définition 3.1.2).

Soit P un sous-groupe parabolique de G, et soit L un sous-groupe de Levi de P. On
suppose que L est rationnel. On note Ay, le sous-groupe de A image de L /L° par le morphisme
composé

L/L° — G/G° — A.

D’apres la proposition 3.2.1, il existe un élément g € G°F tel que 9L (donc 9P) contienne
AE. On supposera donc par la suite que L contient AL
D’autre part, d’apres le corollaire 2.5.2, il existe un tore maximal F-stable et Af-stable
T§ de L° ainsi qu'un sous-groupe de Borel F-stable et Af-stable By de L° contenant T%..
On note U le radical unipotent de P. Alors U est Af'-stable. Par suite, le sous-groupe de
Borel BS = B{ x U de G° est Af-stable. Par conséquent, il existe un élément g de (G°AL)°

tel que
(T%, B®) = (Ty, By)
(cf corollaire 2.4.2). Alors g7'F(g) appartient & Ngo(T°). On note wy, sa classe dans W°.
Puisque g centralise AL 'élément wy, de W° centralise aussi Af.
On notera Wy (respectivement Wy,) 'image via ad g~ du groupe de Weyl de L° (respec-
tivement L) relativement & Tj,: c’est un sous-groupe W° (respectivement W). Via ad g~*,

le morphisme de Frobenius agit comme wp F'.
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O'LULF

Théoréme 5.5.1. Soient x un caractere irréductible du groupe Wy et a un élément de

AF () = A¥=F(x). On éerit :

F Z
IndWO ag wrF' Xa - ncc;‘f—
¢e(Irr Wok )

ot les ne sont dans K (¢ € (Ir WoF)® ). Alors :

ATF A~ F
Rf(Rys)= > neRg,.

owrp F

REMARQUE - (1) Si x est un caractere irréductible de W+, alors xT = xt et le résultat

du théoreme 5.5.1 pour RE’(RiFl) est bien connu. En effet,

RY| = Indl.r RE”

xl_

et le résultat découle alors de la transitivité des foncteurs d’induction de Lusztig (cf propo-
sition 3.3.2), de la proposition 3.3.3 et du lemme 1.6.2.

(2) Compte tenu du (b) du lemme 1.8.2, le théoreme 5.5.1 décrit bien le foncteur induction

RE :KE(LF 1) — KE&(GT, 1).

PREUVE - On commence par rappeler le

Lemme 5.5.2 (Digne-Michel). Soit f une fonction centrale sur LY. Alors :

F G(a)
ResGoyr RE(f) = Y R Resip e °f
ﬁeAF/AF
_ G(o) p oo oL
- \AFI D Rigo Ressgr .
BEAF

PREUVE - C’est un cas particulier de la proposition 2.3, (i), de [DM2]. m

Puisque R;Z a son support dans L°F .o, la fonction RE’(R;FQ) a son support dans G°F ..
Par suite, pour montrer le théoreme 5.5.1, il suffit de montrer que:

(5.5.3) ResG ) RE (R;Z) = Resg?a)F > nc RS .
¢e(frr WoF)a
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D’apres le lemme 5.5.2, on a:

» . N
ResG o r RE(RY,) = VTl 3 RﬁL Res,@L(a (Ro-?)
BT, F SPLE (¢
S
o ﬁLF( AﬁLF
- |AF| Z ‘AF Z Res L(a Y Rﬁvx, )
BeAF «/eAF
_ PLF (x)  HPLF (x)
N | weZAFﬁeZAF RﬁL ‘AF( )| ReSL(a)F (Rﬁx,a )
1 L ~ BLF
= RS Res, - ) (R,= 0
2 o T Reseer” By
Or, pour tout 3 € A", on
SLE () APLF (0 AL (X)) L ()
Resto (Rﬁxa )= (WL (a)| ; X (wwL)F)RTﬁ—1<wwL)(°‘)(1a)'
weW?p
Finalement,
F 1 -1 G(a
(5:54)  Resgr RE(RY) = s 2 xd (7 (wwr) P)RYY, ) (La).
(WE(a)] BEAF )
weWy (a)

D’autre part, si ¢ est un caractere irréductible de W°F invariant sous «, on a, par un calcul
analogue :

ResSrr RS = ResG(aF1n<zlgF(C Rfj(o

— GF(C)
- ‘AF Z Re G(a 5Ca

BeAF

= ZW S CHO wR) RS (1)

BEAF weW® ()

Compte tenu de la formule 5.5.4, il suffit, pour montrer la formule 5.5.3, de prouver que,
pour tout 3 € AF,

1 —1
408 G(a)
o Xa( (’UJU)L)F)R 1 o (10¢)
W@l ooz T, @

1 —1 o
:W >ooone Y, ¢H(? WF)RSL(()I)(la)‘

¢e(lrr WoF)a weW° ()
Pour cela, on peut supposer que = 1, et le résultat découle du lemme 1.6.2. m
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Notations

Dans toute cette partie, on se fixe un groupe réductif connexe G défini sur IF;, d’endomor-
phisme de Frobenius noté F' : G — G. On se fixe un sous-groupe de Borel F-stable By de
G, ainsi qu'un tore maximal F-stable Ty de By. On notera Uy le radical unipotent de By,
et Z le centre de G.

On note (G*,'T§, F*) un triplet dual du triplet (G, Ty, F'). Puisqu’on s’est fixé un mor-
phisme de groupes injectif ¢+ : F* — K*, on a une bijection entre I’ensemble des classes
de GF-conjugaison de couples (T, #), ott T est un tore maximal F-stable de G et # est un
caractére linéaire de T, et I'ensemble des classes de G*f"-conjugaison de couples (T*, s) ol
T* est un tore maximal F*-stable de G* et s est un élément de T*" (cf [DL], 5.21.5). Si
(T, 0) et (T*,s) sont deux tels couples associés via cette bijection, on posera

RS$.(s) = R$(0).

Si s est un élément semi-simple de G*f*, on notera (s) (ou (s)g-) la classe de conjugaison
de s dans G* (que 'on appellera classe de conjugaison géométrique), et on notera [s]| (ou
[s]g+r+) la classe de conjugaison de s dans G*f" (que I'on appellera classe de conjugaison
rationnelle).

Définition : Soit s un élément semi-simple de G**". On appelle série de Lusztig géomé-
trique (respectivement série de Lusztig rationnelle), et on note E(GY, (s)) (respective-
ment E(GT, [s]) I'ensemble des composantes irréductibles des caractéres de la forme RS.(s')
ot s' est un élément semi-simple de G appartenant a la classe de conjugaison géométrique
(respectivement rationnelle) de s et T* est un tore maximal F*-stable de G* contenant s.

On rappelle (cf [DL], corollaire 6.3) que

It GF = | J &(GF, (s)),
(s)

ou (s) parcourt l’ensemble des classes de conjugaison géométrique d’éléments semi-simples
s € G*". D’autre part, si s est un élément semi-simple de G*/", alors (cf, par exemple,
[DM1], théoreme 14.51)

EG”(s) = | &G, ).

[t1S(s)
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Par conséquent,

I GF = | J £(GF [s]),
[s]

ott [s] parcourt 'ensemble des classes de conjugaison semi-simples de G*™.

REMARQUE - Si s est un élément semi-simple de G*| il résulte du théoreme de Lang que
'ensemble des classes de conjugaisons rationnelles contenues dans (s) est en bijection avec
HY(F*,Cg+(s)/C&-(s)). En particulier, si Cg«(s) est connexe, la série de Lusztig géométrique
E(GT (s)) et la série de Lusztig rationnelle &(G'', [s]) coincident.

On se fixe une fois pour toutes un élément semi-simple s € G*/". On se fixe aussi un sous-
groupe de Borel F*-stable B*(s) de C&.(s) ainsi qu'un tore maximal F*-stable T7 de B*(s).
On notera W* le groupe de Weyl de G* relativement a T7. On notera W (s) (respectivement
We(s)) le groupe de Weyl de Cg«(s) (respectivement Cg.(s)) relativement a T5. On a

W(s)={we W" | w(s)=s}.

On notera ®; (ou Pg ;) le systeme de racine de Cg.(s) relativement a T, et on notera 7
(ou ®& ) le systeme de racines positives de @, associé & B*(s). On posera

A(s) = {w e W(s) | w(®]) = ¢}
Alors A(s) est un sous-groupe F*-stable de W (s) et
W(s) =W?°(s) x A(s).

De plus,
Ca+(5)/Cg-(s) =~ A(s),
et cet isomorphisme commute avec I’action du morphisme de Frobenius.
Par un argument classique, il résulte du théoreme de Lang que I'ensemble des classes de
0. (s)" -conjugaison de tores maximaux F*-stables de C&.(s) est en bijection avec Ien-

semble H!(F* W¢(s)). Pour tout w € W°(s), on choisira un tore maximal F*-stable T%
associé a la classe de F*-conjugaison de w via la bijection précédente.

Plongement dans un groupe a centre connexe. Pour étudier les caracteres irréductibles
du groupe GF, il est commode de plonger le groupe G dans un groupe de méme type ayant
un centre connexe. En effet, dans le cas des groupes a centre connexe, la théorie de Lusztig
fournit beaucoup plus de résultats. La théorie de Clifford permet alors de récupérer des
résultats sur le groupe G¥'.

A partir de maintenant, on se place dans le cas ou le centre de G n’est pas forcément
connexe. Suivant toujours les idées de Deligne-Lusztig (cf [DL], 5.18), on sait qu’il existe un
groupe G ayant les propriétés suivantes :

e G est un groupe algébrique réductif connexe défini sur F,, d’endomorphisme de Frobenius
encore noté F' et dont G est un sous-groupe fermé F-stable et distingué. De plus, I'inclusion
G — G est définie sur F,.

e Le centre de G est connexe.

e Le groupe dérivé de G coincide avec celui de G.
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On notera Z le centre de G OnadoncZ =GnNZet G=G.Z. Onnote Ty I’ unique tore
maximal contenant T, et BO I'unique sous-groupe de Borel de G contenant By. Alors To
et BO sont F'-stables.

Soit (G*, T;;, F*) un triplet dual de (G, Ty, F). L’injection i : G < G induit une surjection
i* : G* — G*, elle aussi définie sur F,. Le noyau Ker* de 7* est un tore central F'*-stable de
G* (cf [DM1], 14.47, 14.48). Puisque Ker i* est connexe, il résulte du théoreme de Lang qu'il
existe un élément § de G* tel que i*(§) = s. D’autre part, un tel élément est semi-simple.
On se fixe donc aussi un élément semi-simple 3 de G*™ tel que i*(3) = s.

Puisque le centre de G est connexe, le groupe dérivé du dual G* a un recouvrement
simplement connexe purement inséparable, ce qui implique, d’apres un théoreme de Steinberg
(cf [S], théoremes 8.1 et 9.1), que le centralisateur de tout élément semi-simple de G* est
connexe (cf aussi [DL], corollaire 5.24). En particulier, d’apres la remarque précédente, les
séries de Lusztig géométriques et rationnelles coincident sur GF.

Soit T* I'image réciproque de T} dans G* ; alors T* est un tore maximal F*-stable maxima-
lement déployé dans Cg.(§) (qui est connexe). On notera aussi B*(§) I'image réciproque de
B*(s) dans Cg.(35) : c’est un sous-groupe de Borel F™*-stable de Cg. (3) contenant T%. On peut
alors identifier le groupe de Weyl de G* relativement & T avec W*, et on peut construire, de
la méme maniere qu’avec G* les groupes W (s), W°(3) et A(S). Pulsque Cg-(8) est connexe,
on a i*(Cg.(5)) = C&.(s) (cf [DM1], 2.3). Par conséquent, W (5) = W°(5) = W°(s); en
particulier, A(3) est trivial.

Pour tout w € W(3), on notera T% 'image réciproque de T dans G* (via i*).
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CHAPITRE 1
De G aG

Le but de ce chapitre est d’établir les liens généraux que I'on peut établir a priori entre les
foncteurs d’induction de Lusztig ou de Harish-Chandra entre les groupes G et G. La plupart
des résultats sont des rappels (notamment toute la section 6).

6. Séries de Lusztig entre groupes de méme type

6.1. Rapports entre les foncteurs de Lusztig dans G et G. Soit P un sous-groupe
parabolique de G et soit L un sous-groupe de Levi de P. On suppose que L est F-stable. On
pose P=PNGet L= L N G. On note U le radical unipotent de P (c’est aussi le radical
unipotent de P). On a alors (cf paragraphe 3.3 pour la définition de Y&)

U oY§= U Y8

geGF /GF leLF /LF

Y§
car, si g € Yg', alors il existe g € YS tel que g71F(g) = g 'F(g) € U C G. Par conséquent,
en tant que KG-modules-KL?', on a un isomorphisme canonique

Hf(YSa@é) ~ H¥Y§, Q) @xpr KL”

pour tout £ € N. Par suite, si 7 est un KL* -module, on a un isomorphisme canonique de
KG/-modules

(6.1.1) Resgr HE(YG, Q) @upr 7 ~ HE(YS, Q) @grr Respr .
De méme, on a un isomorphisme canonique de KG¥-modules-KL¥
HMYS, Q) ~ KG @ar HE(YE,Q))

pour tout k € N qui induit, pour tout KL¥-module 7, un isomorphisme canonique de KGF-
modules

(6.1.2) md§r B (YS,Q,) ke 7 =~ HH(YS,Q,) @gir Indir 7.
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En particulier, on déduit immédiatement des isomorphismes 6.1.1 et 6.1.2 les égalités
suivantes :

(6.1.3) RY o Res%i = ResgiT ORE},

(6.1.4) RS o IndLy = IndSr oRE,

et, par adjonction,

(6.1.5) *RS o Resgi = Res%? O*RG,
(6.1.6) RS 0 IndSr = IndEr o*RE.

REMARQUE - Au vu des démonstrations, les équations 6.1.1 a 6.1.6 restent vraies méme
lorsque le centre de G n’est pas connexe.

On note L* un sous-groupe régulier F*-stable de G* dual de L.

Lemme 6.1.7. On suppose que L* contient Cg.(3). Soit ©# € E(L, (3)) et soit ™ un sous-
L -module irréductible de la restriction de @ a L*. Alors eqerL RE () est un sous-module de

la restriction o GF du GF-module irréductible eqe RE (7).
PREUVE - Ce lemme est une conséquence de [L1], de [DM1] et [A]. La démonstration ci-

dessous reprend celle écrite dans [A], lemme 5.1.1, mais en effectuant une petite correction.
En utilisant [L1] et [DM1], théoreme 13.25 (correctlon personnellement signalée), il existe

un entier i(7) tel que H i )(YS',@E) gir T soit un GF- module irréductible et tel que
HYYS, Q) @yir @ = 0si k # i(7). De plus, egep = (—1)1®. Par suite, &?G&?LRS(ﬁ') €
&(GT,(5)g.) et le lemme 6.1.7 résulte alors de Iisomorphisme 6.1.1 (en remarquant que
£&Ef, = €GEL)- A

On termine ce paragraphe en remarquant que, grace a la transitivité du produit tensoriel,
on a, pour tous caracteres A et v sur LY et G respectivement et pour tout caractere linéaire
o de GI'/GT (vu comme caractere linéaire de G ou de L par restriction),

(6.1.8) REA® ) = RE(N) @ ¢,

6.2. Caracteres de Deligne-Lusztig et séries rationnelles. Soit T* un tore maximal
F*-stable de G* contenant 3. Soit (T, #) est un couple formé d’un tore maximal F-stable T
de G et d’un caractére linéaire 6 : TF — K* associé au couple (T*, 5). Alors, si on pose

T =i*"(T*), T=TNG

et 0 = ResgT 6,
le couple (T, ) est associé au couple (T, s). Il résulte de la formule 6.1.3 que

(6.2.1) ResSr RS, (3) = RS.(s).
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De plus, G /G est un tore dual de Keri*; cette dualité est compatible avec les morphismes
de Frobenius. Par conséquent, on a un isomorphisme de groupes que 1’on notera:

(Keri*)* — (GF/GF)"

z — Z

(6.2.2)

Si z € (Keri*)™, alors le couple (T, Resgﬁ %) est associé au couple (T*, z). L’équation 6.1.8
montre que

(6.2.3) RS.(32) = RS.(3) @ 2.

En particulier, ’application

(6.2.4) 8<G§, [3]) — 8(% [52])

est bijective.

Le résultat suivant est bien connu:

Lemme 6.2.5. Soit 5 un caractére irréductible de GF et soit v une composante irréductible
de la restriction de 7y a GF.
Siy € E(GF,[3]), alors v € E(GT, [s]).

PREUVE - Supposons que 7 € &(GF,[5]). Soit T un tore maximal maximal F-stable de G
et soit @ un caractere linéaire de TF tel que

(v, RE(0))ar # 0.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On note U son radical unipotent. Il
existe un entier 7 tel que v soit une composante irréductible de

Hi(Yga Q) @xrr Ko,

ou Ky désigne le TF-module irréductible de dimension 1 sur lequel TF agit via 6.

Soit T le tore maximal (F-stable) de G contenant T et soit  un caractére linéaire de TF
prolongeant . On note (T*, ) un couple formé d’un tore maximal F*-stable T* de G* et
d'un élément § € T*F" associé au couple (T,H). On pose T* = i*(T*) et s’ = i*(§'). On a
donc

<7’ RT*( ))GF 7é 0,
c’est-a-dire v € E(GF, [¢]).
Alors, d’aprés I'isomorphisme 6.1.1, il existe un élément 2 € (Keri*)f™ tel que

(7 ® 2, H(YG, Q) ®xir Kg)gr # 0,

ot K; désigne TF-module irréductible de dimension 1 sur lequel TF agit via 6. Par suite,
il résulte de 6.2.4 et de [DM1], proposition 13.3, que §’ et §z sont géométriquement donc
rationnellement conjugués (car le centre de G est connexe). Par suite, i*(§') = &' et i*(3) = s
sont rationnellement conjugués. Donc v € (G, [s]). m
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6.3. Foncteurs de Lusztig et séries rationnelles. On va démontrer dans ce para-
graphe que les foncteurs de Lusztig stabilisent les séries rationnelles. C’est un résultat bien
connu (cf, par exemple, [DLM1], lemme 6.3), mais aucune démonstration n’en a été publiée.

Soit P un sous-groupe parabohque de G (non nécessairement F-stable) ayant un sous-
groupe de Levi F-stable L. On pose alors P =P NG et L = L N G. On note U le radical
unipotent de P (c’est aussi le radical unipotent de P). On note L* un sous-groupe régulier
F*-stable de G* dual de L. On rappelle tout d’abord le

Lemme 6.3.1 (Lusztig). Soit s un élément semi-simple de L*E". Soit X un caractére irré-
ductible de L et soit v un caractére irréductible de G tel que (RE(N),~) # 0.
Si X € &L, (s)n+), alors v € E(GT (s)g+).

PREUVE - cf [L1], corollaire 6. m

Lemme 6.3.2. On suppose que s € L*F" . Soit A\ un caractére irréductible de LY et soit v
un caractére irréductible de G tel que (RE(N),7) # 0.
Si A € E(LY, [s]yr+), alors v € E(GT, [s]ger+).

PREUVE - D’apres le lemme 6.2.5, les éléments de &(LY, [s]y.r+) sont les composantes irré-
ductibles des restrictions des éléments de &(LF, (8);.). Soit T* un tore maximal F*-stable
de L* tel que )\ soit une composante irréductible de R%.(s). On note T* image réciproque
de T* par ¢*

Soit T un tore maximal F-stable de L dual de T* et soit 0 un caractere linéaire de TF
associé & §. On pose T = T NL et on note 4 la restriction de § & TF. Alors T est un tore
maximal F-stable de L dual de T* et @ est le caractere linéaire de Tt associé & s. On note
By, un sous-groupe de Borel de L contenant T et Uy, le radical unipotent de By,.

Par hypothese, il existe un entier naturel ¢ tel que v soit une composante irréductible
de H Z(YS’ , Q) ®@krr A, et il existe un entier j tel que \ soit une composante irréductible
de H{(YY UL Q) ®xrF «9 Par la formule de Kiinneth, v est une composante irréductible de
HY(YE Op.U> Q) ®krr 0. Par suite, il résulte de I'isomorphisme 6.1.3 que v est une compo-
sante irréductible d'un caractére irréductible 4 de G, lui-méme composante irréductible de
Hit (YUL v, Q) Ogir 6. Par conséquent, d’apres le lemme 6.3.1, le caractére 5 appartient
a &(GF,(8)g.) = E(GF, [3]g.r), ce qui montre que y appartient & &(GF, [s]g.r+) d’apres le
lemme 6.2.5. ®

7. Comparaison des séries de Harish-Chandra de G et de G

Dans [L2], Lusztig détermine les structures des algebres d’endomorphismes des caractéres
induits de Harish-Chandra de caracteres cuspidaux dans le cas d’un groupe a centre connexe.
On étudie dans cette section la situation dans le cas d'un groupe a centre non connexe, en
essayant comme cela sera fait dans toute la suite d’utiliser le groupe a centre connexe G.
Dans le cas particulier ou G est le groupe spécial linéaire (qui est le cas qui nous intéressera
par la suite), les résultats peuvent étre trouvés dans [G.1. Lehrer, The characters of the finite
special linear groups, J. of Alg. 26 (1973), pp 564-583].
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7.1. Notations. Soit P un sous-groupe parabolique F-stable de G et soit L un sous-
groupe régulier F-stable de G. On supposera que Ty C L et By C P. On pose

L=LNG, P=PnNG.
Soit A un caractere irréductible cuspidal de L. On pose
A= Res%? A.

Alors, d’apres [L5], le caractere A de L7 est sans multiplicité. Soit A; une composante irré-
ductible de A\. On note L¥()\;) le stabilisateur, dans L, de \;. Alors:

)\ == Z l)\l.

IeLF JLF (A1)

Puisque A est cuspidal, les '\; sont aussi cuspidaux d’apres la formule 6.1.5 (I € LF ). On
notera Iy, ..., I, des représentants (dans L) de tous les éléments de L /L (\;) (on choisit
Iy = 1). Pour tout 1 <i < r, on posera \; = “)\;. On a donc

A=A+ + A

7.2. Algebres d’endomorphismes. On note Wer (L, A) le groupe Ngr (L, \)/LF (qui
est isomorphe & Ngr (L, \)/LF). D’aprés [L2], le groupe Wer (L, A) est un groupe de ré-
flexions et 1'algebre d’endomorphismes Endgr R ()\) est isomorphe a l’algebre de groupe
K[Wegr (L, \)]. Si x est un caractere irréductible de Wer (L, M), on notera jy, (ol ,of silya
confusion possible) le caractere irréductible de G associé a y. On a alors:

(7.2.1) REN = X x(D)py

XElrrWe (L,N)

L’application x + p, est bien définie car on s’est fixé une fois pour toutes un racine de ¢ dans

K et car les représentations de Endgr RS (A) sont définies sur Q(/q) (cf [C.T. Benson &
C.W. Curtis, On the degrees and rationality of certain characters of finite Chevalley groups,
Trans. A.M.S. 165 (1972), pp 251-273, théoreme 2.9]).

De méme, on note Wgr (L, A;) (respectivement Wegr (L, X)) le groupe Ngr (L, A) /L (res-
pectivement Ngr (L, \)/L). D’apres [HL1], l'algébre d’endomorphismes Endgr RE()\;) est
isomorphe a l'algebre de groupe K[Wgr (L, A1)], tordue par un 2-cocycle w. On rappelle le
théoreme de M. Geck (cf [G]):

Théoréme 7.2.2 (Geck). Le caractére RE()\) contient une composante irréductible sans
multiplicité et donc le 2-cocycle w est trivial.

REMARQUE - Dans son article [G], M. Geck énonce en fait le théoreme suivant : “Le caractére
RE(\1) contient une composante irréductible sans multiplicité’ . Pour montrer la trivialité du
cocycle w, il n’a en effet besoin que de ce résultat. Cependant, au cours de sa démonstration
(cf page 400 de [G]), il démontre le résultat plus fort énoncé ci-dessus 7.2.2 dont on a besoin
pour montrer le corollaire suivant :
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Corollaire 7.2.3. On a Wgr(L, \) = Wgr(L, \;). Par conséquent, Wer (L, \) est un sous-
groupe de War(L, \) et, si 1 <i < j<r, alors les caractéres irréductibles \; et \; ne sont
pas conjugués sous Ngr(L), c¢’est-a-dire

(RE (M), RE (A\j)ar = 0.

PREUVE - On remarque tout d’abord que W(;F(I:, 5\) est un sous-groupe de Wgr (L, \).
D’autre part, Wgr (L, A1) € Wgr(L, A).

Le groupe Wgr(L, \) agit sur les composantes irréductibles de A. Soit ¢ le cardinal de
lorbite de \; sous cette action. Alors, puisque L¥ permute transitivement les orbites de
War (L, A), toutes ces orbites ont méme cardinal ¢. D’autre part, si A; et A; sont dans la
méme orbite sous l'action de Wgr (L, A), alors RE(\;) = RE(\;) (1 <4,75 <), et donc ¢
divise la multiplicité de toutes les composantes irréductibles de RE()), ce qui montre que
t = 1 d’apres le théoreme 7.2.2, que Wgr(L,\) = Wgr(L, A1), et que, si 1 <i < j < r, alors
A; et A; ne sont pas conjugués sous l'action de Ngr(L). m

Il résulte du théoreme 7.2.2 que Palgebre d’endomorphismes Endgr RS (\) est isomorphe
a l'algebre de groupe K[Wgqr(L, A1)]. Si ¢ est un caractere irréductible de Wgr(L, A1), on
notera p¢ (ou pg') le caractere irréductible de G associé & . On a alors

(7.2.4) REO)= Y e

CelrrWe (L,A1)

D’autre part, si x et ¢ sont des caracteres irréductibles de Wgr (L, \) et War (L, A1) respec-
tivement, alors:

Weor(L,A1)

“F
(7.2.5) <R688F Pxs pC)GF = <IndW(';F(f475\) X, <>WGF(L,)\1)‘

7.3. Structure de Wgr (L, A1). Onremarque tout d’abord que le sous-groupe Wgr (I:, A)
de Wgr(L, A1) est distingué. D’autre part, Wgr (L, A) peut-étre réalisé comme un sous-
groupe du groupe d’automorphismes de X (Ty)/(Pr) (ou Py, désigne le systeme de racines
de L relativement a Ty), et, via cette représentation, Wg F(f;, 5\) est un groupe de réflexions.
Par suite, il existe un sous-groupe A de Wgr (L, A1) (le stabilisateur dans Wgr (L, A1) d'une
base du systeme de racines associé & Wer (L, A)) tel que

Wear (L, A1) = Wgr(L, \) x A

On va étudier d'un peu plus pres la structure du groupe A défini ci-dessus. Soit w un
¢lément de Wgr(L, A1) = Wgr(L, A). Alors, par définition, les caracteres irréductibles “A
et A de G! ont la méme restriction & G¥. Par suite, il existe un caractére linéaire @,, de
LY /LY tel que

YA=A® D
Proposition 7.3.1. L’application
¢ War(L,h) —  (LF(A\)/L0)

F ~
w (D = ResIf:F()\l) D

est bien définie et est un morphisme de groupes de noyau Wer (fJ, 5\)
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PREUVE - Dire que ¢ est bien définie équivaut a dire que, si @/, est un autre caractere
linéaire de LF /L tel que “A = A ® ¢/, alors
T F

Lr ~ L -
ResiF(Al) By = Resip()\l) Pr -

Cela résulte de la théorie de Clifford.
Les autres assertions de cette proposition sont alors évidentes. m

_ II'résulte de la proposition 7.3.1 que le groupe A est abélien, et qu’il existe un sous-groupe
LY (G, A1) de L(\;) contenant L’ tel que l'on ait un isomorphisme

(7.3.2) A~ Wer(L, Al)/WéF(ﬂ, A) ~ (LE () /LE (G, ).
Par dualité, on obtient un isomorphisme
(7.3.3) LY\ /LY (G, M) > (War(L, ) /Wer(L, M) ~ AN

Proposition 7.3.4. Soit | € L¥(\;). On note £ le caractére linéaire de A associé d la classe
de l dans LF(\)/LF (G, \) via isomorphisme 7.3.3. Alors, pour tout caractére irréductible
¢ de Wgr(L, A1), on a
'pc = peae-
PREUVE - On note U le radical unipotent de P (ou de P). On note \° (respectivement
A2, 1 <4< r) le caractére irréductible de PF (respectivement PF) obtenu en composant A
(respectlvement \) avec le morphisme surjectif P — L¥ (respectivement P¥ — LF).
Soit M un P¥-module ayant pour caractére A°. On a alors

Ind§y (M) = {f : G — M | vp € P, g € G", f(pg) =p.f(9)}.

Alors Indr; r (M ) est un GF-module pour 'action définie par

g.f(h) = f(hg)
pour tous f € Ind%ﬁ(]\;[) et g, h € GF, et le caractere de GF associé Indgg(]\z) est
mdSy (V).
On note M la restriction & PF du PF-module M. Pour tout 1<i<r, on note M, le

sous-P*-module irréductible de M ayant pour caractere A{. On peut voir IndPF (M) comme
la restriction & G du GF-module IndPF (M) et on a:

(#) IndSr (M) = IndSr (M) @ - - - ® IndSr (M, ).

On note H lalgebre d’endomorphismes Endgr Indgﬁ (M). Alors H est une sous-algebre
de I'algebre d’endomorphismes Indg'; (M) et, d’apres le corollaire 7.2.3, H stabilise chaque
facteur de la décomposition en somme directe (f). Si on note H l'algebre d’endomorphismes
Endgr Indgg (M), on a un morphisme injectif H < H.

On a un isomorphisme H ~ K[Wgr (L, ;)] dont la restriction &  induit un isomorphisme
H ~ K[Wgr (L, N)]. Si ¢ est un caractere irréductible de Wgr (L, A1), on notera ¢, le caractére
irréductible de J associé a (¢ via cet isomorphisme et on notera e; l'idempotent primitif
central de H associé a ¢,. Si g € G¥, on a alors

(7.3.5) pela) = g5 Trleco. WG ()
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La restriction o : LT — GL(M,) de la représentation de P¥ associée a M, s’étend en une
représentation 71 : LF(\;) — GL(M;) (car la restriction de A & L est sans multiplicité).
Pour tout w € Wgr(L, A1), on note w un représentant de w dans G*'. Il existe alors un
automorphisme o(w) : M; — M; tel que, pour tout [ € f;F()\l), on ait

(7.3.6) a1 (") = oo ()7 5 (D).

Soit I € L(\). On note 7, 'automorphisme du K-espace vectoriel Indgg (M) défini par

1

7 IndSr (M) — IndSr (M)
f — alf): g al)f( ).

Si g € GF, il est facile de vérifier que ! 'g agit sur IndSr (M;) comme 7, g7 Par suite,
d’apres la formule 7.3.5, on a, pour tout caractere irréductible ( de Wgr (L, A1),

Pel9) = Tr(ec g, Indge (M)
= Tr(ecr; 'gm, Indg'f: (My))
= Tr(mecr 'y, IndSx (My)).
La conjugaison par 7; induit un automorphisme de 1’algebre I, et il reste a montrer que
TIecT] | = egoe
Pour tous w € Wgr(L,\), f € Indgﬁ(Ml) et g € G, on pose
Tu(f)g) = D o) f(@ "ug).

ueVF

Il est bien connu que (7, w)wEWG # (L) est une base de H et, par un argument de déformation,
il suffit de montrer que

(%) TlTle_l = gow(l)_lTw.

C’est un calcul fastidieux mais sans difficulté dont voici le détail. Soit f € Indg;T (M) et soit
g € GF. On a alors

(nTwr  fll9) = a1()(Twr £ )
= > a(o().(r ) ul " gl)

= U%F51(l)a(w)51(l)‘l-f(lw‘lul‘lg)

= uez g1(l)o(w)ar ()~ f (L™ ug)

= Y ai(Do(@)a () f (o™ i ug)

= Y a(o()ar (1) o (l ). f (b ug)

= 5y (D)o(w)a (1) oy (i~ )o (@)L (T ) (9).
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Or,

o1 (Do (w)ay ()" oy (L™ )or (i)~

(D' (Dey (v M) (w)

(™ i) o ()

1(l)o(w)
a1(l)o(w)
= Sow(l_1> Id

d’apres la formule 7.3.6. Cela montre (x) et la proposition. m

o1
o1

REMARQUE - Le paramétrage ¢ — p¢ n’est défini qu’a conjugaison pres de pe par un élément
de LF (A1) ou, compte tenu de la proposition 7.3.4, a tensorisation prés de ¢ par un caractere
linéaire de A. Cela dépend du choix de I'isomorphisme Endgr RE (\;) =~ K[Wgr (L, ;)] que
I’on a choisi.

7.4. Paramétrage des composantes irréductibles de RE()\). On notera A le groupe
(LF/LF(G, \))". On a, d’apres I'isomorphisme 7.3.2, un morphisme surjectif de groupes
A — A. On note Wgr (L, A) le produit semi-direct

Wer(L,\) = Wer(L,\) x A,

ot A agit via le morphisme A — A. On a un morphisme surjectif de groupes Wegr (L, \) —
Wear(L, A1). Si ¢ est un caractere irréductible de Wgr (L, A1), on notera ¢ le caractere irré-
ductible de Wgr (L, \) obtenu via ce morphisme surjectif.

Soit &€ un caractere linéaire du groupe A. On note l¢ un représentant de ¢ dans L via

I'isomorphisme A" ~ LF /ZEF (G, \1). On pose alors, pour tout caractere irréductible ¢ de
War (L, A1),

(7.4.1) Piai = Piwe = P¢-

Avec ces notations, on a alors le

Théoréme 7.4.2. La formule 7.4.1 définit une application bijective
Irr Wgr(L,\) — &(GF,L,\)
¢ — p;
ou E(GE L, \) désigne l’ensemble des composantes irréductibles de RS (N\). De plus,

REN = > <Wpe

Celr W r (L,A)

PREUVE - Soient ¢ et ¢/ deux caractéres irréductibles de Wgr (L, \;), et soient € et & deux
caracteres linéaires de A. On suppose que (®& = ' ® &', Alors, d’apres la proposition 7.3.4,
on a
lf _ lé/
pe="¥pc.
Cela montre que 'application du théoreme 7.4.2 est bien définie. La bijectivité est immé-
diate. m

REMARQUE - (1) On note K le noyau du morphisme surjectif A — A. Alors K est un
sous-groupe central de Wgr (L, A), isomorphe & (L¥ /L (A;))". Soit ¢ un caractere irréduc-
tible de Wgr (L, A). Alors ¢ définit un caractere linéaire de K, c’est-a-dire un élément de
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L7 /L¥()\;), mettons [. La définition de p; montre alors que c’est une composante irréduc-
tible de RE(‘A\;). On peut donc retrouver a quelle série de Harish-Chandra appartient un
caractere de E(GF', L, \) grace au paramétrage 7.4.2.

(2) Silest un élément de L” et si € désigne le caractere linéaire de A associé a la classe
de [ modulo L (G, \;), alors on a, pour tout caractere irréductible ¢ de Wgr (L, \),

(7.4.3) lpg = Pixé:

Puisque G /GF ~ LF /LF | on peut retrouver Paction de G sur &(GF, L, \) via le paramé-
trage 7.4.2.

(3) Si x est un caractere irréductible de Wer(L, A) et si ¢ est un caractere irréductible
de Wgr (L, \), il résulte de 7.2.5 que

~F (L,N) p=
(7‘4‘4) <R‘eSSF pX7pC> <I d GF(L by X C>

(4) Le paramétrage ¢ +— pe nest défini qu’a conjugaison pres par un élément de LY : en
effet, il dépend du choix d’une composante irréductible A\; de A et du paramétrage ¢ — p¢
qui lui aussi n’est pas bien défini (cf remarque suivant la proposition 7.3.4). Compte tenu
de la formule 7.4.3, cela revient a remplacer le caractere irréductible ¢ par ¢ ® € o € est un
caractere linéaire de A.

7.5. Induction de Harish-Chandra. Soit Q un sous-groupe parabolique F-stable de
G contenant P et soit M le sous-groupe de Levi de Q contenant L. Puisqu’il est unique, M
est F-stable. On peut définir de la méme maniere qu’au paragraphe précédent 7.4 un groupe
Warr (L, ), et on a alors une bijection

Irr Wyr (L, A) — E(MEF L, )
fi — Py
Le groupe Wyr (L, \) est un sous-groupe de Wgr (L, \), et on a le

Théoréme 7.5.1. Soient [i et { deux caractéres irréductibles de Wyr (L, \) et Wgr (L, \)

respectivement. Alors
(L) _

(RGP, p€) = (Indy© S A C)-
PREUVE - Soient 7 et 7' les caracteres linéaires de K (on rappelle que K est le noyau du
morphisme A — A, qui est aussi le noyau du morphisme Ay; — An car il est isomorphe &
LY /L¥(\), ot AM et An sont définis relativement & M de la méme maniere que A et A).
Puisque K est central dans Wyyr (L, \) et Wgr (L, A), si 7 et 7/ sont différents, alors

L)) _ =
(Indye" 5% . 6) = 0.

D’autre part, d’apres la remarque 1 du paragraphe précédent, les composantes irréductibles
de RMpH et p? ne sont pas dans la méme série de Harish-Chandra. Par suite

G M G
(Rpps  pg) = 0.
_ Cela montre que I'on peut supposer que 7 = 7'. Quitte a conjuguer par un élément de
LY, on peut méme supposer que 7 = 7/ = 1. Par conséquent, et ji se factorisent par
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des caracteres irréductibles ¢ et p de Wgr (L, A) et Wyr (L, \) respectivement. On a donc
pg' = p¢ et pg/[ = ,0/1)/[. D’apres [HL2], théoreme 5.9, on a alors

LA
(RGN, p€) = (IndyS° (1Y) 1. C).

Il reste alors a vérifier que

(LN LN _ =
(Ind GI;(L)\)M ¢) = (Indy f/;(L)\ i, C),

ce qui est évident. m

7.6. Restriction a un sous-groupe réductif connexe de G de méme type. Soit
G’ un sous-groupe réductif connexe F-stable de G, contenant le groupe dérivé D(G) de G.
On pose Tj = To N G’. On note (G, T, F*) un triplet dual de (G', T, F'). Les injections
j: G — Geti: G — G induisent des surjections j* : G* — G et i* : G* — G,
commutant avec F™* et de sorte que l'on peut supposer que i”* = j* oi*. On note Z' le
centre de G/, et s’ = j*(s). Alors Z' = Z N G'. On peut alors définir les groupes W(s') et
A(s") de maniere similaire a W (s) et A(s). Il est alors clair que W (s) C W (s'), et donc que
A(s) C A(S).

On pose L' = G'NP et P' = G' N P. D’apres [L5], la restriction N de A & G’ est sans
multiplicité. On note | une composante irréductible de la restriction a L' de A;. D’apres
le corollaire 7.2.3, le groupe Wgr (L, A;) (respectivement Wgr (L, \)) est un sous-groupe du
groupe Wear (L', X)) (respectivement Wgr (L', \')). On a donc une bijection

It Wer (L, X) — &(G/, L/, X)
¢’ — Pe-
Proposition 7.6.1. Soient ( et (' deux caractéres irréductibles de Wgr (L, \) et Wer (L', \)

respectivement. Alors
GF e (L1
(ResSir pg. per) = (Indyy @ S ¢
PREUVE - Quitte a conjuguer par un élément de L¥, on peut supposer que C et ¢! proviennent
de caracteres irréductibles ¢ et (' de Wgr (L, A1) et Waur (L', A]) respectivement. Le résultat
découle alors de propriétés élémentaires des algebres de Hecke comme par exemple la formule
7.2.5. 1
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CHAPITRE II

Formule de Mackey

Ce chapitre est consacré a la démonstration de la formule de Mackey lorsque ¢ est grand.
Nous en donnons deux démonstrations. La premiere est élémentaire et donne une borne
explicite sur ¢. La seconde utilise la théorie des faisceaux-caracteres de Lusztig (cf [L4]):
elle ne donne pas de borne explicite sur ¢ et nécessite une condition sur p mais elle est
susceptible d’étre améliorée si des progres sont faits dans la théorie des faisceaux-caracteres.
Un des autres objectifs de ce chapitre est de faire le point sur ce qui est connu sur la formule
de Mackey.

Dans ce chapitre, et dans ce chapitre seulement, on se fixe deux sous-groupes paraboliques
P et Q de G ainsi que deux sous-groupes de Levi L et M de P et Q respectivement. On
notera U (respectivement V le radical unipotent de P (respectivement Q). On suppose de
plus que L et M sont F-stables. On se fixe aussi deux sous-groupes réguliers F*-stables L*
et M* de G* duaux de L et M respectivement.

8. Formule de Mackey et fonctions de Green

8.1. Fonctions de Green. On notera par la suite Qf (ou Qf p s'il y a confusion
possible) 'application :

Qf: GIxLl — K
(w,0)  — Tr((u,v), H(Yu)).

La fonction Q€ est appelée la fonction de Green associée & L et G. Soient g € G et
[ € LY. On pose s = g,, u = gy, t = I, et v = [,. Soit A (respectivement ) une fonction
centrale sur LY (respectivement G¥'). Les “formules du caractere” (cf, par exemple, [DMT1],
proposition 12.2) sont les suivantes:

1 1 Ce () vk
8.1.1 REN)(su) = —= ——— QoS o (u,v A(sv),
( ) L( )( ) ‘LF| |C€;(8)F| hEZGF UECZZ(S)E ChL( )( ) ( )
sehL L
e 1 e, 1
(8.1.2) R (v)(t0) = 1557 Y QoS (w, v )y (tu).
|C& ()" L

ueC (t)F
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REMARQUE - Tout comme le foncteur d’induction de Lusztig, la fonction de Green QF
dépend a priori du choix du sous-groupe parabolique P de G dont L est un sous-groupe
de Levi. S’il y a une ambiguité, on notera Qfp la fonction de Green QF. La formule de
Mackey implique I'indépendance des foncteurs d’induction de Lusztig (et donc des fonctions
de Green) par rapport au choix de ce sous-groupe parabolique. Il est donc un peu génant
de ne pas les écrire tant que 'on n’a pas démontré la formule de Mackey. Cependant, on
essaiera de faire attention a ce que ce choix du sous-groupe parabolique soit toujours clair,
ou du moins implicite, pour ne pas alourdir les notations.( Far exemple, dans la formule du
(s

caractere 8.1.1, lorsque s € "L, la fonction de Green ng (s) €st en fait la fonction de Green
L

C&(s)
QCE}L(S)CCZP (s)*

8.2. Formule de Mackey. On notera 8¢ (L, M) I'ensemble des éléments x € G tels que
L N *M contienne un tore maximal de G. On appelle formule de Mackey pour le triplet
(G,L,M), et on notera M(G, L, M), la formule suivante:

(8.2.1) *RE o RS = > REepg © “RiMip o (ad 2)..
2€LF\Sq (L,M)F /MF

Conjecture (9) : La formule de Mackey a lieu pour tout triplet (G, L, M) comme ci-dessus.

La formule de Mackey a déja été démontrée dans quelques cas. Voici ceux qui seront utilisés
par la suite:

Proposition 8.2.2. (i) Si P et Q sont F-stables, alors M(G, L, M) est vraie.
(i) SiL ou M est un tore mazimal de G, alors M(G, L, M) est vraie.

PREUVE - cf, par exemple, [DM1], théoréme 5.1 pour le (i) et théoreme 11.13 pour le (ii). m

Si A et u sont deux fonctions centrales sur L¥ et M¥ respectivement, on posera:

RIG,,M()‘a ,u) = <R5)‘a RS{M)GF - Z <*R£01M)‘a *Rilr\ﬁ/IZMxM>LFOZMF'
2€LF\8g (L,M)F /MF
La formule de Mackey M(G, L, M) est équivalente a la nullité de REM()\, [) pour toutes
fonctions centrales A et u sur LY et M* respectivement.

8.3. Conjecture sur les fonctions de Green. On reprend les notations du paragraphe
8.2. Si u (respectivement v) est un élément unipotent F-stable de G (respectivement L), on
notera QY (u,.) (respectivement QF(.,v)) la fonction sur L (respectivement G*') valant 0
en dehors des éléments unipotents et valant QF (u,v) en v (respectivement u).

On appellera par la suite formule de Mackey pour les fonctions de Green pour le
triplet (G, L, M), et on notera §(G, L, M), la formule:

<QS(7 U_1)7 QE/I(v w_1>>GF - Z <Q£ﬂmM(U7 ')7 ilr\W/IIM(mwﬂ ')>LFOEMF
2€LF\S (L,M)F /MF

pour tous v € L et w € MZ.
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Conjecture (&) : La formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieuw pour tout triplet
(G,L,M) comme ci-dessus.

On posera, pour tous v € ij et w e Mf,

QS,M(U? w) = <QE(’ U_l)’ QE/I(> w_1)>GF

- Z <Q£OIM(U7 ')7 ;IXIZM(QCUJ? ')>LFOIMF
2€LF\8g (L,M)F /MF

La formule §(G,L,M) est équivalente & la nullité de QFp(v,w) pour tous v € Lf et
we ME.

8.4. Un lemme de récurrence. On notera par la suite T7(G, L, M) 'ensemble des tri-
plets (G, L/, M’) ou G’ est un sous-groupe réductif connexe F-stable de G de méme rang,
et ou L' et M’ sont des sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques de G’
tels que L’ est contenu dans un conjugué de L sous G et M’ est contenu dans un conjugué
de M sous G et tels que

dim G’ + dim L' + dimM’ < dim G + dim L + dim M.

Notre stratégie pour démontrer la formule de Mackey pour ¢ grand commence par démontrer
'équivalence des conjectures (901) et (&).

Lemme 8.4.1. On suppose que la formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu
pour tout triplet (G', L', M') € T(G,L,M). Soient \ et u deuz fonctions centrales sur L et
MY respectivement. Alors :

1

G —
RL,M()\’ILL) - ‘LF|‘MF|

Z Z )\(zv)u(z_lw_l)QsM(v, w)

z€Z¥ vell
weMF

PREUVE - On pose

P()‘nu) - <RS)‘7 Rl(\;/[:u>GF7

QN p) = > (*REnem\s *Ryreng ) LF enF -

2€LF\8q (L,M)F /MF
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D’apres la formule du caractere 8.1.1, on a:

1
P\ p) = \GF| Z Z or ILE||[MF|[|C&(s)F|?

s€GE ueCg (

> > QCO ( v )9 (sv)

geGF veCy; (s)F
seIL

YY) (s e

heGF weCy (s)u
sehM

1
- o 2 % \LFI.\MF|-\GFP
S Q% (e QS w YA (= )

geGT wedLl
heGF weth

+P’(A 14)
g -1 )\ —1 —1
‘GF| ZEZZFuEZGF ‘LF| ‘MF| UGZLF QL u, v QM(U w ) (ZU)M(Z w )
1u€h45
HD’(A 1)
= ‘LF‘ |MF| XZ:F ZF Azo)pu(z ' w YN QE (v 1), QN w ™)) ar
S veL
wghdf
+P'(A, ),
oll on a posé:
1 1

PO = 16T 2 oy T ICET

s€GE-ZF ueCg (

DO D) S (Rt EYET)

gGGF veCy (s)i
se9

Y Y Qs e (s e
heGF wels ()
SE h v

On va mener le méme calcul avec Q(\, i1). Pour cela, on a besoin d’indexer différemment
la somme qui définit Q(\, p). Si z € Sg(L, M)F', on a

L¥|. /M|
LfaM?| = ‘7
LM = s o
Par conséquent,
|LE N MY . .
Q\ ) = Z 7\LF\ M7 | (" RanM(A) RanM( ) LFA=MF -

:CESG L M
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On notera 8gxg(L, M) I'ensemble des couples (g,h) € G x G tels que 9L N "M contienne
un tore maximal de G. Avec cette nouvelle notation, on a:

1
ILELIMPLIGH] (| es

Q()\ N) Z |gLFﬂhMF|<*R9LmhM( )‘) *RQthM(hM»gLFOhMF-

GXG(LvM)

En utilisant cette fois-ci la formule du caractere 8.1.2, on obtient :

Q()\,,u) = |LF| ‘MF‘ Z Z )\Z’U —L 1)

z2€ZF yeLl
werj
Z <Q£OIM(U7 ‘)7 ;MIM(xw7 ‘))LFOIMF
2€LF\Sg (L,M)F /MF
+Q'(\, ),
oll on a posé:
QOnn) = 1 )3 > ¥ :
LALIMILIGH (st seimar wecs o 10 T i)'
S€ZF o
o (s) _ m(®) _ 1
>, Qe . (s)(“>u 1) \ (s)( u)IN(sv) (s ).
UECZL(s),’Ij gJLNn"M QLﬁ M
wGCZM(s)f
Finalement, on a
| | ‘ ‘ 2eZF ”UELF
werj

+P,(>‘7 M) - Q,()‘7 ,U/),

ce qui montre que le lemme 8.4.1 résulte du

Lemme 8.4.2. Avec les hypothéses du lemme 8.4.1, on a P'(\, pu) = Q'(\, w).

PREUVE - Pour tout élément s semi-simple de G n’appartenant pas a Zf, la formule
S(C&(s),Cor(s), Crpg(s)) est vraie par hypotheése (olt g et h sont deux éléments de G tels
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que s € ILF N hMF). Par suite,

1
P'(\p) = _
G| geZGF seggr;hw L7 IMF]|C ()"
heGF sng

- C&(s) - &(s) -
Z g)\(sv)hﬂ(s " 1)< C§L(s)('7v 1), cg (s)('>w 1)>CE’;(8)F

vEC’gL(s)E "M
weCy (8)5
1
= 5 IA(sv) " u(s™ ™)
25 e TETMPTICEOT] (2
hEGF sez" WeCT ()
Z ‘C;)Lmth(s)F|
o F o F
yESC%(S)(CgL(S),CZM(S )& ‘CQL(S) |‘ChM(8> |
T3 (9) )y
<ch;th(s) (v,.), Qc;mMth(s)( w, ')>C;Lmth(s)F'
De méme, on a:
1 Copamm ()"
Q\p) = LOM
TTVETICT |y s 2 nay s inar [0 05) 1 Ciag 9]
sgZF
QL(S) CZM(S) 9\ h -1 -1
UEC%(SLI?( oLn hM(S)( % CZLmhM(S)(w’.>>CQLﬂhM(8)F (50) (s~ w ™).
wEC’;’LM(s)f

On pose:
A= {(gv h7 $,Y,0, w) € (GF)G ‘ s € gLF hMF - ZF7 ) S SC&(S)(CQOL(S)7 C]SM(S))F7
v E O ( )u7 (S OEM(S)f}a

B={(g,h,s,v,w) € (GF)5 | (g9,h) € Saxa(L,M), s € It n M — ZF,
veCo(s)l, we Ciy(s)l}-

Pour tout (g, h, s,y,v,w) € A (respectivement (g, h, s,v,w) € B), on pose:

p(g,h,s,y,v,w) = 1 ' |Copnuma(s)”]
|GEJLELMF| [ Cop(s)F ]| Conpg(5)F]
Cop(s) th(s) h T
(Qee oo th(s)( D5 ce th(s)(w,.)) o g (7 IN(sv) (s fw™h)
(respectivement
o(g,h,s,v,w) 1 |Corr(s)”]

‘GFHLFHMFHCQ ( )FHChM(S)F‘
Car.(5) Crm®)
< C’ginhM(s) (Ua ')7 QC;:;hM(S)(yw, .))Co

9LN hM(S)

FIN(sv) (s )
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de sorte que:

. 1
P\ p) = Z wp(g, h,s,y,v,w),

(g,h,s,y,v,w)EA
QN\p= >  olghsvuw).
(g,h,s,0,w)EB

On considere 1’application

T A — B
(g,h,S,y,'U,QU) = (g>yh>s>vayw)'

Le lemme 8.4.2 découle alors immédiatement des propriétés suivantes de I'application 7 :

Lemme 8.4.3. (i) L’application w est bien définie et surjective.
(i) Si (g,h,s,0,w) € B, alors [x(g, b, s,v,w)| = |C&(5)"].
(iii) Si(g,h,s,y,v,w) € A, alors:

o(m(g, h, s,y,v,w)) = p(g, h,s,y,v,w).

PREUVE -« Soit (g,h,s,y,v,w) € A. Pour montrer que m(g,h,s,y,v,w) € B, il suffit
de montrer que (g,yh) € 8a(L,M). Or, par hypothese, C¢; (s) N Cyipg(s) contient un tore
maximal de C&(s), donc 9L N "M contient un tore maximal de G. L’application 7 est donc
bien définie.

Soit (g,h,s,v,w) € B. Puisque s € 9L N "M, il existe un tore maximal T de 9L N
"M contenant s. Par suite, T est contenu dans Cjp(s) N Ciy,(s), ce qui montre que 1 €
Sce,(s)(Car,(s), Oy (s). Par suite, (g,h,s,1,v,w) € A et (g,h,s,v,w) = 7(g,h,s,1,v,w) ce
qui montre que 7 est surjective. D’ou le (i).

e Si (g, h,s,v,w) € B, il est facile de vérifier que:

7T_1(g7 h7 S7 U? w) - {(97 y_lh7 S7 y? U? y_lw) | y 6 C&(S)F}7
ce qui montre le (ii).

o Le (iii) est trivial. m
Le lemme 8.4.1 implique facilement par récurrence sur dim G + dim L 4+ dim M la

Proposition 8.4.4. Les conjectures (M) et (&) sont équivalentes.

9. Fonctions absolument cuspidales
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9.1. Définition. On a défini les caracteres irréductibles cuspidaux d'un groupe réductif
comme étant ceux dont les restrictions de Harish-Chandra sont nulles. La notion de fonction
absolument cuspidale est ’analogue lorsque 1’on considere les restrictions de Lusztig:

Définition 9.1.1. Une fonction centrale v sur G est dite absolument cuspidale si, pour
tout sous-groupe parabolique P de G et pour tout sous-groupe de Levi F'-stable L de P, on
a:

"RE(y) = 0.

On notera Ng (L, M) 'ensemble des éléments n de G tels que "M = L. Soient A et p deux
fonctions absolument cuspidales sur LT et M respectivement. On a alors

RI?,M()‘? :u) = <RS()‘)> RS{(U»GF - Z <)‘> nﬂ)LF'

n€LF\Ng (L,M)F /MF

Conjecture (): Pour tout triplet (G,L,M) comme ci-dessus et pour toutes fonctions
absolument cuspidales X et y sur L et M¥ respectivement, on a Rfyy(X, i) = 0.

9.2. Un autre lemme de récurrence. Ce lemme va nous permettre, en raisonnant par
récurrence, de n’avoir a vérifier la formule de Mackey que pour les fonctions absolument
cuspidales.

Lemme 9.2.1. Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de L.
On suppose que la formule de Mackey M(G, K, M) a lieu et que, pour tout x € Sg(L, M)¥',
la formule de Mackey M(L,L N *M,K) a aussi lieu. Alors, pour toutes fonctions centrales
x et i sur L et MF respectivement, on a

REm(Rigx, 1) =0
PREUVE - Par hypothese, la formule de Mackey M(G, K, M) a lieu, donc

RG RL RG _ ‘KFm ZMF‘ *RK *R z
(RE (R (X)), B () ar = Z TKEIMF| ("Rgn-m () anM( ) KFA-ME -
z€8a (K,M) ‘ H |

De méme, pour tout x € Sg(L, M)¥, la formule de Mackey M(L,L N *M, K) a lieu par
hypothese. Par suite:

Z W( RIﬁan(RICé(X)) RLnrM( M)>LFmrMF

resamr LM
B Z ‘LF mMF| Z |LF N xMF N yKF|

z€8q(L,M)¥ ‘LF‘ |MF| yeSL(LN=M,K)F ‘LmeMFHKF‘

<R£2111:/[/IOHK o *RLszmyK( X), *RLmZM(xﬂ»LszMF

|IMF N yKF‘ * Y *

= Z Z ‘LF‘ |MF| ‘KF‘ < RzﬁﬂyK( ) RIMWJK( :U)>””MF09KF

z€8a(L,M)F ye8r (LN*M,K)F ’ ’

K" Ny *MF| o

K . N
- ZM|LFHMFHKF| <RKmy71IM( ), RKﬂy C”M(y M)>KFny*1vaF

(z,y)€
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olt M I’ensemble des couples (z,y) € (GF)? tels que z € Sg(L, M)¥ et y € SL.(LN*M, K)¥.
Le lemme 9.2.1 résulte alors du fait que I'application
M — Sg(K, M)F
(z,y) —  y '
est surjective et a toutes ses fibres de cardinal |L”|. m

On retrouve, grace au lemme 9.2.1, le résultat suivant bien connu:

Corollaire 9.2.2. Si toutes les fonctions centrales sur L (ou sur M) sont uniformes,
alors la formule de Mackey M(G, L, M) est vraie.

PREUVE - Cf (ii) de la proposition 8.2.2. m

Le lemme 9.2.1 sera utilisé par la suite sous la forme suivante:

Corollaire 9.2.3. On suppose que la formule de Mackey M(G', L', M) a lieu pour tout tri-
plet (G',L',M') € T(G,L,M). Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe
parabolique propre de L. Alors, pour toutes fonctions centrales x et u sur K et MY respec-
tiwement, on a

REM(REX, 1) =0

9.3. Equivalence des conjectures (91) et (2A). Comme annoncé, le lemme 9.2.1 per-
met de se ramener a la vérification de la formule de Mackey pour les fonctions absolument
cuspidales seulement :

Théoréeme 9.3.1. Les conjectures (M) et (A) sont équivalentes.

PREUVE - La conjecture (2() est un cas particulier de la conjecture (9t). On suppose
donc la conjecture (2A) vraie. Pour montrer qu’elle implique la conjecture (9I1), on raisonne
par récurrence sur dim G + dim L + dim M, de sorte que l'on peut supposer que, pour
tout (G, L',M’') € T(G,L,M), la formule de Mackey M(G’,L/, M') a lieu. On notera L
I’ensemble des sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques propres de L.
Soient \ et u deux fonctions centrales sur L et M¥ respectivement. On écrit A = X + N,
ol ) est une fonction absolument cuspidale de L et
N'= > axRg(xk)
Kel
ott les ak sont des éléments de K et les Y sont des fonctions centrales sur K (K € L).
On a alors

RS,M()V p) = REM(X> w) + REM()\”> 1)
= REM()\,> ,LL)
d’apres le corollaire 9.2.3 en utilisant ’hypothese de récurrence. On peut donc supposer que

A est absolument cuspidale. De méme, on peut supposer que u est absolument cuspidale, et
donc, puisque (2A) est vraie, on a

RI(:;:M()V :U/) - 07

ce qui montre la conjecture (T). m
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10. Formule de Mackey pour ¢ grand

10.1. Enoncé. On notera par la suite L(G) l'ensemble des diviseurs des coefficients de
la plus grande racine de G. On notera ¢(G) le plus grand élément de L(G). On notera
t(G) le plus grand des nombres |Z(G’)/Z(G’)°| ou G’ parcourt I'ensemble des sous-groupes
réductifs connexes F-stables de G de méme rang.

Théoréme 10.1.1. Si ¢ > 1 + (G)u(G)3, alors la formule de Mackey M(G,L,M) et la
formule de Mackey pour les fonctions de Green G(G, L, M) ont lieu.

Le reste de cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 10.1.1.

10.2. Quelques réductions... On suppose donc que ¢ > 1+/¢(G).(G)3. On va montrer
le théoreme 10.1.1 par récurrence sur n = dim G +dim L+ dim M. Compte tenu de la propo-
sition 8.2.2, le théoreme 10.1.1 est vrai pour les petites valeurs de n. On peut donc supposer
que, pour tout (G, L', M') € T(G,L,M), les formules M(G', L/, M’) et §(G', L', M) ont
lieu (en effet, ¢ > 1+ ((G')(G')3).

On peut aussi supposer que L et M sont différents de G car sinon, il n’y a rien a montrer.

Soient A et u deux caractéres irréductibles de LY et M respectivement. On reprend les
notations du lemme 8.4.1 (P(\, p), Q(A, 1), ... ). Il suffit de montrer que P(\, u) = Q(A, p).

Soit s (respectivement t) un élément semi-simple de L*/" (respectivement M*/") tel que
A€ E(LY, (s)p+) (respectivement p € E(ME (t)p-)).

Lemme 10.2.1. Si les éléments s et t ne sont pas conjugués sous G alors P(\, p) =

Q()‘> :u) = 0.

PREUVE - Résulte immédiatement du lemme 6.3.2. O

On supposera donc par la suite que s et ¢ sont conjugués sous G*". On peut méme
supposer que s = t pour simplifier.

On note G le groupe quotient G/Z°, et on note 7 : G — G la projection canonique. On
posera L = 7(L) et M = m(M). On notera aussi 7* : €(G!") — C(GF) induite par 7.

Lemme 10.2.2. Avec les notations ci-dessus, on a
™o RE = RE o 7.
Par conséquent, on a, pour tous u et v dans GE et LY respectivement :

QF (n(u), 7(v)) = QE (u,v).

PREUVE - Le résultat sur les fonctions de Green résulte du résultat sur les foncteurs de
Lusztig par application de la formule du caractere 8.1.1 en remarquant que les fonctions
centrales & support unipotents de G¥' sont les images par 7* des fonctions analogues sur G*'.
11 suffit donc de montrer la premiere assertion.

On note U I'image de U par 7 (U est isomorphe & U). L’application 7 induit par restriction
une application notée 7 : Y& — Y%.

Lemme 10.2.3. L application my induit un isomorphisme YS JZ°F ~ YS‘.
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PREUVE - Il suffit de montrer que 7 est surjective et que toutes ses fibres sont des orbites
sous l'action de Z°F par translation.

e Soit g € YS. On trouve g dans G tel que 7(g) = g. Par suite, g7 'F(g) = 2u ot z € Z°
et w € U. D’apres le théoreme de Lang, il existe 2’ € Z° tel que 2’ "' F(2') = z. On pose alors
g =g2. Onaalors m(¢') = g et ¢ € YE, ce qui montre que 7y est surjective.

e Soient g et ¢’ dans Y tels que 7(g) = m(g'). 1l existe z dans Z° tels que ¢’ = gz. Par
suite, 2 ' F(2)g ' F(g) € U, donc UN 27 'F(2)U # @. Donc F(z) = z, ce qui termine la
démonstration du lemme 10.2.3. O

Le lemme 10.2.3 montre que, pour tout ¢ > 0, on a
(10.2.4) Hé(Yg@z) = Hz(YSa@e)ZOF-

Pour tout 7 € (Z°F)", on note H (Y, Q,), la composante T-isotypique de H: (Y&, Q,) pour
'action de Z* _par translation.
Soit V' un L¥-module irréductible. On note 7*(V') le L*-module irréductible obtenu &
partir de V via 'application 7 : L — L. On a alors
RE(n*(V)) = H(YG, Q) @xrr (V)
= @ H:(Y8> @E)T ®KLF W*(V)

TE(ZT)
= H:(Yg@z)l Qgrr (V)

car, pour tout caractere linéaire non trivial 7 de Z°F', on a H*(Y$, Q) @grr 7*(V) = 0 car
Z°F agit trivialement sur 7* (V). Par suite,

RE (V) = HIYET)®" orr v (V)
= W*(H:(Yg,@e) ®krr V)

d’apres 'isomorphisme 10.2.4. m

Compte tenu du lemme 8.4.1, les formules M(G, L, M) et §(G, L, M) sont équivalentes.
Le lemme 10.2.2 montre que ’on peut supposer que le groupe G est semi-simple, ce qui sera
fait dans la suite de cette section.

10.3. Eléments quasi-isolés. Ce paragraphe permettra de faire quelques réductions sur
I’élément semi-simple s.

Définition 10.3.1. L’élément semi-simple s de G* sera dit quasi-isolé (dans G*) si son
centralisateur Cg«(s) n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique propre de G*.

On va commencer par un lemme général sur les éléments quasi-isolés :

Lemme 10.3.2. Soit Z* le centre de G*. Soit s un élément quasi-isolé de G*. Alors ’ordre
de l'image de s dans G*/Z* divise un des nombres |Z|.r, ot r parcourt L(G*) = L(Q).
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PREUVE - On rappelle que s est dit isolé (dans G*) si Cg.(s) n’est contenu dans aucun sous-
groupe de Levi de sous-groupe parabolique propre de G*. Il est bien connu (cf [B], chapitre
VI, exercice 4 du paragraphe 4) que l'ordre de I'image d’'un élément isolé dans G*/Z* un
élément de L(QG).

On pose k = |Cg+(s)/Cg&(s)|. Il est bien connu que k divise 'ordre de Z (on va le
redémontrer car on aura besoin de la démonstration). Il suffit donc de montrer que s* est
isolé. }

Soit m : G* — G un revétement simplement connexe de G*. On note A le noyau de 7.

Alors |A] = |Z| (on rappelle que G est supposé semi-simple). Soit § un élément de G* tel
que 7(§) = s. On considere I'application
0s: Cg+(s) — A

5 =19.4]

g — G
ot § est un élément de G* tel que 7(§) = ¢ (on remarque que 6,(g) ne dépend pas du choix
de g). D’autre part, 6, est un morphisme de groupes.

Puisque G* est simplement connexe, le centralisateur C. (3) est connexe (cf [S], théoréme
8.1), et son image est C&.(s) (cf, par exemple, [DM1], proposition 2.3, (ii)). Le noyau de 6
est donc exactement Cg.(s).

Pour montrer que s* est isolé, il suffit de montrer que Cg.(s*) contient Cg«(s). Soit donc
g € Cg«(s). On a alors 0,(¢g*) = 1 car g* € C&.(s). Or, par un calcul facile, 0,(g*) = 0,(g)* =
04 (g). Donc g est dans le noyau de 6, donc appartient & Cg.(s*). m

Lemme 10.3.3. Si [’élément s de L* n’est pas quasi-isolé dans L*, alors

PREUVE - Soit K* l'intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques
de L* contenant Cp-(s). Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d'un sous-groupe
parabolique de L* et K* £ L* par hypothese. On note K un sous-groupe de Levi F-stable
d’un sous-groupe parabolique de L dual de K. D’apres [L1], corollaire 9, il existe un caractere
irréductible x de K% tel que A = epexRikx. Par suite, il résulte du corollaire 9.2.3 que
REM(A ) =0.m

Lemme 10.3.4. Si [’élément s de G* n’est pas quasi-isolé dans G*, alors

PREUVE - Soit K* I'intersection de tous les sous-groupes de Levi de sous-groupes parabo-
liques de G* contenant Cg+(s). Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d’un sous-
groupe parabolique de G*, contenant Cg+(s), et distinct de G*. Le groupe K* N L* est un
sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de L* contenant Cp«(s), donc K* contient
L* car s est quasi-isolé dans L*. De méme, K* contient M*.

Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique de G dual de K*.
On peut supposer que L et M sont contenus dans K. D’apres [DM1], remarque 13.28, le
foncteur RE induit une isométrie

Rg : KEKY [s]ger) — KE(GT, [s]gur=).
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Par conséquent,

= Z < RiqenmA, " Ryfenm N)LFOIMF
2€LF\ 8k (L,M)F /MF

car, par hypothese de récurrence, la formule de Mackey M(K, L, M) a lieu. 1l suffit donc de
montrer que, si z est un élément de 8 (L, M)¥ n’appartenant pas a K, alors

<*R1ﬂsz)\a *R;,Ir\w/[IMIN)LFOIMF =0.
Soit donc = € 8g(L, M)¥ tel que

(*) <*R£OIM>\7 *REIXIIMIN&FOIMF # 0.

On a une bijection naturelle entre LI\8g(L, M)!'/M¥ et L*"\§q-(L*, M*)" /M*". 1l
correspond donc & x un élément z* de Sg-(L*, M*)f" tel que L* N 2 M* soit un dual de
L N *M. Il résulte de la non-nullité du membre de gauche de (&) et du lemme 6.3.2 qu’il
existe un élément [ € L*F" et un élément m € M*f" tel que s = #"(™s). Par conséquent,
[7'z*m centralise s donc appartient & K*, et donc z* appartient & K* car L* et M* sont
contenus dans K*. Par suite, z € K car L et M sont contenus dans K. m

Compte tenu des lemmes 10.3.3 et 10.3.4, on peut, et ce sera fait par la suite, supposer
que s est un élément quasi-isolé dans G*, dans L* ainsi que dans M* par symétrie.

10.4. Fin de la preuve du théoréme 10.1.1. Soit 7 : G* — G* un revétement
simplement connexe de G*. On notera encore ' I'endomorphisme de Frobenius induit par F™
sur G*. L’indice de 7(G*") dans G*™" est inférieur ou égal & «(G) (par définition de +(G)).
En effet, d’aprés le théoreme de Lang, G /n(G*F") ~ H'(F*,Kern), et | Kern| = |Z|.

Lemme 10.4.1. Il eziste un élément z € Z(L*)™ Nw(G*™) tel que sz et s ne soient pas
conjugués sous G*.

PREUVE - Soit T* un tore maximal F*-stable de L* contenant s. On note ® le systeme de
racines de G* relativement a T* et soit W* le groupe de Weyl de G* relativement a T*.
Soit z € Z(L*) tel que s et sz soient conjugués sous G*. Alors ils sont conjugués sous W*.
Soit w € W* tel que “s = sz. Alors, pour tout a € ®, on a a(s)a(z) = w(a)(s), c’est-a-dire
a(z) = (w(a) — a)(s). D’autre part, d’apres le lemme 10.3.2, I'ensemble {3(s) | 5 € ®} est
d’ordre inférieur ou égal a ¢(G)c(G). 1l suffit donc de montrer qu’il existe une racine « telle
que
la(Z(LH)E Na(GF)] > 0(G)u(G).

D’autre part, 'indice de Pimage de Z(L*)F" N7 (G*F) par une racine  dans o(Z(L*)F") est
inférieur ou égal a «(G). Finalement, il suffit de montrer qu’il existe une racine « telle que

() [a(Z(L))] > ((G)u(G)*.

Soit a une racine de G* relativement a T* qui ne soit pas une racine de L*. On note K

. . * *r—1 N

le noyau de la restriction o : Z(L*) — F*, et on note K’ = KNTKN---Nn"" K ou
r est un entier tel que F*(K) = K. Alors K’ est un sous-groupe F*-stable de Z(L*) et
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Z(L*)/K' est un groupe diagonalisable de dimension supérieure ou égale a 1. D’autre part,
ZLHT NK =Z(L)"" NK' et on a
| (Z(LH))] = |Z2(L)"/Z(L")" n K.
On note o : Z(L*)F /Z(L*)F" N K" — (Z(L*)/Z(L*) N K')" I'injection canonique. Il résulte
du théoreme de Lang que l'indice de I'image de o dans (Z(L*)/Z(L*) N K')'" est égal au
cardinal de H'(F*, K'). De plus, |(Z(L*)/Z(L*) N K)¥"| > ¢ — 1, donc
q—1
[HY(F™, K7)]
UG)UG)®
| KK
donc, pour montrer (<), il suffit de montrer que |K'/K"°| < «(G).

On note ¢ 'automorphisme de X (T*) tel que, pour tout = € X (T*), on ait F*(z) = q¢p(x).
On note Py, le systeme de racines de L* relativement a T*. Alors |K'/ K| est égal au cardinal
de (X(T*)/A),, ot A est le sous réseau de X (T*) engendré par @y, et a, ¢(a), ..., ¢" («).
Or, par définition, |(X(T*)/A)y| < «(G). O

o (Z(LH)™)

=

Si z € Z(L*)!", on notera L le caractere lindaire de LY induit par z. D’autre part, o~
est trivial sur Z* si et seulement si z € Z(L*)"" N7 (G*7).

Soit donc z un élément de Z(L*)F" N 7(G*F7) tel que s et sz ne soient pas conjugués sous
G*. Alors, d’apres le lemme 10.2.1, on a

car A ® ¢l € S(LF [sz]p«r+) d’apres 6.2.4. Or, par hypothese de récurrence, on a, d’apres le
lemme 8.4.1, RE\i(A, 1) = REM(A @ 0¥, 1), ce qui termine la démonstration du théoréme
10.1.1. m

11. Formule de Mackey et faisceaux-caracteres

On va redémontrer la formule de Mackey lorsque ¢ est grand en utilisant la théorie des
faisceaux-caracteres.

11.1. Support unipotent. Soit f une fonction centrale sur G et soit s un élément
semi-simple de G¥". On définit une fonction centrale d< f sur Cg(s) de la maniere suivante :

su) siwu est unipotent,
df’f(u) - { g( ) sinon.

Avec ces notations, les formules du caractere 8.1.1 et 8.1.2 s’écrivent alors:

(11.1.1) dS ORS = W ZF ‘C | RCO (s OdgL (adg)*
geG
se9L

(11.1.2) d¥ o *RE = "RG0 dS.
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Comme conséquence immédiate de la formule 11.1.2, on obtient :

Proposition 11.1.3. (a) Une fonction centrale f sur G est absolument cuspidale si et
seulement si dS f est une fonction absolument cuspidale sur Cg(s)F pour tout élément semi-
simple s de GF.

(b) Soit f une fonction centrale absolument cuspidale sur GY' et soit s un élément semi-
simple de G tel que dSf # 0. Alors s est isolé.

11.2. Encore un lemme de récurrence. Deux fonctions centrales A et X sur L sont
égales si et seulement si les fonctions d¥\ et d&')\ sont égales pour tout élément semi-simple
s € LF. Pour vérifier la formule de Mackey, il faut donc vérifier qu'elle est vraie lorsque
I'on compose a gauche de chaque membre par I'application d¥ (ot s parcourt I'ensemble des
éléments semis-simples de LT).

Lemme 11.2.1. On suppose que la formule de Mackey M(G', L', M) a lieu pour tout triplet
(G, L',M’) € T(G,L,M). Soit s un élément semi-simple de LY, n’appartenant pas au centre
de G. Alors

o RS oRG = Y dbo Rl Ry o (ada).

2€LF\8g (L,M)F /MF

PREUVE - Cette preuve ne présente pas de difficultés: c’est simplement une application
systématique des formules 11.1.1 et 11.1.2. En voici le détail.

Puisque s n’est pas central dans G, la formule de Mackey M(Cg&(s), Cy.(s), Cop(s)) est
vraie pour tout g € G¥ tel que s € IM par hypothese de récurrence. Par suite, il résulte des
formules 11.1.1 et 11.1.2 que:

1 Co(s)  C(s) g
G _*pG G _ o F| * M
Bt = nrog X, IO e @ ficdy o 0 47 (o)
=y
B 1 5 5 1C2(5)" N *Cina ()" |
F o o F
|M ‘|OG(S) | ggGF hESCo S)(C (s )C?JM(S))F ‘CL(S) |
REE®) o *R Cim) dh), 0d™ o (ad
C2 (s)NhCy C2(s)NhCGy, o(adh), o o (adg).
-y Z IC"mth() |
gGGF hGSco S)( ( )CO (s)F |MF‘|OG( )F‘|OE(S)F‘

s€eIM

Rgg,(S) () *R th (s)

Lnham Lm hgm

() © d:™ o (ad hy),
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D’autre part, on a

2 dy © Riran © "R © (ad ),
zeLF\Sg (L,M)F /MF
LY N *M”| .
— ; . W dY o R rang © *Riveag © (ad ),
z€8q (L,M .
1
- 0 ‘CO lx (S)F‘
zesc;(ZL,M)F |LF|.|MF|.|Cs (s)F] ng LN=M
seLNni*M
Cp (8) * CO:E (8) le
RCENIM(S) © Rcé:fm(s) od, Mo (adlz),

Dans ce dernier membre, la sommation sur les éléments [ € L est redondante: on a donc

Z d? © RIEmwM © *Rilr\w/[wM o (ad z).
2ELF\Sg (L,M)F /MF
)F

Z |CﬁmyM(S
e IFLICE()]
secLNYM

Cr.(s) * pCun (8) YM

Rkt © Beg 0 0 ds ™ 0 (ady).

On note F I'ensemble des y € Sg(L, M)F tels que s € L N YM. On note par ailleurs &

Pensemble des couples (g, h) € G* x Cg(s)" tels que s € IM et h € 8¢, (s)(CR(s), Con(s))"
Le lemme 11.2.1 résulte du fait que 'application

& — F
(9.h) +—— hg

est surjective et a toutes ses fibres de cardinal |Cg(s)”]. m

11.3. Formule de Mackey pour ¢ grand. Si ¢ est un systeme de racines, on dira
que p est presque bon pour ® si, pour toute composante irréductible &g de ® de type
exceptionnel, p ne divise aucun des coefficients de la plus grande racine (relativement & une
base arbitraire) de ®( (c’est-a-dire si p est bon pour toute composante irréductible de ® de
type exceptionnel). On dira que p est presque bon pour G s'il est presque bon pour son
systeme de racines (relatif & un tore maximal quelconque).

Théoreme 11.3.1. On suppose p presque bon pour G. Il existe une constante qo dépendant
seulement de la donnée radicielle associée a G telle que la formule de Mackey M(G, L, M)
a liew s1.q > qo.

PREUVE - Si z € ZF', alors la formule 11.1.1 s’écrit
(11.3.2) dS o RY = R odr.

En raisonnant par récurrence sur dim G + dim L 4+ dim M, le lemme 11.2.1 montre donc qu’il
suffit de montrer la formule de Mackey pour les fonctions & support dans Z* .G et, puisque
la translation par un élément de Z% est inoffensive, il suffit de la montrer pour les fonctions
a support unipotent. D’autre part, compte tenu du théoreme 9.3.1, il suffit de montrer la
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formule de Mackey A(G, L, M, A, 1) lorsque A et u sont des fonctions absolument cuspidales
a support dans L et M respectivement.

Soient donc A et p deux fonctions absolument cuspidales a support unipotent de L et
M respectivement. Compte tenu du théoréme 1.14, (b), de [L6], on est ramené au cas ot A
et u sont des restrictions aux éléments unipotents de fonctions caractéristiques de systemes
locaux cuspidaux F-stables sur des classe unipotentes de L et M respectivement.

Soit C une classe unipotente F-stable de L, et soit €; un systeme local L-équivariant F-
stable sur C. On choisit un isomorphisme ¢; : F*€; = €;. On suppose donc que A = x¢,
oll Xe, ., est la fonction sur LY définie par

Tr w (1)) siueCF,
o) = { T @) duect

De méme, on suppose que /i = Xe¢,,», OU €y est un systeme local cuspidal F-stable sur une
classe de conjugaison unipotente F-stable Cy de M et @, : F*€y = €, est un isomorphisme.

Un élément g de G est tel que M = L et (\, %) # 0 si et seulement si 9Cy = C et
(ad g)*€y ~ &Y, on &Y désigne le systeme local dual de €;. D’autre part, s’il n’existe pas
de tels ¢ € G¥, alors le membre de gauche de la formule A(G, L, X\, M, fi) est nul d’apres
le (a) du théoreme 1.14 de [L6] et d’apres le corollaire 9.11 de [L4], partie II. La formule
A(G,L, A\, M, 1) est donc vérifiée dans ce cas-la.

On peut donc supposer, et ce sera fait par la suite, que L = M, C; = Cy, &} = &, et
©] = 9. D’apres [L3], théoreme 9.2, on a, pour tout n € Ngr(L),

”C’l = Cl, (adn)*& ~ 81.

D’apres [L4], partie II, lemme 9.8 et les formules 9.10.1 et 9.10.2, on a, pour tout n € Ngr (L),
d

_ q
<)‘> n:“) = o
|1Z(L)°"|
ou d = dimC; + dimZ(L)° — dim L. D’autre part, d’apres le corollaire 9.11 de [L4], partie
I1, et le théoreme 1.14, (a) de [L6], on a:

 |Ngr(L)/L"] ,
<RSA,RSM>—W :

Cela montre la formule A(G,L,\,L, ). m
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CHAPITRE III

Caracteres réguliers

On montrera plus tard que tout caractere du groupe spécial linéaire est combinaison
linéaire, a coefficient dans Z, d’induits de Harish-Chandra de caracteres réguliers (cf théoreme
15.5.1). Les caracteres réguliers vont donc jouer un role central dans I’étude du groupe spécial
linéaire. Cette partie est consacrée a leur étude dans un groupe réductif quelconque.

Pour étudier les caracteres d'un groupe réductif a centre non connexe, il est commode de
le plonger dans un groupe réductif de méme type a centre connexe, pour pouvoir ensuite
utiliser la théorie de Clifford. Les sections 6 et 7 traitent des généralités sur les foncteurs
d’induction de Lusztig et plus particulierement des foncteurs de Harish-Chandra dans cette
situation. L’étude des caracteres réguliers commence dans la section 12 ou on rappelle des
résultats connus et ol on établit une formule donnant le produit scalaire de deux induits (au
sens de Lusztig) de caracteres réguliers (cf théoreme 12.5.1). Le dernier résultat important
de cette partie est le paramétrage des séries de Harish-Chandra associées a des caracteres
réguliers cuspidaux.

12. Définition

Le but de cette section est de rappeler les résultats classiques sur les caracteres réguliers
(cf, par exemple, [A] et [DLM1]) ainsi que d’établir une formule donnant le produit scalaire
entre deux induits (au sens de Lusztig) de caracteres réguliers de sous-groupes réguliers
F-stables de G en terme du groupe de Weyl (c’est le théoréme 12.5.1).

12.1. Définition des caractéres réguliers. On définit une fonction centrale Y& = y,
sur GF' par la formule suivante:

1
(12.1.1) Y= ——— eger: RS (s).
o], o, ST

On remarque que le membre de droite de la formule 12.1.1 ne dépend que de la classe de
G *-conjugaisqn de s et non des différents choix faits précédemment. On définit de la méme
maniere x; = x5. Il résulte immédiatement de la formule 6.2.1 que

(12.1.2) Xs = Res&r xs.

Théoréme 12.1.3 (Deligne-Lusztig). La fonction centrale s de G est un caractére ir-
réductible de G'. Par suite, xs est un caractére de G¥' (non nécessairement irréductible).
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PREUVE - ¢f [DL], théoréme 10.7. L’hypothese de connexité du centre de G est nécessaire
pour montrer l'irréductibilité de y;. Par contre, ys peut ne pas étre irréductible. m

REMARQUES - (1) Le caractere irréductible x5 de G appartient & &(GF,[3]), donc les
composantes irréductibles de y, appartiennent & &(GT, [s]).

(2) On déduit immédiatement de 6.2.3 la relation
pour tout z € (Keri*)¥" (pour la définition de 2, cf 6.2.2).

Définition 12.1.5. On appelle caractéres réguliers de GT' les composantes irréductibles
des caractéres xs, ot [s| parcourt l'ensemble des classes de G*I" -conjugaison d’éléments
semi-simples de G*I'" .

12.2. Caracteres de Gel’fand-Graev. On fixe une fois pour toutes un caractere ré-
gulier ¢ de U} (pour la définition d’un caractere régulier de UYL, cf, par exemple, [DM1],
définition 14.27). On appelle alors caractere de Gel’fand-Graev de G (associé a ) le
caractere :

F
Iy = Indgr ¢.

Le caractere Fg dépend en fait seulement de I'orbite du caractere ¢ sous Paction de Tf.

Théoreme 12.2.1. Soit L un sous-groupe réqulier F'-stable G-déployé. On suppose que L
contient le tore maximal Ty. Alors Ug N L est un sous-groupe unipotent F-stable maximal

de L, et ¢y, = ResggmLF Y est un caractére régulier de UL et de plus :
‘RE(TY) =Ty,
PREUVE - cf [DM1], proposition 14.32. m

NOTATIONS : Pour tout sous-groupe régulier F-stable L de G, on choisira un sous-groupe
unipotent maximal F-stable que I'on notera Uy,.

Récemment, F. Digne, G. Lehrer et J. Michel ont généralisé le théoreme 12.2.1 au cas ou
L n’est pas forcément G-déployé. Cependant, il ont besoin de certaines hypotheses sur p et
q. lls conjecturent qu’en général

Conjecture (GG): Si L est un sous-groupe réqulier F-stable de G, alors il existe un
caractére régulier 1y, de UL tel que

(12.2.2) *RETG = egeLly, .

Lorsque le centre de G est connexe, le caractere de Gel’ fand-Graev est combinaison linéaire
de caracteres de Deligne-Lusztig et, grace a la formule de Mackey pour un tore maximal et
un sous-groupe régulier (cf proposition 8.2.2; (ii)), on peut montrer que la conjecture (GG)
est vraie (cf [DLM1], proposition 5.4).
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Théoréme 12.2.3 (Digne-Lehrer-Michel). [l existe deuzr constantes py et qo dépendant
seulement de la donnée radicielle associée a G telles que, si p > pg et ¢ > qo et st L est un
sous-groupe régulier F-stable de G, alors il existe un caractére régulier vy, de UL tel que :

*RS(Fg) = 5GeLF5L.

PREUVE - cf [DLM2|. m

NOTATIONS : On posera par la suite ['¢ = F et, si L est un sous-groupe régulier F-stable
de G, on posera I'V = ege,*RE T'CG.

Théoréme 12.2.4 (Deligne-Lusztig). (x,, [€)gr = 1.

PREUVE - Deligne et Lusztig ont montré (cf [DL], théoreme 10.7) que ce résultat est vrai
si le centre de G est connexe. Ici, il sera donc vrai pour G. Le résultat est alors une simple
application de la loi de réciprocité de Frobenius, en remarquant que:

I'¢ = ndSr T¢. m

12.3. Décomposition de x,. On considere 'application

W(s) —  Ker¢*

w o wsw s

C’est un homomorphisme de groupes (car Keri* est central), ne dépendant pas du choix de
s comme antécédent de s dans G, et commutant avec I’action du morphisme de Frobenius.
Le noyau de cet homomorphisme est W (S), et donc A(s) s’identifie avec I'image de cet
homomorphisme, c¢’est-a-dire

Lemme 12.3.1. L’application A(s) — Keri*, a — asa™'s7 induit un isomorphisme de

groupes A(s) ~ {z € Keri* | § et 5z sont conjugués dans C‘r*} Cet isomorphisme commute
avec 'action du morphisme de Frobenius.

Soit A le groupe Keri* N D(G*) ot D(G*) désigne le groupe dérivé de G*: A est un
groupe fini, isomorphe a la p’-partie du groupe fondamental de D(G*). D’apres le lemme
12.3.1, A(s) peut étre vu comme un sous-groupe de A.

Il est facile de vérifier que A" est alors isomorphe au groupes des caracteres linéaires de
(GF/GF) qui ’annulent sur ZF, c’est-a-dire au groupe (GF/GF ZF)". On note alors G (5s)
le sous-groupe de G contenant GF.Z" tel que A(s)F" ~ (GF/GF(s ))A La proposition
suivante donne une description de la décomposition du caractere xs de GF'.

Proposition 12.3.2 (Asai). (i) Le caractére x, est sans multiplicité.

(i) Soit z € (Keri*)I". Alors xs = x5 ® 2 si et seulement si z appartient a A(s)F

(iii) Le groupe GF(s) est le stabilisateur, dans GF, d’une composante irréductible de y,
(donc de toutes les composantes). A travers Uisomorphisme (A(s)F )" ~ GF/GF(s), le
groupe (A(s)E)" agit de maniére simplement transitive sur les composantes irréductibles de

Xs-
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PREUVE - D’apres le théoreme 12.2.4, x, contient une composante irréductible de multiplicité
égale & 1. Puisque G agit transitivement sur les composantes irréductibles de x,, ce dernier
est sans multiplicité. Cela montre (i).

Le (ii) résulte immédiatement de I’équation 12.1.4, et du lemme 12.3.1. Quant au (iii), il
résulte immédiatement du (ii) par application de la théorie de Clifford. m

On notera par la suite x5 = Xsl I'unique composante irréductible commune & y, et I'C.
Pour tout ¢ € (A(s)"")", on notera g un représentant, dans G, de I'élément de G /G (s)
associé a & par 'isomorphisme décrit au (ii) de la proposition 12.3.2. On pose alors:

Xsg = Xoe = Xspoad g "
On déduit de la proposition 12.3.2 que:

Proposition 12.3.3 (Asai). Les caractéres irréductibles x ¢, ou & € (A(s)F)", sont deux
a deux distincts, et on a:
Xs = Z X,

EE(A(s))N

REMARQUE - Supposons que I'on ait choisi un autre caractere régulier ¢’ de UF. Alors,
d’apres [DLM1], 2.4.10 et lemme 1.3, il existe un élément ¢ € TE tel que ¢’ = ). On a alors
Ffj, = th et donc, pour tout caractere linéaire & de A(s)f",

! t
Xie = Xee
ou Xf’g (respectivement Xflg) désigne la composante irréductible associée a & en utilisant le
caractere de Gel'fand-Graev Fg (respectivement Ffj,) et en faisant la construction précédente.

Par conséquent, si on note & le caractere linéaire de A(s)¥" associé & la classe de t dans
GI'/GF(s), on a:

(12.3.4) Xoe = Xee,

12.4. Restriction de Lusztig de caractéres réguliers. Le caractere de Gel’fand-
Graev ['® est la somme de tous les x, 1, olt s parcourt un ensemble de représentants des
classes de G*/"-conjugaison d’éléments semi-simples de G*! (cf, par exemple, [DLMI1],
corollaire 3.14). On en déduit alors la:

Proposition 12.4.1 (Digne-Lehrer-Michel). On suppose que la conjecture (GG)
a lieu. Soit L un sous-groupe réqulier F'-stable de G dont un dual L* contient s. On note
O un ensemble de représentants des classes de L*F” -conjugaison contenues dans la classe de
G*" _conjugaison de s. Alors :

*RS(XS%) = EGEL Z XtI:l'
te®

PREUVE - cf [DLM1], 6.2. m
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12.5. Produits scalaires d’induits de caracteres réguliers. Soient L et M deux
sous-groupes réguliers F-stables de G dont les duaux respectifs L* et M* dans G* contiennent
s. On se fixe un sous-groupe parabolique P* de G* dont L* est un sous-groupe de Levi. Alors
Cp-(s) est un sous-groupe parabolique de Cg.(s) et Cp.(s) est un sous-groupe de Levi de
Cp+(s) (cf [DM2], proposition 1.11). On notera V*(s) le radical unipotent de Cp.(s). Soit T},
un tore maximal F*-stable maximalement déployé de Cf.(s), et soit Bf.(s) un sous-groupe
de Borel F*-stable de C}.(s) contenant T7j. Alors B (s)V*(s) est un sous-groupe de Borel
de C&.(s). Il existe alors un élément ~y, de C&.(s) tel que

(Tr, Br(s)V'(s)) = "™(T1,B*(s)).

On notera Wi,(s) le groupe de Weyl de CL(s) (respectivement Cyg«(s)) relativement a Tj.
On définit de méme Wiy,(8). Alors 4y ' F*(71,) appartient au normalisateur dans C&.(s) de
T7. On note wy, sa classe dans W(3). Alors Wiy,(s) s’identifie (via ad~y,) & un sous-groupe
de W (s), le morphisme de Frobenius agissant par wy, F™*.

On définit Ty, ym et wyv de la méme maniere que T, 71, et wy respectivement en
remplagant L par M.

On notera W'(s) le groupe W (3) x A(s)f". On définit de méme des groupes Wi (s) et
Wis(s). Via ad vy, et ad vy respectivement, ce sont des sous-groupes de W'(s). Si € est un

N s e . N e s F*
caractere linéaire de A(s)f", on peut voir £ comme un caractere linéaire de Cg+(s)” ou de
W'(s).

Théoréme 12.5.1. On suppose les conjectures (9) et (GG) wvraies. Soient &y, et
ém deuz caractéres linéaires de Ap(s)f et An(s)! respectivement. Alors:

(RE (Xse)» Bai(Xogn)) = rem > (€L, "En) Wy (s)n=wy, (s)-
LW ()\W'(5)/ Wi (s)
Wi, (8)wr NzWit (8)wm F* (z) 1 #£2

PREUVE - Quitte & conjuguer les caractéres i, et xYe, par des éléments de L7 et MF
respectivement, on peut supposer que &y = 1, ce qui sera fait par la suite. On notera & = &;,.

L’ensemble L\8g (L, M)/M est en bijection avec I'ensemble L*\Sg«(L*, M*)/M*, et cette
bijection commute avec l'action des morphismes de Frobenius. On posera par la suite 8* =
Sg+(L*, M*). Si g € 8*, on notera encore YM un sous-groupe régulier de G dual de YM*. On
notera d’autre part [8*/"] I'ensemble des doubles classes L*F"\8*F" /M*".

On a, d’apres la formule de Mackey :

(12.5.2) (RE(X5e), BaOaD)) = Y ("Rinona(Xhe): "Rimona (Xomi))-
ge[S* ]

On notera par la suite [$*/" N Cg«(s)] un ensemble de représentants des doubles classes
g appartenant a L*/7\§(L*, M*)¥" /M*F" telles qu’il existe ¢t € L*" N IM*I" conjugué a s
dans L*!" et conjugué a 9s dans IM*F".

Soit g € [8*f" N Cq-(s)]. D’apres la proposition 12.4.1, il existe alors un élément ¢ €
L n9M* " un élément | € L et un élément m € M*F™ tels que t = 's = 9(™s). Quitte
a remplacer g par ["gm, on peut supposer que g € C(;*(S)F*, ce qui justifie la notation
[8*F" N Cq+(s)]. On supposera donc par la suite que tous les éléments de [$*F" N Cg«(s)]
centralisent s.

On notera par la suite V un ensemble de couples (g,t) ot g € [8*F NCg-(s)] et t parcourt
un ensemble de représentants des classes de conjugaison sous L*f" N 9M*F" contenues dans
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la classe de s sous L*f" et dans celle de 95 = s sous IM*F”". On a alors, d’apres la proposition
12.4.1,

Z <*R£OQM(X£,§>7 *Rilr\w/lgM(Xz,l\lA» = Z 5M5L09M<*R£OQM(X£‘,§)7X}:?QM>=
ge[8*F* NCqx (s)] (9:t)€V

. 71 7 * * . VRN * . . 7
car, si t est un élément de L*" N 9M*I” conjugué a 9s = s sous IM*F" mais non conjugué
N *

a s sous L*f" | alors

<*R£OQM(X£,5)> X{ng> =0.

On notera 8*F"(s) 'ensemble des g € Cg-(s)" tels que Cg.(s) N 905 (s) contienne un
tore maximal, et [$*F(s)] Pensemble des doubles classes Cp+(s)" \8*F(s)/Chr-(s)F".

Soit (g,t) € V. On trouve | € L*" et m € M*" tels que t = s et t = 9(™s). Alors
¢ = l"'gm appartient & C’G*(s)F* et méme a 8*/(s) car s appartient & L* N9 M*. On note
©(g,t) la classe de ["tgm dans [8§*F7 (s)].

Lemme 12.5.3. L’application ¢ : V — [8*17(s)], (g,t) — ©(g,t) est bien définie et est
bijective.

PREUVE - Pour montrer que ¢ est bien définie, il faut montrer que ¢(g,t) défini avec les
notations ci-dessus ne dépend pas du choix de [ et m, ce qui est clair.

On va maintenant montrer l'injectivité de . Soient (g,t) et (¢’,t') dans 'V tels que ¢(g,t) =
o(g',t"). Alors les doubles classes L*" gM*™ et L*f" ¢'M*!" sont égales, donc g = ¢'. Soient
et I’ dans L*!" et m et m’ dans M*/™" tels que

t="1s=9("s),

t=Vls= g(mls).

Puisque ¢(g,t) = ©(g',t'), la double classe de [~1gm dans [$*/" (s)] et celle de I'"'gm’ coin-
cident, et donc, quitte & changer I’ et m’, on peut supposer que [~tgm = I'"tgm’. On pose
h=U"t=9m'm™1). Alors h € L*" N 9YM*" et ¢/ = ", donc t' = .

On va maintenant montrer la surjectivité de . Soit ¢’ € 8 (s). La double classe
L*F" g'M*" vérifie la condition des doubles classes de §(s), donc il existe g €, [ € L*"
et m € M*" tels que ¢ = [71gm. On pose alors t = s = 9(™s). Il est alors clair que
(g,t) €V, quitte a changer ¢, et que (g,t) = Cp-(5)F ¢'Cm-(5)F. O

D’autre part, si (g,t) € Vet si ¢’ € 87 (s) sont tels que (g, t) soit égal & la double classe
de ¢’ dans [8*F7 ()], alors:

("Rinom(Xee) i1 ) = (R (XEe) Xt ™).

Par suite,

(12.5.4) (RE(G): RO = D2 ("Rinoa (e xaf™).
gel8™T" (5)]

On notera U I'ensemble des doubles classes x € WY, (s)\W'(s)/Wy(s) telles que
WL(E)wL N xWM(é)wMF*(a:)_l 7§ .

Soit g € [8*F7(s)]. Soit T* un tore maximal F*-stable maximalement déployé de Cf.(s) N
ICx+(s). On trouve | € Ci.(s) et m € Cyp(s) tels que T* = T = 9(™T3;). On pose
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n = v 1" gmyn. Alors n normalise T7 et appartient & Cg-(s). On note x I'mage de n dans
W (s): en fait z € W'(s). On note ¢'(g) la double classe de x dans W{ (s)\W'(s)/W;,(s).

Lemme 12.5.5. L’application ' : [$*F (s)] — W est bien définie et est bijective.

PREUVE - Soit g € [8*f7(s)]. On reprend les notations précédant le lemme. Le fait que ¢'(g)
ne dépend pas du choix de T*, [ et m est évident. On va montrer que ¢’'(g) € U. On a
g = lynyyym™t, et F*(g) = g. Par suite, la classe de

U F (D)o Fr () = nymm™ A (m)ymm F () ¥ (n) ™

dans W (3) appartient & Wy (3)wy, N 2W(8)wnmE*(x)~Y, car 44 17 F*(I)yL, appartient &
WE(s) et v m ™' F*(m)ym appartient & Wy(s).
Montrons que ¢ est surjective. Soit x € W'(s) tel que

Wi (8)wr, N aWa (3)wmF*(z)™! # 2.
On trouve w € WL(8) et w’ € Wiy(8) tels que:
1L wywn = g wymwm Y (2) 7

On note n un représentant de z dans Cg«(s). On trouve [ et m dans C{.(s) et Cyp($)
respectivement tels que la classe de [7'F*(I) dans W,(3) soit égale & w et celle de m™' F*(m)
dans Wi () soit égale & w’. On pose g = lygnm 19y . Alors F*(g) = g et C2.(s) NICE.(s)
contient le tore maximal 'Tj.

Montrons pour terminer I'injectivité de ¢’. Soient g et ¢’ dans Cc;*(S)F* tels que ¢'(g) =
¢'(g’). Soit T* (respectivement T"*) un tore maximal F*-stable maximalement déployé de

°.(5) NICR.(5) (respectivement Cf.(s) N9 Cgy.(s)). Soient [, I dans Cf.(s) et m, m’ dans
Cy= () tels que

T — ZT* — g(mT;/O’
T — l/T*L _ g’(m’T*M)'
Puisque ¢'(g) = ¢'(¢'), il existe A dans le normalisateur de T, dans Cp«(s) dont la classe
appartient a Wy (s) et p dans le normalisateur de T}, dans Cy«(s) dont la classe appartient
a Wy (s) tels que
Y AT gmpyne = 44U g m
c’est-a-dire
M gmpu =1"1g'm/.

Par conséquent, il existe h € Cp«(s) et h' € Cpm+(s) dont les classes respectives modulo
Cr.(s) et Cyq«(s) sont F*-stables et tels que hgh' = ¢'. On écrit h = tu et K = u't’ avec
teCe.(s),ue Cp(s) ¥ € Cp(s), u' € Cy-(s)F". Quitte & remplacer g par ugu/, on peut
supposer que h € Cp.(s) et i’ € Cyy(s). D’autre part, F*(h)gE*(h') = hgh', donc h™'F*(h)
appartient & Cp.(s) N9Cy(s). Puisque Cp.(s) N9CY.(s) est connexe, on trouve, d’apres le
théoreme de Lang, un élément y € C{.(s) N9Cx.(s) tel que h™ ' F*(h) = y~'F*(y). On pose
alors k = hy ™. Ona F*(k) = ket kg9 'yh' = ¢'. Or, 9 'yh' € C3p(s) et F*(9 yh!) = 9 'yh'.
Donc g et ¢’ sont dans la méme double classe. O

On note U — [§*7(s)], z — g, la bijection réciproque de ¢'. Pour montrer le théoreme
12.5.1, il suffit de montrer que, si x € U, alors

(12.5.6) ("Rnom(X5e), X517™) = evevnon (€ 1wy (newi, (s)-
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Pour cela, compte tenu de la proposition 12.4.1, il suffit de montrer que le groupe Wrnen(s)
s’identifie, via la bijection ¢’ avec Wi, (s) N “Wiy(s), ce qui est évident. m

12.6. Induction a partir de sous-groupes réguliers: un cas particulier. Dans ce
paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, on suppose que W (3) = {1}. Cela implique
que Cg.(3) = Ty, et donc que la série de Lusztig (ou rationnelle) &(GF, (3)) est réduite a
un élément, le caractere régulier XSG On a en fait ici:

X? = 5(;%13% (5)

Soit L un sous- groupe régulier F-stable, contenant le tore maximal T;. On note L* un
groupe dual de L, que I'on peut voir comme étant un sous- groupe régulier F™*-stable de G*.
Quitte a conjuguer par un élément de G*F" | on peut supposer que T C L*. On pose alors:

L=LNG, L*=4L".

On notera Wy, (respectivement Wy) le groupe Weyl de L (respectivement L*) relativement
a Ty (respectivement Tj) . On a alors Wy,(5) = {1}, et donc la série de Lusztig E(L", (3))
est réduite & un élément, le caractere régulier Y~. On a:

(12.6.1) RE(XY) = egeiXs -

On définit le groupe Ar(s) de la méme maniere que l'on avait défini le groupe A(s): ici,
on a Ar(s) = Wi(s). D’apres le lemme 12.3.1, I'injection canonique Cpx(s) < Cg«(s) induit
un morphisme injectif Ar(s) <— A(s) commutant avec l’action du morphisme de Frobenius.
On identifiera Ay (s) avec son image dans A(s) via cette injection. On a alors:

E(GT,[s]) = {x5e | € € (A(s)")"}
et

E(LY, [s]) = {xze, | &1 € (Au(s)™)"}

Proposition 12.6.2. On suppose la conjecture (GG) wvraie. Soit & un caracteére li-
néaire de Ap(s)F". Alors:

RS(X?&J = &aGtL > XS&-

E€(A(s)™)

€\AL(S)F* =&1
PREUVE - Pour tout caractere linéaire £ de A(s)"", on peut choisir le représentant g défini
avant la proposition 12.3.3 dans Tf (car GF = GF.Tf), donc dans L¥. On note, par
analogie avec la proposition 12.3.2, i(s) le stabilisateur, dans L, de X?,l' Soient £ et £’ dans
(A(s)F")". Alors g¢ = g mod L(s) si et seulement si &] 4, (or+ = &[4, ()7 D’apres le lemme
6.1.7 et la formule 12.6.1, egeLR{ (X1 ) est un sous-module de egepx$. D’autre part, ce
sous-module est stable sous 'action de L(s). Comme de plus

£1€(AL(s)F )N
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on déduit du lemme 6.1.7 qu’il existe un caractere linéaire & de A(s)f" tel que, pour tout
& € (AL(s)F)N, on ait:

G/. G G
Ry, (Xs,gl) = E€GEL Z Xs g0t
EE(A(s)FT )N
élAL(s)F* :fl

La proposition 12.6.2 est donc équivalente a:

go‘AL(S)F* =1.
Or, d’apres la proposition 12.4.1, on a:
<X51> RS(X?A))GF = <*RE(X51)7 X?,l)LF
= EGEfL,s

ce qui montre le résultat. m

12.7. Restriction a un sous-groupe réductif connexe de G de méme type. On
reprend les notations du paragraphe 7.6. On pose s’ = i*(s). On a alors la décomposition
suivante de x§ en caracteres irréductibles :

Xo = > xS
EE(A( )P )N

D’autre part, de la méme maniere que pour la formule 12.1.2, on a

(12.7.1) Resgle x& =x§".
Proposition 12.7.2. Soit £ un caractére linéaire de A(s). Alors:
F /
Res& r ng = > XS:&/.
ge(A(s)™)"
é/IA(s)F* =£

PREUVE - En raisonnant de la méme maniere qu’a la proposition 12.6.2, il suffit de montrer
F
que (x57, Res&r X$1)ar # 0, ou encore que:

(I'Y ResS/r XSI>GF # 0.

Cela résulte immédiatement de la loi de réciprocité de Frobenius et du fait que Indgg ¢ =
¢ m

12.8. Induction a partir d’un sous-groupe réductif connexe de G contenant
le groupe dérivé de G. On reprend les notations du paragraphe précédent 12.7. Le tore
Ker j* est dual du tore G/G’. Par conséquent, on a un isomorphisme de groupes que 'on
note

(Kerj*)F* - (GF/G/F)A
z — .
Avec ces notations, on a, pour tout z € (Ker j*)f" et pour tout caractere linéaire € de A(s)f"
(remarquons que A(s)f" = A(sz)f),

(12.8.1) XS ® 2= xS .
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En effet, d’apres la formule 12.1.4, on a
X& @2 =x8.
I1 suffit donc de montrer que XS'1®2 est une composante irréductible du caractere de Gel’fand-
Graev I'G. Or,
Mgz "' = (IdS»T¥) @z
= Ind$»(I'Y @ Res&/r 271)
= IndS,T%
re.
D’ou le résultat.
On déduit alors de la formule 12.8.1 la

Proposition 12.8.2. Soit & un caractére linéaire de A(s')Y". On note & la restriction de &'
a A(s)f". Alors
[A(s)"
|A(s')

> Xg,s‘

z€(Ker j*)F*

F /
Indg/F XS',E’ -

PREUVE - D’apres la proposition 12.7.2 et la réciprocité de Frobenius, on a
G GF @
<X8,§7 IndG/F Xs’,f’)GF - 1

On note G(s') le stabilisateur de x& dans G. On a alors G(s') = G(s') N G. Si T est un
caractere linéaire de G /G’ alors

G G
Xsig T = Xs¢

si et seulement si la restriction de 7 & G(s’) est triviale. Il résulte de la théorie de Clifford
que

o @ _ |G
IndG/F X8/7§/ = |GF|

T€(GF /GFHA

La proposition découle alors de la formule 12.8.1 et du fait que
IG"] AT
IG(s)]  A(s)™
car les deux membres de cette équation représentent le nombre de composantes irréductibles
de la restriction de x4¢ & G’ (cf proposition 12.7.2). m

Y

13. Caracteres réguliers cuspidaux

Le but de cette section est d’étudier de plus pres la situation de la section 7 lorsque le
caractere irréductible cuspidal \; est régulier. Pour I’étude du groupe spécial linéaire, c’est le
seul cas qui se présente: tous les caracteres cuspidaux des sous-groupes réguliers rationnels
du groupe spécial linéaire sont réguliers.
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13.1. Construction de sous-groupes réguliers G-déployés. On notera par la suite
¢ l'automorphisme de T, tel que, sit € Ty, alors F(t) = ¢(t)?. Alors ¢ est un automorphisme
d’ordre fini de T;. Le sous-tore déployé maximal de T est alors (T7)°. On peut voir A(s)
comme un sous-groupe du groupe des automorphismes de ’fl, que 'on notera Aut(’i‘l). Soit
A’ un sous-groupe F*-stable de A(s). Alors ¢ normalise 4, et donc le sous-groupe de Aut(T)
engendré par A’ et ¢ est fini.

Proposition 13.1.1. Soit A" un sous-groupe F*-stable de A(s), et soit H le sous-groupe de
Aut(Ty) engendré par ¢ et A'. Soit L = Cg((TH)°). Alors L est un sous-groupe régulier
F-stable G- déployé de G, contenant Ty. De plus, si on note Wy, le groupe de Weyl de L
relativement a T4, alors:

(i) Wi est un sous-groupe parabolique de W*, contenant A’.

(il) WEnWw(s) ={1}.

(iii) WENW(s) est contenu dans A(s).

(iv) Si A" = {1}, alors W*I" normalise W7

PREUVE - Le sous-groupe régulier L de G est G-déployé d’aprés le théoreme 4.15 de [BT] car
(TH)° est déployé car ¢ € H. Le (i) est évident.

Si h € Aut(T;), on note h* I'action de h sur le tore dual T%. On note H* le sous-groupe
de Aut(T%) formé des h*, h € H. On pose alors

L = Cg.(T17)°).

Alors L* est un groupe dual de L, contenant T’{, dont le groupe de Weyl relativement a
T3 est Wy. Le corollaire 2.1.3 alors que Wy N W(3) = {1}, ce qui montre (ii): en effet,
Wi N W(3) est le groupe de Weyl du centralisateur dans Cg.(5) de (TH)° relativement &
T’{, et ce centralisateur est égal a T* car tous les éléments de H stabilisent le sous-groupe
de Borel F*-stable B*(3) de Cg.(3).

Pour montrer (iii), on peut supposer que A’ = A(s). Soit w € Wi N W(s). On trouve
a € A(s) et v € W(3) tels que w = va. Or, a € Wi par construction. Donc v € Wi N W (3),
donc v = 1, ce qui montre que Wi N W (s) est contenu dans A(s).

Le (iv) est immédiat car W*I™ normalise (T}")°. m

13.2. Stabilisateur de caracteres réguliers cuspidaux. On notera M, (respective-
ment M?) le centralisateur dans G (respectivement dans G*) du sous-tore déployé maximal
de Ty (respectivement T%). Alors (M, T%, F*) est un triplet dual de (M, Ty, F*). On pose
alors

M; =M, NG, M =M.
On note Wy, (respectivement Wy ) le groupe de Weyl de M, (respectivement M) relati-
vement a Ty (respectivement T7). Cela correspond au cas ou A’ = {1} dans la proposition
précédente 13.1.1. On définit les sous-groupes Wi, (5), W, (s) et Am, (s) de Wy, de ma-
niere analogue a W(s), W(s) et A(s). On a ici, d’apres la proposition 13.1.1, Wy, (5) = {1}
et donc Wiy, (s) = Am, ()

La série de Lusztig &(MT, (S)p1;) contient un seul élément : le caractere régulier . Ce

dernier est cuspidal car M, est le sous-groupe régulier F-stable G-déployé minimal contenant
T;. De plus, toujours d’apres la proposition 13.1.1, W (3)!" normalise Wiy, » donc il normalise
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Wi, "W ()" = Am, (s)F. Comme de plus Ap, (s)* normalise W (35)!", cela montre que
A, (8)F7 agit trivialement sur W (3)F".

Théoréme 13.2.1. Le groupe NGF(Ml,Xg/II)/Mf est isomorphe a W (3)F".
Pour tout caractére linéaire & de A, (s)', le groupe Ngr(My, X?g)/Mf est isomorphe
a W(s)! (W, N W (s)F) = W(3)F x A(s)F JAm, (s)F.

PREUVE - D’apres la proposition 13.1.1, le groupe W (3)F" normalise M et, puisqu’il cen-
tralise 35, il stabilise le caractere Xé\?[l. Par conséquent, on a un morphisme W (3)f" —
NGF(Ml,Xg/Il)/Mf. Ce morphisme est injectif car, d’apres la proposition 13.1.1, on a
W(3) N Wy, = {1}. Il est surjectif car

(RS, ™), RS 0A™) = (RS.(9), RS.(5)
= WE"

Y

la premiere égalité résultant du fait que Xg/[l = €G€M1R1,:§[‘~/I*l (8), la seconde par [DL], théoreme
1

6.8, et d’autre part, d’apres la théorie de Harish-Chandra, on a (cf, par exemple, [DM1],

lemme 6.5),

& Mi\ pG M Ny
<R1€11(X5 l)aRSh(Xg ")) = |Ner (M, x; /M7
Soit maintenant &; un caractere linéaire de Apg, (s). D’apres le corollaire 7.2.3, on a
Nar (Mi,x06) /MY = Nar(My, x2™)/Mf
De la méme maniere que précédemment, on a un morphisme canonique
W ()" — Ngr(My, xM)/M7}.

Le noyau de ce morphisme est W (s)!" NWg;, = Awm, (s)*. On va montrer que ce morphisme
est surjectif, ce qui montrera le théoreme. Soient &; et &] deux caracteres linéaires distincts
de Ang, (s)F7. Alors, d’apres le corollaire 7.2.3, on a:

(R, (Xoeh) B, (o)) = 0.
Par suite,

(Ryr, OG™): By, O0G™)) = (BT (s), R ()

= [W(s)"
et d’autre part, d’apres la théorie de Harish-Chandra et le corollaire 7.2.3, on a
(Ryr, (™) By, (0™)) = > (Ra, (0G8)s Bag, (0Gg))
E1€(Am, ()N
= A, ()| Ner (M, x3™) /M7,

ce qui termine la démonstration. m
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13.3. Paramétrage des caractéres irréductibles de &(G, My, xM!). Si on reprend
les notations de la section 7, on a

W(3)F = Wer(M;, M),
W ()" A, (5)T = Wgr (M, M),
W(S)F* = WGF (Mb Xg/h)-
G M,

Par conséquent, on a un paramétrage des composantes irréductibles de Ry x,"' par les
caracteres irréductibles de W (s)f" (cf proposition 7.4.2). Mais, ce paramétrage n’est pas
défini de maniére unique (cf remarque 4 suivant la proposition 7.4.2). Cependant, on va
montrer dans ce paragraphe comment le choix que nous avons fait d’un caractere de Gel’fand-
Graev ' permet de choisir un paramétrage canonique.

On a une bijection

It W (37 — &(GF, Ml,}(}g{l)
X — px(8) = pg(3)
défini comme dans la section 7.

Lemme 13.3.1. On a pen(8) = X?; ou sgn désigne le caractére signature de W (3)F".

PREUVE - Cela se montre de la méme maniere que la proposition 14.5.1 que 1'on montrera
plus tard en utilisant le fait que, dans tout groupe de Weyl, le caractere irréductible sgn
est combinaison linéaire a coefficient entiers de caracteres induits de l'identité a partir de
sous-groupes paraboliques et en utilisant le fait que, pour tout sous-groupe régulier F-stable
G-déployé L de G contenant My, on a

(REXE XE) =1

d’apres la proposition 12.4.1. m

On note sgn le caractere linéaire de W (s)f" dont la restriction & W (3)f" est sgn et dont
la restriction & A(s)F" est triviale. Le choix d'un caractere de Gel'fand-Graev I'G définit de
maniére canonique une composante irréductible de yM1, que 'on a notée X};/If. D’autre part,
I’extension sgn de sgn est elle aussi définie de maniere canonique. Les diverses extensions de
sgn sont alors paramétrées par les caracteres linéaires de A(s)f". Compte tenu de la remarque
4 suivant la proposition 7.4.2, pour déterminer de maniere unique le paramétrage

I W ()" — &(GF My, M)
A —  pals) = pF (),

il suffit de fixer de maniere canonique une composante irréductible de Y&, ce qui est encore
fait grace au caractere de Gel’fand-Graev. On a en fait montré la

Proposition 13.3.2. La bijection

e W(s)™ — &(G", My, x{")
A — pa(s)

peut-étre fizée de telle sorte que pg(s) = XSI. Elle est alors déterminée de maniére unique.
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REMARQUE - On reprend les notations de la remarque suivant le corollaire 12.4.1. Pour
tout A € Irr W (s)¥", on note p}(s) (respectivement pf(s)) le caractere irréductible de G¥
associé a A par le paramétrage précédent en utilisant le caractere de Gel’fand-Graev I’ ff
(respectivement I'f}). On a alors, pour tout caractére irréductible A de W (s)"",

Py (s) = "X (s).
Si on note & le caractere linéaire de A(s)F" associé a la classe de ¢t dans GF/G(3), on a,
d’apres ’équation 12.3.4,

(13.3.3) Py (5) = plae, (5)-

13.4. Induction de Harish-Chandra. Soit P un sous-groupe parabolique F-stable de
G et soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G. On note L* un sous-groupe régulier
F*-stable G*-déployé dual de L. On peut supposer que L* contient T5. On note alors Wp,(s)
le groupe de Weyl de Cp:(s) relativement a T7. D’apres la proposition 13.3.2, on a une
bijection

It W (s)F" —  &(LF, My, M)
A — px(s).
Le théoreme 7.5.1 s’écrit alors:

Théoréme 13.4.1. Soient \ et u deux caractéres irréductibles de Wy,(s)!" et W(s)F" res-
pectivement. Alors

Wi(s)F"
(RE(PE(5)), p5()) ar = (Il )X, iy e
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CHAPITRE IV

Le groupe spécial linéaire

Dans tout ce chapitre, on se fixe un entier naturel non nul n. On munit le groupe GL,, (F)
de sa structure rationnelle déployée sur F, (d’endomorphisme de Frobenius noté F). Dans
ce chapitre, on supposera que G est un sous-groupe régulier F-stable GL,(F) (G n’est pas
forcément GL,,(F)-déployé).

14. Le groupe général linéaire

14.1. Caracteres irréductibles de GF. On va paramétrer les caractores de la série de
Lusztig E(GY, []), en utilisant les résultats de [LS]. On note toujours ¢ automorphisme de
T, tel que, pour tout ¢ € Ty, on ait F(t) = ¢(¢)?. On note encore ¢ I'automorphisme de
W (s) induit par F**, et (¢) le sous-groupe du groupe des automorphismes de W (s) engendré
par ¢ (en effet, ¢ induit un automorphisme de X (T’{) qui, par conjugaison, stabilise W (s)
et agit comme F™).

Soit x un caractere irréductible de W (3)F". Puisque ¢ (c’est-a-dire F*) permute les com-
posantes irréductibles de W(3§), il lui correspond, d’apres les propositions 1.5.1 et 1.4.2, un
caractere irréductible x de W (S) stable sous F*, et il existe une et une seule extension de
x a W(38) x {¢), notée xT, telle que xT(¢) > 0. D’apres la proposition 1.4.2, il existe une
application T = 7 : W(3) — W(3)"" dont les fibres ont pour cardinal |[W(3)|/|W (5)""| et
telle que, pour tout w € W(3§), on ait:

x " (we) = x(m(w)).

REMARQUES - (1) Dans la section 1, on avait noté x ’extension canonique de x a W (5) x ().
On la notera ici xT car la notation y sera réservée a l'extension canonique de y a son
stabilisateur dans W (s)f"

(2) La famille (xﬂxehrW( sF= est une base de l'espace vectoriel des fonctions centrales
sur W (3)o.
On pose:

(14.1.1) Rx(g):Rf()_gT;/C(G* Z x (we)RE. (3).
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D’apres [LS], Iapplication

Ir W (37 — &(GF,[3)

(14.1.2) . — R

est bijective.

14.2. Induction de Lusztig. Soit L un sous- groupe régulier F-stable de G. On note L*
un sous-groupe régulier F*-stable de G* dual de L. On suppose que s appartient a L*. Soit
P* un sous- groupe parabolique de G* dont L* est un sous- groupe de Levi. Alors Cp.(S) est
un sous-groupe parabolique de Cg.(5) et Cj.(8) est un sous-groupe de Levi de Cp.(5). Soit
B3 (5) un sous-groupe de Borel F*-stable de Cj.(3) et soit T, un tore maximal F*-stable de
B3 (). On note Bj(3) 'unique sous-groupe de Borel de Cg.(3) contenant Bj (3). 1l existe
alors un élément g € Cg.(5) tel que

(T1, Bp(3)) = (T}, B*(3)).

Alors g~'F*(g) appartient au normalisateur de T% dans Cg. (), et on note wy, sa classe dans
W(3). Alors, via ad g7, le groupe de Weyl de C%. (3) relativement & T s’'identifie & un sous-
groupe wr, F*-stable de W (8) que 'on notera Wr(§). Si x est un caractére irréductible de
Wy (3)“tf” il lui correspond un unique caractere irréductible toujours noté x+ de Wy,(3) x
(w,®) tel que x+(wr,$) > 0. On a alors

E(L", (8)g.) = {RL(3) | x € I W(3)"+"" .

NOTATIONS - Si f7T est une fonction centrale sur Wi, (8)wr,¢, on posera, pour tout w € W (3s),

. 1
n (3) +
(14.2.1) I d W (3) wmf (w) = |WL(3)|

> v we(v)e).
veW (3)
v we(v)EWL (5w,
Si w € Wi(5), on notera TZW un tore maximal F*-stable de type w relativement a T% . Alors

T*Lw sera de type wwy, relativement a T’{, de sorte que 1’'on peut supposer que T’L = T;kqu

Lemme 14.2.2. Soit x un caractére irréductible de Wy,(3)*F". On écrit :

W(3)¢
CeElrr W (3)F™
Alors :
RERY(3) = > ncRE().
CElrr W (3)F*

PREUVE - Cela résulte immédiatement du lemme 1.6.2. m
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14.3. Un autre paramétrage. Le premier paramétrage 14.1.2 était défini a partir des
caracteres de Deligne-Lusztig. On va ici utiliser la théorie de Harish-Chandra: les deux
paramétrages sont en fait identiques (cf corollaire 14.5.2).

D’apres le théoreme 13.2.1, Ialgebre d’endomorphismes EndGF(RG (x Ml)) est isomorphe
a l'algebre de groupes K[WW(3)!7]. Si x est un caractere irréductible de W( 5)F", on note p,(3)

(ou pS(E) s'il y a confusion possible) la composante irréductible de RS[l( Ml) qui lui est
associée. L’application

e W (37 — &(GF,[3)

(14.3.1) . o

est bijective.

14.4. Induction de Harish-Chandra. Soit L un sous-groupe régulier F-stable C‘r—
déployé de G contenant M1 Soit L* un sous-groupe régulier F*-stable de G* dual de L
et contenant M?. Alors T* est contenu dans Cy.(3), et on note W(5) le groupe de Weyl

de Cj.(5) relativement & T%. Alors Wy,(3) est un sous-groupe F*-stable de W (3). L’algebre
d’endomorphismes End; r ( Rll\i/ll( Ml)) est isomorphe & K[Wy,(3)F], et donc on a:

E(L", [8]) = {ov(8) | x € Im W (3)"}.

On a alors:

Lemme 14.4.1. Soit x un caractére irréductible de W (3)¥". On écrit :

W(E)E”
IndWIE()g)F* X = Z n¢C.
¢CElrr W (3)F*
Alors
REpE() = Y nenf)
Celrr W (3)F™

14.5. Compatibilité des deux paramétrages. On commence par montrer le lemme
technique suivant :

Lemme 14.5.1. On reprend les hypothéses et notations du lemme 14.4.1. Soient x et  deuz
caractéres irréductibles de Wy, (3)F et W (3)F" respectivement. Alors

(RERL(5), RE(3)) = (REpL(3), p€(3)).

PREUVE - Cela résulte immédiatement du lemme 1.7.1. m

Corollaire 14.5.2. Pour tout caractére irréductible x de W (3)¥", on a p,(5) = Ry (3).
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PREUVE - Le groupe Cg.(5) est un sous-groupe régulier F*-stable de G*. On note M un
sous-groupe régulier F-stable de G dual de Cg «(5). On peut supposer que T, C M. 1l est
associé, & 'élément § (qui est central dans Cg.(5)), un caractere linéaire § de MF.

Pour tout caractere irréductible x de W(§)F ", on pose:

> xt(we)RYL (1),

weW (s)

RM(1)

0 =
Alors ~ ~
RS(3) = egeg R (RY!

X

(1) ® 5).
On a donc une bijection
V:EMF 1) — &(GT,(3)).

L’algebre d’endomorphismes de R,{g{ (1) est isomorphe & K[W (3)F7]. Si x est un caractere
irréductible de W (5)f", on note pXM(l) le caractére irréductible unipotent de MF associé &
x. D’aprés [L2], on a V(py (1)) = py(3). 1l suffit donc de montrer que p, (1) = Ri\;/l(l). Cela
signifie que I'on peut supposer que s =1 et Ty = T,.

Tout d’abord, pi(1) = RE(1) = 1gr. D’autre part, si L est un sous-groupe régulier F-

stable G-déployé de G contenant Ty, et si X (respectivement x’) est un caractere irréductible
WI’tF (respectivement W*I™)  alors, d’apres le lemme 14.5.1, on a

(Indyy i x,X') = (REPE(L), p3(1)
= (RERL(1),RS(1)).

Le lemme 14.5.2 découle alors du fait que tout caractere irréductible de W*F" est combinaison
linéaire (a coefficients dans Z) de caractere de la forme Ind%;; 1, ou L parcourt ’ensemble
L

des sous-groupes réguliers F-stables G-déployés de G contenant Ty (cf [F]). m

15. Le groupe spécial linéaire

15.1. Un premier paramétrage des caracteres irréductibles de GF. D’apres le
corollaire 14.5.2, la série de Lusztig (ou rationnelle) €(G",[3]) est égale & I'ensemble des

composantes irréductibles de RS/II M. Par conséquent, la série rationnelle &(GF,[s]) est

égale a I’ensemble des composantes irréductibles de RE/I M. Or, dans la proposition 13.3.2,

on a construit une bijection que 1’on notera ici

W (s)™ — &(GF, My, i) = (G, [s])

(15.1.1) e Ry(s) = RE(s).

Ce paramétrage permettra de calculer tres facilement I'induction de Harish-Chandra grace
au théoreme 7.5.1. On va construire maintenant un deuxieme paramétrage qui s’avérera plus
pratique pour calculer I'induction de Deligne-Lusztig.
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15.2. Restriction des R, (3). Soit x un caractere irréductible de W (5)¥". On définit de
la méme maniere qu’au paragraphe 14.1,

Ry(s) = RS(s) = 5TV5VC(°)| > xt(we)RE. (s)

weW (8)
= RengRS(é).

Comme annoncé dans l'introduction, on va utiliser la connaissance des caracteres irréduc-
tibles de G et la théorie de Clifford permettant de décrire la restriction a G! des caracteres
irréductibles de G'. On remarque tout d’abord que, si z € (Keri*)f", alors

(15.2.1) RE(3) ® 2 = RS(32)

(cela découle immédiatement de 1’équation 6.2.3). Par conséquent, si RG( Y@z = RG( 5),

alors § et §z sont conjugués sous G*, c’est-a-dire z € A(s)F" (via le morphisme construit au
paragraphe 12.3). Plus précisément,

Proposition 15.2.2. Soient x et X' deuz caractéres irréductibles de W (3)F". Alors :

(i) Soit o € A(s)'", et soit 7, le caractére linéaire de G¥/GF qui lui est associé (cf
paragraphe 12.3). Alors R,/ (5) = Ry (8) ® 7, si et seulement si x' = x o ad a.

(i) On pose A(s,x) = {a € A(s) | x cada = x}. Alors R,(s) est un caractére de GF
sans multiplicité et

(Rx(s), Bx(s))ar = |A(s,x)"

(iii) Le groupe A(s,x)I" est égal au stabilisateur dans A(s)¥" du caractére x de W(3)F"
Il est isomorphe a un sous-groupe de (GF/GF)", donc on trowve un sous-groupe GF (s, x)
de GF contenant GF (et méme GF (s)) tel que (A(s, x)F")" est isomorphe & GF /G (s, x) :
le groupe GF (s, x) est le stabilisateur de R, (s) dans GF, et, via lisomorphisme précédent,

(A(s,x)F)" opére de maniére simplement transitive sur l’ensemble des composantes irré-
ductibles de Ry (s).

PREUVE - Soit o € A(s)f". Alors

R(3) @10 = |W1(§)\wgv: x* (wo)RS. (5) ® 7o
- |W1(§)\wgv:(>x (we) RE. (a5a™)
B |W1(§)\w§()x (we)R M(§>
- |W1(§)\wgv:(g)x+<awa‘l¢)li’%(§),

ce qui montre le (i).

Le (ii) et le (iii) résultent du fait que la restriction d'un caractére irréductible de GF &
G est sans multiplicité (cf [L5]), et de la théorie de Clifford. m
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REMARQUES - (1) Si on prend pour y la signature sgn de W(3)!", alors x = sgn est
la signature de W(3) et Rsgn(8) est le caractere régulier x; défini au paragraphe 12.1. La
proposition 15.2.2 est alors une généralisation de la proposition 12.3.2.

(2) Soit f un fonction centrale sur W (3)". Si f est un caractere irréductible de W (3)F", on

a défini des caracteres f, f, RG( ) et RG(s) de W (3), W(3)x(¢), G et GF respectivement.
On peut étendre ces définitions par hneamte au cas ou f est une fonction centrale quelconque,

en posant :
f= > {fxx
x€lrr W (8)F™*
= > fxox®

x€lrr W (8)F™

RF(5)= > {f.x) RZ(3),
X€EIrr W (3)F*

RE(s)= > {f,x) RY(s).
x€lrr W (8)F™*

Il est alors facile de vérifier, par un calcul analogue a celui de la preuve du lemme 14.5.1,
que, si f et g sont deux fonctions centrales sur W (5)f", alors:

(15.2.3) (f: 9w = (FH g ) wee

(3) De méme, si f est une fonction centrale sur W (s)?", on posera

RG(s)= X (LNRS().

AElrr W (s)F*

15.3. Un autre paramétrage des caractéres irréductibles de G¥. On note H le
sous-groupe de Aut(T) engendré par A(s) et ¢. On notera M (respectivement M*) le
centralisateur dans G (dans G*) du sous-tore (TH)° (respectivement (T%7)° '). On rappelle
que l'on a construit au paragraphe 13.2 un sous-groupe régulier F-stable M, de G: M,
est le centralisateur dans G de (Tqb)O Il est donc clair que M contient M;. D’autre part,
(M*, T*, F*) est un triplet dual de (M, T, F*). On pose alors

M=MNG, M'=iM).

On note Wy (respectivement Wyy) le groupe de Weyl de M (respectivement M*) relative-
ment a T; (respectivement T7). Le sous-groupe régulier M est le sous-groupe régulier L de
la proposition 13.1.1 dans le cas ou A’ = A(s). On définit les sous-groupes WM( ), Wa(s) et
Am(s) de W5 de maniere analogue a W (s), W (s) et A(s). On a ici, d’apres la proposition
13.1.1, Wnm(3) = {1} et donc Win(s) = Am(s) = A(s).

On a donc le diagramme suivant d’inclusion entre les sous-groupes réguliers concernés:

M, —M—G

L

M, —M—G
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qui induit la suite d’inclusion entre groupes
A, (8) —= Am(s) — A(s).

Le groupe W (3)f" = W(3)" x A(s)!" est un groupe du type de celui étudié dans le
paragraphe 1.9: en effet, W (3)!" est un produit de groupes symétriques et A(s)’" agit sur
ce produit simplement en permutant les composantes de ce produit.

On notera Jg(s) (respectivement Jg(s)) I'ensemble qui était noté J(W(5)F", A(s)F") (res-
pectivement J(W (3)¥", A(s)F") dans la section 1 dont on reprend les notations (x * &, Ay,
... ). On rappelle que, si € est un caractere linéaire de A(s)”, on note g¢ un représentant,
dans GF, de ¢ via Pisomorphisme (A(s)")" ~ GF/GF (s).

Théoreme 15.3.1. [l existe une et une seule bijection

Ja(s) — E(G", [s])
X*E& = Rye(s) = RGe(s)

vérifiant les trois propriétés suivantes :
(a)) Le caractére Ry (s) se décompose de la maniére suivante :

Rx(s) = Z Rig(s)
ge(A(s, )N

(8) Pour tout caractére linéaire & de A(s)F", on a
% Ryer(s) = Rygoe ()

pour tout x * & € Ig(s), ou &, désigne la restriction de & a A(s, x)™.
(v) Soit € € (A(s,x\)")", et soient & et & deuz caractéres linéaires de A(s)F tels que

s F s P
Resﬁgs?x)p* &S =Cet RGSQES?X)F* & # ¢, Alors

(Re(s), Bu(xae))ar > (Rye(s), R0, ) ar-

PREUVE - D’apres 1.5.2, on a une bijection que I'on notera
Jg(s) — TirW(s)"

Par conséquent, si on pose, pour tout x * & € Ig(s),

Rye(s) = R (),
on obtient, d’apres 15.1.1, une bijection
¢: Jal(s) — E(G",[s])
X*& = Rye(s).
On va montrer tout d’abord que ¢ vérifie les propriétés (), (5) et () du théoreme 15.3.1.

Le (a) résulte de la formule 7.4.4 et de la proposition 1.5.1. Le () résulte de la formule
7.4.3 et du fait que

)‘x*f’ ®E = Ax*ﬁ’ﬁx'

Il reste & montrer (7).
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D’apres le théoreme 7.5.1 et la proposition 13.3.2, on a, pour ¢ = 1 ou 2,

(R$(s), Ru(xoe))ar = X*g,IndW(SF* gz>

X®§Resw(s e Ind'f S) &)

(A
{
(X ®¢, IndW“’X Res)y (" €)

<(Reszv(i OF X) ®E, ResA(S’X)F* &)

1 ~ —1
- oo X M)

acA(s,x)F*

L’inégalité (y) résulte alors du fait que () > 0 pour tout a € A(s, x)I™

L’unicité de ¢ vient du fait que («) et (3) sont équivalentes au choix d’une composante
irréductible particuliere de R, (s) pour tout caractere irréductible x de W (3)!". La condition
() détermine de fagon unique cette composante. m

REMARQUE - Comme dans la remarque de la fin du paragraphe 12.3, dont on reprend les
notatlons (w’ t et &), on peut facilement vérifier que, pour tout caractére linéaire & de

A(s, )"

P
(15.3.2) Ry e =R e

ot &(x) désigne la restriction de & a A(s, x)"

15.4. Restriction a un sous-groupe réductif connexe de G de méme type. On
reprend les notations (G, ¢, ... ) du paragraphe 7.6.

Proposition 15.4.1. Soit x un caractére irréductible de W (3)E" et soit & un caractére li-
néaire de A(s,x)!" . Alors:

F
Resg/F Rig(s) - Z RX é‘l( )
gE(AGS )TN
SI‘A(S,X)F* =£

PREUVE - Compte tenu de la proposition 7.6.1, il suffit de montrer que

I d F* >\X*§ — Z )\, é‘l,
gE(A(S )TN
§/|A(57X)F* =£
ol
o W(s"HF ~/ /
e = IndW(s ®E,

ou Y’ désigne l'extension canonique de x a W(s ,X)F . Cela revient a montrer que

Ind;;, XRE= >, X ef,
ge(A(s' ) PN
él‘A(S X)F* 25

ce qui resulte par application de la théorie de Clifford, du fait que y est la restriction de y’
aWi(s,x)"
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15.5. Caracteres réguliers. On a montré (cf proposition 1.9.1) que tout caractere ir-
réductible de W (s)f" était combinaison linéaire, & coefficients dans Z, d’induits & partir de
certains sous-groupes de caracteres se factorisant via W (3)!". Cette propriété se transporte
aux caracteres irréductibles de GF' grace au théoréme 7.5.1 de la maniere suivante:

Théoréme 15.5.1. Tout caractére irréductible de E(GF, [s]) est combinaison linéaire, a co-
efficients dans Z de caractéres RE(Xijf), ou L est un sous-groupe régulier F'-stable G-déployé

de G contenant Ty, et ot & est un caractére linéaire de Ayp(s)f .

PREUVE - On note Ay la base du systéme de racines ®; associée a B*(s). Pour toute partie
F*-stable I de A4 on note Wy le sous-groupe parabolique de W (3§) associé a I. On note A;
le stabilisateur, dans A(s)!", de I.

D’apres le théoreme 13.4.1 et la proposition 1.9.1, il suffit, pour montrer le théoreme 15.5.1,
de prouver que, pour tout I C A, il existe un sous-groupe régulier F*-stable G*-déployé L*
de G*, contenant T7 et tel que Wr(5) = Wy et tel que Wy, (s)f" contienne A; (c’est-a-dire
Wi(s)f" = W} x Aj). Soit donc I une partie F*-stable de A,. Il existe un sous-groupe
régulier F*-stable Cg&.(s)-déployé Lj de Cg&.(s) contenant T7 tel que Wi, (8) = Wy, = Wr.
Le groupe A; normalise L;, donc normalise la partie déployée du centre de L;. On note Z;
la composante neutre du groupe des points fixes, sous I'action de A;, de la partie déployée
du centre de L;. On note L* le centralisateur dans G* de Z;. C’est, d’apres [BT], théoreme
4.15, un sous-groupe régulier F*-stable G*-déployé de G*. Le groupe Wy (s)!" contient A;
car Ay C Wy par construction. Il reste & montrer que Cf.(s) = Li car on aura alors que
Wi(s)!" = WE x A;. Tl est tout d’abord clair que L C Cf.(s).

On note toujours ¢ l'automorphisme de T3 tel que F(t) = ¢(t?) pour tout t € T5. On
note A le sous-groupe du groupe des automorphismes de T7 engendré par ¢ et A;, et W le
sous-groupe du groupe des automorphismes de T% égal & Wy, (5). On note aussi H = C&.(s).
On a alors

2 (5) = Cua((T4)°).
Soit a une racine de Cf.(s) relativement a T75. On suppose « positive. D’apres la proposition

2.1.1,on a:
> w(a)=0.
weWxXA
On pose
B=> w).
weW
On a alors
Z a(B) = 0.
acA

Supposons que w(«) soit une racine positive pour tout w € W. Alors 3 est une somme, a
coeflicients entiers naturels, de racines positives. Puisque A stabilise I’ensemble des racines
positives, on en déduit une contradiction avec le fait que > ,c 4 a(3) = 0. Par suite, il existe
w € W tel que w(«a) soit négative, ce qui montre que « est une racine de L, car W est un
sous-groupe parabolique standard de W (5). D’ou le résultat. m

16. Foncteur de Lusztig dans le groupe spécial linéaire
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16.1. Notations. Soit L un sous-groupe régulier F-stable de G et soit L* un dual de
L contenu dans G*. On suppose que s € L*. On notera par la suite P* un sous-groupe
parabolique de G* dont L* est un sous-groupe de Levi. On note L 'unique sous- groupe
régulier (F-stable) de G tel que L = LN G, et L* I'image réciproque par i* de L*. On
rappelle que, d’apres le lemme 12.3.1, l’1nJect10n canonique CL«(s) — Cg«(s) induit un
morphisme injectif

Cr+(s)/CL.(s) = Cg+(5)/Cg.(s)
commutant avec I'action du morphisme de Frobenius. D’autre part, Cp.(s) est un sous-
groupe parabolique de Cg&.(s) dont Cy.(s) est un sous-groupe de Levi.

Comme dans le paragraphe 3.2, on peut réaliser A(s) comme un groupe d’automorphismes
quasi-centraux de Cg.(s). On note Ag(s) 'image de Cp«(s) par le morphisme composé

Cr+(s) — Ca+(5)/Cgx(s) — A(s).

Puisque le centre de Cg.(s) est connexe, il existe un élément g de C&. (s)F* tel que le couple
9(C.(s), Cp.(s)) soit stable sous Ag(s)f" (cf proposition 3.2.1 et la remarque qui la suit).
On suppose donc que le couple (Cy.(s), Cp.(s)) est stable sous Ay, (s)?". D’apres le corollaire
2.5.2, il existe un couple (T}, B} (s)) ott B (s) est un sous-groupe de Borel Ay (s)f -stable
et F*-stable de C§.(s) et T; est un tore maximal Af (s)-stable et F*-stable de B} (s). On
note Up(s) le radical unipotent de Cp.(s): il est Ay (s)f -stable. Par suite, B} (s).Up(s) est
un sous-groupe de Borel A (s)™ -stable de Cg.(s). Par suite, d’apres la proposition 2.4.2, il
existe un élément g de C&.(s) stable sous Ar(s)f" tel que

(T1, B*(s)) = (Tg, Byr(s).Up(s)).

Alors g~'F*(g) normalise T et on note wy, la classe de g~ F*g dans W (3).
Via ad g1, le groupe de Weyl de Cp-(s) relativement a Tj, peut étre vu comme un sous-
groupe de W (s), que I'on note Wy(s), qui contient Ag(s)’" et sur lequel le morphisme

de Frobenius agit comme wy,F*. De plus, wy, est stable sous Ag(s)f, donc Ap(s)f” =
AL(S)wLF*.

16.2. Enoncé du théoréme. On notera J%(s) (respectivement J%(s)) Uensemble qui
était noté JV(W(3)F", A(s)f") (respectivement JV(W (3)F", A(s)")) dans le paragraphe 1.8
dont on reprend les notations (x * @, Aysq -+ ).

On posera, pour tout x * a € J&(s),

RS.(s)= 3 E@RS(s)(=R$ (s)),

Ax*a
Ee(A(s, ) )N
ol R;\G (s) est défini par linéarité dans la remarque 3 suivant la proposition 15.2.2. D’apres
X*

la proposition 1.8.2, la famille (RS’ a(8))x=acay, (s) est une base orthogonale de I'espace vectoriel
KE(GE, [s]).

Soit @ € A(s)F". On notera W (3, a) le centralisateur de a dans W (5) : ¢’est un sous-groupe
F*-stable de W (5), isomorphe a un produit de groupes symétriques permutés par F™*.

D’apres la proposition 1.4.2, il correspond & x un caractere irréductible x, de W (s, «
et, toujours d’apres la méme proposition, il correspond & y,, un caractere irréductible x de
W(s,a) X (¢). On notera encore x I la restriction de xt & la classe W (5, a)¢. 1l est clair

)"
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que (x+ )Xe(hrW( yF+ye est une base de l'espace des fonctions sur W (s, a)¢ invariantes par
W (8, a)-conjugaison.

Théoréme 16.2.1. On suppose les conjectures (M) et (GG) wvraies. Soit o €
AL(s)F" et soit x un caractére irréductible de Wy, (5)“tt" stable sous a. On écrit :

In dWL(s a)wr, ¢ Xa Z n(CI?
¢Ce(Irr W(3)F™ )

ot les n¢ sont dans K (¢ € (It W(3)F7)). Alors :

R (RY . (5)) = eqerece, ece, e o ncREL(9),
ce(Trr W (3)F™)«

ot Cgy.(8)" (respectivement Cy.(s)") désigne le centralisateur de o dans Cg.(s) (respective-
ment Cp.(s)).

REMARQUE - (1) Compte tenu de la formule du (b) du lemme 1.8.2, le théoreme 16.2.1
décrit completement les foncteurs de Lusztig entre sous-groupes réguliers F-stables du groupe
spécial linéaire.

(2) Sia=1,alors RL (s) = RE(s), et le résultat du théoreme 16.2.1 est bien connu, car
il s’obtient par restriction de G & G & partir du lemme 14.2.2.

La fin de cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 16.2.1.

On notera S& : C(LY) — C(GT) le foncteur défini par le membre de droite de la formule
du théoreme 16.2.1. Cela signifie que, pour tout (x, ) € J{.(s), on pose

SE Ry 4(5)) = egeLecs,, (soEcs. (s)° > neRE,(s),

ou les n sont définis par

In dWL(sa Ywr, ¢ Xa - Z nCCI
Ce(Irr W(3)F™ )

Le théoréme 16.2.1 est équivalent au fait que les foncteurs RE et SE coincident.

16.3. Cas déployé. On suppose ici que L est G-déployé. On peut donc supposer que
T, est inclus dans L et que wy, = 1. Dans ce cas-la, on a EGELECY, (s)*EC, (s)* = 1. Nous
allons voir que RE et ST coincident dans ce cas: comme L est G-déployé, le foncteur RS
est donné par I'induction entre les groupes Wy,(s)f" et W (s)f" (cf théoreme 13.4.1), et il
faut donc montrer que:

L
Indy ? (5 e Axm = > nAll

Ce(Irr W (3)F*)a
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Soit ¢ un caractere irréductible de W (5)f" stable sous «. En faisant le produit scalaire des
deux membres avec Aga, on est ramené a montrer que

L W) ja _ 1G 3G
<Ax*a7 ReSWL(S)F* )‘g*a> - Z ULS <)\C*a’ AﬁC*O)
BEA(s)T™ JA(s,0)F™
= ‘A(S7 C)F* Z Ns¢

BEA(S)F™ /A(s,0)F”

= Z nﬁc.

BEA(s)F”
On a, d’apres le (i) de la proposition 1.8.2:
3 sF" @ |AL(S7 X)F* . A(87 <)F* N (N
(AL, Resi @ G ) . At (W) A1 (war)
v B IO
| AL (s, )" [-|A(s, O
(W (s)"|

x> > Y(Pw.a)C (P w.a)
weWL ()" BeAr(s)F" /AL (sp)F"
BEA(s)F” JA(s,O)F"

> > X(wa)((Pw.a)

wEWL(5)F" BEA(s)F™ JA(s,0)F

AL(s)™]|A(s, O
W (s)™|

- 2 (X dwe)w))

BEA(s)F" “weWr(5)F"

D’apres la proposition 1.4.2; il existe une application 7, : W(3)" — W (3, a)f" telle que
x(wa) = Xo(ma(w))

pour tout w € W(3), et de méme pour C. Par suite,

2 Wi(s)F" % W(E,a)F"
()\E*a, Reswi()s)F* Aga) = > (X Reswﬁ(&,;)F* Ca)
BEA(s)E™
= D> na
BEA(s)E™

car il existe, toujours d’apres la proposition 1.4.2, une application 7/, : W(3,a) — W (3, a)f"
telle que, pour tout w € Wy,(§, a), on ait :

X+ (W) = Xa (T, (w))

et de méme pour (.
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16.4. Produits scalaires d’induits de caracteres réguliers. Soit K un sous-groupe
régulier F-stable G-déployé de G. De la méme maniere que pour L, on peut supposer que
Ak (s)f" est contenu dans A(s)f”

Proposition 16.4.1. On suppose les conjectures (9) et (GG) vraies. Soient &, et
£k deux caractéres linéaires de Ap(s)f et Ax(s)f respectivement. Alors :

(RE (Xeen)s BR (X)) = (ST (Xeen)s K (Xaigee))-

PREUVE - On peut supposer, comme dans la démonstration du théoreme 12.5.1, que &g = 1.
On pose alors £ = £r,. On note sgng la signature de Wi(5). On a:

1 .

)‘fn *x1 — T A 7 N+ >\s Ty *Oe
st |AK(S)F aeAKZ(S)F* o
Soit v € Ap(s)F" N Ak(s)f". On écrit :
W(3,a)¢ +
IndWL(§,a)wL¢ SgnL,a = Z nCCi;
Ce(Irr W(3)F™ )
W (5,a)
In dW1(< (3,0)9 Sgn}t,a = Z mCC;L.
Ce(Irr W (3)F*)e

Soit ¢ un caractere irréductible de W (3)f" stable sous a. On a alors:

5G 5G [ JA(s, O)F| si € et ¢’ sont conjugués sous A(s)F,
(R0 R0 = { §

sinon.

Par conséquent,

> neme(REL(s), RE () = D0 nemac.

¢ E(r W (5)F* ) Ce(@m W (5)F")e
BEA(s)F”
et donc
<SL( ) SK(X31)>
W (3,a) W3,
Z EGELECY, (s)*ECy., (s)af( )(Indwi (5,0)wLé Sgnitom Indﬁm(/K(zq;) ﬁSgHK a>
a€AL(s)F NAK (s)F”
BEA(s)F”

D’autre part, la restriction de sgnaa a WL(8, a)wro est égale a sgnaa(wmb)sgn]ta et de
méme pour K. D’autre part, sgnaa(qub) = €ce,. (s)°Ec. (s~ En appliquant la formule de
Mackey a l'intérieur du groupe de Weyl, on obtient

[AL(s)™ || Ak ()" [{SE (xe)s SK (xen)) =

W(s,a
3 eqeLé(@)((Indy 000 1) @ seng; ., (Indi 0% 1) @ sgnd; ) =
a€AL(s)F NAk (s)F”
BEA(s)F”

W S CM W '§7a
Z 6GgLS(a) <IndW£ (3,0)wr ¢ 1 Indﬁm(/K(;i)tﬁ 1> -
aEAL(s)F*ﬂAK(S)F*
BeA(s)T”
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> caeré(a) 3 1

a€AL(s)F NAK (s)F” 2eWL(5,0)\W (5,a) /P Wk (5,0
ﬁEA(S)F* WL(§,a)wLﬂx5WK(§,a)F*(m)*lgéz

et donc, compte tenu du théoreme 12.5.1, la proposition 16.4.1 est équivalente au lemme
technique suivant :

Lemme 16.4.2. Avec les notations ci-dessus, on a:

1 > 5 (o)

F* Ja
|AL(S) (S) a€AL(s)F NAk()F"  zeWL(5,0)\W (5,0)/PWk (5,)
BeA(s)F” WL (5,0)wLNzPWk (5,0) F* (z) "1 £ @
= > (& Dwy (s)n=wy (s)-

zeW] (s)\W'(s)/Wi(s)
Wi, (§)wLﬂCIZWK (§)F* (I)_l;ﬁ@

PREUVE - Pour cette démonstration, on va abréger quelques notations: on notera A (respec-
tivement Ak, respectivement Ay,) le groupe A(s)"" (respectivement Ak (s)’", respectivement
A (s)F7). On posera d’autre part Axy, = Ak Ay, et Axar, = Ax N Ay. On a alors:

|Akr|.|[Axar| = [Axk|.|AL-

On notera M un ensemble de représentants des double-classes x € W] (s)\W’'(s)/Wi(s)
intervenant dans le membre de droite du lemme 16.4.2, c’est-a-dire telles que

WL (3)wr N aWk (3)F*(z)™" # @.
Si x € M, on notera A, le sous-groupe de A formé des éléments o € A congrus modulo
W(8) a un élément de Wy (s) N *Wi(s). On notera M’ I'ensemble des couples (z,a) tels
que z € M et a € A,. Le second membre de la formule du lemme 16.4.2 est égal, avec ces

notations, a:
Z (o)
@aerw |4al
On remarque que A, est contenu dans Agar,.
Soit 3 € A/Aky. On note M(j3) (respectivement M'(3)) ensemble des x € M (respec-
tivement des couples (z,a) € M') tels que la classe de x modulo W (5) x Aky, soit égale a

B (cette classe ne dépend pas du choix du représentant x). Si § € A, on notera 3 la classe
de 3 dans A/Akry, et on posera M(3) = M(3) et M'(3) = M'(3). Le second membre de la
formule de la proposition 16.4.2 devient alors égal a:

(@)
2 2 AT

|AKL‘ BEA (z,a)eM (B)

Pour montrer le lemme 16.4.2, il suffit de montrer que, pour tout § € A, on a:

1 §(@)
A o e T e AT
a€AKNAL  zeWy(5,0)\W (5,0)/PWk (5,0) (z,)eM(B) 177
W (3,0)wp Nz PWik (3,0) F* (x)~ ' #£2
On se fixe un élément 5 € A. On va montrer la formule 16.4.3. Soit x € M(3). Quitte
a remplacer x par un autre représentant de sa double classe, on peut supposer que 3~ €
W (3). On écrit x = wf, avec w € W(3). On note Q(z) l'orbite sous l'action de Agar de

(16.4.3)
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la double classe de w dans Wy,(3)\W (3)/?Wx(5). On remarque que (x) ne dépend pas du
choix du représentant de x.

On note O(3) un ensemble de représentants de doubles classes de Wy, (3)\W (3)/* Wk (3)
telles que

Wi, (8)wy, N Wi (3)F*(x) ™! # @.

On notera O(3) 'ensemble des orbites sous 'action de Ag,r, de O(3). Si z € O(3), on notera
w(z) lorbite de z sous Agar. Si @ € M(3), alors Q(x) € O(f).

Lemme 16.4.4. L’application Q2 : M(3) — O(B) est bijective.

PREUVE - La surjectivité de € est évidente, il faut voir que 2 est injective. Soient x et z’
dans M(3) tels que Q(z) = Q(z') : on suppose que 37! € W(3) et /37! € W(5). On trouve
a € AgaL, w1 € WL(3) et wy € Wk(§) tels que
Jfﬂ_l — a(wlxlﬁ—l,@w2>’
c’est-a-dire
y = “(wiy'wa),
ce qui montre que la double classe de x dans WY (5)\W'(s)/Wi(s) est égale a celle de 2’. O

Soit z € O(8). Si x € M(3) est tel que (z) = w(z), alors A,3 = A,. D’autre part, A3 ne
dépend que de l'orbite de 2z sous Akar,. Le second membre de la formule de I'équation 16.4.3

est donc égal a:
¢(a
> T

z€0(P) a€A.p

On note alors O'(3) I'ensemble des couples (z, ) tels que z € O(f) et a € A,3. Le second
membre de 1’'équation 16.4.3 devient alors égal a:

RO
ol A

Lemme 16.4.5. Soit z € O(f3) et soit &« € Axar. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) o c Azﬁ,
(b) “(Wi(3)2"Wk(3)) = Wr(3)2"Wk(3),
(c) Il existe, dans W (3, at), un représentant de la double classe de z.

PREUVE -« Supposons que o € A.5. On trouve w € W(s), wy € WL(8), oy € Ay,
wy € PWi(3) et ay € Ak tels que:

wo = Wiey = “wWary.
Par réduction modulo W (5), on obtient que o = a; = . Par suite,
wlaza_lwgl =z,
donc la double classe de z est stable sous . Donc (a) implique (b).
« Le fait que (c) implique (a) est clair.
« Montrons que (b) implique (c¢). On écrit :
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our et les d; (1 <i<r)sont des entiers naturels non nuls, et o, pour tout élément w =
(Wits -, Wig;)1 <i<r € W(3), on a:
(7
w = (wiQa e >widi>wi1)l <i<r-

Les groupes Wy, (§) et Wk (§) étant a-stables, ils sont de la forme:

T

WL(g) = H(WLvi X+ X WLJ‘),

i=1

d; fois

T

WK(g) = H(WKJ X - X WKJ),

i=1 :
d; fois
ou Wy, et Wk ; sont des sous-groupes de W; (1 <i < r). Soit w = (wj1, ..., Wig, )1 <i <r UL
élément de z. Alors, pour tout 1 <i<r,on a:
WL,iwﬂWK,i == WL,iwidiWK,i-
/ / / /
On pose w' = (wi1, ..., wi1)1 <i <r Alors W' € z et “w' = w'. O

Le lemme 16.4.5 montre que, si z € O(3), alors

| AL
w(z)| = ,
|Azs]

donc le second membre de 16.4.3 s’écrit
()

(z,0)€0/(B) |[Arr|

On notera N(3) I'ensemble des couples (z,a) ot a € Agar(s)? et x est une double classe
de WL(3,a)\W (3, ) /°Wk (5, a) telle que

WL(5, 2)wy, N2’ Wik (3, ) F*(z)™! # @.

L’équation 16.4.3 peut donc s’écrire:
(16.4.6) Yo )= > &la).

(z,0)EN(B) (z,0)€0'(B)

Soit (z,a) € N(B). On note v(x) I'élément de O(3) représentant la double classe de x dans
WL(5)\W(8)/Wxk(8), et on pose:
Vi, a) = (v(z),q).

Alors V/'(z, a) appartient a O'(3). 1l suffit alors de montrer le
Lemme 16.4.7. L’application v' : N(3) — O'(3) est bijective.

PREUVE - L’équivalence du (a) et du (¢) du lemme 16.4.5 montre que v/ est surjective. On va
montrer que v/ est injective. Soient (z,a) et (2/, /) dans N(f3) tels que V/'(z, o) = v/ (2, o).
Alors @ = . On reprend les notations de la démonstration du lemme 16.4.5 (W;, Wy,,,
Wk, .. ). Soit w = (w;,...,w;)1 <i<, un élément de x et soit w' = (w},...,wi)1 <i<+
un élément de 2. On a alors, pour tout 1 <7< r, Wi ,wWk,; = Wi, wiWk ;. Par suite,
r=2.0
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Le lemme 16.4.7 termine la démonstration de la proposition 16.4.1. m

16.5. Preuve du théoréme 16.2.1. On va tout d’abord montrer que les foncteurs S&
sont transitifs, c’est-a-dire:

Lemme 16.5.1. Soit K un sous-groupe régulier F-stable de L. Alors:
Sg =580 Sk,

PREUVE - On peut supposer que le groupe Ak(s)f" est contenu dans Ay (s)f". Soit ax un
générateur de Ak (s)™". D’apres la construction du paragraphe 16.1, il existe un élément wy
de Wp(8), commutant avec « et tel que le morphisme de Frobenius sur Wk (5) (vu comme
sous-groupe de W(3)) soit égal a wgwy, F™*. Le lemme 16.5.1 résulte alors du fait que, pour
tout a € Ak(s)f", on a:

a)d W (3,a) WL (8,)wr, ¢
In dWK(s QWKWLY =1In dWL (s a)qub © IndWK(s Q)WKWLY u

Soient p un caractere irréductible de L et p/ un caractere irréductible de G¥. Pour
montrer le théoreme 16.2.1, il suffit de montrer que:

(16.5.2) (RE (p),p') = (ST (p): ).

D’apres le théoreme 15.5.1, on peut écrire:
p=>_ Rj(xs),
J

P =" Rg(xx),
K

ou J (respectivement K) parcourt ’'ensemble des sous-groupes réguliers F-stables L-déployés
de L (respectivement G-déployés de G), et ou xj (respectivement k) est une somme de
caracteres réguliers de J& (respectivement K*'). Compte tenu du fait que le théoréme 16.2.1
est vrai pour les sous-groupes réguliers G-déployés (ou L-déployés si on induit jusqu’a L),

on a:
pP= ZS}(XJ>7
J
p="3 Sg(xk),
K
On a alors:
(RE(p), ) = QRS (xa), > RR(xx
J K
= <ZS?(XJ 7251%
K
= SGZSL XJ),ZS

K
G
= <SL (p)a p,>7
la deuxieme égalité résultant de la proposition 16.4.1, et la troisieme de la transitivité des

foncteurs SE (cf lemme 16.5.1). Cela termine la démonstration de 16.5.2 et donc du théoreme
16.2.1. m
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17. Paramétrage de Lusztig

Le but de cette section est d’établir un paramétrage de Lusztig (c’est-a-dire une bijection
E(GF,[s]) — &(Cg-(s)"",1)) qui commute avec les foncteurs d’induction de Lusztig : c’est le
théoreme 17.3.1. Pour cela, il faut étudier les caracteres unipotents du groupe non connexe
Cg+(s), et surtout en obtenir un paramétrage. Cela sera fait dans les dernieres sections a
venir. Cependant, nous utiliserons les résultats de ces dernieres sections ici.

17.1. Caracteéres unipotents de Og*(S)F*. D’apres la proposition 3.4.2, I'étude des
caracteres unipotents du groupe Cg- (s)F est équivalente a I’étude des caracteres unipotents
du groupe H image réciproque dans G* de Cg+(s).

Lemme 17.1.1. Le groupe A(s) se reléve en un sous-groupe F*-stable de H, de sorte que
H soit un produit en couronne de H® par A(s).

PREUVE - Il suffit de montrer le résultat pour le groupe B = Ng.(H®)/H® a la place de
A(s). Le couple (G*, F*) est un produit de descentes des scalaires de groupes linéaires. En
raisonnant composante par composante, et quitte a remplacer ¢ par une de ses puissances,
on peut supposer que G* = GL,,(F), muni de sa structure rationnelle déployée.

Soit g € G* tel que ¢ 'H® = L* soit un sous-groupe régulier standard (F*-stable) de G*.
Alors g~'F*(g) normalise H°. Le groupe Ng.(L*)/G* se reléve en un sous-groupe F*-stable
N de G* grace aux matrices de permutation, et Ng (i*) est un produit en couronne de L*
par N. On peut supposer que g 'F*(g) =z € N.

Alors 9N est un sous-groupe F*-stable de Ng.(H®) (car x € N) vérifiant les conditions
du lemme. m

D’apres le lemme 17.1.1, le groupe H est du type de ceux étudiés dans la section 5 dont
on peut reprendre les résultats. D’apres le paragraphe 5.3, on a une bijection

Ir W(s)"" — EHT 1)
A —  RH(1).

D’apres la proposition 3.4.2, elle induit une bijection

It W(s)!" — &(Ca-(s)F,1)
A —  R{e@(1),

17.2. Paramétrage de Lusztig. Lusztig a montré (cf [L5]) qu’il existe une bijection
entre &(GF, [s]) et €(Cg-(s), 1) qui, étendue par linéarité aux caracteres virtuels, envoyait
eaRS.(s) sur &?Ca*(s)Rg‘E*(s)(l) pour tout tore maximal F*-stable T* de C&.(s). On va
construire une telle bijection compatible a I'induction de Lusztig.

Lemme 17.2.1. L’application & : A(s)" — {1,-1}, a — Ece,. (s)ECe,. (s est un caractere
linéaire de A(s)f".
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PREUVE - On note 7 l'automorphisme de X (T*) induit par F*, et on note toujours 7
I'automorphisme du Q-espace vectoriel £ = X (T*) ®7 Q induit par 7. Alors, d’apres [DM2],
lemme 3.9, le F-rang de Cg&.(s)" est égal a dim E™®. Par suite,

dim E™ —dim E™¢
ECS,. (5)EC, ()" (—1)

= det(a, E7),

ce qui montre le résultat. m

S’il y a confusion possible, on notera {g s le caractere linéaire £, décrit dans le lemme

17.2.1. On peut voir &, comme un caractére linéaire de Cg«(s)" trivial sur C&.(s)" . On
remarque que, pour tout caractere irréductible A de W (s)f", on a:

C * (S C * (S
R{ (1) @ ¢, = R{ M (1).

Notre paramétrage de Lusztig sera l'application K-linéaire qu'on notera Vg ou Vg :
KE(GF,[s]) — K&(Cg+(s)", 1) définie par

(17.2.2) Ve(RE(s)) =R V() w¢,.
Proposition 17.2.3. Soit T* un tore mazimal F*-stable de C&.(s). Alors:
VG(g(;Rg*(S)) = 800*(5) CG*( )(1)

PREUVE - Soit w un élément de W (3). Il suffit de montrer le résultat lorsque T* = T . On
a d'une part:

RE.(s) = eqeo.) ». X (w)RY(s)

x€lrr W (8)F*

= fafog.(s) D x T (wo)RS o(s),

(x:6)€dc(s)

et d’autre part :

RV = Y xT(wh)RGe (1)
x€EIlrr W (8)F*

= 3 xT(wo)RE (),
(x,6)€a(s)

= Y xtwo)rRSE W),
(x,6)€a(s)

ce qui montre le résultat. m
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17.3. Paramétrage de Lusztig et induction de Lusztig. Soit L un sous-groupe
régulier F-stable de G dont le dual L* contient s. Le théoreme 16.2.1 et le théoreme 5.5.1
montrent que:

Théoréme 17.3.1. On suppose les conjectures (9) et (GG) vraies. Le diagramme

v .
KE(LF, [s]) “— KE(Cp-(s)", 1)
cqeLRE €Cg.(s)EC. (s)Rgf:((ss))
. Ve -
KE(GT, [s]) K& (Ca+(s)" ,1)

est commutatif.
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