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OPÉRATEUR DE TORSION DANS SLn(q) ET SUn(q)

PAR Cédric BONNAFÉ (*)

RÉSUMÉ. — Nous calculons l’opérateur de torsion dans tous les groupes réductifs finis
de type A lorsque l’endomorphisme de Frobenius agit trivialement sur le le groupe des
composantes du centre. Le résultat s’applique aussi bien au groupe SLn(q) qu’à la forme
tordue SUn(q).

ABSTRACT. — TWISTING OPERATORS IN SLn(q) AND SUn(q). —We compute the twisting
operator in every finite reductive group of type A, provided that the Frobenius endomorphism
acts trivially on the group of components of the center. Our result applies as well in the group
SLn(q) as in the twisted form SUn(q).

Soit G un groupe réductif défini sur un corps à q éléments Fq de car-
actéristique p et soit F : G → G l’endomorphisme de Frobenius correspon-
dant. Dans le but de paramétrer les caractères (ordinaires) du groupe fini GF ,
G. Lusztig a introduit des combinaisons linéaires particulières (et explicites) des
caractères irréductibles de GF , appelés depuis caractères fantômes (ou almost
characters en anglais). Ces caractères fantômes forment une base orthonormale
de l’espace Cent(GF ) des fonctions centrales sur GF et calculer la table de
caractères de GF se ramène au calcul des valeurs des caractères fantômes en
les éléments de GF . Les calculs sur des petits exemples montrent que la table
des caractères fantômes a une structure beaucoup plus simple que la table des
caractères ordinaires. Dans une série d’articles (cf. [L2] et [L3]), Lusztig a élaboré
la théorie des faisceaux-caractères pour essayer de comprendre ce phénomène.
Une des réalisations de cette théorie est la construction d’une nouvelle base or-
thonormale de l’espace vectoriel Cent(GF ), dont les éléments, appelés fonctions
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Mots clés : groupes réductifs, corps finis, caractères.
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310 C. BONNAFÉ

caractéristiques de faisceaux-caractères, sont paramétrés par le même ensemble
que celui qui paramètre les caractères fantômes. Lusztig a conjecturé que ces
deux bases cöıncident, à multiplication près par certaines racines de l’unité, et
a donné un algorithme permettant de calculer les fonctions caractéristiques des
faisceaux-caractères.

La preuve de cette conjecture en général constituerait une étape importante
dans la connaissance de la table de caractères de GF . Un progrès considérable
a été fait par T. Shoji qui a prouvé cette conjecture lorsque le centre de G est
connexe en supposant seulement que p est presque bon (cf. [Sh2]) : il a même
calculé explicitement les racines de l’unité invoquées ci-dessus.

Une des conséquences de la conjecture de Lusztig est que les caractères
fantômes sont des vecteurs propres pour l’opérateur de torsion ShG

F/F (cf. § 2.1
pour la définition de l’opérateur de torsion ShG

F/F : Cent(GF ) → Cent(GF )).
Dans [A], T. Asai a étudié l’opérateur de torsion lorsque G est un sous-groupe
de Levi rationnel d’un sous-groupe parabolique non nécessairement rationnel du
groupe spécial linéaire SLn muni de son endomorphisme de Frobenius déployé
naturel. Cependant, le résultat obtenu [A, th. 4.5.2], à savoir le calcul explicite de
l’opérateur de torsion, ne s’appliquait que lorsque q ≡ 1 mod (ppcm(1, 2, . . . , n))
et malheureusement, la preuve d’Asai était fausse. Dans cet article, nous
reprenons quelques idées d’Asai et donnons une preuve (que l’on espère cor-
recte) de ce résultat dans le cas où q ≡ 1 mod n. Mieux, nous généralisons ce
résultat au cas de tous les groupes de type A (c’est-à-dire si toutes les com-
posantes irréductibles du système de racines de G sont de type A). Il est à noter
que la définition de groupe de type A ci-dessus ne fait pas intervenir la structure
rationnelle de G. En particulier, le résultat que l’on obtient s’applique aussi bien
au groupe spécial linéaire qu’au groupe spécial unitaire.

Plus précisément, si G est de type A, nous montrons essentiellement deux
résultats sur l’opérateur de torsion. Le premier est que l’opérateur de torsion
stabilise l’espace engendré par les caractères irréductibles de GF appartenant
à une même série de Lusztig géométrique, ceci sans aucune hypothèse sur q
(cf. corollaire 4.3.5). Le deuxième est le calcul explicite de l’opérateur de torsion
lorsque F agit trivialement sur le groupe des composantes du centre de G
(si GF = SLn(Fq), cette hypothèse est équivalente à q ≡ 1 mod n) : nous
prouvons qu’alors les caractères fantômes sont des vecteurs propres pour ShG

F/F

et nous calculons explicitement les valeurs propres associées (cf. théorème 5.5.4).
Nous utilisons pour cela deux ingrédients essentiels. Le premier est la notion
de fonction absolument cuspidale (cf. § 4.2 pour la définition) : l’espace des
fonctions absolument cuspidales a été déterminé dans les groupes de type A
dans [B2, cor. 6.2.2] et, à partir de ce résultat, il est possible de déduire que
l’opérateur de torsion stabilise l’espace engendré par les caractères irréductibles
de GF appartenant à une même série de Lusztig géométrique. Le deuxième est
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la notion de caractère de Gel’fand-Graev généralisé. Ces caractères permettent,
dans les groupes de type A, de paramétrer les caractères irréductibles de GF . De
plus, il est facile de calculer leur image par l’opérateur de torsion (cf. prop. 2.2.5).
Une récurrence portant sur les classes unipotentes de G permet alors de conclure.
Cet argument n’est pas nouveau. Il est à l’œuvre dans l’article de Shoji [Sh3]
dans lequel est calculée la descente de Shintani ShG

Fm/F dans le groupe spécial
linéaire lorsque m est suffisamment divisible. Ici, nous nous intéressons au cas
extrême opposé, c’est-à-dire m = 1, et reprenons quelques idées de Shoji. Le
cas m = 1 étant plutôt plus facile, nous parvenons à mener l’argument jusqu’au
bout, même dans le cas du groupe spécial unitaire.

Nous concluons cet article en montrant que, toujours sous l’hypothèse que G
est de type A, les fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères cuspidaux
sont égales, à une racine de l’unité près, aux caractères fantômes absolument
cuspidaux correspondants : c’est une première étape dans le but de prouver la
conjecture de Lusztig pour ce type de groupes.

Cet article est organisé comme suit. Dans les trois premières parties, aucune
hypothèse n’est faite sur le groupe G. Dans la première, nous nous intéressons
au groupe des composantes du centre de G. Il n’est (presque) pas exagéré
de dire que, dans le cas des groupes de type A, toutes les difficultés ont une
interprétation en termes de ce groupe abélien fini. Dans la deuxième, nous
rappelons la définition de l’opérateur de torsion ShG

F/F et calculons son action
sur des caractères obtenus par induction à partir du radical unipotent d’un
sous-groupe parabolique rationnel de G. Dans la troisième, nous rappelons
quelques propriétés des caractères de Gel’fand-Graev ordinaires, qui sont des cas
particuliers de caractères mentionnés ci-dessus. Dans les trois dernières parties,
nous nous intéressons aux groupes de type A. Le but de la quatrième partie est
de montrer que l’opérateur de torsion stabilise l’espace vectoriel engendré par les
caractères irréductibles de GF appartenant à une série de Lusztig géométrique
(cf. corollaire 4.3.5). La cinquième partie est consacrée à l’énoncé et à la preuve
du théorème principal de cette article (cf. théorème 5.5.4), à savoir la description
de l’opérateur de torsion. Dans la dernière partie, nous nous intéressons aux
faisceaux-caractères cuspidaux F -stables sur le groupe G.

Ce n’est qu’au cours de la preuve du théorème 5.5.4 que nous avons besoin de
supposer que F agit trivialement sur le groupe des composantes du centre de G.
Tous les autres résultats de cet article sont affranchis de cette hypothèse.

REMERCIEMENTS. — L’auteur tient à remercier particulièrement Jean Michel
pour avoir été à l’origine de ce travail, pour en avoir suivi attentivement
l’évolution, et pour avoir lu scrupuleusement une première version de cet article.
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Notations

0.1. — Soit p un nombre premier et soit F une clôture algébrique du corps
fini à p éléments Fp. On fixe une puissance q de p et on notera Fq le sous-corps
de F à q éléments. Toutes les variétés et tous les groupes algébriques seront
considérés sur F.

On se fixe d’autre part un nombre premier 	 différent de p et on notera Q�
une clôture algébrique du corps 	-adique Q�. On choisit un automorphisme de
corps Q� → Q�, x �→ x tel que ζ = ζ−1 pour toute racine de l’unité ζ dans Q�.

0.2. — Si H est un groupe fini, on notera IrrH l’ensemble des caractères irré-
ductibles de H (sur Q�) et Cent(H) le Q�-espace vectoriel des fonctions centrales
H → Q�. Soit H∧ le groupe abélien des caractères linéaires H → Q�

×
(si H est

abélien, on a H∧ = IrrH). On appellera H-module un Q�H-module à gauche
de dimension finie. Si K est un autre groupe fini, on appellera H-module-K
un Q�-espace vectoriel de dimension finie muni d’une structure de bimodule, H
agissant à gauche et K à droite. Si ϕ : H → K est un morphisme de groupes, on
notera ϕ̂ : K∧ → H∧ le morphisme de groupes abéliens induit par ϕ. Si η et η′

sont deux fonctions centrales sur H , on notera

〈η, η′〉H =
1
|H |

∑
h∈H

η(h) η′(h).

Alors 〈 , 〉H est un produit scalaire sur Cent(H) pour lequel IrrH est une base
orthonormale. L’ensemble des classes de conjugaison de H sera noté Conj(H).
Si g ∈ H , on notera [g] ou [g]H sa classe de conjugaison dans H .

Si H est de plus abélien et si ϕ : H → H est un automorphisme du groupe H ,
on posera :

M(H,ϕ) = H1(ϕ,H)× (Hϕ)∧,

M∨(H,ϕ) = Hϕ ×H1(ϕ,H)∧,

où H1(ϕ,H) = H/{ϕ(h)h−1 | h ∈ H} est le premier groupe de cohomologie
du groupe cyclique 〈ϕ〉 à coefficients dans H . Si (α, ξ) ∈ M(H,ϕ) et (a, ζ) ∈
M∨(H,ϕ), on pose : {

(α, ξ), (a, ζ)
}

=
ζ(α) ξ(a)
|Hϕ| ·

Remarquons que |Hϕ| = |H1(ϕ,H)|.

0.3. — Si H est un groupe algébrique, on notera H0 sa composante neutre.
Si h ∈ H , on notera (h) ou (h)H la classe de conjugaison de h sous H
et C0

H(h) la composante neutre de son centralisateur dans H . On posera
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AH(h) = CH(h)/C0
H(h). Si H est de plus défini sur Fq et si F : H → H

désigne l’endomorphisme de Frobenius correspondant, on notera

εH = (−1)Fq-rang de H et ηH = (−1)Fq-rang semi-simple de H .

D’autre part, on notera H1(F,H) l’ensemble des classes de F -conjugaison de
H (on rappelle que deux éléments h et h′ de H sont dits F -conjugués si il
existe x ∈ H tel que h′ = x−1hF (x)). Le théorème de Lang montre que
H1(F,H) = H1(F,H/H0). Pour finir, on notera Z(H) et D(H) le centre
et le groupe dérivé de H respectivement.

0.4.—Dans toute la suite, on se fixe un groupe algébrique réductif connexe G,
défini sur Fq. On notera F : G → G l’endomorphisme de Frobenius correspon-
dant. On notera Z le centre de G. D’après [DL, 1.21], il existe un groupe réductif
connexe G̃, défini sur Fq (on notera encore F : G̃ → G̃ l’endomorphisme de
Frobenius correspondant à cette Fq-structure), contenant G comme sous-groupe
fermé F -stable et vérifiant les propriétés suivantes :

1) G contient le groupe dérivé de G̃,

2) Le centre Z̃ de G̃ est connexe.

Il résulte des propriétés 1) et 2) que G est un sous-groupe distingué de G̃,
que G̃/G est abélien, que Z = G ∩ Z̃ et que G̃ = G · Z̃.

Si z ∈ ZF et si γ ∈ Cent(GF ), on posera

tGz γ : GF −→ Q�,

g �−→ γ(zg).

Alors tGz γ est une fonction centrale sur GF et l’application tGz : Cent(GF ) →
Cent(GF ) est une isométrie. D’autre part, il est facile de vérifier que

tGz ◦ tGz′ = tGzz′

pour tous z et z′ dans ZF . L’application z �→ tGz définit donc une action de ZF

par isométries sur Cent(GF ).
Soit B̃0 un sous-groupe de Borel F -stable de G̃ et soit T̃ 0 un tore maximal

F -stable de B̃0. On note U0 le radical unipotent de B̃0 et on pose

B0 = B̃0 ∩G, T0 = T̃ 0 ∩G.

Soit (G̃
∗
, T̃

∗
0, F

∗) (resp. (G∗,T ∗
0 , F

∗)) un triplet dual de (G̃, T̃ 0, F ) (resp.
(G,T0, F )). L’injection canonique i : G ↪→ G̃ induit un morphisme surjectif
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de groupes i∗ : G̃
∗
→ G∗, défini sur Fq et tel que i∗(T̃

∗
0) = T ∗

0 . Le noyau
de i∗ est connexe : c’est un tore central de G̃

∗
dual de G̃/G. En particulier,

l’application G̃∗F∗→ G∗F∗
induite par i∗ est surjective d’après le théorème de

Lang. On posera
A∗ = Ker i∗ ∩D(G∗).

Soit a ∈ (Ker i∗)F
∗
. Alors a induit un caractère linéaire de G̃F /GF par dualité.

Ce caractère est trivial sur Z̃F si et seulement si a ∈ A∗F∗
(cf. [DLM, 3.12.1]).

On a donc un isomorphisme de groupes abéliens finis

ωG,F : A∗F∗ ∼−−→ (G̃F /GF · Z̃F )∧.

Si s est un élément semi-simple de G∗F∗
, on notera E(GF , [s]) (resp. E(GF , (s)))

la série de Lusztig rationnelle (resp. géométrique) associée à s. On notera φs le
caractère linéaire de ZF tel que

tGz γ = φs(z)γ

pour tous z ∈ GF et γ ∈ E(GF , [s]).

0.5. —Pour finir, on fixe un troisième groupe réductif connexe Ĝ défini sur Fq.
On notera encore F : Ĝ → Ĝ le morphisme de Frobenius. Soit π : Ĝ → G un
morphisme de groupes algébriques défini sur Fq et tel que

1) Kerπ est central dans Ĝ ;

2) π(Ĝ) contient le groupe dérivé de G.

On note Ẑ le centre de Ĝ. Les propriétés 1) et 2) ci-dessus montrent que
Ẑ = π−1(Z) et G = π(Ĝ) · Z0. On pose B̂0 = π−1(B0) et T̂ 0 = π−1(T0)
et on note (Ĝ

∗
, T̂

∗
0, F

∗) un triplet dual de (Ĝ, T̂ 0, F ). L’application π induit
un morphisme de groupes algébriques π∗ : G∗ → Ĝ

∗
, défini sur Fq et tel que

π∗−1(T̂
∗
0) = T ∗

0 .

1. Quelques propriétés du groupe Z/Z0

1.1. Cuspidalité. — Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique de G. Le morphisme injectif de groupes Z ↪→ Z(L) induit un morphisme
surjectif

hL : Z/Z0 −→ Z(L)/Z(L)0

(cf. [DLM, lemme 1.4]). Le but de ce paragraphe est d’étudier quelques propriétés
du morphisme hL. S’il y a ambigüıté possible, on notera hG

L le morphisme de
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groupes hL. Soit L̂ = π−1(L). Alors L̂ est un sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique de Ĝ. Le diagramme suivant

(1.1.1)

1 −→ KerhL̂ −−→ Ẑ/Ẑ
0 hL̂−−−−→ Z(L̂)/Z(L̂)0 −→ 1� π1 � πZ

� πZ(L)

1 −→ KerhL −−→ Z/Z0 hL−−−−→ Z(L)/Z(L)0 −→ 1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les
applications π1, πZ et πZ(L) sont induites par π).

PROPOSITION 1.1.2. — Les applications π1, πZ et πZ(L) sont surjectives.

Démonstration. — Montrons tout d’abord la surjectivité de π1. Soit z un élé-
ment de Z dont la classe dans Z/Z0 appartienne au noyau de hL. Cela signifie
que z ∈ Z(L)0. Mais π(Z(L̂)0) · Z0 = Z(L)0 ; donc il existe ẑ ∈ Z(L̂)0 et

z0 ∈ Z0 tels que π(ẑ) = zz0. En particulier, ẑ ∈ Ẑ et la classe de ẑ dans Ẑ/Ẑ
0

appartient à KerhL̂. Cela montre la surjectivité de π1.
La surjectivité de πZ découle de celle de π1 : il suffit de supposer que L est

un tore maximal de G. La surjectivité de πZ(L) découle aussi de celle de πZ :
il suffit de supposer que G = L.

Un caractère linéaire ζ de Z/Z0 est dit cuspidal si KerhL � Ker ζ pour tout
sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique propre de G. On notera :

• (Z/Z0)∧
cus l’ensemble des caractères linéaires cuspidaux de Z/Z0 ;

• H1(F,Z)∧
cus l’ensemble des caractères linéaires cuspidaux F -stables de Z/Z0.

PROPOSITION 1.1.3. — Soit ζ un caractère linéaire de Z/Z0 et soit ζ̂ = ζ ◦πZ .
Alors ζ est cuspidal si et seulement si ζ̂ l’est.

Preuve. — Cela résulte immédiatement de la commutativité du diagram-
me (1.1.1) et de la proposition 1.1.2.

COROLLAIRE 1.1.4. — Si (Z/Z0)∧
cus est non vide, alors toutes les composantes

irréductibles du système de racines de G sont de type A.

Preuve. — D’après la proposition 1.1.3, on peut supposer que G est semi-
simple simplement connexe. On écrit G = G1×· · ·×Gr où r est un entier naturel
non nul et G1, . . . ,Gr sont des groupes semi-simples simplement connexes dont
le système de racines est irréductible. On note Zi le centre de Gi (1 ≤ i ≤ r).
Alors Z = Z1 × · · · × Zr donc il existe des caractères linéaires ζ1, . . . , ζr de
Z1, . . . ,Zr respectivement tels que ζ = ζ1 ⊗ · · · ⊗ ζr.
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Si L est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G, alors
il existe des sous-groupes de Levi L1, . . . ,Lr de sous-groupes paraboliques de
G1, . . . ,Gr respectivement tels que L = L1 × · · · ×Lr. Alors

KerhG
L = KerhG1

L1
× · · · ×KerhGr

Lr

et donc ζ est cuspidal si et seulement si ζ1, . . . , ζr le sont. Pour montrer le
corollaire 1.1.4, on peut donc supposer que G est semi-simple simplement
connexe et quasi-simple. Un examen au cas par cas montre que, si G n’est pas
de type A, alors il existe un sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique
propre de G tel que KerhL = {1}. Cela termine la démonstration.

On dira que le groupe G est de type A si toutes les composantes irréductibles
de son système de racines sont de type A.

1.2. Systèmes locaux cuspidaux sur la classe unipotente régulière. —
On note Creg ou CG

reg la classe de conjugaison des éléments unipotents réguliers
de G. On fixe une fois pour toutes un élément unipotent régulier u1 ∈ CFreg. On
suppose que u1 ∈ UF0 . Alors

(1.2.1) AG(u1) = Z/Z0 × AU0(u1).

REMARQUE. — Si p est bon pour G, alors le groupe CU0(u1) est connexe
(cf. [Sp, 4.11]). Dans ce cas, AG(u1) � Z/Z0.

Le groupe AG(u1) est abélien d’après [Sp, 4.11] et [Lou]. Si ζ est un carac-
tère linéaire de Z/Z0, on notera ζ1 le caractère linéaire ζ ⊗ 1 de AG(u1). La
proposition suivante est bien connue et justifie la terminologie 〈〈cuspidal 〉〉 pour
les caractères linéaires de Z/Z0. Nous en rappelons la démonstration pour la
commodité du lecteur.

PROPOSITION 1.2.2. — Soit ζ un caractère linéaire de Z/Z0. Alors ζ est
cuspidal si et seulement si la paire (u1, ζ1) est cuspidale au sens de [L2, intro.].

Preuve. — Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique P
de G et soit v un élément unipotent de L. On note UP le radical unipotent de P .
Comme dans [L2, intro.], on pose

Yu1,v =
{
g ∈ G ; g−1u1g ∈ vUP

}
/C0

L(v)UP .

Puisque u1 est régulier, il va être facile de déterminer la variété Yu1,v.
Soit gC0

L(v)UP ∈ Yu1,v et soient B1 et B2 deux sous-groupes de Borel de L
contenant v. Alors B1UP et B2UP sont deux sous-groupes de Borel de G
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contenant g−1u1g, donc ils sont égaux car u1 est régulier. Donc B1 = B2, ce qui
montre que v est régulier dans L. Donc si la variété Yu1,v est non vide, alors v
est régulier.

Réciproquement, supposons v régulier. On déduit des résultats classiques sur
les unipotents réguliers que Yu1,v est non vide (cf. [St1, lemme 3.2 et th. 3.3]).
On peut donc supposer que u1 ∈ vUP . Soit gC0

L(v)UP ∈ Yu1,v et soit B1

le sous-groupe de Borel de L contenant v. Alors g(B1UP ) et B1UP sont
deux sous-groupes de Borel de G contenant u1, donc ils sont égaux, donc
g ∈ B1UP . En particulier g ∈ P . La condition g−1u1g ∈ vUP implique alors
que g ∈ CL(v)UP . Cela montre que Yu1,v = AL(v). Le groupe AG(u1) agit sur
AL(v) par translation à gauche. La représentation par permutation de AG(u1)
associée à AL(v) contient le caractère linéaire ζ1 si et seulement si KerhL⊂Ker ζ.
Cela démontre la proposition 1.2.2.

L’ensemble des classes d’isomorphismes de systèmes locaux G-équivariant
irréductibles sur Creg est en bijection avec AG(u1)∧ : si ζ ∈ (Z/Z0)∧, on notera
Lζ le système local G-équivariant sur Creg associé à ζ1. Le système local Lζ est
F -stable (c’est-à-dire isomorphe à F ∗Lζ) si et seulement si le caractère linéaire ζ
est F -stable. Pour finir, la paire (Creg,Lζ) est cuspidale au sens de [L2, déf. 2.4]
si et seulement si ζ est cuspidal d’après la proposition 1.2.2.

1.3. Centralisateurs d’éléments semi-simples. — D’après [A, 2.3], on a
un isomorphisme de groupes

σG,F : G̃F /GF .Z̃F −→ H1(F,Z)∧.

Si n est un entier naturel tel que Fn et F ∗n agissent trivialement sur Z/Z0

et A∗ respectivement, alors σ̂G,Fn ◦ ωG,Fn est un isomorphisme de groupes

(1.3.1) ω : A∗ −→ (Z/Z0)∧

qui commute avec l’action des morphismes de Frobenius F et F ∗.
On fixe un élément semi-simple s ∈ G∗F∗

. Alors il existe un élément semi-
simple s̃ dans G̃∗F∗

tel que i∗(s̃) = s. On considère l’application

CG∗(s) −→ A∗,

g �−→ g̃s̃g̃−1s̃−1 = [g̃, s̃]

où, pour tout g ∈ CG∗(s), g̃ désigne un élément de G̃
∗

tel que i∗(g̃) = g.
Puisque A∗ est central, cette application ne dépend pas du choix de s̃ et g̃
et c’est un morphisme de groupes. Le noyau de ce morphisme est i∗(C

G̃
∗(s̃)).
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318 C. BONNAFÉ

Puisque C
G̃

∗(s̃) est connexe (cf. par exemple [DL, cor. 5.24]), on a, d’après
[DM3, prop. 2.3], i∗(C

G̃
∗(s̃)) = C0

G∗(s). Par conséquent, ce morphisme induit
un morphisme injectif

ω̃s : AG∗(s) −→ A∗

qui, par composition avec l’isomorphisme ω induit un morphisme injectif

ωs : AG∗(s) −→ (Z/Z0)∧

qui commute aux actions de F et F ∗. En particulier, AG∗(s) est abélien et ωs
induit cinq autres morphismes de groupes

(1.3.2)




ω0s : AG∗(s)F
∗ −→ H1(F,Z)∧,

ω1s : H1
(
F ∗, AG∗(s)

)
−→ (ZF /Z◦F )∧,

ω̂s : Z/Z0 −→ AG∗(s)∧,

ω̂0s : H1(F,Z) −→
(
AG∗(s)F

∗)∧
,

ω̂1s : ZF /Z◦F −→ H1
(
F ∗, AG∗(s)

)∧
.

Le morphisme ω0s est injectif et les morphismes ω̂s et ω̂0s sont surjectifs. S’il y
a risque d’ambigüıté, on notera ωG,s le morphisme ωs et similairement pour les
autres.

On rappelle le lemme suivant (cf. par exemple [A, lemme 1.2.1]) :

LEMME 1.3.3. — Via ω̃s, on a un isomorphisme

AG∗(s) �
{
z ∈ A∗ | s̃ et s̃z sont conjugués dans G̃

∗}
�

{
z ∈ Ker i∗ | s̃ et s̃z sont conjugués dans G̃

∗}
Si α ∈ H1(F ∗, AG∗(s)), on notera gα un élément de G∗ tel que g−1α F (gα)

appartienne à CG∗(s) et représente α. Alors sα = gαsg
−1
α est un élément semi-

simple de G∗F∗
géométriquement conjugué à s. D’après le théorème de Lang, les

sα (α ∈ H1(F ∗, AG∗(s)) forment un système de représentants de l’ensemble des
classes de conjugaison rationnelles contenues dans (s)F

∗
. Par conséquent, on a

E
(
GF , (s)

)
=

∐
α∈H1(F∗,AG∗ (s))

E
(
GF , [sα]

)
.

D’autre part, le groupe CG∗(sα) est isomorphe à CG∗(s) muni de l’endomor-
phisme de Frobenius α̇F ∗, où α̇ désigne la classe de g−1α F (gα) dans AG∗(s).
Puisque AG∗(s) est abélien, on peut identifier AG∗(s) et AG∗(sα) car les
morphismes de Frobenius F ∗ et α̇F ∗ cöıncident sur AG∗(s). Le lemme suivant
est démontré lorsque F agit trivialement sur Z/Z0 dans [A, lemme 2.4.1, (ii)].
Le cas général se démontre exactement de la même manière.
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LEMME 1.3.4. — Soit α ∈ H1(F ∗, AG∗(s)). Alors φsα = φsω̂
1
s(α).

1.4. Cuspidalité et éléments semi-simples. — On reprend les notations
du paragraphe précédent.

DÉFINITION 1.4.1.
• L’élément semi-simple s est dit géométriquement cuspidal (dans G∗) si il

existe un élément a ∈ AG∗(s) tel que ωs(a) soit un caractère linéaire cuspidal
de Z/Z0.

• L’élément semi-simple s est dit rationnellement cuspidal (dans G∗) s’il
existe un élément a ∈ AG∗(s)F

∗
tel que ω0s(a) soit un caractère linéaire cuspidal

de H1(F,Z).

Si s est rationnellement cuspidal, alors il est géométriquement cuspidal. De
plus, il résulte du corollaire 1.1.4 que :

PROPOSITION 1.4.2. — Si G∗ contient un élément géométriquement cuspidal,
alors G est de type A.

Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G et soit L∗

un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G∗ dual de L. Si L est
F -stable, on choisit L∗ rationnel et de sorte que (L∗, F ∗) soit dual de (L, F ).
Supposons que s ∈ L∗. Le morphisme AL∗(s) −→ AG∗(s) est injectif et le
diagramme suivant

(1.4.3)

AL∗(s) −−−−−−−−→ AG∗(s)

ωL,s

� � ωG,s(
Z(L)/Z(L)0

)∧ ĥL−−−−→ (Z/Z0)∧

est commutatif. De plus tous les morphismes de ce diagramme sont injectifs et,
si L est F -stable, ils commutent aux actions de F et F ∗. La proposition suivante
résulte immédiatement de la commutativité de ce diagramme.

PROPOSITION 1.4.4. —Supposons s géométriquement cuspidal. Alors pour tout
sous-groupe de Levi L∗ d’un sous-groupe parabolique de G∗ tel que s ∈ L∗, on a
|AL∗(s)| < |AG∗(s)| ou, de manière équivalente, le morphisme AL∗(s) → AG∗(s)
n’est pas surjectif.
Si s est rationnellement cuspidal, alors, pour tout sous-groupe de Levi ra-

tionnel L∗ d’un sous-groupe parabolique de G∗ tel que s ∈ L∗, on a |AL∗(s)F
∗ | <

|AG∗(s)F
∗ | ou, de manière équivalente, le morphisme AL∗(s)F

∗ → AG∗(s)F
∗

n’est pas surjectif.

COROLLAIRE 1.4.5. — Un élément semi-simple géométriquement ou ra-
tionnellement cuspidal est régulier.
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Preuve. — Voir [B2, lemme 3.2.9].

REMARQUE. — La définition 1.4.1 diffère de la définition d’élément semi-
simple cuspidal donnée dans [B2, déf. 3.2.8]. La proposition 1.4.4 montre qu’un
élément géométriquement cuspidal (resp. rationnellement cuspidal) au sens de
la définition 1.4.1 est cuspidal au sens de [B2, déf. 3.2.8].

On pose ŝ = π∗(s). D’après [DM3, prop. 2.3], on a

π∗(C0
G∗(s)

)
= C0

Ĝ
∗(ŝ) ·Z(Ĝ

∗
)0.

Cela implique que le morphisme

π∗
s : AG∗(s) −→ A

Ĝ
∗(ŝ)

induit par π∗ est injectif. De plus, le diagramme suivant est commutatif :

(1.4.6)

AG∗(s)
π∗s−−−−→ A

Ĝ
∗(ŝ)� �

(Z/Z0)∧ π̂Z−−−−→ (Ẑ/Ẑ0)∧.

Dans ce diagramme, toutes les applications sont injectives et commutent à
l’action de F et F ∗. Mieux, si on identifie tous les groupes de ce diagramme
à des sous-groupes de (Ẑ/Ẑ0)∧, on a

(1.4.7) AG∗(s) = A
Ĝ

∗(ŝ) ∩ (Z/Z0)∧

(cf. lemme 1.3.3). La proposition 1.1.3 et la commutativité du diagramme (1.4.6)
impliquent la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4.8. — Si s est géométriquement (resp. rationnellement)
cuspidal dans G∗ alors ŝ est géométriquement (resp. rationnellement) cuspidal
dans Ĝ

∗
.

PROPOSITION 1.4.9. — Soit s un élément géométriquement cuspidal de G∗.
Alors ωs : AG∗(s) → (Z/Z0)∧ est un isomorphisme.

Preuve. — D’après 1.4.7 et la proposition 1.4.8, on peut supposer que G est
semi-simple simplement connexe. Par produit, on peut aussi supposer que G
est quasi-simple. Puisque G est nécessairement de type A (cf. prop. 1.4.2), on
peut supposer que G = SLn(F) pour un entier naturel non nul n. En particulier,
G∗ = PGLn(F).

Dans la preuve de [B2, lemme 3.2.10], il est prouvé qu’alors, nécessairement,
p ne divise pas n et s est conjugué à l’image dans G∗ de la matrice
diag(1, ζ, . . . , ζn−1) où ζ est une racine primitive n-ième de l’unité. Le groupe
AG∗(s) est alors cyclique d’ordre n, ce qui montre le résultat.
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1.5. Action de H1(F ,Z) sur IrrGF . — On rappelle que l’on a un isomor-
phisme de groupes

σG : G̃F /GF · Z̃F −→ H1(F,Z)

défini de la manière suivante (cf. [A, 2.3]). Si g̃ ∈ G̃F , alors il existe g ∈ G et
z̃ ∈ Z̃ tels que g̃ = gz̃. Puisque F (g̃) = g̃, on a g−1F (g) = z̃F (z̃)−1 ∈ G∩Z̃ = Z.
L’image par σG de la classe de g̃ dans G̃F /GF · Z̃F est alors égale à la classe de
g−1F (g) dans H1(F,Z). Le groupe G̃F /GF ·Z̃F agit sur IrrGF par conjugaison
donc, via σG, le groupe H1(F,Z) agit sur Irr GF . On peut étendre cette action
par linéarité au Q�-espace vectoriel Cent(GF ). Si c ∈ H1(F,Z), on notera g̃c un
élément de G̃F dont l’image par le morphisme composé G̃F → G̃F /GF · Z̃F →
H1(F,Z) est égale à c. On pose alors

τG
c γ = γ ◦ (int g̃c)−1

pour toute fonction centrale γ sur GF . L’application τG
c : Cent(GF ) →

Cent(GF ) est une isométrie qui permute l’ensemble des caractères irréductibles
de GF . De plus

τG
c ◦ τG

d = τG
cd

pour tous c et d dans H1(F,Z).

1.6. Sous-groupes de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi rationnel
d’un sous-groupe parabolique P de G. Le morphisme surjectif hL induit un
morphisme surjectif de groupes hL : H1(F,Z) → H1(F,Z(L)). S’il y a
ambigüıté, on notera hG

L le morphisme hL.
On a un isomorphisme

σL : L̃F /LF.Z(L̃)F −→ H1
(
F,Z(L)

)
.

D’autre part, le morphisme de groupes canonique L̃F ↪→ G̃F induit un isomor-
phisme

σG
L : L̃F /LF. Z̃F −→ H1(F,Z).

Cela signifie que, lorsque cela sera nécessaire, on pourra supposer que g̃c ∈ LF

pour tout c ∈ H1(F,Z). Par suite, le diagramme

G̃F /GF. Z̃F
σG

∼
� �

L̃F /LF. Z̃F
∼
−−−−− −−−−→ H1(F,Z)� � hL

L̃F /LF.Z(L̃)F
σL−−−−→ H1(F,Z(L))

σG
L

est commutatif.
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2. Opérateur de torsion

2.1. Définition. — Soit g ∈ GF . Par le théorème de Lang, il existe x ∈ G
tel que x−1F (x) = g. Alors g′ = F (x)x−1 ∈ GF et il est facile de vérifier que
l’application

(2.1.1)
NG
F/F : Conj(GF ) −→ Conj(GF ),

[g] �−→ [g′]

est bien définie et bijective. En particulier, elle induit une isométrie

(2.1.2)
ShG
F/F : Cent(GF ) −→ Cent(GF ),

η �−→ η ◦NG
F/F

appelée opérateur de torsion : la convention choisie ici diffère légèrement de celles
de [D], [Sh1], [Sh2] ou [Sh3]. D’autre part, cet opérateur est souvent noté t∗1
(cf. [A], [Sh1] ou [Sh2]). Par contre, cette convention est la même que celle de
Digne et Michel dans [DM1]. Le lecteur pourra d’ailleurs se référer à [DM1] pour
les propriétés classiques de l’opérateur de torsion ShG

F/F .
Si g ∈ GF et si g′ ∈ NG

F/F ([g]), on fera souvent l’abus de notation suivant :
g′ = NG

F/F (g).

Si c ∈ H1(F,Z), alors

(2.1.3) τG
c ◦ ShG

F/F = ShG
F/F ◦τG

c .

Cela résulte du fait que τG
c est induit par un automorphisme de G défini sur Fq.

2.2. Opérateur de torsion et action de H1(F ,Z). — Si z ∈ Z, on notera
z̄ la classe de z dans H1(F,Z). Il est possible, dans certains cas particuliers, de
calculer l’image d’un élément de GF par NG

F/F :

LEMME 2.2.1. — Soit g un élément de GF tel que g ∈ C0
G(g) et soit z ∈ ZF .

Alors
NG
F/F (zg) = g̃z̄(zg)g̃−1z̄ .

Preuve. — D’après le théorème de Lang, il existe x ∈ G et z̃ ∈ Z̃ tels que
z = x−1F (x) = z̃−1F (z̃). On pose g̃ = xz̃−1. Alors g̃ ∈ G̃F et on peut supposer
que g̃ = g̃z̄. Puisque g ∈ C0

G(g), il existe, toujours d’après le théorème de Lang,
un élément y ∈ C0

G(g) tel que g = y−1F (y). On a alors

zg = zy−1F (y) = y−1zF (y) = (xy)−1F (xy)

donc
NG
F/F (zg) = F (xy)y−1x−1 = F (x)y

(
y−1F (y)

)
y−1x−1

= xx−1F (x)gx−1 = g̃(zg)g̃−1,

la troisième égalité résultant du fait que y et g = y−1F (y) commutent.
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REMARQUE. — Comme cas particulier (et trivial) du lemme 2.2.1 précédent,
on a que NG

F/F (g) = g pour tout élément g ∈ GF tel que g ∈ C0
G(g).

COROLLAIRE 2.2.2. — Supposons que le nombre premier p est bon pour G.
Soit u un élément unipotent de GF et soit z ∈ ZF . Alors

NG
F/F (zu) = g̃z̄(zu)g̃−1z̄ .

Preuve. — En effet, si p est bon pour G et si u est un élément unipotent de G,
alors u ∈ C0

G(u) (cf. [SpSt, 3.15]) et il suffit d’appliquer le lemme 2.2.1.

Soit P̃ un sous-groupe parabolique F -stable de G̃ et soit L̃ un sous-groupe
de Levi F -stable de P̃ . On pose

P = P̃ ∩G, L = L̃ ∩G.

Alors P est un sous-groupe parabolique F -stable de G et L est un sous-groupe
de Levi F -stable de P . On note U le radical unipotent de P et on note λ un
caractère de UF . On pose alors

ΓG
λ = IndGF

UF λ.

Pour tout caractère linéaire φ : ZF → Q�
×

, on pose

ΓG
φ,λ = IndGF

ZF ×UF (φ ⊗ λ).

Si (z, ζ) ∈ M∨(Z/Z0, F ), on pose

(2.2.3) Γ̂
G

φ,λ,(z,ζ) =
∑

(c,ξ)∈M(Z/Z0,F )

{
(z, ζ), (c, ξ)

}
τG
c Γ

G
φξ,λ.

Il est facile de vérifier que, pour tout (c, ξ) ∈ M(Z/Z0, F ), on a

(2.2.4) τG
c Γ

G
φξ,λ =

∑
(z,ζ)∈M∨(Z/Z0,F )

{
(z, ζ), (c, ξ)

}
Γ̂

G

φ,λ,(z,ζ).

PROPOSITION 2.2.5. — Supposons que p est bon pour G. Soit (z, ζ) ∈
M∨(Z/Z0, F ). Alors

ShG
F/F Γ̂

G

φ,λ,(z,ζ) = ζ(z̄)−1Γ̂
G

φ,λ,(z,ζ).
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Preuve. — On notera 1z la fonction centrale sur ZF qui vaut 1 sur les éléments
de ZF représentant z ∈ (Z/Z0)F et 0 ailleurs. On pose aussi :

Γ =
∑

ξ∈(ZF /Z◦F )∧

ξ(z)ΓG
φξ,λ.

Il est alors facile de vérifier que

Γ =
|ZF |
|Z◦F | IndGF

ZF ×UF (φ · 1z−1 ⊗ λ).

Soit g un élément de GF tel que Γ(g) �= 0. Alors g = z′u où z′ ∈ ZF représente
z−1 et u est un élément unipotent de GF . Il résulte alors du corollaire 2.2.2 que
NG
F/F (g) = g̃−1z̄ gg̃z̄ où z̄ désigne la classe de z dans H1(F,Z). Cela implique que

ShG
F/F Γ = τG

z̄ Γ.

Le résultat découle alors du fait que

Γ̂
G

φ,λ,(z,ζ) =
1

|H1(F,Z)|
∑

c∈H1(F,Z)

ζ(c)τG
c Γ

et de l’égalité 2.1.3.

3. Caractères de Gel’fand-Graev

On notera DG : Z Irr GF → Z Irr GF l’opérateur de dualité d’Alvis-Curtis
(cf. par exemple [DM3, déf. 8.8] pour la définition de DG).

3.1. Définition. — On fixe un caractère linéaire régulier ψ : UF0 → Q�
×

(cf. [DLM, déf. 2.3] pour la définition d’un caractère régulier de UF0 ). On pose

ΓG
ψ = IndGF

UF
0
ψ.

Si φ est un caractère linéaire de ZF , on pose

ΓG
φ,ψ = IndGF

ZF ×UF
0

(φ⊗ ψ).

Alors

(3.1.1) ΓG
ψ =

∑
φ∈(ZF )∧

ΓG
φ,ψ.
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Si c ∈ H1(F,Z), on choisit g̃c dans T̃
F

0 et on pose

ψc = ψ ◦ (int g̃c)−1.

D’après [DLM, th. 2.4], les ψc (c ∈ H1(F,Z)) forment un systèmes de
représentants de l’ensemble des T F0 -orbites dans l’ensemble des caractères
réguliers de UF0 . On a de plus

(3.1.2) ΓG
ψc

= τG
c ΓG
ψ

pour tout c ∈ H1(F,Z). Les caractères ΓG
ψc

sont appelés les caractères de
Gel’fand-Graev de G.

La proposition suivante est à la fois une conséquence et une très légère
généralisation de [DLM, th 2.12].

PROPOSITION 3.1.3. — Soient c et d deux éléments de H1(F,Z) et φ un carac-
tère linéaire de ZF . Alors

〈DGΓG
φ,ψc

,ΓG
φ,ψd

〉GF =
{

ηG si c = d,
0 sinon .

Preuve. — Soit ψ∗
c la fonction centrale sur UF0 définie dans [DLM, preuve du

th. 2.12, p. 165, ligne 3] (elle est notée φ dans [DLM] et on ne peut ici réutiliser
cette notation !). Elle vérifie en particulier

DGΓG
ψc

= IndGF

UF
0
ψ∗
c .

En décomposant suivant l’action de ZF via les tGz (z ∈ ZF ), on obtient

(3.1.4) DGΓG
φ,ψc

= IndGF

ZF ×UF
0

(φ⊗ ψ∗
c ).

La formule de Mackey pour l’induction et la restriction classique implique que

〈DGΓG
φ,ψc

,ΓG
φ,ψd

〉GF =
∑

n∈NF/ZF

〈φ⊗ ψ∗
c , φ⊗ nψd〉ZF ×(UF

0 ∩nUF
0 )

=
∑

n∈NF/ZF

〈ψ∗
c ,
nψd〉UF

0 ∩nUF
0

où N est le normalisateur de T0 dans G. La conclusion s’obtient alors en suivant
mot à mot le même argument que dans [DLM, fin de la preuve du th. 2.12,
p. 165].
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3.2. Caractères réguliers. — Soit s un élément semi-simple de G∗F∗
. On

fixe un sous-groupe de Borel F ∗-stable B∗
1 de C0

G∗(s) ainsi qu’un tore maximal
F ∗-stable T ∗

1 de B∗
1 . On notera W (s) (resp. W 0(s)) le groupe de Weyl de CG∗(s)

(resp. C0
G∗(s)) relatif à T ∗

1 . Le groupe AG∗(s) sera identifié au sous-groupe

{
w ∈W (s) | wB∗

1 = B∗
1

}
de W (s). On a donc

(3.2.1) W (s) = W 0(s) � AG∗(s).

Si w ∈ W 0(s), on notera T ∗
w un tore maximal F ∗-stable de C0

G∗(s) de type
w. On pose alors

(3.2.2) χG
s = χs =

εGεCG∗(s)

|W 0(s)|
∑

w∈W 0(s)

ε(w)RG
T ∗

w
(s),

où ε : W 0(s) → {1,−1} désigne la signature de W 0(s) et RG
T ∗

w
(s) désigne le

caractère de Deligne-Lusztig associé à la paire (T ∗
w, s). On rappelle le résultat

suivant (cf. [A, prop 3.1.1 et 3.2.1] et [DLM, prop. 3.12]).

PROPOSITION 3.2.3.
(a) Pour tout a ∈ H1(F,Z), on a 〈χs,ΓG

ψa
〉GF = 1.

(b) La fonction centrale χs sur GF est en fait un caractère (non virtuel)
de GF sans multiplicité. De plus, χs ∈ ZE(GF , [s]).

(c) Soit χs,1 la composante irréductible commune à χs et ΓG
ψ . Si ξ est un

caractère linéaire de AG∗(s)F
∗
, on choisit un élément c ∈ H1(F,Z) tel que

ω̂0s(c) = ξ et on pose
χs,ξ = τG

c χs,1.

Alors χs,ξ ne dépend pas du choix de c mais seulement de ξ et

χs =
∑

ξ∈(AG∗ (s)F∗ )∧

χs,ξ.

(d) Pour tout c ∈ H1(F,Z),

ΓG
ψc

=
∑
[s]

χ
s,ω̂0

s(c)

où [s] parcourt l’ensemble des classes de conjugaison d’éléments semi-simples
de G∗F∗

.
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COROLLAIRE 3.2.4. — Soit φ un caractère linéaire de ZF et soit c ∈ H1(F,Z).
Alors :

(a) 〈χs,ΓG
φ,ψc
〉GF =

{
1 si φ = φs,
0 sinon.

(b) ΓG
φ,ψc

=
∑

[s]|φs=φ

χ
s,ω̂0

s(c)
.

Preuve. — Cela résulte de 3.1.1.

On posera, pour tout (a, ζ) ∈M∨(AG∗(s), F ∗),

(3.2.5) χ̂G
s,(a,ζ) = χ̂s,(a,ζ) =

∑
(α,ξ)∈M(AG∗(s),F∗)

{
(α, ξ), (a, ζ)

}
χsα,ξ.

4. Fonctions absolument cuspidales en type A

Dorénavant, et ce jusqu’à la fin de cet article, nous ferons l’hypothèse
suivante :

G est de type A.

Sous cette hypothèse, les fonctions absolument cuspidales (cf. § 4.2 pour la
définition d’une fonction absolument cuspidale) sur GF ont été déterminées dans
[B2, cor. 6.2.2].

Nous allons rappeler ici comment construire une base explicite de Cus(GF ).
Nous allons même préciser le résultat de [B2] en exprimant les éléments de cette
base comme combinaisons linéaires explicites de caractères irréductibles de GF .
Comme conséquence importante pour la suite, nous obtenons que l’opérateur de
torsion stabilise les sous-espaces Q�E(GF , (s)), où s est un élément semi-simple
de G∗F∗

.

4.1. Formule de Mackey. — D’après [B2, th. 5.2.1], la formule de Mackey
pour les foncteurs de Lusztig a lieu dans G. Cela implique que les foncteurs
de Lusztig dans G ne dépendent pas du choix du sous-groupe parabolique. Par
conséquent, si L est un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe para-
bolique P de G, on notera quelquefois RG

L et ∗RG
L les foncteurs de Lusztig

RG
L⊂P et ∗RG

L⊂P .

4.2. Fonctions absolument cuspidales. — On rappelle qu’une fonction
centrale γ sur GF est dite absolument cuspidale si, pour tout sous-groupe de
Levi rationnel L d’un sous-groupe parabolique P de G, on a ∗RG

L⊂P γ = 0.
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On notera Cus(GF ) le sous-espace vectoriel de Cent(GF ) formé des fonctions
absolument cuspidales. L’espace vectoriel Cus(GF ) a été déterminé dans [B2,
cor. 6.2.2]. On va rappeler ici comment construire une base de Cus(GF ).

Soient φ et ζ des caractères linéaires de ZF et H1(F,Z) respectivement. On
pose :

Γ̇G
φ,ζ =

∑
c∈H1(F,Z)

ζ(c)ΓG
φ,ψc

.

THÉORÈME 4.2.1. — La famille (Γ̇G
φ,ζ) φ∈(ZF )∧

ζ∈H1(F,Z)∧cus

forme une base orthogonale

de Cus(GF ).

Preuve. — Soient φ et ζ deux caractères linéaires de ZF et H1(F,Z)
respectivement. Supposons ζ cuspidal. Si c ∈ H1(F,Z) et z ∈ ZF , alors

τG
c Γ̇G
φ,ζ = ζ(c)−1Γ̇G

φ,ζ, tGz Γ̇G
φ,ζ = φ(z)Γ̇G

φ,ζ .

Donc, d’après [B2, cor. 1.8.6], Γ̇G
φ,ζ est une fonction absolument cuspidale et,

d’après [B2, cor. 6.2.2, (a)], il suffit de montrer que Γ̇G
φ,ζ �= 0. Pour cela, on

va calculer son carré scalaire. Puisque Γ̇G
φ,ζ est absolument cuspidale, on a

DGΓ̇G
φ,ζ = ηGΓ̇G

φ,ζ. En particulier, on a

〈Γ̇G
φ,ζ , Γ̇

G
φ,ζ〉GF = ηG〈DGΓ̇G

φ,ζ, Γ̇
G
φ,ζ〉GF .

Il résulte alors de la proposition 3.1.3 que

(4.2.2) 〈Γ̇G
φ,ζ , Γ̇

G
φ,ζ〉GF =

∣∣H1(F,Z)
∣∣.

Cela termine la démonstration.

Soit (z, ζ) ∈M∨(Z/Z0, F ). On pose

Γ̂G
φ,ψ,(z,ζ) =

∑
(c,ξ)∈M(Z/Z0,F )

{
(c, ξ), (z, ζ)

}
ΓG
φξ,ψc

(4.2.3)

=
1

|H1(F,Z)|
∑

ξ∈(ZF /Z◦F )∧

ξ(z)Γ̇G
φξ,ζ .

4.3. Séries de Lusztig. — Dans ce paragraphe, nous allons préciser le
théorème 4.2.1. Nous allons donner une base des espaces Cus(GF )∩Q�E(GF , [s])
et Cus(GF )∩Q�E(GF , (s))) pour s un élément semi-simple de G∗F∗

et nous al-
lons exprimer les éléments de cette base comme combinaisons linéaires explicites
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de caractères irréductibles appartenant à E(GF , [s]) ou E(GF , (s)). Avant toute
chose, il convient de remarquer que

(4.3.1) Cus(GF ) =
⊕
[s]

(
Cus(GF ) ∩Q�E(GF , [s])

)

où [s] parcourt l’ensemble des classes de conjugaison rationnelles d’éléments
semi-simples de G∗F∗

. De même, on a

(4.3.2) Cus(GF ) =
⊕
(s)

(
Cus(GF ) ∩Q�E(GF , (s))

)

où (s) parcourt l’ensemble des classes de conjugaison F ∗-stables d’éléments semi-
simples de G∗.

THÉORÈME 4.3.3. — Supposons H1(F,Z)∧
cus non vide. Soit φ un caractère

linéaire de ZF . Alors :
(a) Il existe un élément semi-simple s ∈ G∗F∗

tel que :
1) s est rationnellement cuspidal ;
2) φs = φ.

(b) Si s′ est un élément semi-simple de G∗F∗
vérifiant les propriétés 1) et 2)

précédentes, alors s′ est rationnellement conjugué à s.
(c) Soit ζ un caractère linéaire cuspidal de H1(F,Z). Puisque s est cuspidal,

le morphisme de groupes ω0s : AG∗(s)F
∗ → H1(F,Z)∧ est un isomorphisme

(cf. prop. 1.4.9). Si a désigne l’élément de AG∗(s)F
∗
tel que ω0s(a) = ζ, alors

Γ̇G
φs,ζ =

∑
ξ∈(AG∗(s)F∗ )∧

ξ(a)χs,ξ.

(d) (Γ̇G
φs,ζ

)ζ∈H1(F,Z)∧cus
est une base orthogonale de Cus(GF ) ∩Q�E(GF, [s]).

Preuve. — Soit ζ un caractère linéaire cuspidal de H1(F,Z). D’après [B2,
cor. 6.2.2, (b)], il existe un unique (à G∗F∗

-conjugaison près) élément semi-
simple s ∈ G∗F∗

tel que Γ̇G
φ,ζ ∈ Q�E(GF , [s]). En particulier, φs = φ. Puisque

τG
c Γ̇G
φ,ζ = ζ(c)−1Γ̇G

φ,ζ pour tout c ∈ H1(F,Z), le noyau de ζ est contenu dans
le noyau de ω̂0s (cf. [B2, 2.8.7]), c’est-à-dire que ζ est dans l’image de ω0s . Par
conséquent, s est rationnellement cuspidal : cela montre le (a) du théorème 4.3.3.

Montrons maintenant le (c). D’après la proposition 1.4.9, ωs : AG∗(s) →
(Z/Z0)∧ est un isomorphisme donc les morphismes ω0s , ω1s , ω̂s, ω̂0s et ω̂1s sont
aussi des isomorphismes. Soit a l’unique élément de AG∗(s)F

∗
tel que ω0s(a) = ζ.

Posons
Γ =

∑
ξ∈(AG∗(s)F∗ )∧

ξ(a)χs,ξ.
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330 C. BONNAFÉ

Alors Γ est une fonction centrale sur GF et on a, pour tout z ∈ ZF et
c ∈ H1(F,Z),

tGz Γ = φ(z)Γ, τG
c Γ = ζ(c)−1Γ.

La première égalité résulte de 0.4.2 et la deuxième résulte de la proposi-
tion 3.2.3, (c). D’après [B2, cor. 6.2.2, (a)], les fonctions Γ et Γ̇G

φ,ζ sont propor-
tionnelles. Le résultat découle alors du fait que

〈Γ̇G
φ,ζ , χs,1〉GF = 1 = 〈Γ, χs,1〉GF ,

la première égalité résultant du corollaire 3.2.4, (b), et du fait que ω0s est un
isomorphisme.

Le (b) et le (d) résultent du (c) et de 0.4.2.

THÉORÈME 4.3.4. — Supposons H1(F,Z)∧
cus non vide. Soit φ0 un caractère

linéaire de Z0F .
(a) Il existe un élément semi-simple s de G∗F∗

vérifiant les propriétés
suivantes :

1) s est cuspidal ;
2) ResZF

Z0F φs = φ0.
(b) Si s′ est un autre élément semi-simple de G∗F∗

vérifiant les condi-
tions 1) et 2) ci-dessus, alors s′ est géométriquement conjugué à s.

(c) Soit (z, ζ) ∈ M∨(Z/Z0, F ). On suppose ζ cuspidal. Puisque ωs est un
isomorphisme (cf. proposition 1.4.9), il existe (a, σ) dans M∨(AG∗(s), F ∗) tel
que ω0s(a) = ζ et ω̂1s(z) = σ. Alors

Γ̂G
φs,ψ,(z,ζ)

= χ̂s,(a,σ).

(d) (Γ̂G
φs,ψ,(z,ζ)

) z∈ZF /Z◦F

ζ∈H1(F,Z)∧cus

est une base orthonormale de

Cus(GF ) ∩ Q�E(GF , (s)).

Preuve. — Soit φ un caractère linéaire de ZF étendant φ0. Soit s l’unique (à
G∗F∗

-conjugaison près) élément semi-simple cuspidal de G∗F∗
tel que φs = φ

(cf. th. 4.3.3). Alors s satisfait les conditions (1) et (2) du (a). En particulier,
d’après 1.4.9, le morphisme ωs : AG∗(s) → (Z/Z0)∧ est un isomorphisme.
Donc, si φ′ est un autre caractère linéaire de ZF étendant φ0, alors il existe
α ∈ H1(F ∗, AG∗(s)) tel que φsα = φ′ (cf. lemme 1.3.4). Le (d) découle de cette
remarque et du théorème 4.3.3, partie (d).

La partie (b) découle du (d) et la partie (c) résulte du théorème 4.3.3, (c) et
du lemme 1.3.4.
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COROLLAIRE 4.3.5. — Soit s un élément semi-simple de G∗F∗
. Alors

l’opérateur de torsion ShG
F/F stabilise Q�E(GF , (s)).

Preuve. — D’après le (d) du théorème 4.3.4 et le corollaire 2.2.5, ShG
F/F

stabilise Cus(GF ) ∩Q�E(GF , (s)).
Soit maintenant γ ∈ Q�E(GF , (s)). Il existe une famille A de paires (L, λ)

telles que L est un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique
de G, λ est une fonction absolument cuspidale sur LF telles que

γ =
∑

(L,λ)∈A
RG

Lλ.

D’autre part, d’après [B1, cor. 4.4.1], on peut supposer que λ ∈ E(LF , (tL)L∗)
où L∗ est un sous-groupe de Levi F ∗-stable d’un sous-groupe parabolique de G∗

dual de L et tL est un élément semi-simple de L∗F∗
géométriquement conjugué

à s ((L, λ) ∈ A). De plus, d’après [DM1, 2.2], on a

(4.3.6) ShG
F/F ◦RG

L = RG
L ◦ ShL

F/F .

Par conséquent,
ShG
F/F γ =

∑
(L,λ)∈A

RG
L (ShL

F/F λ).

Or, si (L, λ) ∈ A, on a ShL
F/F λ ∈ Q�E(LF , (tL)L∗) car λ est absolument

cuspidale donc ShG
F/F γ ∈ Q�E(GF , (s)G∗) d’après [B1, cor. 4.4.1].

5. Opérateur de torsion dans GF

Dans cette partie, on se fixe un élément semi-simple s de G∗F∗
et on note s̃ un

élément semi-simple de G̃∗F∗
tel que i∗(s̃) = s. On reprend toutes les notations

du paragraphe 3.2 (B∗
1 , T ∗

w, χs,ξ, sα. . . ). On posera

B̃∗
1 = i∗−1(B∗

1), T̃ ∗
1 = i∗−1(T ∗

1 ).

Le groupe W 0(s) s’identifie avec le groupe W (s̃) (groupe de Weyl de C
G̃

∗(s̃)
relatif à T̃ ∗

1) car C
G̃

∗(s̃) est connexe. Pour tout w ∈W (s̃), on posera

T̃ ∗
w = i∗−1(T ∗

w).

5.1. Caractères irréductibles de G̃F . — Soit χ un caractère irréductible
F ∗-stable de W (s̃). D’après [LS, th. 3.2], il existe une unique extension χ̃ de χ à
W (s̃) � 〈F ∗〉 telle que la fonction centrale

(5.1.1) RG̃
χ [s̃] =

ε
G̃
εC

G̃
∗ (s̃)

|W (s̃)|
∑

w∈W (s̃)

χ̃(wF ∗)RG̃

T̃
∗
w

(s̃)
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soit un caractère irréductible de G̃F . De plus, d’après [LS, th. 3.2], l’application

(5.1.2)

(
IrrW (s̃)

)F∗

−→ E
(
G̃F , [s̃]

)
,

χ �−→ RG̃
χ [s̃]

est bijective.

5.2. Caractères de Gel’fand-Graev généralisés. — Soit u un élément
unipotent de GF . Pour les groupes de type A, on dispose, quelle que soit
la caractéristique du corps sur lequel on travaille, d’une théorie de Dynkin-
Kostant pour classifier les classes unipotentes. En particulier, on peut associer
canoniquement à u un sous-groupe parabolique F -stable P̃ (u) de G̃ dont on
notera U(u) le radical unipotent. On fixera aussi un sous-groupe de Levi F -
stable L̃(u) de P̃ (u). On pose :

P (u) = P̃ (u) ∩G, L(u) = L̃(u) ∩G.

Ce sous-groupe parabolique vérifie entre autres les propriétés suivantes :
1) u appartient à U(u) ;

2) C
G̃

(u) est contenu dans P̃ (u).

Dans [K2], N. Kawanaka a aussi associé à u un caractère irréductible λu

de U(u)F et posé la définition suivante :

(5.2.1) ΓG
u = IndGF

U(u)F λu.

Le caractère ΓG
u est appelé caractère de Gel’fand-Graev généralisé de GF . Il ne

dépend que de la classe de conjugaison de u dans GF . Lorsque u est un élément
unipotent régulier, on retrouve les caractères de Gel’fand-Graev classiques.

On note Uni(G) l’ensemble des classes unipotentes de G. Pour chaque classe
unipotente C ∈ Uni(G)F , on fixe un élément unipotent F -stable uC . Dans G̃,
les centralisateurs d’éléments sont connexes, donc CF est égal à [uC ]

G̃F . D’autre
part, G. Lusztig [L1, 13.4] a construit une application

Irr G̃F −→ Uni(G̃)F ,
γ �−→ Cγ .

Dans le cas des groupes de type A à centre connexe, cette application vérifie la
propriété suivante (cf. [K1, th. 3.2.11, cor. 3.2.18 et rem. 3.2.24, (i)] ; il faut aussi
utiliser le fait que les fonctions de Green sont des polynômes en q) :
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THÉORÈME 5.2.2 (Kawanaka). — Soit γ un caractère irréductible de G̃F et
soit C une classe unipotente F -stable de G̃. Alors

〈Γ G̃
uC

, γ〉
G̃F =

{
1 si Cγ = C,
0 si C n’est pas contenu dans Cγ.

Si χ est un caractère irréductible F ∗-stable de W (s̃), on notera Cs,χ la classe
de conjugaison Cγ , où γ = RG̃

χ [s̃].

5.3. Caractères irréductibles de GF . — Si χ est un caractère irréductible
F ∗-stable de W (s̃) = W 0(s), alors on pose

RG
χ [s] =

εGεCG∗(s)

|W 0(s)|
∑

w∈W 0(s)

χ̃(wF ∗)RG
T ∗

w
(s).

Il résulte de [B1, prop. 4.3.3, (i)] que

(5.3.1) RG
χ [s] = Res G̃F

GF RG̃
χ [s̃].

Grâce au principe de réciprocité de Frobenius, on déduit du théorème 5.2.2 que

(5.3.2)
〈
ΓG
uC

, RG
χ [s]

〉
G̃F =

{ 1 si Cs,χ = C,
0 si C n’est pas contenu dans Cs,χ.

En particulier, le caractère RG
χ [s] est sans multiplicité car toutes ses composantes

irréductibles ont même multiplicité par la théorie de Clifford, et on notera
RG
χ [s]1 la composante irréductible commune à RG

χ [s] et ΓG
uCs,χ

. Pour décomposer
complètement le caractère RG

χ [s], il ne reste plus qu’à calculer le stabilisateur de
RG
χ [s]1 dans G̃F . Tout d’abord, ce stabilisateur contient Z̃F . Notons AG∗(s, χ)

le stabilisateur de χ dans AG∗(s) et notons G̃F (s, χ) le noyau du morphisme
composé

G̃F −→ G̃F /GF. Z̃F
σG−−−→ H1(F,Z)

ω̂0
s−−−→

(
AG∗(s)F

∗)∧ −→
(
AG∗(s, χ)F

∗)∧
.

PROPOSITION 5.3.3. — Le stablisateur de RG
χ [s]1 dans G̃F est G̃F (s, χ).

Preuve. — Cela résulte de la théorie de Clifford et du fait que

(5.3.4) RG̃

T̃
∗
w

(s̃)⊗ ωG,F

(
ω̃s(a)

)
= RG̃

T̃
∗
a−1wa

(s̃)

pour tous w ∈W ◦(s) et a ∈ AG∗(s)F
∗
.
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Si ξ est un caractère linéaire de AG∗(s, χ)F
∗
, on notera g̃ξ un élément de G̃F

dont l’image par le morphisme composé ci-dessus est ξ et on posera

RG
χ [s]ξ = RG

χ [s]1 ◦ (int g̃ξ)−1.

Il est facile de vérifier que, pour tous c ∈ H1(F,Z) et ξ ∈ (AG∗(s, χ)F
∗
)∧, on a

(5.3.5) τG
c RG

χ [s]ξ = RG
χ [s]ξξc,χ ,

où ξc,χ = ResAG∗(s)F
∗

AG∗(s,χ)F∗ ω̂0s(c).

On notera I(W 0(s), AG∗(s), F ∗) l’ensemble des paires (χ, ξ) où χ est un carac-
tère irréductible F ∗-stable de W 0(s) et ξ est un caractère linéaire de AG∗(s, χ)F

∗
.

PROPOSITION 5.3.6.
(a) L’application suivante est surjective :

I
(
W 0(s), AG∗(s), F ∗) −→ E

(
GF , [s]

)
,

(χ, ξ) �−→ RG
χ [s]ξ.

(b) Soient (χ, ξ) et (χ′, ξ′) deux éléments de I(W 0(s), AG∗(s), F ∗). Alors
RG
χ [s]ξ = RG

χ′ [s]ξ′ si et seulement si il existe a ∈ AG∗(s)F
∗
tel que (χ′, ξ′) =

a(χ, ξ) ou, de manière équivalente puisque AG∗(s) est abélien, (χ′, ξ′) = (aχ, ξ).

Preuve. — Cela résulte de la théorie de Clifford et de 5.3.4.

5.4. Familles de GF . — Avant d’énoncer le théorème principal de cet article,
nous allons décomposer la série de Lusztig géométrique E(GF , (s)) en familles de
la même manière que dans [Sh3, 4.4]. Le raisonnement que nous allons suivre est
déjà contenu dans [Sh3, 4.4] mais, puisqu’il s’applique à une classe plus grande
de groupes réductifs finis, nous allons le rappeler. Tout d’abord, on a

E
(
GF , (s)

)
=

∐
α∈H1(F∗,AG∗ (s))

E
(
GF , [sα]

)
.

Pour tout α ∈ H1(F ∗, AG∗(s)), on notera δ(α) l’élément de AG∗(s) dont
g−1α F (gα) est un représentant dans CG∗(s). Alors le groupe W (sα) peut-être
identifié au groupe W (s) muni du morphisme de Frobenius δ(α)F ∗.

Soit χ un caractère irréductible de W 0(s). S’il existe un élément α ∈
H1(F ∗, AG∗(s)) tel que χ soit δ(α)F ∗-stable, alors l’orbite de χ sous AG∗(s)
est F ∗-stable. Réciproquement, si l’orbite de χ sous AG∗(s) est F ∗-stable, alors
il existe un élément α ∈ H1(F ∗, AG∗(s)) et un élément a ∈ AG∗(s) tels que
χ = a−1δ(α)F∗(a)(F

∗
χ). Il est alors facile de vérifier que aχ est δ(α)F ∗-stable.
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Cela montre qu’il faut s’intéresser à l’ensemble des orbites F ∗-stables de carac-
tères irréductibles de W 0(s) sous l’action de AG∗(s).

On notera AG∗(s)\ IrrW 0(s) l’ensemble des orbites de AG∗(s) dans IrrW 0(s).
Si χ est un caractère irréductible de W 0(s), on notera [χ] son orbite sous l’action
de AG∗(s).

Fixons un élément F ∗-stable [χ] ∈ AG∗(s)\ IrrW 0(s). Le calcul précédent
montre que l’on peut supposer que χ est δ(αχ)F ∗-stable pour un αχ ∈
H1(F ∗, AG∗(s)) : il est à noter que la paire (χ, αχ) n’est pas déterminée de
manière unique. L’élément αχ n’est même pas déterminé par le choix particulier
de χ. Notons

µχ : H1
(
F ∗, AG∗(s, χ)

)
−→ H1

(
F ∗, AG∗(s)

)
le morphisme naturel de groupes.

Soit (α, ξ) ∈M(AG∗(s, χ), F ∗). Alors il existe un élément a ∈ AG∗(s) tel que

a−1δ
(
µχ(α)αχ

)
δ(αχ)−1F ∗(a)

appartienne à AG∗(s, χ) et représente α. On pose alors

χα = aχ.

Le caractère χα est déterminé à conjugaison près par un élément de AG∗(s)F
∗

et il est facile de vérifier que χα est δ(µχ(α)αχ)F ∗-stable. On peut donc alors
poser :

(5.4.1) RG
[χ](s)α,ξ = RG

χα
[sµχ(α)αχ

]ξ.

Le caractère RG
[χ](s)α,ξ dépend alors seulement du choix de χ et αχ.

La proposition suivante est prouvée dans [Sh3, 4.4] dans un cas particulier :
la preuve s’applique mot à mot à la situation plus générale de cet article.

PROPOSITION 5.4.2. — Soient (α, ξ) et (α′, ξ′) deux éléments de l’ensemble
M(AG∗(s, χ), F ∗). Alors RG

[χ](s)α,ξ = RG
[χ](s)α′,ξ′ si et seulement si (α, ξ) =

(α′, ξ′).

On pose :

F[χ]
(
GF , (s)

)
=

{
RG
[χ](s)α,ξ | (α, ξ) ∈ M(AG∗(s, χ), F ∗)

}
.

Alors l’ensemble F[χ](GF , (s)) dépend seulement de [χ] et non du choix de χ et
αχ et il est facile de vérifier que

(5.4.3) E(GF , (s)) =
∐

[χ]∈(AG∗(s)\ IrrW 0(s))F∗

F[χ]
(
GF , (s)

)
.

De plus, la proposition 5.4.2 montre que l’on a une bijection

(5.4.4) M(AG∗(s, χ), F ∗) ∼−−→ F[χ](GF , (s))

pour tout [χ] ∈ (AG∗(s)\ IrrW 0(s))F
∗
.
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5.5. Caractères fantômes. — Soit maintenant (a, σ) un élément de
M∨(AG∗(s, χ), F ∗). On pose :

(5.5.1) R̂
G

[χ](s)a,σ =
∑

(α,ξ)∈M(AG∗(s,χ),F∗)

{
(α, ξ), (a, σ)

}
RG
[χ](s)α,ξ.

On appelle R̂
G

[χ](s)a,σ un caractère fantôme de GF .

Si (α, ξ) ∈M(AG∗(s, χ), F ∗), on a

(5.5.2) RG
[χ](s)α,ξ =

∑
(a,σ)∈M∨(AG∗ (s,χ),F∗)

{
(α, ξ), (a, σ)

}
R̂

G

[χ](s)a,σ.

La proposition suivante est immédiate :

PROPOSITION 5.5.3. — (R̂
G

[χ](s)a,σ)(a,σ)∈M∨(AG∗ (s,χ),F∗) est une base or-
thonormale de l’espace vectoriel Q�F[χ](GF , (s)).

REMARQUE. — La bijection 5.4.4 dépend de beaucoup de choses : elle
dépend du choix d’un représentant F -stable dans chaque classe de conjugaison
unipotente F -stable de G, du choix d’un représentant F ∗-stable s de la classe
de conjugaison géométrique (s), du choix de χ dans [χ] et du choix de αχ.
Cependant, si on effectue d’autres choix à chacune de ces étapes, le caractère
fantôme R̂

G

[χ](s)a,σ ((a, σ) ∈ M∨(AG∗(s, χ), F ∗)) ne sera modifié que par une
racine de l’unité. Cela donne plus de sens à la définition de caractère fantôme.

Le théorème suivant s’en trouve aussi conforté :

THÉORÈME 5.5.4. — Soient χ et αχ comme ci-dessus. On suppose que F agit
trivialement sur Z/Z0. Soit (a, σ) ∈ M∨(AG∗(s, χ), F ∗). Alors

ShG
F/F R̂

G

[χ](s)a,σ = σ(ā)−1R̂
G

[χ](s)a,σ

où ā désigne la classe de a dans H1(F ∗, AG∗(s, χ)).

La fin de cette partie est consacrée à la preuve du théorème 5.5.4.

5.6. Réduction du problème. — Puisque F agit trivialement sur Z/Z0

et puisque ωs commute avec l’action des morphismes de Frobenius F et F ∗, le
morphisme F ∗ agit trivialement sur AG∗(s). En particulier, on peut identifier
les morphismes ωs, ω0s et ω1s , ainsi que les morphismes ω̂s, ω̂0s et ω̂1s . D’autre
part, la section δ : H1(F ∗, AG∗(s)) → AG∗(s) est égale à l’identité.

Soit donc [χ] ∈ (AG∗(s)\ IrrW 0(s))F
∗

et soient χ et αχ comme précédemment.
Comme cela est expliqué dans la remarque ci-dessus, on peut, pour prouver le
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théorème 5.5.4, changer beaucoup des choix qui ont été faits plus haut. En par-
ticulier, en remplaçant s par sαχ , on peut supposer que αχ = 1, de sorte que
χ est F ∗-stable. Par ailleurs, l’application Irr GF → Uni(GF ) est constante sur
la famille F[χ](GF , (s)), donc on notera Cχ la classe de conjugaison unipotente
F -stable associée à tous les caractères irréductibles de F[χ](GF , (s)).

Remarquons aussi que

M(AG∗(s, χ), F ∗) = M∨(AG∗(s, χ), F ∗) = AG∗(s, χ)×AG∗(s, χ)∧.

On définit la relation d’ordre partiel � sur l’ensemble Uni(G)F de la manière
suivante. Soient C et C′ deux classes unipotentes F -stables de G. Alors

C � C′ si et seulement si C⊂C′.

On écrira C ≺ C′ pour dire que l’on a C � C′ et C �= C′.
On va raisonner par récurrence sur la dimension de G et aussi par récurrence,

mais descendante, sur l’ensemble Uni(G)F muni de l’ordre partiel �. On
supposera donc que le théorème 5.5.4 est vrai dans tout sous-groupe de Levi
F -stable d’un sous-groupe parabolique propre de G, et qu’il est aussi vrai pour
toute famille F[χ′](GF , (s)) telle que Cχ ≺ Cχ′ .

5.7. Sous-groupes de Levi et foncteurs de Lusztig. — Soit L∗ un sous-
groupe de Levi F ∗-stable d’un sous-groupe parabolique de G∗ et soit L un
sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique P de G dual de L∗.
On note U le radical unipotent de P et on pose

Y G
U =

{
g ∈ G | g−1F (g) ∈ U

}
.

On notera Hic(Y
G

U ) le i-ième groupe de cohomologie à support compact à
coefficients dans le faisceau constant Q�.

Puisque GF et LF agissent sur Y G
U par translations à gauche et à droite

respectivement, l’espace vectoriel Hic(Y
G

U ) hérite d’une structure de GF -module-
LF . La preuve du théorème suivant est disponible dans une version corrigée de
[DM3, th. 13.25] :

THÉORÈME 5.7.1. — Supposons que CG∗(s) soit contenu dans L∗. Alors :
(a) Soit λ ∈ E(LF , [s]L∗F∗ ). Il existe un entier naturel i(λ) tel que

Hic(Y G
U ) ⊗

Q�LF λ = 0 si i �= i(λ) et tel que le GF -module H
i(λ)
c (Y G

U )⊗
Q�LF λ

soit irréductible. De plus, (−1)i(λ) = εGεL.
(b) L’application εGεLRG

L⊂P : E(GF , [s]L∗F∗ ) → E(GF , [s]G∗F∗ ) est bijec-
tive.

COROLLAIRE 5.7.2. — Supposons que C0
G∗(s) soit contenu dans L∗. Soit λ ∈

E(LF , [s]L∗F∗ ). Alors il existe un entier naturel i(λ) tel que Hic(Y
G

U )⊗
Q�LF λ = 0
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si i �= i(λ). De plus (−1)i(λ) = εGεL et εGεLRG
L⊂P λ est un caractère (non

virtuel) de GF .

Preuve. — Notons L̃ = L.Z̃ et L̃∗ = i∗−1(L∗). Remarquons tout d’abord que
L̃∗ contient C

G̃
∗(s̃) car ce dernier est connexe et a pour image dans G∗ le groupe

C0
G∗(s). D’après [B1, lemme 4.3.6], il existe λ̃ ∈ E(G̃F , [s̃]

L̃∗F∗ ) tel que λ soit une
composante irréductible de la restriction de λ̃ à LF . D’après [B1, 4.3.1 et 4.3.2],
le GF -module Hic(Y

G
U ) ⊗

Q�LF λ est un sous-module de la restriction à GF du

G̃F -module Hic(Y G̃
U )⊗

Q�L̃F λ̃. Le corollaire 5.7.2 résulte alors du théorème 5.7.1

appliqué au groupe G̃ : il suffit de prendre i(λ) = i(λ̃).

REMARQUE.—Le théorème 5.7.1 et le corollaire 5.7.2 sont vrais dans n’importe
quel groupe réductif, sans hypothèse sur l’action de F sur Z/Z0. Le fait que G
soit de type A n’intervient pas dans la démonstration et l’action de F non
plus. Cependant, le corollaire suivant utilise que G est de type A, puisqu’il
utilise le paramétrage des caractères irréductibles de GF , et il utilise que F agit
trivialement sur Z/Z0.

COROLLAIRE 5.7.3. — Notons CG∗(s, χ) l’image inverse de AG∗(s, χ) dans
CG∗(s) par le morphisme canonique CG∗(s) → AG∗(s) et supposons que L∗

contienne CG∗(s, χ). Alors εGεLRG
L⊂P induit une bijection F[χ](LF , (s)L∗) →

F[χ](GF , (s)G∗).

Preuve. — Remarquons tout d’abord que AL∗(s, χ) = AG∗(s, χ) donc
|F[χ](LF , (s)L∗)| = |F[χ](GF , (s)G∗)|.

Soit (α, ξ) ∈M(AL∗(s, χ), F ∗). Si on note sL
α l’élément de L∗F∗

dont la classe
de L∗F∗

-conjugaison est associée à α, alors sL
α est G∗F∗

-conjugué à sα car F ∗

agit trivialement sur AG∗(s). En particulier, si (α′, ξ′) ∈ M(AL∗(s, χ), F ∗) est
tel que

εGεLRG
L⊂P RL

[χ](s)α,ξ = εGεLRG
L⊂P RL

[χ](s)α′,ξ′ ,

alors on a α = α′. Donc, pour montrer le corollaire 5.7.3, il suffit alors de
remarquer que RL

χ [sL
α ] et RG

χ [sα] = εGεLRG
L⊂P RL

χ [sL
α ] ont le même nombre de

composantes irréductibles et d’utiliser le corollaire 5.7.2.

Nous terminons ce paragraphe par deux résultats à propos des centralisateurs
d’éléments semi-simples dans les groupes de type A.

LEMME 5.7.4. — Soit H∗ un sous-groupe fermé F ∗-stable propre de CG∗(s)
contenant C0

G∗(s). Alors il existe un sous-groupe de Levi F ∗-stable L∗ d’un sous-
groupe parabolique propre de G∗ contenant H∗.

TOME 128 — 2000 — N◦ 3
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Preuve. — Il suffit de montrer qu’il existe un sous-groupe de Levi d’un
sous-groupe parabolique propre de G∗ contenant H∗. Pour obtenir un sous-
groupe de Levi rationnel, il suffira de prendre l’intersection de tous ceux qui
contiennent H∗. L’application AG∗(s) → A

Ĝ
∗(ŝ) est injective (où ŝ = π∗(s)),

donc on peut se ramener au cas où G est semi-simple, simplement connexe et
quasi-simple, c’est-à-dire G = SLn(F) pour un entier naturel non nul n. On peut
alors supposer que G∗ = PGLn(F).

Supposons que H∗ n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique propre de G∗. Puisque H∗ est contenu dans le normalisateur
de C0

G∗(s) et contient C0
G∗(s), cela implique qu’il existe un diviseur d de n (on

pose n = dk) tel que s soit conjugué à diag(a1, . . . , a1, a2, . . . , a2, . . . , ak, . . . , ak)
où a1, . . . , ak sont des éléments de F× deux à deux distincts apparaissant
chacun d fois dans l’écriture précédente.

Le groupe AG∗(s) est isomorphe, via ω̃s, au sous-groupe A de F× défini comme
suit :

A =
{
x ∈ F× | {xa1, . . . , xak} = {a1, . . . , ak}

}
.

Notons A′ le sous-groupe de A image de H∗. Si |A′| = k′, et si Ω désigne
une orbite de A′ dans {a1, . . . , ak}, on peut supposer que Ω = {a1, . . . , ak′} ce
qui montre que H∗ est contenu dans l’image de GLdk′(F) ×GLd(n−k′)(F) dans
PGLn(F). Puisque H∗ n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique propre de G∗, cela implique que k′ = k donc que A′ = A,
c’est-à-dire H∗ = CG∗(s).

L’élément semi-simple s est dit quasi-isolé si CG∗(s) n’est contenu dans aucun
sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G∗.

LEMME 5.7.5. — Supposons s quasi-isolé et soient χ et χ′ deux caractères irré-
ductibles de W 0(s) invariants sous AG∗(s) et tels que Cχ = Cχ′ . Alors χ = χ′.

Preuve. — Utilisons à nouveau le morphisme π∗ : G∗ → Ĝ
∗
. Alors ŝ = π∗(s)

est quasi-isolé dans Ĝ
∗

et, d’après le lemme 5.7.4, l’application CG∗(s) → C
Ĝ

∗(ŝ)
est surjective. En particulier, cela montre que l’on peut encore supposer que
G∗ = PGLn(F).

Par suite, il existe un diviseur d de n, premier à p, et tel que s soit conjugué
à l’image diag(1, ζ, . . . , ζd−1) ⊗ Ik dans PGLn(F) où n = dk et Ik désigne la
matrice identité de GLk(F). Dans ce cas, W 0(s) est isomorphe à (Sk)d où Sk

désigne le groupe symétrique de degré k, et AG∗(s) est le groupe cyclique d’ordre
d, agissant sur (Sk)d par permutation transitive des composantes.

Un caractère irréductible χ de W 0(s) invariant sous AG∗(s) est donc de la
forme χ1 ⊗ · · · ⊗ χ1 où χ1 est un caractère irréductible de Sk. Notons µ la
partition de k associé à χ1. Alors la classe unipotente de G associé à χ est la
classe paramétrée par la partition de n duale de dµ. Cela montre le lemme.
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5.8. Fin de la preuve du théorème 5.5.4. — Soit u = uCs,χ . Si φ est un
caractère linéaire de ZF , on pose :

ΓG
φ,u = IndGF

ZF ×U(u)F (φ⊗ λu).

D’autre part, si (z, ζ) ∈M∨(Z/Z0, F ), on pose

Γ̂
G

φ,u,(z,ζ) =
∑

(c,ξ)∈M(Z/Z0,F )

{(c, ξ), (z, ζ)}τG
c Γ

G
φξ,u.

D’après la proposition 2.2.5, on a

(5.8.1) ShG
F/F Γ̂

G

φ,u,(z,ζ) = ζ(z̄)−1Γ̂
G

φ,u,(z,ζ).

Soit (a, σ) ∈ M∨(AG∗(s, χ), F ∗). On pose ζ = ω1s(a) et soit z un élément de
ZF dont l’image par le morphisme composé

ZF −→ ZF /Z0F ω̂1
s−−−→ H1

(
F ∗, AG∗(s)

)∧ −→ H1
(
F ∗, AG∗(s, χ)

)∧

est égal à σ (un tel z existe car F agit trivialement sur Z/Z0). Alors σ(ā) = ζ(z̄)
où z̄ est la classe de z dans H1(F,Z).

LEMME 5.8.2. — Avec les notations ci-dessus, la projection de Γ̂
G

φs,u,(z,ζ) sur

Q�F[χ](GF , (s)) est égale à R̂
G

[χ](s)a,σ.

Preuve.—Soit (c, ξ) ∈M(Z/Z0, F ). On note ξ′ = ResAG∗(s,χ)
AG∗(s,χ) ω̂

0
s(c). Puisque

tGz (τG
c Γ

G
φsξ,u) = φxτ

G
c ξ(z)ΓG

φsξ,u

pour tout z ∈ ZF , la projection de τG
c Γ

G
φsξ,u sur Q�F[χ](GF , (s)) est égale à la

projection de τG
c Γ

G
φsξ,u sur Q�F[χ](GF , (s)) ∩ Q�E(GF , [sα]) si ξ = ω1s(α) pour

un α ∈ AG∗(s, χ) et est nulle si ξ n’est pas dans l’image de AG∗(s, χ) sous le
morphisme ω1s (cela résulte de l’injectivité du morphisme ω1s et du lemme 1.3.4).
Donc, si ξ = ω1s(α) pour un α ∈ AG∗(s, χ), alors la projection de τG

c Γ
G
φsξ,u

sur Q�F[χ](GF , (s)) est égale à Rχ[sα]ξ′ . Le lemme 5.8.2 en découle.

Compte tenu de l’égalité 5.8.1 et du lemme 5.8.2, il suffit, pour montrer le
théorème 5.5.4, de montrer que ShG

F/F R̂
G

[χ](s)a,σ appartient à l’espace vecto-
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riel Q�F[χ](GF , (s)). Compte tenu du corollaire 5.7.3, du lemme 5.7.4 et de
l’hypothèse de récurrence, on peut supposer que s est quasi-isolé dans G∗ et que
AG∗(s) = AG∗(s, χ). Dans ce cas-là, la projection de Γ̂

G

φs,u,(z,ζ) sur Q�E(GF , (s))

est égale à R̂
G

[χ](s)a,σ plus des termes appartenant à des familles F[χ′](GF , (s)),
où [χ′] est tel que Cχ ≺ Cχ′ d’après le lemme 5.7.5. Puisque ShG

F/F commute à
la projection sur Q�E(GF , (s)) d’après le lemme 4.3.5, et puisque, par hypothèse
de récurrence, les espaces vectoriels Q�F[χ′](GF , (s)) sont stables sous ShG

F/F

(où χ′ est tel que Cχ ≺ Cχ′ ), le théorème 5.5.4 est démontré.

6. Faisceaux-caractères cuspidaux sur G

On appellera système local un Q�-système local.

6.1. Paires cuspidales. — Soit C une classe de conjugaison quelconque
de G et soit Σ = Z0.C. Soit E un système local irréductible G-équivariant
sur Σ. Puisque G est de type A, il résulte de [L2, prop. 2.7] que, si E est
cuspidal au sens de [L2, déf. 2.4], alors C = zC′, où z ∈ Z et C′ est une
classe unipotente de G. De plus, compte tenu de [L2, prop. 2.8], C′ est alors
la classe des unipotents réguliers de G. Puisque la caractéristique p de F est
bonne pour G, la classification des systèmes locaux irréductibles cuspidaux sur
la classe des unipotents réguliers est donnée par la proposition 1.2.2 et par la
remarque suivant 1.2.1 (en effet, puisque G est de type A, tous les nombres
premiers sont bons pour G) : l’ensemble des classes d’isomorphismes est en
bijection avec (Z/Z0)∧

cus. Ces quelques remarques vont permettre de classifier
facilement les paires cuspidales (Σ, E) cuspidales.

On reprend les notations du paragraphe 1.2. Par exemple, Creg désigne la
classe des unipotents réguliers de G. Soit z ∈ Z et soit ζ un caractère linéaire
cuspidal de Z/Z0. On rappelle que Lζ désigne le système local irréductible
cuspidal sur Creg associé à ζ. On fixe aussi un système local kummérien S sur Z0

et on note ES,z,ζ le système local irréductible

T (z)∗(S � Lζ) � (T (z)∗S) � Lζ

sur zZ0.Creg, où T (z) : G→ G, g �→ zg désigne la translation par z.

La proposition suivante résulte des remarques précédentes.

PROPOSITION 6.1.1. — Soit (Σ, E) une paire formée d’une sous-variété Σ
de G de la forme Z0.C, où C est une classe de conjugaison de G, et E
est un système local irréductible G-équivariant sur Σ. Alors la paire (Σ, E)
est cuspidale si et seulement si il existe un élément z de Z, un caractère
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linéaire cuspidal ζ de Z/Z0 et un système local kummérien S sur Z0 tels que
(Σ, E) = (zZ0.Creg, EL,z,ζ).

Si (S, z, ζ) sont comme ci-dessus, alors T (z0)∗S � S pour tout z0 ∈ Z0. Cela
implique la proposition suivante :

PROPOSITION 6.1.2. — Soient (S, z, ζ) et (S′, z′, ζ′) deux triplets comme ci-
dessus. Alors les paires (zZ0.Creg, ES,z,ζ) et (z′Z0.Creg, ES′,z′,ζ′) sont isomor-
phes si et seulement si S � S′, ζ = ζ′ et z′z−1 ∈ Z0.

COROLLAIRE 6.1.3. — La paire (zZ0.Creg, ES,z,ζ) est F -stable si et seulement
si F ∗S � S, ζ ∈ H1(F,Z)∧

cus et z−1F (z) ∈ Z0.

L’application Z0 → Z0, z �→ z−1F (z) est un revêtement étale galoisien de Z0

de groupe Z0F . Si φ0 est un caractère linéaire de Z0F , on notera Sφ0 un système
local kummérien sur Z0 associé à ce revêtement et au caractère linéaire φ0. Alors
Sφ0 est F -stable et tout système local kummérien F -stable sur Z0 est isomorphe
à un et un seul de ces Sφ0 .

On note CUS(G, F ) l’ensemble des triplets (φ0, z, ζ) où φ0 est un caractère
linéaire de Z0F , z ∈ ZF /Z0F et ζ ∈ H1(F,Z)∧

cus. Si (φ0, z, ζ) ∈ CUS(G, F ),
on notera ż un représentant de z dans ZF et on notera Eφ0,z,ζ le système local
ESφ0 ,ż,ζ sur żZ0.Creg. Les paires (żZ0.Creg, Eφ0,z,ζ) (où (φ0, z, ζ) ∈ CUS(G, F ))
forment un système de représentants de l’ensemble des classes d’isomorphismes
de paires cuspidales F -stables de G.

On notera Aφ0,z,ζ le faisceau pervers sur G obtenu comme extension perverse
(pour la perversité usuelle) du système local Eφ0,z,ζ sur zZ0.Creg. C’est un
faisceau-caractère cuspidal sur G et tous les faisceaux-caractères cuspidaux
sur G sont obtenus de cette manière (cf. [L3, IV, prop. 18.5, (a) et III, 7.1.2, 7.1.3
et 7.1.4]). Puisque p est bon pour G, cette extension perverse est simplement, à
un décalage près de dim Z0 + dimCreg, l’extension par zéro de Eφ0,z,ζ (cf. [L3,
IV, prop. 18.5, (b)]).

6.2. Fonctions caractéristiques. — Si X est une variété définie sur Fq,
d’endomorphisme de Frobenius F : X → X, et si F est un système local
F -stable, alors, à tout isomorphisme ϕ : F ∗F → F , on associe une fonction
caractéristique χF ,ϕ définie comme suit :

χF ,ϕ : XF −→ Q�,

x �−→ Tr(ϕx,Fx).

Si A est un faisceau pervers F -stable sur X et si ϕ : F ∗A → A est un iso-
morphisme de faisceux pervers, on appellera fonction caractéristique de A et on
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notera χA,ϕ la fonction définit comme suit :

χA,ϕ : XF −→ Q�,

x �−→
∑
i∈Z

(−1)iTr(ϕx,HixA)

où, pour tout i ∈ Z, HixA désigne la fibre en x du i-ième faisceau de cohomologie
de A.

Soit ι = (φ0, z, ζ) ∈ CUS(G, F ). Alors il existe un unique isomorphisme
ϕφ0 : F ∗Sφ0 → Sφ0 dont la fonction caractéristique sur Z0F soit égale à φ0.
De même, on fixe une racine de q dans Q� (que l’on notera q

1
2 ) : alors il existe

un unique isomorphisme ϕζ : F ∗Lζ → Lζ dont la fonction caractéristique a
pour valeur q

1
2 dimCU0(u1) en u1 (on rappelle que u1 est un élément fixé de CFreg).

On notera ϕι l’isomorphisme T (ż)∗(ϕφ0 � ϕζ) : F ∗Eι → Eι. Cet isomorphisme
induit un isomorphisme de faisceaux pervers sur G que l’on notera toujours
ϕι : F ∗Aι → Aι. Nous allons décrire explicitement la fonction caractéristique
associée à cet isomorphisme.

Soit c ∈ H1(F,Z). On pose uc = g̃cu1g̃
−1
c . Alors les uc (c ∈ H1(F,Z)) forment

un système de représentants de l’ensemble des classes de conjugaison d’éléments
unipotents réguliers de GF . Soit g ∈ GF . On a alors :

(6.2.1) χAι,ϕι(g) =




(−1)dimZφ0(z0)ζ(c)q
1
2 dimCU0(u1)

si [g] = [żz0uc] où z0 ∈ Z0F

et c ∈ H1(F,Z),
0 sinon.

On choisit un caractère linéaire φ : ZF → Q�
×

dont la restriction à Z0F est
égale à φ0 et on note s l’unique (à G∗F∗

-conjugaison près) élément semi-simple
rationnellement cuspidal de G∗F∗

tel que φs = φ (cf. th. 4.3.3, (a) et (b)). Soient
a ∈ AG∗(s)F

∗
et σ ∈ H1(F ∗, AG∗(s))∧ tels que ω0s(a) = ζ et ω̂1s(z) = σ.

THÉORÈME 6.2.2. —Avec les notations ci-dessus, il existe un racine de l’unité
λ ∈ Q�

×
telle que

χAι,ϕι = λχ̂G
s,(a,σ).

Preuve. — D’après [B2, cor. 6.2.2], d’après 6.2.1 et d’après le théorème 4.3.4, il
existe une constante λ ∈ Q�

×
satisfaisant à l’égalité du théorème 6.2.2. Il suffit de

montrer que cette constante est une racine de l’unité. Pour cela, la valeur χ̂G
s,(a,σ)

en żu1 permettra de conclure. Tout d’abord, χ̂G
s,(a,σ)(żu1) = φ(ż)χ̂G

s,(a,1)(u1).
Cela montre que l’on peut supposer que ż = 1 et donc que σ = 1.
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D’après le théorème 4.3.4, on a

χ̂G
s,(a,1) =

∑
(c,ξ)∈M(Z/Z0,F )

ζ(c)
|H1(F,Z)| IndGF

ZF ×UF
0

(φξ ⊗ ψc)

=
∑

c∈H1(F,Z)

ζ(c)
|H1(F,Z)| IndGF

Z0F ×UF
0

(φ0 ⊗ ψc).

Mais, si c ∈ H1(F,Z), on a

IndGF

Z0F ×UF
0

(φ0 ⊗ ψc)(u1) =
1

|Z0F | · |UF0 |
∑
b∈BF

0

ψc(bu1b−1)

=
∑

t∈T F
0 /Z

0F

ψc(tu1t−1),

la première égalité résultant du fait que B0 est l’unique sous-groupe de Borel
de G contenant u1 car u1 est régulier. Par conséquent,

χ̂G
s,(a,1)(u1) =

∑
c∈H1(F,Z)

ζ(c)
( ∑
t∈T F

0 /Z
F

ψc(tu1t−1)
)
.

Cette quantité est notée σζ dans [DLM, partie 2]. En reprenant les notations de
[DLM, partie 2], le sous-groupe de Levi noté L est égal à G car ζ est cuspidal
et le résultat découle de [DLM, prop. 2.1] car dim G − dimCreg − dim Z =
dimCU0(u1).
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